算法设计与分析

第1章  算法的基本概念


第1章  算法的基本概念

计算机系统中的任何软件，都是由大大小小的各种软件组成部分构成，各自按照特定的算法来实现，算法的好坏直接决定所实现软件性能的优劣。用什么方法来设计算法，所设计算法需要什么样的资源，需要多少运行时间、多少存储空间，如何判定一个算法的好坏，在实现一个软件时，都是必须予以解决的。计算机系统中的操作系统、语言编译系统、数据库管理系统以及各种各样的计算机应用系统中的软件，都必须用一个个具体的算法来实现。因此，算法设计与分析是计算机科学与技术的一个核心问题。

1.1  引    言

在20世纪50年代，西方某些著名的词典中，还未曾收录过算法（Algorithm）一词。根据西方数学史家的考证，古代阿拉伯的一位学者写了一部名著，名字为“Kitāb al-jabr Wa’lmuqābJla”（《复原和化简的规则》），作者的署名是Abū ‘Abd Allāh Muhammad ibn Mūsa al-Khwārizmī，从字面看，意思是“穆罕默德（Muhammad）的父亲，摩西（Moses）的儿子，Khwārizm地方的人”。后来，这部著作流传到了西方，结果，从作者署名中的al-Khwārizmī派生出Algorithm（算法）一词，而从作品名字中的al-jabr派生出Algebra（代数）一词。随着时间的推移，Algorithm（算法）这个词的含义，已经完全与它原来的含义不同了。

1.1.1  算法的定义和特征

欧几里德曾在他的著作中描述过求两个数的最大公因子的过程。20世纪50年代，欧几里德所描述的这个过程，被称为欧几里德算法，算法这个术语在学术上便具有了现在的含义。下面是这个算法的例子及它的一种描述。

算法1.1  欧几里德算法

输入：正整数m,n

输出：m,n的最大公因子

1. int euclid(int m,int n)

2. {

3.     int r;

4.     do {

5.         r = m % n;

6.         m = n;

7.         n = r;

8.     } while(r)

9.     return m;

10. }   

在此用一种类C语言来叙述最大公因子的求解过程。今后，在描述其他算法时，还可能结合一些自然语言的描述，以代替某些繁琐的具体细节，而更好地说明算法的整体框架。同时，为了简明地访问二维数组元素，假定在函数调用时，二维数组可以作为参数传递，在函数中可以动态地分配数组。读者可以很容易地用其他方法来消除这些假定。

在算法的第5行，把
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除以
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的余数赋予
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，第6行把
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的值赋予
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，第7行把
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的值赋予
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，第8行判断
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是否为0，若非0，继续转到第5行进行处理；若为0，就转到第9行处理，第9行返回
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，算法结束。按照上面这组规则，给定任意两个正整数，总能返回它们的最大公因子。可以证明这个算法的正确性。

根据上面这个例子，可以给算法如下的定义：

定义1.1  算法是解某一特定问题的一组有穷规则的集合。

算法设计的先驱者唐纳德.E.克努特（Donald E.Knuth）对算法的特征作了如下的描述：

（1）有限性。算法在执行有限步之后必须终止。算法1.1中，对输入的任意正整数
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，在
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除以
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的余数赋予
[image: image14.wmf]r

之后，再通过
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赋予
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，从而使
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值变小。如此往复进行，最终或者使
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为0，或者使
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递减为1。这两种情况，都最终使
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，而使算法终止。

（2）确定性。算法的每一个步骤，都有精确的定义。要执行的每一个动作都是清晰的、无歧义的。例如，在算法1.1的第5行中，如果
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是无理数，那么，
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除以
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的余数是什么，就没有一个明确的界定。确定性的准则意味着必须确保在执行第5行时，
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和
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的值都是正整数。算法1.1中规定了
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都是正整数，从而保证了后续各个步骤中都能确定地执行。

（3）输入。一个算法有0个或多个输入，它是由外部提供的，作为算法开始执行前的初始值，或初始状态。算法的输入是从特定的对象集合中抽取的。算法1.1中有两个输入
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，就是从正整数集合中抽取的。

（4）输出。一个算法有一个或多个输出，这些输出与输入有特定的关系，实际上是输入的某种函数。不同取值的输入，产生不同结果的输出。算法1.1中的输出是输入
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、
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的最大公约数。

（5）能行性。算法的能行性指的是算法中有待实现的运算，都是基本的运算。原则上可以由人们用纸和笔，在有限的时间里精确地完成。算法1.1用一个正整数来除另一个正整数，判断一个整数是否为0以及整数赋值等，这些运算都是能行的。因为整数可以用有限的方式表示，而且，至少存在一种方法来完成一个整数除以另一个整数的运算。如果所涉及的数值必须由展开成无穷小数的实数来精确地完成，则这些运算就不是能行的了。

必须注意到，在实际应用中，有限性的限制是不够的。一个实用的算法，不仅要求步骤有限，同时要求运行这些步骤所花费的时间是人们可以接受的。如果一个算法需要执行数十百亿亿计的运算步骤，从理论上说，它是有限的，最终可以结束，但是，以当代计算机每秒数亿次的运算速度，也必须运行数百年以上时间，这是人们所无法接受的，因而是不实用的算法。

算法设计的整个过程，可以包含对问题需求的说明、数学模型的拟制、算法的详细设计、算法的正确性验证、算法的实现、算法分析、程序测试和文档资料的编制。本书所关心的是串行算法的设计与分析，其他相关的内容以及并行算法，可参考专门的书籍。这里，只在涉及有关内容时，才对相应的内容进行论述。

1.1.2  算法设计的例子，穷举法

例1.1  百鸡问题。

公元5世纪末，我国古代数学家张丘建在他所撰写的《算经》中，提出了这样的一个问题：“鸡翁一，值钱五；鸡母一，值钱三；鸡雏三，值钱一。百钱买百鸡，问鸡翁、母、雏各几何？”意思是公鸡每只5元、母鸡每只3元、小鸡3只1元，用100元钱买100只鸡，求公鸡、母鸡、小鸡的只数。

令
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为公鸡只数，
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为母鸡只数，
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为小鸡只数。根据题意，可列出下面的约束方程：
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其中，运算符“/”为整除运算，“%”为求模运算，式（1.1.3）表示
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被3除余数为0。

这类问题用解析法求解有困难，但可用穷举法来求解。穷举法就是从有限集合中，逐一列举集合的所有元素，对每一个元素逐一判断和处理，从而找出问题的解。

上述百鸡问题中，
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的可能取值范围为0~100，对在此范围内的
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的所有组合进行测试，凡是满足上述3个约束方程的组合，都是问题的解。如果把问题转化为用
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元钱买
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只鸡，
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为任意正整数，则式（1.1.1）、式（1.1.2）变为：
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于是，可用下面的算法来实现：

算法1.2  百鸡问题

输入：所购买的3种鸡的总数目n

输出：满足问题的解的数目k,公鸡,母鸡,小鸡的只数g[],m[],s[]

1. void chicken_question(int n,int &k,int g[],int m[],int s[])

2. {

3.     int  a,b,c;

4.     k = 0;


5.     for (a=0;a<=n;a++){

6.         for (b=0;b<=n;b++){

7.             for (c=0;c<=n;c++) {

8.                 if ((a+b+c==n)&&(5*a+3*b+c/3==n)&&(c%3==0)) {

9.                     g[k] = a;

10.                     m[k] = b;

11.                     s[k] = c;

12.                     k++;    

13.                 }    

14.             }

15.         }

16.     }

17. }

这个算法有三重循环，主要执行时间取决于第7行开始的内循环的循环体的执行次数。外循环的循环体执行
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次，中间循环的循环体执行
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次，内循环的循环体执行
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次。当
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时，内循环的循环体执行次数大于100万次。

考虑到
[image: image55.wmf]n

元钱只能买到
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只公鸡，或
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只母鸡。因此，有些组合可以不必考虑。而小鸡的只数又与公鸡及母鸡的只数相关，上述的内循环可以省去。这样，算法1.2可以改为：

算法1.3  改进的百鸡问题

输入：所购买的3种鸡的总数目n

输出：满足问题的解的数目k,公鸡,母鸡,小鸡的只数g[],m[],s[]

1. void chicken_problem(int n,int &k,int g[],int m[],int s[])

2. {

3.     int  i,j,a,b,c;

4.     k = 0;

5.     i = n/5;

6.     j = n/3;

7.     for (a=0;a<=i;a++){

8.        for (b=0;b<=j;b++) {

9.             c = n–a–b;

10.             if ((5*a+3*b+c/3==n)&&(c%3==0)) {

11.                 g[k] = a;

12.                 m[k] = b;

13.                 s[k] = c;

14.                 k++;

15.             }

16.         }

17.     }

18. }

算法1.3有两重循环，主要执行时间取决于第8行开始的内循环，其循环体的执行次数是
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。当
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时，内循环的循环体的执行次数为
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次，这和算法1.2的100万次比较起来，仅是原来的万分之七，有重大的改进。

对某类特定问题，在规模较小的情况下，穷举法往往是一个简单有效的方法。

例1.2  货郎担问题。

货郎担问题是一个经典问题。某售货员要到若干个城市销售货物，已知各城市之间的距离，要求售货员选择出发的城市及旅行路线，使每一个城市仅经过一次，最后回到原出发城市，而总路程最短。

如果对任意数目的
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个城市，分别用1~
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的数字编号，则这个问题归结为在有向赋权图
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中，寻找一条路径最短的哈密尔顿回路问题。其中，
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表示城市
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到城市
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的距离，
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。这样，可以用图的邻接矩阵C来表示各个城市之间的距离，把这个矩阵称为费用矩阵。

售货员的每一条路线，对应于城市编号
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的一个排列。用一个数组来存放这个排列中的数据，数组中的元素依次存放旅行路线中的城市编号。
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个城市共有
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个排列，于是，售货员共有
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条路线可供选择。采用穷举法逐一计算每一条路线的费用，从中找出费用最小的路线，便可求出问题的解。下面是用穷举法解这个问题的算法。

算法1.4  穷举法版本的货郎担问题

输入：城市个数n,费用矩阵c[][]

输出：旅行路线t[],最小费用min

1. void salesman_problem(int n,float &min,int t[],float c[][])

2. {

3.     int p[n],i = 1;

4.     float
cost;

5.     min = MAX_FLOAT_NUM;

6.     while (i <= n!) {

7.         产生n个城市的第i个排列于p;

8.         cost =  路线p的费用；

9.         if (cost < min) {

10.             把数组p的内容复制到数组t；

11.             min = cost;

12.         }

13.         i++;

14.     }

15. }

这个算法的执行时间取决于第6行开始的while循环，它产生一个路线的城市排列，并计算该路线所需要的时间。这个循环的循环体共需执行
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次。假定每执行一次，需要1µs时间，则整个算法的执行时间随
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的增长而增长的情况，如表1.1所示。从表中看到，当
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时，运行时间是3.62s，算法是可行的；当
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时，运行时间是1.72小时，还可以接受；当
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时，运行时间是242天，就不实用了；当
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时，运行时间是7万7千多年，这样的算法就不可取了。

表1.1  算法1.4的执行时间随n的增长而增长的情况

	n
	n!
	n
	n!
	n
	n!
	n
	n!

	5
	120μs
	9
	362ms
	13
	1.72h
	17
	11.27year

	6
	720μs
	10
	3.62s
	14
	24h
	18
	203year

	7
	5.04ms
	11
	39.9s
	15
	15day
	19
	3857year

	8
	40.3ms
	12
	479.0s
	16
	242day
	20
	77146year


1.1.3  算法的复杂性分析

上面的第一个例子，说明了改进算法的设计方法对提高算法性能的重要性。第二个例子，说明了对一个不太大的
[image: image79.wmf]n

，采用穷举法来解诸如货郎担一类的问题，都是行不通的。可以采用哪些算法设计方法，来有效地解决现实生活中的问题，就是本书所要叙述的一个问题。但是，如果不是通过上面的简单分析，就不知道改进版的百鸡问题算法比原来的算法效率高很多；更不会知道用穷举法来解诸如货郎担一类的问题，甚至对一个不太大的
[image: image80.wmf]n

，都是不可行的。把这个问题再引申一下，对所设计的算法，如何说明它是有效的；或者，如果有两个解同样问题的算法，如何知道这一个算法比那一个算法更有效？这就提出了另一个问题，如何分析算法的效率，这是本书所要叙述的另一个问题。

一般来说，可以用算法的复杂性来衡量一个算法的效率。对所设计的算法，普遍关心的是算法的执行时间和算法所需要的存储空间。因此，也把算法的复杂性，划分为算法的时间复杂性和算法的空间复杂性。算法的时间复杂性越高，算法的执行时间越长；反之，执行时间越短。算法的空间复杂性越高，算法所需的存储空间越多；反之越少。在算法的复杂性分析中，对时间复杂性的分析考虑得更多。

1.2  算法的时间复杂性

在讨论算法的时间复杂性时，要解决两个问题：用什么来度量算法的复杂性？如何分析和计算算法的复杂性？下面就来讨论这两个问题。

1.2.1  算法的输入规模和运行时间的阶

假定百鸡问题的第一个算法，其最内部的循环体每执行一次，需1µs时间。当
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时，第一个算法的这个循环体共需执行100万次，约需执行1s时间。第二个算法最内部的循环体每执行一次，也需1µs时间。当
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时，第二个算法的这个循环体共需执行714次，约需714µs。当
[image: image83.wmf]n

的规模不大时，两个算法运行时间的差别不太明显。

如果把
[image: image84.wmf]n

的大小改为10000，即10000元买10000只鸡，以同样的计算机速度执行第一个算法，约需11天零13小时；而用第二种算法，则需
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µs，约为6.7s。当
[image: image86.wmf]n

的规模变大时，两个算法运行时间的差别就很悬殊。

从上面的分析以及对货郎担问题运行时间的分析，可以看到下面两点事实：第一，算法的执行时间随问题规模的增大而增长，增长的速度随不同的算法而不同。当问题规模较小时，不同增长速度的两个算法，其执行时间的差别或许并不明显。而当规模较大时，这种差别则非常大，甚至令人不能接受。第二，没有一个方法能准确地计算算法的具体执行时间。这一事实是基于如下原因的：算法的执行时间，不但取决于算法是怎样实现的，也取决于算法是用什么语言编写的，用什么编译系统实现的，编译系统所生成代码的质量如何，在什么样的计算机上执行的，而不同计算机的性能、速度都不相同，致使在同一台计算机上执行，加法指令和乘法指令的执行时间差别就很大。人们无法对所有这些都作出准确的统计，致使不能对某台特定计算机的执行性能作出准确的统计，由于软件规模很大，结构复杂，运行状态变化很大。每一种运行状态都有各种各样的条件判断，依据条件判断而确定是否需要执行的各种操作，其执行时间也难以控制。

实际上，在评估一个算法的性能时，并不需对算法的执行时间作出准确的统计（除非在实时系统中，时间是非常关键的因素时）。这是因为人们在分析算法的性能，或把两个算法的性能进行比较时，对时间的估计是相对的，而不是绝对的。此外，对一个算法而言，人们不仅希望算法与实现它的语言无关、与执行它的计算机无关，同时也希望对算法运行时间的测量，能适应技术的进步。而且，人们所关心的并不是较小的输入规模，而是在很大的输入实例下算法的性能。也即是：算法的运行时间，随着输入规模的增长而增长的情况。

于是，可以假定算法是在这样的计算模型下运行的：所有的操作数都具有相同的固定字长；所有操作的时间花费都是一个常数时间间隔。把这样的操作，称为一个初等操作。例如，下面就是一些初等操作：算术运算；比较和逻辑运算；赋值运算等。
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当
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这时，称
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。同样，对百鸡问题的第二个算法，也可进行如下估计：第4行执行1个操作；第5、6行各执行2个操作；第7行执行
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同样，随着
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这时，称
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当
[image: image119.wmf]n

很大时，
[image: image120.wmf]2

1

/

c

c

的作用很小。为了对这两个算法的效率进行比较，基于上面的观察，有如下的定义：

定义1.2  设算法的执行时间为
[image: image121.wmf])

(

n

T

，如果存在
[image: image122.wmf])

(

*

n

T

，使得：


[image: image123.wmf]0

)

(

)

(

)

(

lim

*

=

-

¥

®

n

T

n

T

n

T

n








（1.1.11）

就称
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为算法的渐近时间复杂性。

在算法分析中，往往对算法的时间复杂性和算法的渐近时间复杂性不加区分，并用后者来衡量一个算法的时间复杂性。在上面的例子中，百鸡问题的第一个算法的时间复杂性为
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表1.2表示时间复杂性的阶为
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机上运行同样时间，可处理的输入规模可扩大为
[image: image144.wmf]2

n

，则表1.3表示对不同时间复杂性的算法，计算机速度提高后可处理的规模
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的关系。从表1.3中看到，当计算机速度提高10倍后，算法
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这类的算法，用提高计算机的运算速度来扩大它们的求解规模，其可能性是微乎其微的。

表1.3中，前四种算法的时间复杂性，与输入规模n的一个确定的幂同阶，计算机运算速度的提高，可使解题规模以一个常数因子的倍数增加。习惯上把这类算法称为多项式时间算法，而把后两种算法称为指数时间算法。这两类算法，在效率上有本质区别。

表1.2  不同时间复杂性下不同输入规模的运行时间
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	8
	3ns
	8ns
	24ns
	64ns
	512ns
	256ns

	16
	4ns
	16ns
	64ns
	256ns
	4.096µs
	65.536µs

	32
	5ns
	32ns
	160ns
	1.024µs
	32.768µs
	4294.967ms

	64
	6ns
	64ns
	384ns
	4.096µs
	262.144µs
	5.85c

	128
	7ns
	128ns
	896ns
	16.384µs
	1997.152µs
	1020c
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	8ns
	256ns
	2.048µs
	65.536µs
	16.777ms
	1058c
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	9ns
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说明：ns：纳秒；µs：微秒；ms：毫秒；s：秒；h：小时；d：天；y：年；c：世纪。

表1.3  计算机速度提高后，不同算法复杂性求解规模的扩大情况
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1.2.2  运行时间的上界，O记号

百鸡问题的第一种算法和第二种算法，它们所执行的初等操作数，分别至多为
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记号的定义如下：

定义1.3  令N为自然数集合，R+为正实数集合。函数
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例如，对百鸡问题的第二个算法，由式（1.1.8）有：
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。这说明，百鸡问题的第二个算法，其运行时间的增长最多像
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这时，如果有一个新算法，其运行时间的上界低于以往解同一问题的所有其他算法的上界，就认为建立了一个解该问题所需时间的新上界。

1.2.3  运行时间的下界，Ω记号
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记号表示算法运行时间的上界，同样，也可以用
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记号来表示算法运行时间的下界。仍以百鸡问题的第二个算法为例，第11、12、13、14行，仅在条件成立时才执行，其执行次数未知。假定条件都不成立，这些语句一次也没有执行，该算法的执行时间至少为：


[image: image204.wmf])

1

3

/

)(

1

5

/

)(

10

3

(

)

1

3

/

)(

1

5

/

(

2

1

5

/

)

1

5

/

(

2

1

2

2

1

)

(

2

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

³

n

n

n

n

n

n

n

T



[image: image205.wmf]24

5

43

2

+

+

=

n

n



[image: image206.wmf]2

n

³



当取
[image: image207.wmf]0

n

= 1时，
[image: image208.wmf]0

n

n

³

"

，存在常数
[image: image209.wmf]1

=

c

，
[image: image210.wmf]2

)

(

n

n

g

=

，使得：


[image: image211.wmf])

(

)

(

2

2

n

cg

n

n

T

=

³


这时，就认为百鸡问题的第二个算法的运行时间是
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这个记号表明一个算法的运行时间增长至少像
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1.2.4  运行时间的准确界，Θ记号
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通过上面的例子，可得出下面的结论：
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例1.7  对数函数
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例1.7表明，在一般情况下，对任何正常数
[image: image337.wmf]k

，都有：


[image: image338.wmf])

log

(

log

n

n

k

Q

=


例1.8  函数
[image: image339.wmf]å

=

=

n

j

j

n

f

1

log

)

(


因为：


[image: image340.wmf]å

å

=

=

£

n

j

n

j

n

j

1

1

log

log



[image: image341.wmf]n

n

log

=


令
[image: image342.wmf]0

n

= 1，
[image: image343.wmf]1

1

=

c

，
[image: image344.wmf]n

n

n

g

log

)

(

=

，有：


[image: image345.wmf])

(

log

1

1

n

g

c

j

n

j

£

å

=


所以，


[image: image346.wmf])

log

(

)

)

(

(

log

1

n

n

O

n

g

O

j

n

j

=

=

å

=


另一方面，假定
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1.2.5  复杂性类型和o记号

不同的函数具有不同的复杂性，因此，可对复杂性进行分类。

定义1.6  令
[image: image363.wmf]R

是函数集合
[image: image364.wmf]F

上的一个关系，
[image: image365.wmf]F

F

R

´

Í

，有


[image: image366.wmf]{

}

)

)

(

(

)

(

|

,

n

g

n

f

F

g

F

f

g

f

R

Q

=

Ù

Î

Ù

Î

>

<

=


则
[image: image367.wmf]R
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可以用偏序关系
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如果用“
[image: image433.wmf]p

”来表示它们之间的复杂性关系，就可以组成如下的一个体系结构：


[image: image434.wmf]2

2

!

2

log

log

log

log

1

2

4

/

3

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p


1.3  算法的时间复杂性分析

在分析百鸡问题的两个算法时，都必须统计算法每一行所需执行的初等操作数目，从而得到算法所需执行的全部初等操作数目，以此来代表算法的执行时间。显然，这样统计出来的时间，并不表示该算法的实际执行时间。因为这是在一种理想的计算模型下进行统计的，即所有的操作数都具有相同大小的字长，所有数据的存取时间都一样，所有操作都花费相同的时间间隔。此外，用这种方法统计出来的结果，也并不表示它就是算法所需执行的全部初等操作数目。因为在进行这种统计时，忽略了编译程序所产生的很多辅助操作，而这是无法准确统计的；此外，算法在运行时，很多操作是在运行过程中才判断是否需要执行的，因此这些操作的数目是难于预料的。实际上，要准确地统计一个算法所需执行的全部初等操作数目是非常麻烦的，甚至是不可能的。前面的分析也说明，一般并不预期得到算法的一个准确的时间统计，而是希望以一个常数因子得到算法运行时间的阶，估计运行时间与输入规模的关系。因此，人们必须寻找一种切实可行的方法，来估计算法的时间复杂性。

1.3.1  循环次数的统计

算法的运行时间经常和算法中的循环次数成正比，而循环次数又经常和算法的输入规模，存在着某种联系。例如在百鸡问题的第一个算法中，当输入规模为
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时，最内部for循环的循环体约执行了
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次，这个次数再乘以一个常数因子，便决定了算法的执行时间。所以，这个算法的时间复杂性是
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。因此，对算法中的循环次数进行统计，可以很好地表示乘以一个常数因子的算法的运行时间。

例1.9  计算多项式：
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用Horner法则把上式改写成：
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用下面的算法来计算上述多项式。

算法1.5  计算多项式

输入：存放多项式系数的数组A[],实数x,多项式的阶n 

输出：多项式的值

1. float polynomial(float A[],float x,int n)

2. {

3.     int  i;

4.     float value;

5.     for (i=n;i>0;i--) 

6.         value = A[i] * x + A[i-1];

7.     return value;

8. }

假设：给循环控制变量
[image: image440.wmf]i

赋初值所花费的时间为
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单位时间，变量
[image: image442.wmf]i

的测试、递减，以及值value的计算所花费的时间为
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单位时间。则算法的执行时间取决于第5行for循环的循环体的执行次数，它就是多项式的阶
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。于是，算法的执行时间
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算法的执行时间，是它的循环次数乘以一个常数因子的单位时间。循环次数
[image: image448.wmf]n

便是算法运行时间的阶。

例1.10  把数组中
[image: image449.wmf]n

个元素由小到大进行排序。

这个算法的思想方法是：在第一轮，取第一个元素和第二个元素进行比较，若第一个元素大于第二个元素，则这两个元素的位置互换；再取新的第二个元素和第三个元素进行比较，执行上述同样的动作；如此继续进行，直到最后第
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个和第
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个元素进行比较和交换为止。这样，就把最大的一个元素交换到第
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个位置。在第二轮，执行上述同样的动作，但到最后第
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个和第
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个元素进行比较和交换为止。这样，就把第二大的元素交换到第
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个位置。如此继续进行，直到把最小的元素放在第一个位置为止。整个过程就像煮开水一样，大的元素纷纷往上冒，所以称为冒泡算法。假定用类模板来定义数组中元素的数据类型，下面的算法叙述了这个过程。

算法1.6  冒泡算法

输入：数组A[],元素个数n

输出：按递增顺序排序的数组A[]
1. template <class T>

2. void bubble(Type A[],int n)

3. {

4.     int i,k;

5.     for (k=n-1;k>0;k--) {

6.         for (i=0;i<k;i++) {

7.              if (A[i] > A[i+1]) {

8.                  swap(A[i],A[i+1]);

9.              }

10.         }

11.     }

12. }

13. void swap(Type &x,Type &y)

14. {

15.     Type temp;

16.     temp = x;

17.     x = y;

18.     y = temp;

19. }

这个算法的执行时间取决于第6行开始的内部for循环，其循环体的执行时间，由条件语句if决定，最多不会超过某个常数因子
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，最少不会低于某个常数因子
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，假定其平均值为
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，算法的其他辅助操作的执行时间不会超过另一个常数因子
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。第5行的外部for循环的循环体共执行
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次，第一次执行时，第6行的内部for循环的循环体需执行
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次；第二次执行时，内部for循环的循环体需执行
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次；最后一次执行时，内部for循环的循环体只执行1次。因此，算法总的执行时间
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如果不考虑常数因子，只统计循环次数，则其循环次数为
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。显然，循环次数表明了这个算法的时间复杂性的阶。

上述例子表明，内部for循环的循环体执行次数的一种递减的变化规律。这种变化规律有各种各样的形式。下面是另一种变化规律的例子。

例1.11  选手的竞技淘汰比赛。

有
[image: image468.wmf]k
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位选手进行竞技淘汰比赛，最后决出冠军的选手。假定用如下的函数：

BOOL comp(Type mem1,Type mem2)

模拟两位选手的比赛，若mem1胜则返回TRUE，否则返回FALSE。并假定可以在常数时间
[image: image469.wmf]c

内完成函数comp的执行。下面的算法实现选手的竞技淘汰比赛过程。

算法1.7  竞技淘汰比赛

输入：选手成员group[],选手个数n

输出：冠军的选手

 1. Type game(Type group[],int n)

 2. {

3.     int j,i = n;

4.     while (i>1) {

5.         i = i / 2;

6.         for (j=0;j<i;j++) 

7.             if (comp(group[j+i],group[j]))

8.                 group[j] = group[j+i];

9.     }

10.     return group[0];

11. }

因为
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，第4行的while循环的循环体共执行
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次。在每一次执行时，第6行的for循环的循环体，其执行次数分别为
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，而函数comp可以在常数时间内完成。因此，算法的执行时间
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例1.12  对
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张牌进行
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次洗牌，洗牌规则如下：在第
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），对第
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）随机地产生一个小于
[image: image485.wmf]n

的正整数
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，互换第
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张牌和第
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张牌的位置。下面是洗牌的算法。

算法1.8  洗牌

输入：牌A[],牌的张数n

输出：洗牌后的牌A[]

1. template <class Type>

2. void shuffle(Type A[],int n)

3. {

4.     int  i,k,m,d;

5.     random_seed(0);

6.     for (k=1;k<=n;k++) {

7.         m = n / k ;

8.         for (i=1;i<=m;i++) {

9.             d = random(1,n);

10.             swap(A[i],A[d]);

11.         }

12.     }

13. }

第5行的函数random_seed为随机数发生器产生一个随机数种子，只需常数时间。第9行的函数random产生一个1到
[image: image489.wmf]n

之间的随机数，也只需常数时间。第6行开始的for循环的循环体共执行
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次。第8行开始的内部for循环的循环体，其执行次数依次为：
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则算法的执行时间
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因为：
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由调和级数的性质，有：


[image: image495.wmf]1

ln

1

)

1

(

ln

1

+

£

£

+

å

=

n

i

n

n

i


因此：
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所以：
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由此得出：
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1.3.2  基本操作频率的统计

估计算法时间复杂性的另一种方法是：选取算法中的一个初等操作作为基本操作，然后估计这个操作在算法中的执行频率，以此来估计算法的时间复杂性。所选取的初等操作，在算法中的执行频率必须至少和算法中的任何其他操作一样多。

例如，在算法1.5中，第5行for循环语句中的条件比较操作，第6行的赋值操作、乘法操作、减法操作，都可以选取作为基本操作；在算法1.7中，第7行if语句中的条件比较操作，第8行的赋值操作，也可以选取作为基本操作。在算法1.6中，也有类似情况。

实际上，还可以把基本操作的选取条件放宽一些，只要算法中某个初等操作的执行频率正比于任何其他操作的最高执行频率，都可以选取作为基本操作。于是，可以对基本操作作如下定义：

定义1.8
 算法中的某个初等操作，如果它的最高执行频率和所有其他初等操作的最高执行频率，相差在一个常数因子之内，就说这个初等操作是一个基本操作。

基本操作的选择，必须能够明显地反映出该操作随着输入规模的增加而变化的情况。

例1.13  假定
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是一个具有
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个元素的整数数组，给定3个下标：p,q,r，
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分别是两个以递增顺序排序的子数组。把这两个子数组按递增顺序合并在
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中。

算法1.9  合并两个有序的子数组

输入：整数数组A[],下标p,q,r,元素个数m。A[p]~A[q]及A[q+1]~A[r]已按递增顺序排序

输出：按递增顺序排序的子数组A[p]~A[r]
1. void merge(int A[],int p,int q,int r,int m)

2. {

3.     int  *bp = new int[m]; 

/* 分配缓冲区,存放被排序的元素 */

4.     int  i,j,k;

5.     i = p;   j = q + 1;   k = 0;

6.     while (i<=q && j<=r) {   
/* 逐一判断两子数组的元素 */

7.         if (A[i]<=A[j])       
/* 按两种情况,把小的元素复制到缓冲区*/

8.             bp[k++] = A[i++];


9.         else 

10.             bp[k++] = A[j++];

11.     }    

12.     if (i==q+1) 




/* 按两种情况,处理其余元素 */

13.       {  for (;j<=r;j++)

14.             bp[k++] = A[j++];}
/* 把A[j]~A[r]复制到缓冲区 */

15.     else

16.       {  for (;i<=q;i++)

17.             bp[k++] = A[i++];}
/* 把A[i]~A[q]复制到缓冲区 */

18.     k = 0;

19.     for (i=p;i<=r;i++)


/* 最后,把数组bp的内容复制到A[p]~A[r] */

20.         A[i++] = bp[k++];

21.     delete bp;

22. }

在上面这个算法中，用两个变量
[image: image508.wmf]i

和
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，作为两个子数组的下标，分别指向这两个子数组的起始位置。逐一对
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和
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进行比较，把二者中的较小者复制到缓冲区。并把
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或
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增1，以便进行下一次的比较。当
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时，结束这种处理。在前一种情况下，再把
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复制到缓冲区；在后一种情况中，则把
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复制到缓冲区；最后，再把缓冲区内容复制到
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如果对while循环的循环次数进行统计，或者是选取while循环里的比较操作作为基本操作来进行统计，以此作为这个算法的时间复杂性的依据，由于while循环的执行次数取决于
[image: image522.wmf]q

 、
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的大小，以及两个子数组中元素的具体数据的大小，当
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，且
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是这两个子数组之中最小者，则while循环的循环体只执行一次。显然，对循环次数进行统计，或者把while循环里的比较操作作为基本操作，都显得不合适。

假定，这两个子数组合并起来的总长度为
[image: image526.wmf]n

。从第6行到第17行，不管算法是如何执行的，也不管q、r的大小，以及两个子数组中元素的具体数据的大小如何，都恰好有n个数组元素的赋值操作，把这两个子数组的元素复制到缓冲区。第18、19行，又恰好有n个赋值操作，把缓冲区中的数据，复制回
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。因此，在这个算法中，可选取数组元素的赋值操作作为算法的基本操作，其操作频率为
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，它明显地反映出随着输入规模的增大而增加的情况，而其他操作的执行频率与该操作的执行频率相差一个常数因子。由此得出该算法的时间复杂性为
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在另一方面，如果对merge算法中数组元素的比较操作的执行频率进行分析，可以发现如下事实：令这两个子数组的大小分别为
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，其中，
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。如果较小的子数组中的每一个元素都小于较大的子数组中的所有的元素，如图1.1所示，则此时数组元素的比较操作的执行次数最少，只有3次。如果这两个子数组中的元素如图1.2所示，数组元素的比较操作的执行次数达到最多，有7次。由此可以得出，合并两个数组时，数组元素的比较次数，最少为
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图1.1  合并两个有序数组时,元素比较次数最少的情况
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图1.2  合并两个有序数组时,元素比较次数最多的情况

因此，如果合并两个大小接近相同的有序数组，例如
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，这时，可以选取数组元素的比较操作作为算法的基本操作。因为，在这种情况下，数组元素的比较操作，和所有其他初等操作的最高执行频率，相差在一个常数因子之内。这时，算法的时间复杂性仍然是
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例1.14  菜园四周种了
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棵白菜，并按顺时针方向由1到
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编号。收割时，从编号1开始，按顺时针方向每隔两棵白菜收割一棵，直到全部收割完毕为止。按收割顺序列出白菜的编号。

用
[image: image543.wmf]n

个元素的数组
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存放白菜的编号，其初值分别为
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。当某棵白菜被收割后，就从数组中删去相应元素。另外，用数组
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按收割顺序存放被收割白菜的编号。实现上述问题的算法如下：

算法1.10  收割白菜

输入：白菜棵数n

输出：按收割顺序存放白菜编号的数组B[]

 1. void reap(int B[],int n)

 2. {

 3.     int i,j,k,s,t;

 4.     int *A = new int[n];

 5.     j = 0;   k = 3;   s = n;

 6.     for (i=0;i<n;i++)

 7.         A[i] = i + 1;

 8.     while (j<n) {

 9.         t = s;   s = 0;

10.         for (i=0;i<t;i++) {

11.             if (--k!=0) 

12.                 A[s++] = A[i];

13.             else { 

14.                 B[j++] = A[i];   k = 3;

15.             }

16.         }

17.     } 

18.     delete A;        

19. }

算法的主要部分由第8行开始的二重循环组成。外部while的控制变量
[image: image547.wmf]j

，在内部for循环中的第14行改变。for循环的循环体的每一次执行中，控制变量
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及
[image: image549.wmf]j

的变化量都不相同。while循环的循环次数未知，for循环的循环次数也是不定的。这时可以取第12行或第14行的赋值操作作为基本操作。因为有
[image: image550.wmf]n

棵白菜需要收割，所以，第14行的赋值操作需要执行
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次，而第12行的赋值操作，需要执行
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有很多问题，都可以这样地选择一个基本操作，然后，利用渐近记号
[image: image554.wmf]O

、
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或
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去寻找执行这个基本操作的阶，这个阶，也是算法运行时间的阶。例如，在一般情况下，对检索和排序问题，可以选择元素比较操作作为基本操作；在矩阵乘法问题中，可以选择标量乘法作为基本操作；在遍历链表时，可以选择设置或更新链表指针作为基本操作；在图的遍历中，可以选择访问图中顶点的操作作为基本操作。

1.3.3  计算步的统计

上面叙述的用来估算算法的时间复杂性的方法，忽略了其他操作的开销。计算步（counting steps）则统计算法中所有部分的时间花费。选择作为计算步的单位，必须和输入规模无关。如果输入规模为
[image: image557.wmf]n

，那么，可以把一个语句的执行看成一个计算步；或者，把连续200个乘法操作作为一个计算步，但不能把
[image: image558.wmf]n

次加法当成一个计算步。有时把计算步定义为从一种实际的基本操作到另一种实际的基本操作。因此，计算步的定义如下：

定义1.9
 计算步是一个语法或语义意义上的程序段，该程序段的执行时间与输入实例无关。

由一个计算步所表示的计算量，可能有很大的差别。例如，下面的语句可以看成是一个计算步：

flag=(a+b+c==n)&&(5*a+3*b+c/3==n)&&(c%3==0);

也可以把下面的语句看成是一个计算步：

a=b;

然后，建立一个全局变量count，把它嵌入实现算法的程序中，每执行一个计算步，count就加1。算法运行结束时，count的值就是算法所需执行的计算步数。

随着输入实例的不同，按这种方式统计出来的计算步数也不同。它有助于了解算法的执行时间是如何随输入实例的变化而变化的。如果输入实例的规模增大10倍，所需执行的计算步数也增加10倍，就可以认为运行时间随着
[image: image559.wmf]n

的增大而线性增加。

1.3.4  最坏情况和平均情况

有些算法的运行时间，基本上取决于问题规模的大小，而与输入的具体数据无关。例如，计算一个大小为
[image: image560.wmf]n

的数组元素之和，算法的执行时间只与
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的大小有关，而与所给数组的具体数据无关。但是，如果希望用插入法按递增顺序排序数组中的元素，算法的执行时间不仅与问题的规模有关，而且与输入的具体数据有关。

例1.15  用插入法对
[image: image562.wmf]n

个元素的数组A，按递增顺序进行排序。

算法1.11  用插入法按递增顺序排序数组A

输入：n个元素的整数数组A[],数组元素个数n 

输出：按递增顺序排序的数组A[]

1. void insert_sort(int A[],int n)

2. {

3.     int  a,i,j;

4.     for (i=1;i<n;i++) {

5.         a = A[i];

6.         j = i – 1;

7.         while (j>=0 && A[j]>a) {

8.             A[j+1] = A[j];

9.             j--;

10.         }

11.         A[j+1] = a;

12.     }

13. }

这个算法的外部for循环的循环体，在第一次执行结束时，完成数组前面2个元素的排序；在第二次执行结束时，完成数组前面3个元素的排序。一般地，第
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次执行结束时，完成数组前面
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次数组元素比较操作。这样，如果初始数组已经是按递增顺序排列了的，则每一轮的while循环的循环体都只执行一次元素比较操作。while循环共执行
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次元素比较操作。如果采用第7行的元素比较操作作为算法的基本操作，在这种情况下，算法的执行时间既是
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反之，如果初始数组是按递减顺序排列的，这时，每一个元素A[i], 
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，都要和它前面的
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个元素进行比较，则整个算法执行的元素比较次数为：
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在这种情况下，算法的执行时间是
[image: image578.wmf])

(

2

n

O

的，也是
[image: image579.wmf])

(

2

n

W

的，所以是
[image: image580.wmf])

(

2

n

Q

的。

上面的事实表明，算法的性能不仅是输入规模
[image: image581.wmf]n

的函数，而且也是输入元素的初始排列顺序的函数。很多问题都具有这种特性。在插入排序问题中，输入元素的每一种排列，对应于一种可能的初始顺序输入。而对应于元素的不同初始顺序，算法的执行时间各不相同。由此，在分析算法的时间复杂性时，就有3种分析方法：最坏情况的分析、平均情况的分析和最好情况的分析。但在实际应用中，主要关心的是最坏情况下的分析，有时也考虑到平均情况下的分析，而很少考虑最好情况的分析。

1.3.5  最坏情况分析

插入排序算法在最坏情况下的时间复杂性是
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，这也说明，在最坏情况下，这个算法的运行时间是
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的。很多算法在最坏情况下的运行时间，如同插入排序算法那样，其时间上界和下界是一致的。但是，并不是所有的情况都这样。例如，下面的例子说明在最坏情况下，其运行时间的下界和上界并不一致。

例1.16   对已经排序过的、具有
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个元素的数组
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，检索是否存在元素
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。当
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是奇数时，用二叉检索算法检索；当
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是偶数时，用线性检索算法检索。

算法1.12  分别采用线性检索算法和二叉检索算法进行检索的算法

输入：给定n个已排序的元素的数组A[]及元素x

输出：若x = A[j],0≤j≤n-1,输出j,否则输出0-1

1. int linear_search(int A[],int n,int x);

2. int binary_search(int A[],int n,int x);

3. int serach(int A[],int n,int x)

4. {

5.     if ((n%2)==0)

6.         return linear_search(A,n,x);

7.     else

8.         return binary_search(A,n,x);

9. }

这个算法在
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是偶数时，调用线性检索算法进行检索；在
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是奇数时，调用二叉检索算法进行检索。线性检索算法如下：

算法1.13  线性检索算法

输入：给定n个已排序过的元素的数组A[]及元素x

输出：若x = A[j],0≤j≤n-1,输出j,否则输出-1

1． int linear_search(int A[],int n,int x);

2． {

3．     int j = 0;

4．     while (j<n && x!=A[j])

5．         j++;

6．     if (x==A[j])

7．         return j;

8．     else

9．         return -1;

10． }

二叉检索算法如下：

算法1.14  二叉检索算法
输入：给定n个已排序过的元素的数组A[]及元素x

输出：若x = A[j],0≤j≤n-1,输出j,否则输出-1

1． int binary_search(int A[],int n,int x)

2． {

3．     int mid,low = 0,high = n – 1,j = -1;

4．     while (low<=high && j<0) {

5．         mid = (low + high) / 2;

6．         if (x==A[mid]) j = mid;

7．         else if (x<A[mid]) high = mid –1;

8．         else low = mid + 1; 

9．     }

10．     return j;

11． }

首先观察线性检索算法linear_search及二叉检索算法binary_search在最坏情况下的时间复杂性。数组中不存在元素
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，或元素
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是数组的最后一个元素，就是线性检索算法的最坏情况。在线性检索算法linear_search中，如果采用第4行的数组元素比较操作作为算法的基本操作，这时算法必须对数组元素执行
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次比较。因此，在最坏情况下，线性检索算法的时间复杂性是
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在二叉检索算法中，当数组中不存在元素
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，或元素
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是数组的第一个元素或最后一个元素，这是二叉检索算法的最坏情况。如果采用第6行的元素比较操作作为二叉检索算法binary_search的基本操作，并假定
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是数组的最后一个元素，这时在第一次比较之后，数组中的元素被分为两半。如果
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这表明，在最坏情况下，二叉检索算法的元素比较次数最多为
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现在分析算法search在最坏情况下的时间复杂性。这个算法当
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是奇数时，调用二叉检索算法；当
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是偶数时，调用线性检索算法。前者的时间复杂性既是
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1.3.6  平均情况分析

在平均情况下，算法的运行时间取算法所有可能输入的平均运行时间。这时，必须知道所有输入的出现概率，即预先知道所有输入的分布情况。这就必须针对所要解决的问题的输入分布情况，进行一系列的具体分析。这样一来，算法的平均情况分析比在最坏情况下的分析更困难。在一般情况下，假定输入是均匀分布的。

例1.17  插入排序算法insert_sort的平均情况分析。

同样，假定数组
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。插入排序算法中元素比较次数，取决于数组中元素的初始排列顺序。
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是这个序列中第二小的，为把这个元素插入第二个位置，算法仍需执行
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次比较；当
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是这个序列中第三小的，为把这个元素插入第三个位置，算法需执行
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插入到一个合适的位置，所需要的平均比较次数
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分别把
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插入到序列中的合适位置，所需的平均比较总次数
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因为：
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所以：
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由此可得，插入排序算法insert_sort在平均情况下的时间复杂性是
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例1.18  冒泡排序算法在平均情况下的下界分析。

可以对算法1.6的冒泡排序算法进行如下的改进：

算法1.15  改进的冒泡算法

输入：被排序的数组A[],数组的元素个数n

输出：按递增顺序排序的数组A[]
 1. template <class Type> 

2. void bubble_sort(Type A[],int n)

3. {

4.     int i,k,flag;

5.     k = n-1;   flag = 1;

6.     while (flag) {

7.         k = k–1; flag = 0;

8.         for (i=0;i<=k;i++) {

9.              if (A[i] > A[i+1]) {

10.                  swap(A[i],A[i+1]);

11.                  flag = 1;

12.              }

13.         }

14.     }

15. }

这个算法由两个嵌套的循环组成，算法的执行时间取决于内循环的循环体的执行次数。第6行开始的while循环，循环体的执行次数由变量flag决定。在最好的情况下，所有输入的数据都是顺序排序了的。此时，flag的值一直为0，while循环的循环体只执行一次，而内部for循环的循环体则执行
[image: image672.wmf]1

-

n

次。因此，这个算法在最好的情况下的运行时间至少是
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在最坏的情况下，所有输入的数据都是逆顺序排序的。在每一轮循环中，都将进行数据交换。因此，flag的值一直为1，而while循环的循环体将执行
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次。在第一轮循环中，内部for循环的循环体共执行
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次，以后逐一递减。这样，执行次数为：
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因此，冒泡算法在最坏情况下的运行时间至多是
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为了分析冒泡排序算法平均情况下运行时间的下界，考虑下面的定义：

定义1.10
设
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称为该排列的一个逆序。

例如，排列3，4，1，5有两个逆序：
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。如果希望使上面的元素按序排列，则上面的元素至少必须交换两次。如果交换一个排列的两个相邻元素，则逆序的总数将增1或减1。如果不断地交换一个排列的两个相邻元素，使其逆序个数往减少的方向改变，当逆序个数减少为0时，该排列就是一个有序的排列了。这就是冒泡排序算法所做的事情。

为了确定相邻两个元素是否需要交换，必须对这两个元素进行比较。因此，排列中逆序的数目，也就是算法所执行的元素比较次数的下界。
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个元素共有
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种排列，所有排列的平均逆序的个数，也就是算法所执行的平均比较次数的下界。
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右边是对应排列的逆序个数。如果令
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个元素集合的所有排列的逆序的平均个数，则具有3个元素集合的逆序的平均个数为：
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对具有
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个元素的集合的所有排列，在最好的情况下，所有的元素都已经是顺序排列的了，该排列的逆序个数为0；在最坏的情况下，所有的元素都是逆顺序排列的，该排列的逆序个数为
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。其余排列的逆序数，介于这两者之间。所以，对具有
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Donald E.Knuth对逆序的分布规律进行了研究，他利用生成函数的性质进行了复杂的推导，得出了下面的公式：
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因此，冒泡排序在平均情况下的运行时间的下界是
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。Donald E.Knuth对冒泡排序在平均情况下的运行时间也进行了研究，可见参考文献[16]。

1.4  算法的空间复杂性

算法的空间复杂性，指的是为解一个问题实例而需要的存储空间。在不同的文献资料里，在分析算法所需要的存储空间时，有不同的处理方法。

一种处理方法是：算法所需要存储空间，并不包含为容纳输入数据而分配的存储空间，更不包含实现该算法的程序代码和常数，以及程序运行时所需要的额外空间，而仅仅是算法所需要的工作空间而已。

例如，在线性检索算法linear_search里，只分配一个存储单元
[image: image704.wmf]j

去存放检索结果，因此，这个算法的空间复杂性是
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。在二叉检索算法binary_search里，只分配
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以及
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等4个工作单元，因此，这个算法的空间复杂性也是
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。而在合并两个已排序过的子数组的合并算法merge里，分配了与这两个子数组同等大小的一个存储空间作为临时工作单元。这样，这些工作单元的数量与输入数据的数量相同。因此，这个算法的空间复杂性是
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由于把数据写入每一个存储单元，至少需要一个特定的时间间隔，因此，在一般情况下，算法的工作空间不会超过算法的运行时间。如果令
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分别表示算法的时间复杂性和空间复杂性，那么，一般情况下有
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另一种处理方法是：算法所需要存储空间为算法在运行时所占用的内存空间的总和，包括存放输出/输入数据的变量单元、程序代码、工作变量、常数以及运行时的引用型变量所占用的空间和递归栈所占用的空间。

由于程序代码等所需要的空间取决于多种因素，有很多因素是未知的（如所使用的计算机及编译系统），人们无法精确地分析程序代码所需要的空间，但这部分空间是固定的，不随输入规模的大小而变化。相反，存放输出入数据所占用的存储单元以及递归栈空间等，与问题实例有关。因此，把算法所需要的存储空间划分成两个部分：一部分是固定的，另一部分是与输入规模有关的。于是，算法所需要的存储空间
[image: image715.wmf]A

S

可表示为：
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其中，
[image: image717.wmf]c

是程序代码、常数等固定部分，
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是与输入规模有关的部分。在分析算法的空间复杂性时，主要考虑的是
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第一种处理方法简化了空间复杂性的分析，简单明了。第二种处理方法比较精确，但考虑的因素较多。在本书中讨论空间复杂性时，采用第一种处理方法，只局限于算法所使用的工作空间。

在分析时间复杂性时所定义的复杂性的阶以及上界与下界，也适用于对算法的空间复杂性的分析。此外，在很多问题中，时间和空间是一个对立面。为算法分配更多的空间，可以使算法运行得更快。反之，当空间是一个重要因素时，有时需要用算法的运行时间去换取空间。

1.5  最 优 算 法

在后面的章节里，将证明用元素比较的方法对
[image: image720.wmf]n

个元素进行排序的算法，在最坏的情况下，其运行时间是
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。这意味着不能设计出任何一个算法，它在最坏情况下的运行时间能小于
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。因此，通常把用元素比较的方法对
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个元素进行排序的算法，如果它的时间复杂性是
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，就认为这个算法是基于比较的排序问题的最优算法。

在一般情况下，如果能够证明求解问题Π的任何算法的运行时间是
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，那么，对以时间
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来求解问题Π的任何算法，都认为是最优算法。

对最优算法的这种定义方法，是很多文献所广泛使用的方法。在这里，没有把空间复杂性考虑进来，主要的原因是：只要在一个合理的范围里使用空间，时间的考虑就比空间更   宝贵。

应该注意的是，最优算法是在上述意义下定义的。如果有两个算法，在上述意义下都是最优的，那么，要确定这两个算法哪一个是真正最优的，就得进一步比较这两个算法的时间复杂性表达式中的高阶项常数因子。常数因子小的算法，优于常数因子大的算法。

另一方面需要注意的是：时间复杂性渐近阶的确定，与
[image: image727.wmf]0

n

及常数
[image: image728.wmf]c

的选取有关，当规模很小时，复杂性阶低的算法，不一定比复杂性阶高的算法更有效。

习    题

1. 算法有哪些特点？为什么说一个具备了所有特征的算法，不一定就是实用的算法？

2. 证明算法1.1的正确性。

3. 用穷举法求2~500之间的所有亲密数对。所谓亲密数对，指的是如果
[image: image729.wmf]M

的因子（包括1，不包括本身）之和为
[image: image730.wmf]N

，
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的因子之和为
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，则
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和
[image: image734.wmf]N

称为亲密数对。

4. 算法的时间复杂性是如何度量的？

5. 若  
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证明
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6. 证明下面的关系成立：
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7. 给定下列函数
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是否成立，并证明。
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8. 给下面的空栏填上true或false。
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9. 考虑下面的算法：

输入：n个元素的数组A[]

输出：按递增顺序排序的数组A[]

1. void sort(int A[],int n)

2. {

3.     int  i,j,temp;

4.     for (i=0;i<n-1;i++) {

5.         for (j=i+1;j<n;j++)

6.             if (A[j]<A[i]) {

7.                 temp = A[i];

8.                 A[i] = A[j];

9.                 A[j] = temp;

10.             }

11.     }

12．}

（1）什么时候算法所执行的元素赋值的次数最少？最少多少次？

（2）什么时候算法所执行的元素赋值的次数最多？最多多少次？

10. 考虑下面的算法：

输入：n个元素的数组A[]

输出：按递增顺序排序的数组A[]

1. void bubblesort(int A[],int n)

2. {

3.     int  j,i,sorted;

4.     i = sorted = 0;

5.     while (i<n-1 && !sorted) {

6.         sorted = 1;

7.         for (j=n-1;j>i;j--) {

8.             if (A[j]<A[j-1]) {

9.                 temp = A[j];

10.                 A[j] = A[j-1];

11.                 A[j-1] = temp;

12.                 sorted = 0;

13.             }

14.         }

15.         i = i + 1;

16.     }

17. }

（1）算法所执行的元素比较次数最少是多少次？什么时候达到最少？

（2）算法所执行的元素比较次数最多是多少次？什么时候达到最多？ 

（3）算法所执行的元素赋值次数最少是多少次？什么时候达到最少？

（4）算法所执行的元素赋值次数最多是多少次？什么时候达到最多？

（5）用
[image: image765.wmf]O

和
[image: image766.wmf]W

记号表示算法的运行时间。

（6）可以用
[image: image767.wmf]Q

记号来表示算法的运行时间吗？请说明。
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文献[1]给出了算法的定义和特征。文献[2]对算法的时间复杂性和空间复杂性问题，以及对算法运行时间的
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记号、
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记号、
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记号等记号的用法进行了讨论。
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记号、
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记号、
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记号以及
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记号的详细用法，可在文献[3]、[4]中看到。几乎所有的算法设计与分析书籍都涉及算法的时间复杂性和空间复杂性问题，以及对算法运行时间的
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记号、
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记号、
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记号的介绍。文献[5]描述了算法分析的基本技术，可在文献[3]、[4]中看到循环次数的统计和基本操作频率的统计等方法的详细介绍。文献[6]给出了各种各样的排序与检索算法，并讨论了这些算法的最坏情况和平均情况的分析。
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