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1.1 $88%
1. &'(��

//)� 1.1 1 Ω ���4)��� � �� Ω �����5������$4
204��9

(a) Ω ∈ �;

(b) 2 A ∈ �, � Ac ∈ �;

(c) 2 Ai ∈ � (i = 1, 2, · · · , n), �
n⋃

i=1

Ai ∈ �.

34� � �������$804 (c) 9����(��6:�34:� � ��

� σ ���
� 1.1 1 Ω ���4)���� {∅,Ω} � Ω (�
& σ ����5� �(Ω)

(Ω �Æ����1) � Ω (�
� σ ���
� 1.2 6 A � Ω ���4)C����� {∅,Ω , A,Ac} ��7 A �
& σ

���
� 1.3 1 � ��� (−∞, a], (a, b], (b,∞) � R ��3���Æ��5�;(

5�����D�� � ������8���� σ ���4<(�2�58 i �

E Ai = (0, (i− 1)/i] ∈ �, �

∞⋃
i=1

Ai = (0, 1) �∈ �.

6&��8����4��������=��	�1�0	;��6-
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//)
 1.1 σ ���;7���� σ ���>�<9���5�4)� �, ��
7����7 � �
& σ ���
// ! ��:$%D�1�6 � ��7 � �Æ� σ ��
;����:$�
� ��� σ ���DF�� � �7 � ��
&���	�=�
//)
 1.2 �� σ �� � �3�����(���;�?5�(?5�4?5
�6:��@

A2 \A1 ∈ �;
∞⋃

i=1

Ai ∈ �;
∞⋂

i=1

Ai ∈ �; lim
i→∞

Ai ∈ �; (1.1)

lim sup
i→∞

Ai =
∞⋂

k=1

∞⋃
i=k

Ai ∈ �; lim inf
i→∞

Ai =
∞⋃

k=1

∞⋂
i=k

Ai ∈ �. (1.2)

// ! ��E@!�
//)� 1.2 1 Ω ���4)��� � �� Ω �����5�� σ ����
(Ω ,�) ���1)��� � �������1��
//)� 1.3 1 (Ω ,�) ����1)����1 π ��E� � (��E4<

0��7*9
(a) �58 A ∈ �, π{A} ≥ 0;

(b) �����Æ�8;��� {Ai}∞i=1, �

π

{ ∞⋃
i=1

Ai

}
=

∞∑
i=1

π{Ai}. (1.3)

//)� 1.4 1 (Ω ,�) ����1)��1 π ��5��85� π{A} ��5
8 A ∈ ����5��1 π � σ �5��85� Ω ���� ∞⋃

i=1

Ai,�� Ai ∈ �
8��3 i � π{Ai} <∞.

//)� 1.5 1 Ω �4)�� � �� Ω ���5�� σ ��� π � � (�1
 ��95+ (Ω ,�, π) ����1 )��

4��)�19�:23��	� Carathéodory !@�	��>��	��
�1.���&�� /��1 ��#A�
//)
 1.3 (23��	) B1 �0 � Ω ���5�����8 � � Ω ���
5��23� (2 Ai ∈ � 8 Ai ↑ A � Ai ↓ A, � A ∈ �). �$ � �7 �0, 34 �

�7 �0 (�
& σ ���
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//)
 1.4 (Carathéodory!@�	) �� �0 (��� σ �51 π ��7�

!@���7 �0 (�
& σ �� � (�1 �
//)
 1.5 (>��	) 1 (Ω ,�, π)���1 )���1 �0 � Ω ���5�
����!! ���7 �0 (�
& σ ����$ π � σ �5��(8 A ∈ ���
5�1 �34��58'�� ε > 0, ������ A0 ∈ �0 !! π{A \A0} < ε.

2. &'"#�)


//)
 1.6 1 (Ω ,�, π) ���1 )�� A1, A2, · · · ∈ �.

(a) 2 {Ai} �23G�2��
lim

i→∞
π{Ai} = π

{
lim

i→∞
Ai

}
. (1.4)

(b) 2 {Ai} �23C�2�8 π{A1} �5��
lim

i→∞
π{Ai} = π

{
lim

i→∞
Ai

}
. (1.5)

// ! (a) D Ai → A � A0 = ∅, @)��� {Ai \Ai−1} ��;��2�(8
� k = 1, 2, · · · �

k⋃
i=1

(Ai \Ai−1) = Ak,

∞⋃
i=1

(Ai \Ai−1) = A.

������

π{A} = π

{ ∞⋃
i=1

(Ai \Ai−1)

}
=

∞∑
i=1

π {Ai \Ai−1}

= lim
k→∞

k∑
i=1

π {Ai \Ai−1} = lim
k→∞

π

{
k⋃

i=1

(Ai \Ai−1)

}

= lim
k→∞

π{Ak}.

7� (a) !��
(b) ����2 {A1 \Ai} 23G)�� π{A1} <∞ �7� (a) �

π{A1} − π{A} = π
{

lim
i→∞

(A1 \Ai)
}

= lim
i→∞

π {A1 \Ai}

= π{A1} − lim
i→∞

π{Ai}.

�89� π{Ai} → π{A}. �	�=�
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� 1.4 2 π{A1} ���5����	 1.6 �7� (b) :
������1
Ai = [i,+∞)(i = 1, 2, · · ·) 86 π ���6 ��� i → ∞ ��� Ai ↓ ∅. ���
π{Ai} ≡ +∞ �→ 0 = π{∅}.
//)
 1.7 1 (Ω ,�, π) ���1 )��8 A1, A2, · · · ∈ �. ��

π
{
lim inf
i→∞

Ai

}
≤ lim inf

i→∞
π{Ai}. (1.6)

2 π

{ ∞⋃
i=1

Ai

}
<∞, �

lim sup
i→∞

π{Ai} ≤ π
{

lim sup
i→∞

Ai

}
. (1.7)

// ! (a) H�
∞⋂

i=k

Ai �23G�28
∞⋂

i=k

Ai ⊂ Ak, Æ�

π
{

lim inf
i→∞

Ai

}
= π

{
lim

k→∞

∞⋂
i=k

Ai

}
= lim

k→∞
π

{ ∞⋂
i=k

Ai

}
≤ lim inf

i→∞
π{Ai}.

(b) ��9� ∞⋃
i=k

Ai �23C�28
∞⋃

i=k

Ai ⊃ Ak. ��

π

{
lim sup

i→∞
Ai

}
= π

{
lim

k→∞

∞⋃
i=k

Ai

}
= lim

k→∞
π

{ ∞⋃
i=k

Ai

}
≥ lim sup

i→∞
π{Ai}.

�	�=�
� 1.5 �	 1.7 ��+;����8������1

Ai =

⎧⎨⎩ (0, 1], 2 i �;�,

(1, 2], 2 i ���,

�� i = 1, 2, · · ·, �1 π ���6 �34
π
{
lim inf
i→∞

Ai

}
= π{∅} = 0 < 1 = lim inf

i→∞
π{Ai},

lim sup
i→∞

π{Ai} = 1 < 2 = π{(0, 2]} = π

{
lim sup

i→∞
Ai

}
.

//)
 1.8 1 (Ω ,�, π) ���1 )��8 A1, A2, · · · ∈ �. �$ π

{ ∞⋃
i=1

Ai

}
<

∞, 8 lim
i→∞

Ai ���34

lim
i→∞

π{Ai} = π
{

lim
i→∞

Ai

}
. (1.8)
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// ! ��	 1.7 !

π
{

lim inf
i→∞

Ai

}
≤ lim inf

i→∞
π{Ai} ≤ lim sup

i→∞
π{Ai} ≤ π

{
lim sup

i→∞
Ai

}
.

H� lim
i→∞

Ai ���Æ�������	�=�

3. ,-&')


1 Ω1,Ω2, · · · ,Ωn �58�� (�
���)����). 9<2 Ω = Ω1 ×
Ω2 × · · · ×Ωn :��� (x1, x2, · · · , xn) ��3��� n 5+������ xi ∈ Ω i

(i = 1, 2, · · · , n).

//)� 1.6 1 �i #�� Ω i (i = 1, 2, · · · , n) ���5�� σ ���D Ω =

Ω1 × Ω2 × · · · × Ωn. Æ� Ω �����13����� A = A1 × A2 × · · · ×An,

�� Ai ∈ �i (i = 1, 2, · · · , n). �7 Ω ��Æ��13��
& σ ����72 σ

���D� � = �1 ×�2 × · · · ×�n.

6�8�72 σ �� � ��13�(�
& σ ���(4:� �1,�2, · · · ,�n

�9<2�
//)
 1.9 (721 �	) 1 (Ω i,�i, πi) (i = 1, 2, · · · , n) �1 )��B1 πi

(i = 1, 2, · · · , n) � σ �5�� Ω = Ω1×Ω2× · · · ×Ωn, � = �1×�2× · · · ×�n. �

� (��7�1 π !!

π{A1 ×A2 × · · · ×An} = π1{A1} × π2{A2} × · · · × πn{An} (1.9)

�:��13� A1 ×A2 × · · · ×An ���
1 π �� π1, π2, · · · , πn �72�D� π = π1×π2×· · ·×πn. 95+ (Ω ,�, π)

��721 )��

4. $%,-&')


1 (Ω i,�i, πi) (i = 1, 2, · · ·) ��2�=	�1 )��7* πi(Ω i) = 1 (i =

1, 2, · · ·). 9<2 Ω = Ω1×Ω2×· · ·�E��� (x1, x2, · · ·)��3��5Æ5���
���� xi ∈ Ω i (i = 1, 2, · · ·). �)������13����� A = A1×A2×· · ·
�������Æ� i, Ai ⊂ �i, (8��5	� i 
;� Ai = Ω i. �7 Ω �Æ�

�13��
& σ ����72 σ ���D� � = �1 ×�2 × · · ·.
//)
 1.10 (�=721 �	) B1 (Ω i,�i, πi) ��2�=	�1 )��
7* πi{Ω i} = 1 (i = 1, 2, · · ·). 6 Ω = Ω1 × Ω2 × · · · � � = �1 × �2 × · · · , � �
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(��7�1 π, !!

π{A1 × · · · ×An × Ωn+1 × Ωn+2 × · · ·} = π1{A1} × π2{A2} × · · · × πn{An} (1.10)

�:��13� A1 × · · · ×An × Ωn+1 × Ωn+2 × · · · �Æ� n = 1, 2, · · · ���
1 π ���=721 �D� π = π1 × π2 × · · ·, 95+ (Ω ,�, π) ���=

721 )��

1.2 Borel .

1 R �4��� R
n � n < Euclid )��4�=!>;��:�� Fσ ��

Gδ ��
�� O ⊂ R

n ��;���$�58 x ∈ O , ��&#&�	I� δ !!

{y∈R
n | ‖y − x‖ < δ} ⊂ O . )� ∅ 
 R

n �;��2 {Oi} ��2;���(�
O1 ∪O2 ∪ · · · �;���5; O1 ∩O2 ∩ · · · ∩Om ��;��8��;���5;
:
�;�����6

Oi =
(
−1
i
,
i+ 1
i

)
, i = 1, 2, · · · ,

�;� O1 ∩O2 ∩ · · · = [0, 1] ��;��;����;�� Gδ �.

;��?��:��1 {Ci} ��2:���;� C1 ∩C2 ∩ · · · �:���5
( C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cm ��:��8��:���5(:
�:�����6

Ci =
[

1
i+ 1

,
i

i+ 1

]
, i = 1, 2, · · · ,

�(� C1 ∪ C2 ∪ · · · = (0, 1) ��:��:����(�� Fσ �.

Æ��;��� Gδ ��Æ��:��� Fσ ������� Gδ ��85�

6�?� Fσ ��
� 1.6�	��� Fσ ��H�6�(� ⋃

i

{ri},�� r1, r2, · · ·�Æ��	��
�	��� Gδ ��H�6��	���?��

B1 a = (a1, a2, · · · , an) 
 b = (b1, b2, · · · , bn) � R
n �/�7* ai < bi

(i = 1, 2, · · · , n). R
n ��;���E�

////// (a,b) = {(x1, x2, · · · , xn) | ai < xi < bi, i = 1, 2, · · · , n}.
:���/@:���J@:���E�
////// [a,b] = {(x1, x2, · · · , xn) | ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, 2, · · · , n},
////// [a,b) = {(x1, x2, · · · , xn) | ai ≤ xi < bi, i = 1, 2, · · · , n},
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////// (a,b] = {(x1, x2, · · · , xn) | ai < xi ≤ bi, i = 1, 2, · · · , n}.

//)� 1.7 �7 R
n �Æ�;���
& σ �� � �� Borel ��� � ��5

�5>�� Borel ��� (Rn,�) �� Borel �1)��
��E 1.7 ��;����������?��
�A��:���/@:�

��J@:���Æ����
� 1.7 ;��:�� Fσ �� Gδ ���	����	����4�����

�� Borel ��
� 1.8 )�%$ R ����4 Borel ����4� a 
 b ?���E��8

5� a− b ����	��6 [a] ��
 a �E�Æ�4���E���8�2 a1


 a2 ��E�� [a1]∩ [a2] = ∅. 1 A ��:��E� [a] (a ∈ R) �@
.���
5>5�����<;$B���5�.�!! A ⊂ [0, 1]. ���1 A ����
Borel ��

1.3 Lebesgue $%

//)
 1.11 � R � Borel ��(���7��1 !!� R �58�� (a, b]

� π{(a, b]} = b− a. )1 �� Lebesgue 1 �
// ! ��A=8�1��	 1.21 �/��

 1.1 
4(��	 1.11 ��@�� n <����� R

n � Borel ��(��
�7��1 !!� R

n �58�� (a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (an, bn], �

π

{
n∏

i=1

(ai, bi]

}
=

n∏
i=1

(bi − ai). (1.11)

� 1.9 1 A ��	���H� A �����<���� A = {a1, a2, · · ·}. �
58 ε > 0, ;��0

Ii =
(
ai − ε

2i+1
, ai +

ε

2i+1

)
, i = 1, 2, · · ·

� A ���=>�8

π{A} ≤ π
{ ∞⋃

i=1

Ii

}
≤

∞∑
i=1

π{Ii} = ε.

6 ε→ 0, ��!� Lebesgue 1 π{A} = 0.
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� 1.10 B1����� Lebesgue1 �=�?����>BCD�@���
82A�� [0, 1] 9�#�.B���;�� (1/3, 2/3). ���8C4�����
9�#�.B���;�� (1/9, 2/9) � (7/9, 8/9). K;��)
	!� Dij , �

� j = 1, 2, · · · , 2i−1 � i = 1, 2, · · ·�8� {Dij} ��2Æ�8;�;����B�
E��B1 Di1 < Di2 < · · · < Di,2i−1 (i = 1, 2, · · ·), �E��

D =
∞⋃

i=1

2i−1⋃
j=1

Dij . (1.12)

�� C = [0, 1] \D �� Cantor ��9$
� x ∈ C �85� x 8A���5�
�1 0 � 2 ���9>B�����@

x =
∞∑

i=1

ai

3i
, (1.13)

�� ai = 0� 2 (i = 1, 2, · · ·). Cantor�������:����F?��5� (�

���:/���?5/), 8 Lebesgue 1 �=�

1.4 & $ 2 '
1. 
&3(

//)� 1.8 1 (Ω1,�1) 
 (Ω2,�2) ��1)��8 f �� (Ω1,�1) � (Ω2,�2)

�0���$
f−1(A) ∈ �1, ∀A ∈ �2, (1.14)

34� f ��1��2 Ω1 
 Ω2 � Borel ��� �1 
 �2 4G#�B�� Ω1 


Ω2 (� Borel ���)���10���� Borel �10�� Baire 0��
//)
 1.12 � (Ω ,�) � R

m �0� f ��1��85�� R
m �58;��

I, � f−1(I) ∈ �.

// ! 20� f �1��H:�;�� I � Borel ��< f−1(I) ∈ �. �
�
2��:�;�� I � f−1(I) ∈ �, ���

� = {C ∣∣ f−1(C) ∈ �}

�7 R
m �Æ�;���%DF�� � � σ ���H)� � �7 R �Æ����

Æ� f �1��	�=�

 1.2 28�	 1.12��;��?9�:���@:����7�7����
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� 1.11 0� f : R
n → R

m ��.A���$�58'�� x ∈ R
n � ε > 0,

�� δ > 0 !!L� ‖y − x‖ < δ :� ‖f(y)−f(x)‖ < ε. Dirichlet 0�

f(x) =

⎧⎨⎩ 1, 2 x ��	�,

0, 2 x ��	�

� R �:�/��.A� Riemann 0�

f(x) =

⎧⎨⎩ 1/p, 2 x = q/p 8(p, q) = 1,

0, 2 x ��	�

�:��	/��.A���:��	/�.A�������0��Æ��	/
�.A�8�Æ��	/��.A�

� R
n � R

m �5�.A0� f ��1����H��58;�� I ∈ R
m,

f−1(I) � R
n ��;� (������).

� 1.12 � R � R �5�230� f ��1��H��58�� I ∈ R,

{x|f(x) ∈ I} ����
� 1.13 2��0�LB�5��<�����620��2��0�B��

�5��<�����FC0���E�?�� R
n � R �FC0�:
��1

��H46��$� f(x) = ai, � x ∈ Ai ���� Ai (i = 1, 2, · · ·) � Borel ��
� 1.14 1 f �� (Ω ,�) � R ��10����	�
B�

f+(ω) =

⎧⎨⎩ f(ω), 2 f(ω) ≥ 0,

0, ��,
f−(ω) =

⎧⎨⎩ −f(ω), 2 f(ω) ≤ 0,

0, ��

��10����H�{
ω
∣∣ f+(ω) > t

}
=
{
ω
∣∣ f(ω) > t

} ∪ {ω ∣∣ f(ω) ≤ 0 2 t < 0
}
,

{
ω
∣∣ f−(ω) > t

}
=
{
ω
∣∣ f(ω) < −t} ∪ {ω ∣∣ f(ω) ≥ 0 2 t < 0

}
.

� 1.15 1 f1 
 f2 �� (Ω ,�) � R ��10��H�{
ω
∣∣ f1(ω) ∨ f2(ω) > t

}
=
{
ω
∣∣ f1(ω) > t

} ∪ {ω ∣∣ f2(ω) > t
}
,{

ω
∣∣ f1(ω) ∧ f2(ω) > t

}
=
{
ω
∣∣ f1(ω) > t

} ∩ {ω ∣∣ f2(ω) > t
}
,
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Æ� f1 ∨ f2 
 f1 ∧ f2 ��10��
� 1.16 1 f1 
 f2 ��10��H�{

ω
∣∣ f1(ω) + f2(ω) > t

}
=
⋃
r

{
ω
∣∣ f1(ω) > r

} ∩ {ω ∣∣ f2(ω) > t− r} ,
Æ� f1 + f2 ��10��<;��1 f1 − f2, f1f2, f1/f2 � |f1| ��10��

� 1.17 1 (Ω ,�) ��1)��8 A ⊂ Ω . 2 A ��1����/=0�

f(ω) =

⎧⎨⎩ 1, 2 ω ∈ A,
0, ��

��1��2 A ���1����/=0�����1��
//)
 1.13 1 {fi} �� (Ω ,�) � R ��2�10���4:0���1�9

sup
1≤i<∞

fi(ω); inf
1≤i<∞

fi(ω); lim sup
i→∞

fi(ω); lim inf
i→∞

fi(ω). (1.15)

/�9�2 lim
i→∞

fi(ω) ����6���10��
// ! �	��1��42
49{

ω
∣∣ sup

1≤i<∞
fi(ω) > r

}
=

∞⋃
i=1

{
ω
∣∣ fi(ω) > r

}
;

inf
1≤i<∞

fi(ω) = − sup
1≤i<∞

(−fi(ω));

lim sup
i→∞

fi(ω) = inf
1≤i<∞

(
sup
k≥i

fk(ω)
)

;

lim inf
i→∞

fi(ω) = sup
1≤i<∞

(
inf
k≥i

fk(ω)
)
.

�	�=�
//)
 1.14 (a) 1 f �� (Ω ,�) � R ���4B�10������2�D
�4B�1�620� {hi} !!

lim
i→∞

hi(ω) = f(ω), ∀ω ∈ Ω . (1.16)

(b) 2 f �� (Ω ,�) � R �5��10������2�1�620�!!
(1.16) ����


