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高等代数是大学数学科学学院（或数学系，应用数学系）最主要的基础课程之一。本

套教材是作者在北京大学进行高等代数课程建设和教学改革的成果，它具有下述鲜明

特色。

１．明确主线：以研究线性空间和多项式环的结构及其态射（线性映射，多项式环的通

用性质）为主线。自从１８３２年伽罗瓦（Ｇａｌｏｉｓ）利用一元高次方程的根的置换群给出了方

程有求根公式的充分必要条件之后，代数学的研究对象发生了根本性的转变。研究各种

代数系统的结构及其态射（即保持运算的映射）成为现代代数学研究的中心问题。２０世

纪，代数学研究结构及其态射的观点已经渗透到现代数学的各个分支中。因此，在高等代

数课程的教学中贯穿研究线性空间和多项式环的结构及其态射这条主线，就是把握住了

代数学的精髓。

本套教材上册的第１，２，３章研究线性方程组的解法、解的情况的判别和解集的结构

时，贯穿了研究数域犓 上狀维向量空间犓狀 及其子空间的结构这条主线。线性方程组是

数学中最基础、最有用的知识，狀维向量空间犓狀 是狀维线性空间的一个具体模型，狀元齐

次线性方程组的解空间的维数公式本质上是线性映射的核与值域的维数公式。因此把线

性方程组和狀维向量空间犓狀 作为高等代数课程的开始部分的内容，既符合学生的认知

规律，又是高等代数知识的内在规律的体现。上册的第４，５，６章研究矩阵的运算，矩阵的

相抵、相似、合同关系及与它们有关的矩阵的特征值和特征向量、二次型。研究矩阵的运

算为研究线性映射打下了基础。矩阵的相抵关系在解决有关矩阵的秩的问题中起着重要

作用，而矩阵的秩本质上是相应的线性映射的值域的维数。研究矩阵的相似标准形本质

上是研究线性变换在一个合适的基下的矩阵具有最简单的形式。研究对称矩阵的合同标

准形与研究二次型的化简密切相关，而二次型与线性空间犞 上的双线性函数有密

切联系。

本套教材下册的第７章研究一元和狀元多项式环的结构及其态射（多项式环的通用

性质），第８章研究线性空间的结构，第９章研究线性映射，第１０章研究具有度量的线性

空间的结构及与度量有关的线性变换。第１１章研究多重线性代数时，基础概念是多重线

性映射，主要工具是线性空间的张量积。

２．内容全面。本套教材包括线性代数，多项式理论，环、域、群的概念及重要例子，多

重线性代数，共四部分。在下册第７章从数域犓 上所有一元多项式组成的集合、整数集、

数域犓 上所有狀级矩阵组成的集合都有加法和乘法运算，自然而然地引出了环的概念；

从数域犓 上所有分式组成的集合、模狆剩余类（狆是素数）组成的集合，水到渠成地引出

了域的概念。于是我们在下册第８章讲的是任意域上的线性空间，而不只是数域上的线



性空间。这是当今信息时代的需要，因为在信息的安全与可靠中大量使用二元域上的线

性空间理论。我们不仅着重研究有限维的线性空间，也研究无限维的线性空间，因为许多

函数空间都是无限维线性空间。我们在第９章不仅研究线性变换的Ｊｏｒｄａｎ标准形，而且

研究线性变换的有理标准形。我们在第１０章不仅研究欧几里得空间和酉空间，而且研究

正交空间和辛空间；不仅研究欧几里得空间上的正交变换、对称变换，酉空间上的酉变换，

而且研究酉空间上的Ｈｅｒｍｉｔｅ变换、正规变换。在第１０章讲了欧几里得空间上的正交变

换，酉空间上的酉变换，正交空间上的正交变换，辛空间上的辛变换之后，水到渠成地引出

群的概念，介绍了正交群、酉群、辛群。我们在第１１章研究了线性空间的张量积，张量及

张量代数，外代数（或格拉斯曼（Ｇｒａｓｓｍａｎｎ）代数），它们在微分几何、现代分析、群表示论

和量子力学等领域中有重要应用。

本套教材的第一、二、三个组成部分，内容之间的内在联系可以用下述框图来表示：
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３．理论深刻。本套教材阐述了深刻的理论，证明了许多重要结论。举例如下：

矩阵犃的秩是犃 的行向量组的秩，也是犃的列向量组的秩。犃的秩等于犃 的不为

零的子式的最高阶数，等于犃的行向量组生成的子空间（简称为行空间）的维数，等于犃

的列向量组生成的子空间（简称为列空间）的维数。设犞 是域犉 上的狀维线性空间，犞 上

的线性变换犃 在犞 的一个基α１，α２，…，α狀 下的矩阵为犃，则犃的秩等于犃 的值域的维数。

设犞 中向量组β１，β２，…，β狊的坐标组成的矩阵为犅，则犅的秩等于β１，β２，…，β狊 生成的子

空间的维数。由此可知，矩阵的秩是一个非常深刻的概念，它有许多重要应用。例如，线

性方程组有解的充分必要条件是它的系数矩阵与增广矩阵有相等的秩。狀元齐次线性方

程组犃犡＝０的解空间的维数等于狀－ｒａｎｋ（犃）。矩阵方程犃犡＝犅有解的充分必要条件是

ｒａｎｋ（犃）＝ｒａｎｋ（犃，犅）。矩阵方程犃犅犡＝犃有解的充分必要条件是ｒａｎｋ（犃犅）＝ｒａｎｋ（犃）。

矩阵方程犃犡－犢犅＝犆有解的充分必要条件是

ｒａｎｋ
犃 ０

０（ ）犅 ＝ｒａｎｋ
犃 犆

０（ ）犅 ．

域犉上狀级矩阵犃 是幂等矩阵（即犃２＝犃）当且仅当

ｒａｎｋ（犃）＋ｒａｎｋ（犐－犃）＝狀．

特征不等于２的域犉上狀级矩阵犃 是对合矩阵（即犃２＝犐）当且仅当

ｒａｎｋ（犃＋犐）＋ｒａｎｋ（犃－犐）＝狀．

设犃１，犃２，…，犃狊都是域犉 上的狀级矩阵，则犃１，犃２，…，犃狊都是幂等矩阵且犃犻犃犼＝０（当

犻≠犼）的充分必要条件是

∑
狊

犻＝１

犃犻是幂等矩阵，且ｒａｎｋ（∑
狊

犻＝１

犃犻）＝∑
狊

犻＝１

ｒａｎｋ（犃犻）．

Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ秩不等式：设犃、犅分别是域犉 上狊×狀，狀×犿矩阵，则

ｒａｎｋ（犃犅）≥ｒａｎｋ（犃）＋ｒａｎｋ（犅）－狀．

在Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ秩不等式中，等号成立的充分必要条件是

ｒａｎｋ
犃 ０

犐狀（ ）犅 ＝ｒａｎｋ
犃 ０

０（ ）犅 ．

　　设犃，犅分别是域犉 上狊×狀，狀×狊矩阵，则

ｒａｎｋ（犃－犃犅犃）＝ｒａｎｋ（犃）＋ｒａｎｋ（犐狀－犅犃）－狀．

从而犅是犃 的一个广义逆当且仅当ｒａｎｋ（犃）＋ｒａｎｋ（犐狀－犅犃）＝狀。

设犃，犅，犆，犇都是数域犓 上的狀级矩阵，且犃犆＝犆犃，则

犃 犅

犆 犇
＝狘犃犇－犆犅狘．

　　设犃，犅分别是数域犓 上的狊×狀，狀×狊矩阵，则

狘犐狊－犃犅狘＝狘犐狀－犅犃狘．

利用这个结论证得，犃犅与犅犃 有相同的非零特征值，并且重数相同。

设犃＝
犃１ 犃２

犃３ 犃

烄

烆

烌

烎４
是数域犓 上狀级对称矩阵，且犃１ 是狉级可逆矩阵，则
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犃
犃１ ０

０ 犃４－犃２′犃
－１
１ 犃

烄

烆

烌

烎２
，狘犃狘＝狘犃１狘狘犃４－犃２′犃

－１
１ 犃２狘．

利用这个结论简洁地证得，实对称矩阵犃是正定的充分必要条件是：犃的所有顺序主子

式全大于０。利用上述结论还证得，设犕＝
犃 犅

（ ）犅′ 犇
是狀级正定矩阵，则狘犕狘≤狘犃狘狘犇狘，

等号成立当且仅当犅＝０。进而证得，若犃＝（犪犻犼）是狀级正定矩阵，则狘犃狘≤犪１１犪２２…犪狀狀，

等号成立当且仅当犃是对角矩阵。由此立即得到Ｈａｄａｍａｒｄ不等式：

若犆＝ （犮犻犼）是狀级实矩阵，则狘犆狘
２
≤∏

狀

犼＝１

（犮２１犼＋犮
２
２犼＋… ＋犮

２
狀犼）．

数域犓 上狀级矩阵犃 能够分解成一个主对角元都为１的下三角矩阵犅与可逆上三

角矩阵犆的乘积犃＝犅犆（称为犔犝－分解）当且仅当犃的各阶顺序主子式全不为０，并且犃

的这种分解是唯一的。

狀级实可逆矩阵犃 能够唯一地分解成正交矩阵犜 与主对角元都为正数的上三角矩

阵犅 的乘积犃＝犜犅。

设犃是犿×狀列满秩实矩阵，则犃能够唯一地分解成犃＝犙犚，其中犙是列向量组为

正交单位向量组的犿×狀 矩阵，犚 是主对角元都为正数的狀 级上三角矩阵，这称

为犙犚－分解。

设犃是狀级实可逆矩阵，则存在正交矩阵犜和两个正定矩阵犛１，犛２，使得犃＝犜犛１＝

犛２犜，并且犃的这两种分解的每一种都是唯一的。（这称为极分解定理）。

设犃是狀级复可逆矩阵，则存在酉矩阵犘和两个正定 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵 犎１，犎２，使得

犃＝犘犎１＝犎２犘，并且犃的这两种分解的每一种都是唯一的。（这也称为极分解定理）。

对于 任 一 狀 级 实 可 逆 矩 阵 犃，存 在 两 个 正 交 矩 阵 犜１，犜２，使 得

犃＝犜１ｄｉａｇ｛λ１，λ２，…，λ狀｝犜２，其中λ
２
１，λ

２
２，…，λ

２
狀 是犃′犃 的全部特征值。

设犃是犿×狀实矩阵，则犃可以分解成犃＝犙犇犜′，其中犙是列向量组为正交单位向量

组的犿×狀矩阵；犇是主对角元λ１，λ２，…，λ狀 全为非负数的狀级对角矩阵，且λ
２
１，λ

２
２，…，λ

２
狀 是

犃′犃的全部特征值；犜是狀级正交矩阵，它的第犼列是犃′犃 的属于特征值λ
２
犼 的一个特征

向量，犼＝１，２，…，狀。犃的这种分解称为奇异值分解，其中犇的非零的主对角元称为犃 的

奇异值。犃的奇异值分解在生物统计学等领域中有应用。

设犳（狓），犵（狓）∈犉［狓］，域犈犉，则在犉［狓］中犵（狓）｜犳（狓）当且仅当在犈［狓］中

犵（狓）｜犳（狓），称之为整除性不随域的扩大而改变。犳（狓）与犵（狓）的首项系数为１的最大公

因式也不随域的扩大而改变，从而互素性也不随域的扩大而改变。若犉是特征为０的

域，则犳（狓）有无重因式不随域的扩大而改变。我们证明了：设犃是域犉 上的狀级矩阵，域

犈犉，则犃的最小多项式犿（λ）不随域的扩大而改变。显然，犃的特征多项式不随域的扩

大而改变。我们还证明了：犃的特征多项式犳（λ）与犃的最小多项式犿（λ）在域犉中有相

同的根（重数可以不同），在域犈中也有相同的根（重数可以不同）。

本套教材在研究线性空间的结构时，证明了有限维线性空间的许多结论对于无限维

线性空间也成立。例如，域犉上线性空间犞 的两个子空间犞１，犞２（它们可以是无限维的）

的和是直和当且仅当犞１ 的一个基与犞２ 的一个基合起来是犞１＋犞２ 的一个基。域犉上线
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性空间犞 的任一子空间犠（可以是无限维的）都有补空间，即存在犞 的子空间犝，使得

犞＝犠犝。从而对于犞 的任一子空间犠，都存在平行于犠 的一个补空间犝 在犠 上的

投影犘犠，并且Ｉｍ犘犠＝犠，Ｋｅｒ犘犠＝犝。

若犃是域犉 上线性空间犞 上的幂等线性变换，则犃是平行于Ｋｅｒ犃在Ｉｍ犃上的投

影，且犞＝Ｉｍ犃Ｋｅｒ犃。反之，若犞＝犠犝，则平行于犝 在犠 上的投影犘犠 是幂等变

换，平行于犠 在犝 上的投影犘犝 也是幂等变换，且犘犝犘犠＝犘犠犘犝＝０（此时称犘犝 与犘犠 正

交），犘犝＋犘犠＝犐。投影是最基本的线性变换。

设犞 是域犉 上的线性空间（可以是无限维的），犃是犞 上的一个线性变换。在犉［狓］

中，犳（狓）＝犳１（狓）犳２（狓）…犳狊（狓），其中犳１（狓），犳２（狓），…，犳狊（狓）两两互素，则

Ｋｅｒ犳（犃）＝Ｋｅｒ犳１（犃）Ｋｅｒ犳２（犃） … Ｋｅｒ犳狊（犃）． （１）

　　设犃是域犉 上狀维线性空间犞 上的线性变换，如果犃的特征多项式犳（λ）在犉［λ］中

能分解成

犳（λ）＝ （λ－λ１）
狉
１（λ－λ２）

狉
２…（λ－λ狊）

狉狊， （２）

其中λ１，λ２，…，λ狊是犉 中两两不等的元素，狉犻＞０，犻＝１，２，…，狊。则

犞 ＝Ｋｅｒ（犃－λ１犐）
狉
１ Ｋｅｒ（犃－λ２犐）

狉
２  … Ｋｅｒ（犃－λ狊犐）

狉狊，

其中Ｋｅｒ（犃－λ犼犐）
狉
犼，犼＝１，２，…，狊，称为犃的根子空间；并且犃的根子空间Ｋｅｒ（犃－λ犼犐）

狉
犼

的维数等于犃 的特征值λ犼的代数重数狉犼，犼＝１，２，…，狊。

若犃的最小多项式犿（λ）在犉［λ］中的标准分解式为

犿（λ）＝ （λ－λ１）
犾
１（λ－λ２）

犾
２…（λ－λ狊）

犾狊， （３）

则 犞＝Ｋｅｒ（犃－λ１犐）
犾
１Ｋｅｒ（犃－λ２犐）

犾
２…Ｋｅｒ（犃－λ狊犐）

犾狊， （４）

并且Ｋｅｒ（犃－λ犼犐）
犾
犼等于犃 的根子空间Ｋｅｒ（犃－λ犼犐）

狉
犼，犼＝１，２，…，狊。

对于域犉上狀维线性空间犞 上的线性变换犃，若它的最小多项式犿（λ）在犉［λ］中能

分解成上述一次因式的方幂的乘积，我们通过把犞 分解成犃 的根子空间的直和，在犃的

每个根子空间 犠犼＝Ｋｅｒ（犃－λ犼犐）
犾
犼 中取一个合适的基 （通过 犠犼 上的幂零变换

犅犼＝犃｜犠犼－λ犼犐来找合适的基），使得犃｜犠犼在此基下的矩阵犃犼为一个Ｊｏｒｄａｎ形矩阵；把

犠犼（犼＝１，２，…，狊）的基合起来成为犞 的一个基，则 犃 在犞 的这个基下的矩阵

犃＝ｄｉａｇ｛犃１，犃２，…，犃狊｝是一个Ｊｏｒｄａｎ形矩阵，称它为犃的Ｊｏｒｄａｎ标准形。除去Ｊｏｒｄａｎ

块的排列次序外，犃的Ｊｏｒｄａｎ标准形是唯一的。

Ｗｉｔｔ消去定理的推广：设犉是特征不等于２的域，犃１，犃２ 是域犉上狀级对称矩阵，

犅１，犅２ 是域犉上的犿 级对称矩阵。如果

犃１ ０

０ 犅

烄

烆

烌

烎１

犃２ ０

０ 犅

烄

烆

烌

烎２
，

且犃１犃２，那么犅１犅２。

设犞 是特征不为２的域犉上的狀维线性空间，犳是犞 上的对称或斜对称双线性函

数，犠 是犞 的一个非平凡子空间，则犞＝犠犠 ⊥的充分必要条件为犳在犠 上的限制是

非退化的，其中犠 ⊥∶＝｛α∈犞｜犳（α，β）＝０，β∈犠｝。

设狇是欧几里得空间犚
狀 上的一个二次函数，则狇的零锥犛（即：使得狇（ξ）＝０的所有

ξ组成的集合）包含犚
狀 的一个标准正交基的充分必要条件是：狇在犚

狀 的一个标准正交基
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（从而在犚狀 的任一标准正交基）下的矩阵的迹等于０。由此立即得到解析几何中的一个

结论：在直角坐标系中，顶点在原点的二次锥面犪１１狓
２＋犪２２狔

２＋犪３３狕
２＋２犪１２狓狔＋２犪１３狓狕＋

２犪２３狔狕＝０有３条互相垂直的直母线的充分必要条件是犪１１＋犪２２＋犪３３＝０。从上述结论及

其充分性的证明可得到：狀级实对称矩阵犃 正交相似于主对角元全为０的矩阵当且仅当

犃的迹为０。我们还证明了：对于域犉上的狀级矩阵犃，若犃的迹为０，则犃相似于一个

主对角元全为０的矩阵。

我们建立了域犉上狀维线性空间犞 上的双线性函数空间犜２（犞）与犞 上的线性变换

空间Ｈｏｍ（犞，犞）之间的一个同构映射（不用矩阵作为桥梁）：设犳是犞 上的一个非退化双

线性函数，任给犞 上的一个双线性函数犵，存在犞 上唯一的一个线性变换犌，使得

犵（α，β）＝犳（犌（α），β），　α，β∈犞；

令σ∶犵 犌，则σ是犜２（犞）到Ｈｏｍ（犞，犞）的一个同构映射。利用这个同构映射，我们

给出了特征不为２的域犉上两个狀级对称矩阵犃，犅可一齐合同对角化（即存在同一个可

逆矩阵犘，使得犘′犃犘 和犘′犅犘 都为对角矩阵）的充分必要条件。当犃可逆时，这个充分

必要条件是犃－１犅可对角化（即犃－１犅可相似于一个对角矩阵）。当犃不可逆时，若存在

λ０∈犉，使得犃＋λ０犅可逆且（犃＋λ０犅）
－１犅可对角化，则犃与犅 可一齐合同对角化；若存

在λ０∈犉，使得犃＋λ０犅 可逆且（犃＋λ０犅）
－１犅 不可对角化，则犃 与犅 不能一齐合同对

角化。

狀维欧几里得空间犞 上的任一正交变换都可以表示成至多狀＋１个镜面反射的乘积，

其中狀≥２。

设犃是狀维欧几里得空间犞 上的斜对称变换（即：α，β∈犞，有（犃α，β）＝－（α，犃β）），

则犃－犐与犃＋犐都可逆，且犅＝（犃＋犐）（犃－犐）－１是犞 上的正交变换。反之，若犅是犞 上

的正交变换，且－１不是犅的特征值，则犃＝（犅－犐）（犅＋犐）－１是犞 上的斜对称变换。

实内积空间犞 上的变换犘是犞 在一个子空间上的正交投影当且仅当犘 是幂等的对

称变换。

设犘１ 和犘２ 分别是实内积空间犞 在子空间犝１ 和犝２ 上的正交投影，则犘１＋犘２ 是正

交投影当且仅当犝１ 和犝２ 是互相正交的（即犝１犝
⊥
２ ），且此时犘１＋犘２ 是犞 在犝１犝２ 上

的正交投影；犘１犘２ 是正交投影当且仅当犘１犘２＝犘２犘１，且此时犘１犘２ 是犞 在犝１∩犝２ 上的正

交投影。

设犃是狀维欧几里得空间犞上的对称变换，λ１，λ２，…，λ狊是犃的所有不同的特征值，属

于λ犻的特征子空间记作犞犻，用犘犻 表示犞 在犞犻 上的正交投影，犻＝１，２，…，狊，则犃 ＝

∑
狊

犻＝１

λ犻犘犻。这表明正交投影是对称变换的基本建筑块。又由于狀维欧几里得空间犞上的线性

变换犃是对称变换当且仅当犞 中存在一个标准正交基使得犃 在此基下的矩阵为对角矩

阵，因此正交投影是犞 中能够找到标准正交基使得在此基下的矩阵为对角矩阵的线性变

换的基本建筑块。

设犃是狀维欧几里得空间犞 上的对称变换，对于任意α∈犞 且α≠０，令犉（α）＝

（α，犃α）
（α，α）

，则犉（α）在犃的属于最小（大）特征值的一个单位特征向量处达到最小（大）值。
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狀维欧几里得空间犞 上的任意一个镜面反射都是犞 上的对称变换。

对于狀维酉空间犞 上的线性变换犃，犞 中存在一个标准正交基使得犃 在此基下的矩

阵为对角矩阵的充分必要条件是犃 为正规变换（即：犃满足犃犃＝犃犃，其中犃是犃的

伴随变换）。

设犎 是狀 维 酉 空 间 犞 上 的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 变 换，则 犐－ｉ犎 和犐＋ｉ犎 都 可 逆，

犃＝（犐－ｉ犎）（犐＋ｉ犎）－１是酉变换，且－１不是犃的特征值。反之，若犃是酉变换，且－１不

是犃的特征值，则犎＝－ｉ（犐－犃）（犐＋犃）－１是Ｈｅｒｍｉｔｅ变换。由这个结论得到：在犞 上的

所有Ｈｅｒｍｉｔｅ变换组成的集合与犞 上不以－１为特征值的所有酉变换组成的集合之间有

一个一一对应σ∶犎 （犐－ｉ犎）（犐＋ｉ犎）－１，称σ是Ｃａｙｌｅｙ变换。它类似于实数集与复

平面上的单位圆（去掉－１对应的点）之间的一个一一对应：犪 （１－犪ｉ）（１＋犪ｉ）－１。

酉空间犞 上的变换犘 是犞 在一个子空间上的正交投影当且仅当犘 是幂等的

Ｈｅｒｍｉｔｅ变换。

设犃是狀维酉空间犞上的正规变换，λ１，λ２，…，λ狊是犃的所有不同的特征值，属于λ犻的

特征子空间记作犞犻，用犘犻表示犞在犞犻上的正交投影，犻＝１，２，…，狊，则犃＝∑
狊

犻＝１

λ犻犘犻。于是

正交投影是狀维酉空间犞 中能够找到标准正交基，使得在此基下的矩阵为对角矩阵的线

性变换的基本建筑块。

酉空间犞 上的线性变换犃 如果有伴随变换，那么犃是正规变换当且仅当犃＝犃１＋

ｉ犃２，其中犃１，犃２ 都是Ｈｅｒｍｉｔｅ变换，且犃１犃２＝犃２犃１。

设犃１，犃２，…，犃狊都是狀维酉空间犞 上的正规变换，如果它们两两可交换，那么犞 中

存在一个标准正交基，使得它们在此基下的矩阵都是对角矩阵。

设犃是狀维欧几里得空间犞 上的正规变换，则犞 中存在一个标准正交基，使得犃在

此基下的矩阵是形如下述的分块对角矩阵：

ｄｉａｇλ１，λ２，…，λ犿，
犪１ 犫１

－犫１ 犪

烄

烆

烌

烎１
，…，

犪狊 犫狊

－犫狊 犪

烄

烆

烌

烎
烅
烄

烆
烍
烌

烎狊

，

此矩阵称为犃的标准形。由此看出，狀维欧几里得空间上的正规变换的标准形与狀维酉

空间上的正规变换的标准形不一样。

１级酉矩阵组成的酉群Ｕ（１）与行列式为１的２级正交矩阵组成的特殊正交群ＳＯ（２）

同构。

行列式为１的２级酉矩阵组成的特殊酉群ＳＵ（２）到行列式为１的３级正交矩阵组成

的特殊正交群ＳＯ（３）有一个满同态（即保持乘法运算的满射），并且同态的核是｛犐，－犐｝，

其中犐是２级单位矩阵。

任给一个狉级酉矩阵犘，可以得到一个２狉级正交矩阵犙，并且犙是２狉级辛矩阵；反

之，任给一个２狉级正交矩阵犙，如果犙也是２狉级辛矩阵，那么可得到一个狉级酉矩阵犘。

４．创新亮点。本套教材有许多创新之处，例如上述三个特色和下文将要讲的特色。

此处特别指出创新的两个亮点。

亮点一：本套教材明确阐述了域犉上一元多项式环犉［狓］和狀元多项式环犉［狓１，狓２，…，狓狀］

的通用性质，并且把它们运用于全书各个相关课题中，起到了重要作用。
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设犚是一个有单位元１′的交换环，它有一个子环犚１ 含有１′，并且犉到犚１ 有一个双

射τ，τ保持加法和乘法运算。任意给定狋∈犚，令

σ狋∶　　　　　犉［狓 →］ 犚

犳（狓）＝∑
狀

犻＝０

犪犻狓
犻

∑
狀

犻＝０

τ（犪犻）狋
犻
＝∶犳（狋），

则σ狋是犉［狓］到犚的一个映射，并且σ狋保持加法和乘法运算，还有σ狋（狓）＝狋，把映射σ狋称

为狓用狋代入。这就是域犉上一元多项式环犉［狓］的通用性质。这个通用性质指出：只要环

犚满足上述条件，那么从犉［狓］中有关加法和乘法的等式，通过不定元狓用犚中任一元素狋

代入，就可以得到环犚中的有关加法和乘法的等式，产生一通百通的效果。例如，设犃是域

犉上的一个狀级矩阵，由矩阵犃的所有多项式（即形如犪犿犃
犿
＋犪犿－１犃

犿－１
＋…＋犪１犃＋犪０犐

的表达式，其中犪犻∈犉，犻＝０，１，…，犿，犿∈犖）组成的集合记作犉［犃］。容易验证犉［犃］是

环犕狀（犉）的一个子环，并且犉［犃］是有单位元犐的交换环。于是不定元狓可以用矩阵犃代

入，也可以用犃 的任一多项式代入，从而由犉［狓］中有关加法和乘法的等式可以得到

犉［犃］中有关加法和乘法的许多等式。又如，设犃是域犉上线性空间犞上的一个线性变换，

由犃的所有多项式组成的集合犉［犃］是犞上所有线性变换组成的环Ｈｏｍ（犞，犞）的一个子

环，且犉［犃］是有单位元犐的交换环。于是不定元狓可以用线性变换犃代入，也可以用犃的

任一多项式代入。正是利用了一元多项式环的通用性质，我们证明了第３个特色中的（１）

式和（４）式，从而当狀维线性空间犞上的线性变换犃的最小多项式犿（λ）在犉［λ］中能分解

成一次因式的乘积时，通过把犞分解成犃的根子空间的直和，证明了犃有Ｊｏｒｄａｎ标准形。

设犿（λ）＝狆
犾
１

１
（λ）狆

犾
２

２
（λ）…狆

犾狊
狊
（λ），其中狆１（λ），狆２（λ），…，狆狊（λ）是域犉上两两不等的首一

不可约多项式，我们利用一元多项式环的通用性质，把犞 分解成犞 ＝
狊

犼＝１
Ｋｅｒ狆

犾
犼

犼
（犃），证明

了犃有有理标准形。我们利用多元多项式环的通用性质，简洁地证明了对称多项式基本定

理中的唯一性；证明了牛顿公式 （关于初等对称多项式与幂和狊犽 的关系的公式）；证明了

辛矩阵的行列式等于１。

亮点二：本套教材在研究线性变换的最简单形式的矩阵表示等问题时，充分发挥了最

小多项式的作用。首先，我们证明了下述结论：

设犃是域犉 上线性空间犞 上的线性变换，如果犞 能分解成犃 的一些非平凡不变子

空间的直和：

犞 ＝犠１ 犠２  … 犠狊，

那么犃的最小多项式犿（λ）＝［犿１（λ），犿２（λ），…，犿狊（λ）］，

其中犿犼（λ）是犠犼上的线性变换犃｜犠犼的最小多项式，犼＝１，２，…，狊。

然后我们利用最小多项式证明了下列重要结论：

设犃是域犉 上狀维线性空间犞 上的线性变换，则犃可对角化当且仅当犃 的最小多

项式犿（λ）在犉［λ］中能分解成不同的一次因式的乘积；犃有Ｊｏｒｄａｎ标准形当且仅当犃的

最小多项式犿（λ）在犉［λ］中可以分解成一次因式的乘积；若犃的最小多项式犿（λ）在犉［λ］

中的标准分解式为犿（λ）＝狆
犾
１

１
（λ）狆

犾
２

２
（λ）…狆

犾狊
狊
（λ），则犃有有理标准形。

设犃１，犃２，…，犃犿 都是域犉 上狀维线性空间犞 上的线性变换。如果犃１，犃２，…，犃犿 两
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两可交换且都可对角化，那么犞 中存在一个基，使得犃１，犃２，…，犃犿 在此基下的矩阵都是

对角矩阵。

设犃是域犉 上狀维线性空间犞 上的线性变换，犃的最小多项式犿（λ）在犉［λ］中的标

准分解式为

犿（λ）＝狆
犾
１

１
（λ）狆

犾
２

２
（λ）…狆

犾狊
狊
（λ），

则Ｋｅｒ狆
犾
犼

犼
（犃）的维数等于狆犼（λ）的次数乘以犃的特征多项式犳（λ）的标准分解式中狆犼（λ）

的幂指数，犼＝１，２，…，狊。

设犃是域犉 上线性空间犞 上的线性变换，则犉［犃］是域犉上的线性空间，并且犉［犃］

的维数等于犃的最小多项式犿（λ）的次数。

设犃是域犉 上狀维线性空间犞 上的线性变换，把与犃可交换的所有线性变换组成的

集合记作Ｃ（犃），则Ｃ（犃）是域犉上的一个线性空间。设犃在犞 的一个基下的矩阵是犃，

把与犃可交换的所有狀级矩阵组成的集合记作Ｃ（犃），则Ｃ（犃）是域犉上的一个线性空

间。显然Ｃ（犃）与Ｃ（犃）同构。在犕狀（犉）中，若犃与犅 相似，则Ｃ（犃）＝Ｃ（犅）。

设犃的最小多项式为犿（λ），犃的特征多项式为犳（λ）。

设犿（λ）在犉［λ］中的标准分解式为犿（λ）＝（λ－λ１）（λ－λ２）…（λ－λ狊），则当狊＝狀时，

Ｃ（犃）＝犉［犃］，并且ｄｉｍＣ（犃）＝狀。当狊＜狀且犃 可对角化时，若

犳（λ）＝ （λ－λ１）
犽
１（λ－λ２）

犽
２…（λ－λ狊）

犽狊，

则ｄｉｍＣ（犃）＝∑
狊

犻＝１

犽２犻，Ｃ（犃）犕犽１（犉） 犕犽
２
（犉） … 犕犽狊（犉），Ｃ（犃）犉［犃］。

设犿（λ）在犉［λ］中的标准分解式为犿（λ）＝（λ－λ１）
犾
１（λ－λ２）

犾
２…（λ－λ狊）

犾狊。若犃的

Ｊｏｒｄａｎ的标准形为

ｄｉａｇ｛犑犾
１
（λ１），犑犾

２
（λ２），…，犑犾狊（λ狊）｝，

则ｄｉｍＣ（犃）＝狀，Ｃ（犃）＝犉［犃］。

若犃的Ｊｏｒｄａｎ标准形中有一个特征值λ犼 至少有两个Ｊｏｒｄａｎ块，则ｄｉｍＣ（犃）＞狀，

Ｃ（犃）犉［犃］。此时，记犠犼＝Ｋｅｒ（犃－λ犼犐）
犾
犼，犃犼＝犃｜犠犼，犼＝１，２，…，狊，则

Ｃ（犃）Ｃ（犃１） Ｃ（犃２） … Ｃ（犃狊），　ｄｉｍＣ（犃）＝∑
狊

犻＝１

ｄｉｍＣ（犃犻）．

　　设犿（λ）在犉（λ）中的标准分解式为犿（λ）＝狆
犾
１

１
（λ）狆

犾
２

２
（λ）…狆

犾狊
狊
（λ），其中至少有一个

狆犼（λ）的次数大于１。

若犃的有理标准形是一个有理块，则ｄｉｍＣ（犃）＝狀，Ｃ（犃）＝犉［犃］。

若犃的有理标准形的各个有理块的最小多项式两两互素，则

ｄｉｍＣ（犃）＝狀，Ｃ（犃）＝犉［犃］．

若犿（λ）＝狆１（λ），ｄｅｇ狆１（λ）＝狉＞１，且犃 的有理标准形至少有两个有理块，则

ｄｉｍＣ（犃）＝
１

狉
（ｄｉｍ犉犞）

２，Ｃ（犃）＝Ｈｏｍ犉［犃］（犞，犞）。

若犿（λ）＝狆１（λ）狆２（λ）…狆狊（λ），ｄｅｇ狆犻（λ）＝狉犻，犻＝１，２，…，狊。设

犳（λ）＝狆
犽
１

１
（λ）狆

犽
２

狊
（λ）…狆

犽狊
狊
（λ），记犠犻＝Ｋｅｒ狆犻（犃），犃犻＝犃｜犠犻，犻＝１，２，…，狊。则
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ｄｉｍＣ（犃）＝∑
狊

犻＝１

狉犻犽
２
犻，

Ｃ（犃）Ｃ（犃１） Ｃ（犃２） … Ｃ（犃狊）　　　　　　

Ｈｏｍ犉［犃１］（犠１，犠１） … Ｈｏｍ犉［犃狊］（犠狊，犠狊）．

　　若犿（λ）的标准分解式中至少有一个犾犼＞１，且犃的有理标准形中至少有两个有理块

的最小多项式不互素，记犠犻＝Ｋｅｒ狆
犾犻
犻
（犃），犃犻＝犃｜犠犻，犻＝１，２，…，狊，则

Ｃ（犃）Ｃ（犃１） Ｃ（犃２） … Ｃ（犃狊），　ｄｉｍＣ（犃）＝∑
狊

犻＝１

ｄｉｍＣ（犃犻）．

　　求Ｃ（犃）剩下来未解决的情形是：犃的最小多项式犿（λ）是一个不可约多项式的方幂

犿（λ）＝狆
犾（λ），且犃的Ｊｏｒｄａｎ标准形至少有两个Ｊｏｒｄａｎ块，或者犃的有理标准形至少有

两个有理块。这时我们解决了Ｃ２（犃）的结构问题：

Ｃ２（犃）＝犉［犃］，　ｄｉｍＣ
２（犃）＝犾ｄｅｇ狆（λ），

其中Ｃ２（犃）∶＝｛犎∈Ｈｏｍ（犞，犞）｜犎犅＝犅犎，犅∈Ｃ（犃）｝，显然Ｃ
２（犃）是域犉上的一个线

性空间。

５．强调思维。本套教材按照数学的思维方式编写，着重培养数学思维能力。我们把

数学的思维方式概括成：观察客观世界的现象，抓住其主要特征，抽象出概念或者建立模

型；通过直觉判断、归纳推理、类比推理、联想推理和逻辑推理等进行探索，作出猜测；然后

经过深入分析、逻辑推理和计算等进行论证，揭示出事物的内在规律，从而使纷繁复杂的

现象变得井然有序。按照“观察—抽象—探索—猜测—论证”的思维方式编写教学内容，

就使得数学比较容易学，而且同学们可以从中受到数学思维方式的熏陶，终身受益。

例如，一元多项式环的通用性质是很深刻的数学内容，而我们从简便计算１０１２ 引出：

在完全平方公式（狓＋犪）２＝狓２＋２犪狓＋犪２ 中，狓也可以用狀级矩阵犃 代入（根据矩阵乘法

的分配律直接计算得出）。由此猜测：在数域犓 上的一元多项式环犓［狓］中，有关加法和

乘法的等式，在狓用矩阵犃 代入后，左右两边保持相等。由此进一步抽象并且经过论证

得出一元多项式环的通用性质。这样做就使得一元多项式环的通用性质比较容易理解

了。又如，不可约多项式是数域犓 上一元多项式环犓［狓］的结构中的基本建筑块，复系数

不可约多项式只有一次多项式；实系数不可约多项式只有一次多项式和判别式小于零的

二次多项式。有理系数不可约多项式有哪些？如何判别？思路是什么呢？我们首先举了

一个有理系数多项式的具体例子，把它的各项系数分母的最小公倍数作为分母，提出一个

分数，使得括号内的多项式的各项系数都为整数，并且把这些整数的公因数也提出去，这

时括号内的多项式的各项系数的最大公因数只有１和－１。这种整系数多项式称为本原

多项式。这就自然而然地引出了本原多项式的概念。任何一个有理系数多项式都可以表

示成一个本原多项式与一个有理数的乘积，于是一个有理数系数多项式是否不可约与相

应的本原多项式是否不可约是一致的。这样我们就找到了思路：去研究本原多项式的不

可约的判定。为此需要探索本原多项式的性质。由于本原多项式的各项系数的最大公因

数只有１和－１，因此直觉判断两个本原多项式如果能够互相整除（此时称它们相伴），那

么它们只相差一个正负号；然后证明这一猜测是正确的。由于因式分解涉及到乘法，因此

自然要问：两个本原多项式的乘积是否还是本原多项式？这在直观上不容易看出，可以尝
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试假设两个本原多项式的乘积不是本原多项式，去进行逻辑推理，得出了矛盾，因此两个

本原多项式的乘积仍是本原多项式。这就自然而然地得出了高斯引理。想寻找本原多项

式不可约的充分条件，这犹如大海捞针，我们可以反过来思考：如果一个次数大于０的本

原多项式可约，那么它可以分解成两个次数较低的有理系数多项式的乘积，从高斯引理我

们可以进一步直觉判断它可以分解成两个次数较低的本原多项式的乘积。经过证明，这

个猜测是正确的。由于任何一个素数都不可能整除本原多项式的各项系数，因此为了从

一个本原多项式可约推出进一步的结论，我们考虑这样一种情形：对于一个次数大于０的

本原多项式犳（狓），存在一个素数狆，狆能够整除犳（狓）的首项系数以外的其他各项系数，但

是狆不能整除首项系数，如果犳（狓）可约，那么它可以分解成两个次数较低的本原多项式

的乘积。由此经过逻辑推理，得出：狆的平方能整除犳（狓）的常数项。因此对于这种本原

多项式犳（狓），如果狆的平方不能整除常数项，那么犳（狓）不可约。这就自然而然地得出了

本原多项式不可约的充分条件：存在一个素数狆 满足上述三个条件。这就是著名的

Ｅｉｓｅｎｓｔｅｉｎ判别法。我们经过探索和论证得出Ｅｉｓｅｎｓｔｅｉｎ判别法，不仅使同学们对于素数

狆满足的三个条件印象很深刻，而且让他们知道了Ｅｉｓｅｎｓｔｅｉｎ判别法是怎么来的，受到了

数学思维方式的熏陶。

又如，在实数域上的线性空间犞 中引进度量概念的办法是：在犞 上定义一个正定的

对称双线性函数，称为内积，这时犞 称为一个实内积空间。在复数域上的线性空间犞 中

引进度量概念的方法与实数域不同，这是因为复线性空间犞 上的双线性函数不可能满足

正定性。为了能定义向量的长度，需要有正定性。为此，复线性空间犞 上的内积的定义

为：犞 上的一个二元函数如果满足Ｈｅｒｍｉｔｅ性、对第一个变量线性、正定性，那么这个二元

函数称为犞 上的一个内积，此时称犞 是酉空间。对于任意一个域犉上的线性空间犞，能

不能引进度量概念？关键是要有内积的概念。由于在一般的域中，没有“正”元素的概念，

因此不可能谈论正定性，于是长度、角度、距离的概念也就没有了。但是正交这个概念还

是可以推广到任意域上线性空间中。内积应当是犞 上的一个二元函数犳，为了能充分利

用线性空间有加法和纯量乘法的特性，犳应当是犞 上的双线性函数。由于两个向量α与

β正交应当是相互的，因此犳应当是对称或斜对称的。从而犞 上可以指定一个对称双线

性函数犳作为内积，此时（犞，犳）称为正交空间。犞 上也可以指定一个斜对称双线性函数

犵作为内积，此时（犞，犵）称为辛空间。即使在实数域上的线性空间中，在某些问题里，也

不用正定的对称双线性函数作为内积，而指定一个非退化的对称双线性函数作为内积。

例如，在爱因斯坦的狭义相对论中，从光速不变原理导出了时间空间的新的坐标变换公

式，称它为洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｔｚ）变换。爱因斯坦的狭义相对性原理指出：“所有的基本物理规

律都应在任一惯性系中具有相同的形式。”一个点犘在给定的惯性系犗狓狔狕中的时间空

间坐标 （狋，狓，狔，狕）′是 ４ 维实线性空间 犚
４ 的一个向量。类比欧几里 得空间 中，

（α－β，α－β）是α与β的距离的平方，如果在犚
４ 中指定一个非退化的对称双线性函数犳，

那么把犳（α－β，α－β）称为α与β的时－空间隔的平方。根据狭义相对性原理，洛伦兹变换

σ保持任意两个向量的时－空间隔的平方不变。若令

犳（α，β）＝－犮
２狋１狋２＋狓１狓２＋狔１狔２＋狕１狕２

·Ⅺ·序



其中犮是光速，α＝（狋１，狓１，狔１，狕１）′，β＝（狋２，狓２，狔２，狕２）。则可以证明犳（σ（α），σ（α））＝

犳（α，α）。从而

犳（σ（α）－σ（β），σ（α）－σ（β））＝犳（α－β，α－β）

因此在犚４ 中把上述非退化的对称双线性函数犳作为内积，此时称（犚
４，犳）是一个闵柯夫

斯基（Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ）空间。假如在犚４ 中指定一个正定的对称双线性函数作为内积，那么洛

伦兹变换不可能保持任意两个向量的距离的平方不变。因此在犚４ 中应当指定上述非退

化的对称双线性函数犳作为内积。闵柯夫斯基空间就是一个正交空间。这是需要讨论

正交空间的物理背景。

再如，关于线性空间的张量积，我们不是一开始就给出线性空间的张量积的定义，而

是先在１１．１节例５的点评中指出，设犞，犝 分别是域犉 上狀 维、犿 维线性空间，用

犘（犞，犝）表示犞 ×犝 上的所有双线性函数组成的线性空间，则存在犞×犝 到

犘（犞，犝）的一个双线性映射τ（可具体写出）。在１１．２节中深入分析犘（犞，犝）和τ的

性质，发现从犞×犝 到域犉 上任一线性空间犠 的任一双线性映射犃，存在犘（犞，犝）到

犠 的唯一的线性映射φ，使得犃＝φτ。由此引出了线性空间犞 和犝 的张量积的概念，这

时水到渠成地得出了犞 与犝 的张量积的定义。这就使得张量积这一原本深奥难懂的概

念变得清晰，成为同学们能够把握的一个概念，因为（犘（犞，犝），τ）就是犞 与犝 的一个

张量积。

我们不仅在每一节的内容精华部分按照数学思维方式编写，而且在典型例题部分也

着力于培养数学思维能力。我们在例题的解法或点评中，讲清楚关键的想法，以及这个想

法是怎么想出来的，让学生从中学习怎样科学地思考。我们还编写了一些由内容精华拓

展而来的例题，让学生从中学会提出问题。例如，实内积空间犞 上的正交变换一定保持

向量的长度不变，保持向量间的距离不变，保持正交性不变等。那么反过来，犞 到自身的

满射犃 如果保持向量的长度不变，那么犃是不是正交变换？保持向量间的距离不变呢？

保持正交性不变呢？这些在第１０章１０．４节典型例题的例３、例２３、例２２进行了讨论。

６．例题丰富。每一节除了“内容精华”外，还专门设置了“典型例题”的栏目。这些例

题有的是“内容精华”中理论的延伸，有的是给同学们呈现如何解题的范例，有的是为了培

养同学们分析问题和解决问题的能力，旨在帮助同学们在高等代数理论上和科学思维能

力上都达到相当的高度。

７．展示应用。本套书开辟了“应用小天地”栏目。同学们常问：学习高等代数有什么

具体应用？我们在每一章后面都写了一个方面的应用。例如，第５章写了矩阵的特征值

在实际问题中的应用。第６章写了二次曲面的类型。第７章写了序列密码和犿 序列。

第８章写了线性空间在编码中的应用。２０世纪物理学取得的两个划时代的进展是建立

了相对论和量子力学。我们在第１０章１０．６节由爱因斯坦的狭义相对性原理引出了闵柯

夫斯基空间。在第１０章的“应用小天地”栏目里写了“酉空间在量子力学中的应用”。详

细介绍了历史上量子力学的建立过程，阐述了一个量子体系的所有量子态（可归一化）组

成的集合犎可形成一个酉空间，与这个量子体系的力学量犃（例如，位置、动量、角动量、动

能和势能等）相应的算符犃^都是酉空间犎上的线性变换，而且一定是 Ｈｅｒｍｉｔｅ变换。当

量子体系处于一个量子态，人们去测量力学量犃时，一般说来，可能出现不同的结果，各
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有一定的概率。如果量子体系处于一种特殊的状态下，那么测量力学量犃所得的结果是

唯一确定的，这种特殊的状态称为力学量犃的本征态。可以证明：ψ是力学量犃 的本征

态当且仅当ψ是相应算符犃^ 的一个特征向量，其所属的特征值就是测量犃所得的唯一结

果。第１１章的“应用小天地”栏目里写了“张量积在量子隐形传态中的应用”。发送者要

把一个具有自旋的粒子１的自旋状态传送给接收者，而粒子１本身不传给接收者，这能办

到吗？１９９３年Ｃ．Ｈ．Ｂｅｎｎｅｔｔ等人提出了一个传递方案，关键是把粒子２和３制备成为

ＥＰＲ对处于纠缠态，然后把粒子２传递给发送者，同时把粒子３传送给接收者，最终粒子

１的自旋态传送给了粒子３，实现了量子隐形传态，这在量子信息论中起着重要作用。之

所以能把粒子１的自旋态隐形传送给粒子３，关键是利用了张量积，本书详细阐述了其中

的道理。

８．可读性强。本套教材按照数学的思维方式编写，叙述清晰、详尽、严谨，对于后文

要用到的结论，前面章节均作了铺垫，环环相扣，层层深入，可读性强。

本套教材适合用作综合大学、高等师范院校和理工科大学“高等代数”课程的教材，上

册供第一学期使用，下册供第二学期使用。每一节的“内容精华”（除去打号的和用楷体

字排印的以外）在大课中讲授；“典型例题”中的一部分在大课中讲授，一部分在习题课中

进行，一部分作为课外作业，一部分供同学们自己思考和阅读；“习题”留给同学们课外作

业。书末有习题解答或提示。想了解习题详细解答的同学，可以参阅《高等代数学习指导

书（上册、下册）》（丘维声编著，北京：清华大学出版社，２００５年、２００９年）中相应章节的典

型例题的解答或习题解答。本套教材还可作为“高等代数”或“线性代数”课程的教学参考

书，也是数学教师和科研工作者高质量的参考书。

本套教材荣获２００９年“北京市高等教育精品教材立项项目”，被评为重大支持项目，

特此向北京市教育委员会表示感谢！

感谢本套教材的责任编辑吴颖华，她为本书编辑出版付出了辛勤劳动。

我们坦诚欢迎广大读者对本套教材提出宝贵意见。

丘维声

北京大学数学科学学院

２０１０年４月
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