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内容提要

集合与元素
!

讨论某一类对象时"就把这一类对象的全体称为集合!这
些对象称为集合中的元素!

集合的表示
!

枚举法#描述法和图示法$文氏图%!

集合与元素的关系
!

元素和集合之间的关系是隶属关系"即属于或不属
于"属于记作

4

"不属于记作
<

!

集合与集合的关系
!

设
#

"

$

为集合"如果
$

中的每个元素都是
#

中的
元素"则称

$

是
#

的子集!这时也称
$

被
#

包含"或
#

包含
$

"记作
$

=

#

!

如果
$

不被
#

包含"则记作
$

>

#

!设
#

"

$

为集合"如果
#

=

$

且
$

=

#

"则
称

#

与
$

相等"记作
#($

!如果
#

与
$

不相等"则记作
#

-

$

!相等的符
号化表示为

#($

'

#

=

$

#

$

=

#

!

全集
!

包含讨论的所有有意义的物体的全体"记作
@

!

空集
!

不含任何元素的集合称为空集"记作
?

!空集是一切集合的子
集!空集是唯一的!

定理
$"!

!

空集是一切集合的子集!

幂集
!

设
#

为集合"把
#

的全部子集构成的集合叫做
#

的幂集"记作
1

$

#

%!若
#

是
%

元集"则
1

$

#

%有
$

% 个元素!

集合的广义并
!

设
#

为集合"

#

的元素的元素构成的集合称为
#

的广
义并"记为

8

#

!符号化表示为*

8

#(

,

5

;5

H

$

H

4

#

#

5

4

H

%-!

集合的广义交
!

设
#

为非空集合"

#

的所有元素的公共元素构成的集合
称为

#

的广义交"记为
@

#

!符号化表示为*

@

#(

,

5

;3

H

$

H

4

#

%

5

4

H

%-!

定理
$"#

!

设
#

"

$

"

'

为任意集合"那么下列各式成立!

等幂律
!!!

#

8

#(#

!!

#

@

#(#

交换律
#

8

$($

8

#

!!

#

@

$($

@

#

结合律 $

#

8

$

%

8

'(#

8

$

$

8

'

%

!!

$

#

@

$

%

@

'(#

@

$

$

@

'

%

同一律
#

8?

(#

!!

#

@

,(#

零律
#

@?

(

?!!

#

8

,(,
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集合与关系
#&

!!!

!!

分配律
!!!

#

8

$

$

@

'

%

(

$

#

8

$

%

@

$

#

8

'

%

!!

#

@

$

$

8

'

%

(

$

#

@

$

%

8

$

#

@

'

%

吸收律
#

@

$

#

8

$

%

(#

!!

#

8

$

#

@

$

%

(#

双重否定律
!

$

!

#

%

(#

!!!

,(

?!!!?

(,

排中律
#

8!

#(,

矛盾律
#

@!

#(

?

德+摩根律
!

$

#

8

$

%

(

!

#

@!

$

!!!

$

#

@

$

%

(

!

#

8!

$

#O

$

$

8

'

%

(

$

#O$

%

@

$

#O'

%

!!

#O

$

$

@

'

%

(

$

#O$

%

8

$

#O'

%

补交转换律
#O$(#

@!

$

有序对
!

由两个元素
5

和
A

$允许
5(

A

%按一定顺序排列成的二元组叫做一个有序
对或序偶"记作.

5

"

A

/"其中
5

是它的第一元素"

A

是它的第二元素!

笛卡儿积
!

设
#

"

$

为集合"用
#

中元素为第一元素"

$

中元素为第二元素构成有序
对!所有这样的有序对组成的集合叫做

#

和
$

的笛卡儿积"记作
#W$

!笛卡儿积的符
号化表示为

#W$(

,.

5

"

A

/

;

5

4

#

#

A

4

$

-!如果
;

#

;

((

"

;

$

;

(%

"则
;

#W$

;

((%

!

笛卡儿积的运算性质
$

#

%对任意集合
#

"根据定义有
#W

?

(

?

"

?

W#(

?

!

$

$

%笛卡儿积运算不满足交换律"即
#W$

-

$W#

$当
#

-?#

$

-?#

#

-

$

时%!

$

%

%笛卡儿积运算不满足结合律"即$

#W$

%

W'

-

#W

$

$W'

%$当
#

-?#

$

-?#

'

-?

时%!

$

&

%笛卡儿积运算对并和交运算满足分配律"即
#W

$

$

8

'

%

(

$

#W$

%

8

$

#W'

%"

$

$

8

'

%

W#(

$

$W#

%

8

$

'W#

%"

#W

$

$

@

'

%

(

$

#W$

%

@

$

#W'

%"$

$

@

'

%

W#(

$

$W#

%

@

$

'W#

%!

$

'

%

#

=

'

#

$

=

0

,

#W$

=

'W0

!

二元关系
!

如果一个集合满足以下条件之一*

$

#

%集合非空"且它的元素都是有序对!

$

$

%集合是空集!

则称该集合为一个二元关系"记作
3

!二元关系也可简称为关系!对于二元关系
3

"如果
.

5

"

A

/

4

3

"可记作
53

A

)如果.

5

"

A

/

<

3

"则记作
53

A

!设
#

"

$

为集合"

#W$

的任何子
集称为从

#

到
$

的二元关系!特别当
#($

时"称为
#

上的二元关系!

关系的表示方法
$

#

%列举法*列举出关系的所有有序对!

$

$

%关系矩阵*设
#(

,

5

#

"

5

$

"("

5

%

-"

3

是
#

上的关系"令

.

&

=

?

#

若
5

&

35

=

-

若
5

&

35

A

B

C

=

!

$

&

"

=

?

#

"

$

"("

%

%

则

)

3

?

.

##

.

#$

(

.

#%

.

$#

.

$$

(

.

$%

7 7

D

7

.

%#

.

%$

(

.

E

F

G

H

(%

是
3

的关系矩阵"记作
)

3

!
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$

%

%关系图*设
#(

,

5

#

"

5

$

"("

5

%

-"

3

是
#

上的关系"令图
D(

.

Q

"

,

/"其中顶点集
合

Q(#

"边集为
,

!对于
3

5

&

"

5

=

4

Q

"满足.

5

&

"

5

=

/

4

,

'

5

&

35

=

"称图
D

为
3

的关系图"

记作
D

3

!

定义域#值域和域
!

设
3

是二元关系"

$

#

%

3

中所有的有序对的第一元素构成的集合称为
3

的定义域"记为
GBJ3

!表
示为*

GBJ3

?

,

5

R5

A

$.

5

"

A

/

4

3

%-

!!

$

$

%

3

中所有有序对的第二元素构成的集合称为
3

的值域"记作
X5C3

!表示为*

X5C3

?

,

A

R5

5

$.

5

"

A

/

4

3

%-

!!

$

%

%

3

的定义域和值域的并集称为
3

的域"记作
Y4G3

!表示为*

Y4G3

?

GBJ3

8

X5C3

!!

关系的复合运算
!

设
#

"

$

"

'

是三个任意集合"

3

是集合
#

到
$

的二元关系"

*

是集
合

$

到
'

的二元关系"则定义关系
3

和
*

的合成或复合关系
3

7

*(

,.

8

"

E

/

;

8

4

#

"

E

4

'

#5

>

4

$

"使.

8

"

>

/

4

3

且.

>

"

E

/

4

*

-!

定理
$"$

!

设
M

#

"

M

$

为集合
#

"

$

上的恒等关系"

3(#W$

"那么
$

#

%

M

#

7

3(3

7

M

$

(3

$

$

%

?7

3(3

7?

(

?

定理
$"%

!

设
3

是
#

到
$

的关系"

*

是
$

到
'

的关系"

O

是
'

到
0

的关系"则$

3

7

*

%

7

O(

3

7

$

*

7

O

%!

定理
$"&

!

设
C

"

D

"

B

是任意关系"则
$

#

%

C

7

$

D

8

B

%

(C

7

D

8

C

7

B

$

$

%$

D

8

B

%

7

C(D

7

C

8

B

7

C

$

%

%

C

7

$

D

@

B

%

=

C

7

D

@

C

7

B

$

&

%$

D

@

B

%

7

C

=

D

7

C

@

B

7

C

关系的逆运算
!

设
3

是集合
#

到
$

的二元关系"则定义一个
$

到
#

的二元关系"

3

O#

(

,.

>

"

8

/

;

.

8

"

>

/

4

3

-"称为
3

的逆关系"记作
3

O#

!

定理
$"'

!

设
3

是
#

到
$

的关系"

*

是
$

到
'

的关系"则$

3

7

*

%

O#

(*

O#

7

3

O#

!

定理
$"(

!

设
3

和
*

均是
#

到
$

的关系"则
$

#

%$

3

O#

%

O#

(3

$

$

%$

3

8

*

%

O#

(3

O#

8

*

O#

$

%

%$

3

@

*

%

O#

(3

O#

@

*

O#

$

&

%$

3O*

%

O#

(3

O#

O*

O#

定理
$")

!

设
3

是任意的关系"则
GBJ3

S

#

?

X5C3

"

!

X5C3

S

#

?

GBJ3

!!

关系的幂运算
!

设
3

为
#

上的关系"

%

为自然数"则
3

的
%

次幂定义为*

$

#

%

3

-

(

,.

5

"

5

/

;

5

4

#

-

(M

#

$

$

%

3

%<#

(3

%

7

3

定理
$",

!

设
#

为
%

元集"

3

是
#

上的关系"则存在自然数
:

和
;

"使得
3

:

(3

;

!

定理
$"!-

!

设
3

是
#

上的关系"

(

"

%

4

N

"则
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集合与关系
#(

!!!

$

#

%

3

(

7

3

%

(3

(<%

$

$

%$

3

(

%

%

(3

(%

定理
$"!!

!

设
3

是
#

上的关系"若存在自然数
:

"

;

$

:

/

;

%使得
3

:

(3

;

"则
$

#

%对任何
+

4

N

有
3

:<+

(3

;<+

!

$

$

%对任何
+

"

&

4

N

有
3

:<+

!

<&

(3

:<&

"其中
!

(;O:

!

$

%

%令
*(

,

3

-

"

3

#

"("

3

;O#

-"则对于任意的
"

4

N

有
3

"

4

*

!

关系的性质
!

设
3

为集合
#

上的关系"

$

#

%若
3

5

$

5

4

#

%

.

5

"

5

/

4

3

%"则称
3

在
#

上是自反的!

$

$

%若
3

5

$

5

4

#

%

.

5

"

5

/

<

3

%"则称
3

在
#

上是反自反的!

$

%

%若
3

5

3

A

$

5

"

A

4

#

#

.

5

"

A

/

4

3

%

.

A

"

5

/

4

3

%"则称
3

为
#

上的对称关系!

$

&

%若
3

5

3

A

$

5

"

A

4

#

#

.

5

"

A

/

4

3

#

.

A

"

5

/

4

3

%

5(

A

%"则称
3

为
#

上的反对称
关系!

$

'

%若
3

5

3

A

3

H

$

5

"

A

"

H

4

#

#

.

5

"

A

/

4

3

#

.

A

"

H

/

4

3

%

.

5

"

H

/

4

3

%"则称
3

是
#

上的
传递关系!

定理
$"!#

!

设
3

为
#

上的关系"则
$

#

%

3

在
#

上自反当且仅当
M

#

=

3

!

$

$

%

3

在
#

上反自反当且仅当
3

@

M

#

(

?

!

$

%

%

3

在
#

上对称当且仅当
3(3

O#

!

$

&

%

3

在
#

上反对称当且仅当
3

@

3

O#

=

M

#

!

$

'

%

3

在
#

上传递当且仅当
3

7

3

=

3

!

关系的闭包
!

设
3

是非空集合
#

上的关系"

3

的自反$对称或传递%闭包是
#

上的关
系

32

"使得
32

满足以下条件*

$

#

%

32

是自反的$对称的或传递的%)

$

$

%

3

=

32

)

$

%

%对
#

上任何包含
3

的自反$对称或传递%关系
3T

"有
32

=

3T

!

定理
$"!$

!

设
3

为
#

上的关系"则有
$

#

%

.

$

3

%

(3

8

M

#

)

$

$

%

:

$

3

%

(3

8

3

O#

!

定理
$"!%

!

设
3

为
#

上的关系"则有
;

$

3

%

(3

8

3

$

8

3

%

8

(

8

3

%

!

定理
$"!&

!

设
3

是非空集合
#

上的关系"则
$

#

%

3

是自反的当且仅当
.

$

3

%

(3

!

$

$

%

3

是对称的当且仅当
:

$

3

%

(3

!

$

%

%

3

是传递的当且仅当
;

$

3

%

(3

!

定理
$"!'

!

设
3

#

和
3

$

是非空集合
#

上的关系"且
3

#

=

3

$

"则
$

#

%

.

$

3

#

%

=

.

$

3

$

%)

$

$

%

:

$

3

#

%

=

:

$

3

$

%)

$

%

%

;

$

3

#

%

=

;

$

3

$

%!

定理
$"!(

!

设
3

是非空集合
#

上的关系"

$

#

%若
3

是自反的"则
:

$

3

%与
;

$

3

%也是自反的!
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$

$

%若
3

是对称的"则
.

$

3

%与
;

$

3

%也是对称的!

$

%

%若
3

是传递的"则
.

$

3

%是传递的!

集合的划分与覆盖
!

设
#

为非空集合"若
#

的子集族
.

$

.=

1

$

#

%"是
#

的子集构成
的集合%满足下面的条件*

$

#

%

?<.

)

$

$

%

.

中任意两个子集都不相交"即
3

5

3

A

$

5

"

A

4.#

5

-

A

%

5

@

A

(

?

%)

$

%

%

.

中所有子集的并是
#

"即
8.

(#

!

则称
.

是
#

的一个划分"称
.

中的元素为
#

的划分块!给定非空集合
#

"

O(

,

O

#

"

O

$

"("

O

%

-"

O

&

=

#

且
O

&

-?

$

&(#

"

$

"("

%

%"

8

O

&

(#

"那么集合
O

称作
#

的一个覆盖!

等价关系
!

设
3

为非空集合
#

上的关系!如果
3

是自反的#对称的和传递的"则称
3

为
#

上的等价关系!设
3

是一个等价关系"若.

5

"

A

/

4

3

"称
5

等价于
A

"记作
5

!

A

!

等价类
!

设
3

为非空集合
#

上的等价关系"令
3

5

4

#

"2

5

3

3

(

,

A

;

A

4

#

#

53

A

-"称
2

5

3

3

为
5

关于
3

的等价类"简称为
5

的等价类"简记为2

5

3!

定理
$"!)

!

设
3

是非空集合
#

上的等价关系"则
$

#

%

3

5

4

#

"2

5

3是
#

的非空子集!

$

$

%

3

5

"

A

4

#

"如果
53

A

"则2

5

3

(

2

A

3!

$

%

%

3

5

"

A

4

#

"如果
53

A

"则2

5

3与2

A

3不相交!

$

&

%

8

,2

5

3

;

5

4

#

-

(#

!

商集
!

设
3

为非空集合
#

上的等价关系"以
3

的所有等价类作为元素的集合称为
#

关于
3

的商集"记作
#

6

3

"即
#

6

3(

,2

5

3

3

;

5

4

#

-!

相容关系
!

设
3

为非空集合
#

上的关系!如果
3

是自反的"对称的"则称
3

为
#

上
的相容关系!

相容类
!

设
3

为集合
#

上的相容关系"如果
'

=

#

"如果对于
'

中任意两个元素
5

#

"

5

$

有
5

#

35

$

"则称
'

是由相容关系
3

产生的相容类!

最大相容类
!

设
3

为集合
#

上的相容关系"不能真包含在任何其他相容类中的相容
类称作最大相容类!

定理
$"!,

!

设
3

为有限集合
#

上的相容关系"

'

是一个相容类"那么必存在一个最
大相容类

'

.

"使得
'

=

'

.

!

偏序关系
!

设
3

为非空集合
#

上的关系"如果
3

是自反的#反对称的和传递的"则称
3

为
#

上的偏序关系!集合
#

和
#

上的偏序关系
I

一起叫做偏序集"记作.

#

"

I

/!

可比与不可比
!

设
3

为非空集合
#

上的偏序关系"如果
8

I

>

或
>

I

8

"则称
8

和
>

是
可比的!如果既没有

8

I

>

也没有
>

I

8

"则称
8

和
>

是不可比的!

哈斯图作图法
!

$

#

%以&圆圈'表示元素)

$

$

%若
5

J

A

"则
A

画在
5

的上层)

$

%

%若
A

覆盖
5

"则连线)

$

&

%不可比的元素可画在同一层!

偏序中特殊元素
!

设$

#

"

I

%是偏序集"集合
$

=

#

"特殊元有
$

#

%如存在元素
>

4

$

"使得
3

8

4

$

"均有
8

I

>

"则称
>

为
$

的最大元!

$

$

%如存在元素
>

4

$

"使得
3

8

4

$

"均有
>

I

8

"则称
>

为
$

的最小元!
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$

%

%若存在元素
>

4

$

"

3

8

4

$

"如
>

I

8

"则
8(>

"称
>

为
$

的极大元!

$

&

%若存在元素
>

4

$

"

3

8

4

$

"如
8

I

>

"则
8(>

"称
>

为
$

的极小元!

$

'

%

8

为
$

的上界
'

8

4

#

#3

5

$

5

4

$

%

5

I

8

%!

$

)

%

8

为
$

的下界
'

8

4

#

#3

5

$

5

4

$

%

8

I

5

%!

$

*

%如果
'

是
$

的所有上界的集合"即
'(

,

A

;

A

是
$

的上界-"则
'

的最小元
8

称为
$

的最小上界或上确界!

$

+

%如果
8

是
$

的所有下界的集合"即
'(

,

A

;

A

是
$

的上界-"则
'

的最大元
8

称为
$

的最大下界或下确界!

定理
$"#-

$包含排斥原理%

!

对有限集合
#

和
$

"有
;

#

8

$

;

(

;

#

;

<

;

$

;

O

;

#

@

$

;

!

$"#

!

例题精选

例
$"!

!

判断下列属于和包含关系是否正确!

$

#

%

?=?

$

$

%

?4?

$

%

%

?=

,

?

-

$

&

%

?4

,

?

-

$

'

%,

8

"

>

-

=

,

8

"

>

"

E

",

8

"

>

"

E

--

$

)

%,

8

"

>

-

4

,

8

"

>

"

E

",

8

"

>

--

$

*

%,

8

"

>

-

=

,

8

"

>

",,

8

"

>

---

$

+

%,

8

"

>

-

4

,

8

"

>

",,

8

"

>

---

$

,

%若
8

=

#

"

#

=

1

$

$

%"则
8

=

1

$

$

%!

$

#-

%若
8

4

#

"

#

4

1

$

$

%"则
8

4

1

$

$

%!

解*$

#

%"$

%

%"$

&

%"$

'

%"$

)

%"$

*

%"$

,

%为真"其余为假!由空集是任何集合的子集"可
知$

#

%"$

%

%为真!判断元素是否属于集合"是要检查元素作为一个整体是否在集合中出
现"不难判断$

&

%"$

)

%为真!判断集合
#

=

$

"需要依次检查
#

的每个元素是否在
$

中出
现"不难判断$

'

%"$

*

%为真!根据包含具有传递性"属于是不能传递的!因此判断$

,

%为
真"$

#-

%为假!另外"也可以用文氏图或包含的谓词定义来判断!

例
$"#

!

证明$

#O$

%

O'(

$

#O'

%

O

$

$O'

%

(#O$

8

'

!

证明*证明两个集合相等有三种方法"利用集合相等的定义#利用集合恒等式以及利
用文氏图!本题仅用前两种方法解题!

方法一*利用集合恒等式!

!!

$

#O$

%

O'(

$

#

@!

$

%

@!

'

!!!!!!!!!!!

补交转换
(#

@

$

!

$

@!

'

% 结合律
(#

@!

$

$

8

'

% 德+摩根律
(#O$

8

'

补交转换
!!

$

#O'

%

O

$

$O'

%

(

$

#

@!

'

%

@!

$

$

@!

'

% 补交转换
(

$

#

@!

'

%

@

$

!

$

8

'

% 德+摩根律
(

$

#

@!

'

@!

$

%

8

$

#

@!

'

@

'

% 分配律
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(

$

#

@!

'

@!

$

%

8?

矛盾律#零律
(#

@!

$

$

8

'

% 同一律
(#O$

8

'

补交转换
方法二*利用集合相等的定义"互为子集则相等!即要证

#($

"任取
5

"然后完成下
述的推理过程*

5

4

#

'

(

'

5

4

$

!

5

4

$

#

S

$

%

S

'

'

5

4

#

#

5

<

$

#

5

<

'

'

5

4

#

S

'

#

5

<

$

'

5

4

$

#

S

'

%

S

$

'

5

4

#

#

5

<

$

#

5

<

'

'

5

4

#

#

"

$

5

4

$

$

5

4

'

%

'

5

4

#

S

$

8

'

5

4

$

#

S

$

%

S

'

'

5

4

#

#

5

<

$

#

5

<

'

'

$

5

4

#

#

5

<

$

#

5

<

'

%

$

$

5

4

#

#

!

5

<

'

#

5

4

'

%

'

$

5

4

#

#

5

<

'

%

#

$

5

<

$

$

5

4

'

%

'

5

4

$

#

S

'

%

#

"

$

5

4

$

#

5

<

'

%

'

5

4

#

S

'

#

5

<

$

$

S

'

%

'

5

4

$

#

S

'

%

S

$

$

S

'

%

!!

例
$"$

!

列出集合
#(

,

$

"

%

"

&

-上的恒等关系
M

#

"全域关系
,

#

"小于或等于关系
9

#

"

整除关系
0

#

!若
;

#

;

(%

"则
#

上有多少个不同的二元关系0

M

#

中有多少个有序对0

,

#

中有多少个有序对0

解*

M

#

(

,.

$

"

$

/".

%

"

%

/".

&

"

&

/-

,

#

(

,.

$

"

$

/".

$

"

%

/".

$

"

&

/".

%

"

&

/".

&

"

&

/".

%

"

$

/"

.

%

"

%

/".

&

"

$

/".

&

"

%

/-

9

#

(

,.

$

"

$

/".

$

"

%

/".

$

"

&

/".

%

"

%

/".

%

"

&

/".

&

"

&

/-

0

#

(

,.

$

"

$

/".

%

"

%

/".

&

"

&

/".

$

"

&

/-

根据关系的定义及关系有序对个数知"

#

上有
$

%

$个不同的二元关系"

M

#

中有
%

个有
序对"

,

#

中有
%

$个有序对!

例
$"%

!

设
#(

,.

#

"

$

/".

$

"

&

/".

%

"

%

/-"

$(

,.

#

"

%

/".

$

"

&

/".

&

"

$

/-"求
#

8

$

"

#

@

$

"

GBJ#

"

GBJ$

"

GBJ

$

#

8

$

%"

X5C#

"

X5C$

"

X5C

$

#

@

$

%"

Y4G

$

#O$

%"

#

O#

"

#

7

$

"

$

%

!

解*本题涉及的知识点是关系的基本运算!

#

8

$

?

,.

#

"

$

/".

$

"

&

/".

%

"

%

/".

#

"

%

/".

&

"

$

/-

#

@

$

?

,.

$

"

&

/-

GBJ#

?

,

#

"

$

"

%

-

GBJ$

?

,

#

"

$

"

&

-

GBJ

$

#

8

$

%

?

,

#

"

$

"

%

"

&

-

X5C#

?

,

$

"

%

"

&

-

X5C$

?

,

$

"

%

"

&

-

X5C

$

#

@

$

%

?

,

&

-
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#

S

$

?

,.

#

"

$

/".

%

"

%

/-

Y4G

$

#

S

$

%

?

,

#

"

$

"

%

-

#

S

#

?

,.

$

"

#

/".

&

"

$

/".

%

"

%

/-

#

7

$

?

,.

#

"

&

/".

$

"

$

/-

$

%

?

,.

$

"

$

/".

&

"

&

/-

7

$

?

,.

$

"

&

/".

&

"

$

/-

!!

例
$"&

!

证明关系的包含和相等!

$

#

%$

#O$

%

W

$

'O0

%

=

$

#W'

%

O

$

$W0

%!

$

$

%设
3

是
#

到
$

的关系"

*

是
$

到
'

的关系"

O

是
'

到
0

的关系"则$

3

7

*

%

7

O(

3

7

$

*

7

O

%!

$

%

%设
3

#

和
3

$

是
#

上的关系"证明
.

$

3

#

8

3

$

%

(.

$

3

#

%

8

.

$

3

$

%!

证明*关系的包含和相等的方法与证明集合的包含和相等类似!

$

#

%任取$

5

"

A

%

4

$

#O$

%

W

$

'O0

%

,

5

4

$

#O$

%

#

A

4

$

'O0

%

$根据笛卡儿积的定义%

,

$

5

4

#

#

5

<

$

%

#

$

A

4

'

#

A

<

0

%

,

$

5

"

A

%

4

$

#W'

%

#

$

5

"

A

%

<

$

$W0

%

,

$

5

"

A

%

4

$

#W'

%

O

$

$W0

%

所以$

#O$

%

W

$

'O0

%

=

$

#W'

%

O

$

$W0

%!

$

$

%任取.

5

"

4

/

4

$$

3

7

*

%

7

O

'5

H

$.

5

"

H

/

4

3

7

*

#

.

H

"

4

/

4

O

%

!

$复合运算的定义%

'5

H

$

5

A

$.

5

"

A

/

4

3

#

.

A

"

H

/

4

*

%

#

.

H

"

4

/

4

O

%

'5

H

5

A

$$.

5

"

A

/

4

3

#

.

A

"

H

/

4

*

%

#

.

H

"

4

/

4

O

%

'5

A

5

H

$.

5

"

A

/

4

3

#

$.

A

"

H

/

4

*

#

.

H

"

4

/

4

O

%%

'5

A

$.

5

"

A

/

4

3

#5

H

$.

A

"

H

/

4

*

#

.

H

"

4

/

4

O

%%

'5

A

$.

5

"

A

/

4

3

#

.

A

"

4

/

4

*

7

O

%

'

.

5

"

4

/

4

3

7

$

*

7

O

%

所以$

3

7

*

%

7

O(3

7

$

*

7

O

%"即关系的复合运算满足结合律!

$

%

%由
3

#

=

3

#

8

3

$

"

3

$

=

3

#

8

3

$

"由定理
%/#)

可知
.

$

3

#

%

=

.

$

3

#

8

3

$

%"

.

$

3

$

%

=

.

$

3

#

8

3

$

%"从而有
.

$

3

#

%

8

.

$

3

$

%

=

.

$

3

#

8

3

$

%!反之"由
3

#

=

.

$

3

#

%"

3

$

=

.

$

3

$

%"得
3

#

8

3

$

=

.

$

3

#

%

8

.

$

3

$

%"又知道
.

$

3

#

%

8

.

$

3

$

%是自反的"即
.

$

3

#

%

8

.

$

3

$

%是包含
3

#

8

3

$

的自反关系"根据闭包的最小性"从而得到
.

$

3

#

8

3

$

%

=

.

$

3

#

%

8

.

$

3

$

%!根据集合相
等的定义"得到

.

$

3

#

8

3

$

%

(.

$

3

#

%

8

.

$

3

$

%!

例
$"'

!

分析定义在集合
#(

,

#

"

$

"

%

-上的下列关系具有哪些性质!

$

#

%

3

#

(

,.

#

"

#

/".

#

"

$

/".

#

"

%

/".

%

"

%

/-)

$

$

%

3

$

(

,.

#

"

#

/".

#

"

$

/".

$

"

$

/".

$

"

%

/-)

$

%

%

3

%

(

?

)

$

&

%

3

&

(#W#

!

解*$

#

%

3

#

具有反对称性和传递性!因为.

$

"

$

/

<

3

#

"所以
3

#

不具有自反性!因为
.

#

"

#

/".

%

"

%

/

4

3

#

"所以
3

#

不具有反自反性!因为.

#

"

$

/

4

3

#

".

$

"

#

/

<

3

#

"所以
3

#

不具
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有对称性!

$

$

%

3

$

具有自反性#对称性和传递性!

$

%

%

3

%

具有反自反性#对称性#反对称性和传递性!注意"空关系是一个特殊的关
系"关于空关系有以下性质*空集上的空关系具有自反性#对称性#反对称性和传递性!

非空集合上的空关系具有反自反性#对称性#反对称性和传递性!

$

&

%

3

&

全关系具有自反性#对称性和传递性!

例
$"(

!

$

#

%设
#(

,

#

"

$

"("

+

-"如下定义
#

上的关系
3

*

3(

,.

5

"

A

/

;
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不难看出"上述关系图被分为三个互不相连通的部分!每部分中的数两两都有关系"
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