
第八章　立体几何

第一节　空间几何体的表面积和体积

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈ 了解球、棱柱、棱锥及台体的表面积和体积的计算公式(不要求记忆公式).

命题趋势探究
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┈ 　　高考中考查表面积和体积问题,主要可分为以下三类.

(1)柱、锥、台体的侧面积分别是其侧面展开图的面积,因此,弄清侧面展开图的

形状及各棱的位置关系是求侧面积及解决有关问题的关键.
(2)求柱、锥、台体的体积,关键是找到相应的底面积和高.可充分运用多面体的

截面及旋转体的轴截面,将空间问题转化为平面问题.
(3)解决球的有关问题,要注意球半径、截面圆半径及球心到截面圆距离构成的

直角三角形.
柱、锥、台体的表面积和体积以公式为主,一般情况下,只要记住公式,题目就可

以顺利求解.因此题目从难度上讲属于中、低档题,在高考中直接出题的可能性较大,
容易出现相关的选择题或填空题.

知识点精讲

一、构成空间几何体的基本元素———点、线、面

(1)空间中,点动成线,线动成面,面动成体.
(2)空间中,不共点(不重合)的两点确定一条直线,不共线的三点确定一个平面,不
共面的四点确定一个几何体(四面体或三棱锥).

二、简单凸多面体———棱柱、棱锥、棱台

1.棱柱

两个面互相平行,其余各面都是四边形,并且每相邻两个四边形的公共边都互相平
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心得体会 行,由这些面所围成的几何体叫作棱柱.
①斜棱柱:侧棱不垂直于底面的棱柱;

②直棱柱:侧棱垂直于底面的棱柱;

③正棱柱:底面是正多边形的直棱柱;

④平行六面体:底面是平行四边形的棱柱;

⑤直平行六面体:侧棱垂直于底面的平行六面体;

⑥长方体:底面是矩形的直平行六面体;

⑦正方体:棱长都相等的长方体.

2.棱锥

有一个面是多边形,其余各面是有一个公共顶点的三角形,由这些面所围成的几何

体叫作棱锥.
①正棱锥:底面是正多边形,且顶点在底面的射影是底面的中心;

②正四面体:所有棱长都相等的三棱锥.

3.棱台

用一个平行于底面的平面去截棱锥,底面和截面之间的部分叫作棱台.
由正棱锥截得的棱台叫作正棱台.
简单凸多面体的分类及其之间的关系如图8-1所示.

图　8-1

三、简单旋转体———圆柱、圆锥、圆台、球

1.圆柱

以矩形的一边所在的直线为旋转轴,其余边旋转形成的曲面所围成的几何体叫作

圆柱.

2.圆锥

以直角三角形的一条直角边所在的直线为旋转轴,其余两边旋转形成的曲面所围成

的几何体叫作圆锥.
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心得体会3.圆台

用一个平行于底面的平面去截圆锥,底面和截面之间的部分叫作圆台.

4.球

以半圆的直径所在的直线为旋转轴,半圆面旋转一周形成的几何体叫作球体,简称

为球(球面距离:经过两点的大圆在这两点间的劣弧长度).

四、组合体

由柱体、锥体、台体、球等几何体组成的复杂的几何体叫作组合体.

五、侧面积与表面积公式

1.直棱柱、正棱锥、正棱台的侧面积(c,c′为底面周长,h为高,h′为斜高)

S直棱柱侧 =c·h　　S正棱锥侧 =1
2c

·h′　　S正棱台侧 =1
2 c+c′( )h′

2.圆柱、圆锥、圆台的侧面积与表面积(r,r′为底面半径,l为母线长)

侧面积　S圆柱侧 =2πrl　S圆锥侧 =πrl　S圆台侧 =π(r+r′)l
表面积　S圆柱表 =2πr(r+l)　S圆锥表 =πr(r+l)　S圆台表 =π(r+r′)l+π(r2+r′2)

3.球体表面积

S球 =4πR2(R 为半径)

六、体积公式

1.柱、锥、台、球的体积(S,S′为底面积,h为高,R 为半径)

V柱体 =S·h　V锥体 =1
3S·h　V台体 =1

3 S+ SS′+S′( )h　V球 =4
3πR3

2.圆柱、圆锥、圆台的体积(r,r′为底面半径,h为高)

V圆柱 =πr2h　　V圆锥 =1
3πr2h　　V圆台 =πh

3 r2+rr′+r′2( )

题型归纳及思路提示
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┈

┈
┈题型105　几何体的表面积与体积

思路提示:熟悉几何体的表面积、体积的基本公式,注意直角等特殊角.

【例8.1】　(鹰潭市08届高三一模改编)三棱锥P-ABC的侧棱PA,PB,PC两两垂直,
侧面面积分别是6,4,3,则三棱锥的表面积是　　　　,体积是　　　　.

【解析】　设PA=a,PB=b,PC=c(a,b,c>0),
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则

ab
2=6

bc
2=4

ca
2=3

ì

î

í ⇒
ab=12
bc=8
ca=6

ì

î

í ,三式相乘得a2b2c2=12×8×6⇒abc=24,

所以

a=3
b=4
c=2

ì

î

í ,又侧棱PA,PB,PC两两垂直,所以

AB= a2+b2 =5

BC= b2+c2 =2 5

CA= c2+a2 = 13

ì

î

í ,

所以cos∠BCA=BC2+CA2-AB2

2BC·CA =
(2 5)2+( 13)2-52

2×2 5× 13
= 2

65
,

从而sin∠BCA= 1-cos2∠BCA= 61
65

,

所以S△ABC=1
2BC×CA×sin∠BCA=1

2×2 5× 13× 61
65

= 61,

所以S表 =6+4+3+ 61=13+ 61,体积V=1
6abc=1

6×24=4.

【评注】　若三棱锥P-ABC 的侧棱PA,PB,PC 两两垂直,则类比直角三角形中的勾股

定理有,S2
△ABC =S2

△PAB +S2
△PBC +S2

△PCA (本 题S△ABC = 62+42+32 = 61),

VP-ABC=1
6PA·PB·PC.

【变式1】　(2011·陕西文,16(2))如图8-2所示,在△ABC 中,∠ABC=45°,∠BAC=
90°,AD 是BC 边上的高,沿AD 把△ABD 折起,使∠BDC=90°.若BD=1,
求三棱锥D-ABC的表面积.

A

B D C

A

CD

B

图　8-2

【变式2】　(2011·上海理,7)若圆锥的侧面积为2π,底面面积为π,则该圆锥的体积

为　　　　.
【例8.2】　(2010·上海文,6)已知四棱锥P-ABCD 的底面是边长为6的正方形,侧棱

PA⊥底面ABCD,且PA=8,则该四棱锥的体积是　　　　.

【解析】　体积V=1
3×62×8=96.

【变式1】　(2009·陕西理,10)若正方体的棱长为 2,则以该正方体各个面的中心为顶点

的凸多面体的体积为(　　).

A. 2
6 B. 2

3 C. 3
3 D.2

3
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心得体会【变式2】　(2010·全国Ⅱ理,9)已知正四棱锥S-ABCD 中,SA=2 3,那么当该棱锥的

体积最大时,它的高为(　　).

A.1 B. 3 C.2 D.3
【变式3】　(2009·辽宁理,11)正六棱锥P-ABCDEF 中,G 为PB 的中点,则三棱锥

D-GAC与三棱锥P-GAC的体积之比为(　　).
A.1∶1 B.1∶2
C.2∶1 D.3∶2

图　8-3

【变式4】　(2010·北京理,8)如图8-3所示,正方体ABCD-A1B1C1D1

的棱长为2,动点E,F 在棱A1B1 上,动点P,Q 分别在棱

AD,CD 上,若EF=1,A1E=x,DQ=y,DP=z(x,y,z
大于零),则四面体PEFQ 的体积(　　).
A.与x,y,z都有关

B.与x有关,与y,z无关

C.与y有关,与x,z无关

D.与z有关,与x,y无关
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┈题型106　球的表面积、体积与球面距离

思路提示:半径为R 的球O,表面积S=4πR2,体积V=4
3πR3;球面上A,B 两点间的

球面距离为αR,其中α=∠AOB(弧度制).

【例8.3】　(2009·上海理,8)已知三个球的半径R1,R2,R3 满足R1+2R2=3R3,则它们

的表面积S1,S2,S3 满足的等量关系是　　　　.

【解析】　S1=4πR2
1,即R1= S1

2 π
,同理得R2= S2

2 π
,R3= S3

2 π
,由R1+2R2=3R3 得

S1 +2 S2 =3 S3.

【变式1】　若球O1,O2 的表面积之比S1

S2
=4,则它们的半径之比R1

R2
=　　　　.

【变式2】　(2006·山东文,8)正方体的内切球与其外接球的体积之比为(　　).

A.1∶3 B.1∶3 C.1∶3 3 D.1∶9
【例8.4】　(1)(2005·全国Ⅰ理,3)一个与球心距离为1的平面截球所得的圆面面积为

π,则球的表面积为(　　).

A.8 2π B.8π C.4 2π D.4π
(2)(2009·四川理,8)在半径为3的球面上有A,B,C 三点,∠ABC=90°,BA

=BC,球心O 到平面ABC 的距离是3 2
2

,则B,C两点的球面距离是(　　).

A. π
3 B.π

C.4π
3 D.2π
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【解析】　(1)设小圆半径为r,球半径为R,则 πr2=π

r2+12=R2{ ⇒R2=2⇒S表 =4πR2=8π. 故

选B.

图　8-4

(2)如图8-4所示,由题意知截面小圆的半径

r= 32- 3 2
2

æ

è

ö

ø

2

=3 2
2

,所以BC= 2
2 ×3 2=3,故△OBC

为正三角形,所以∠BOC=π
3

,所以B,C 两点的球面距离为

图　8-5

3×π
3=π.故选B.

【变式1】　(2009·陕西理,15)如图8-5所示,球O 的半径为2,圆O1 是

一小圆,O1O= 2,A,B 是圆O1 上两点,若A,B 两点间的球

面距离为2π
3

,则∠AO1B=　　　　.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈
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┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型107　几何体的外接球与内切球

思路提示:(1)半径为R 的球O,表面积S=4πR2,体积V=4
3πR3.

(2)设小圆O1 半径为r,OO1=d,则d2+r2=R2;若A,B 是圆O1 上两点,

则AB=2rsin∠AO1B
2 =2Rsin∠AOB

2 .

(3)注意球的直径(或半径)与几何体的关系.

【例8.5】　(2006·福建理,5)已知正方体外接球的体积是32
3π,那么正方体的棱长等于

(　　).

A.2 2 B.2 3
3 C.4 2

3 D.4 3
3

【分析】　正方体外接球的直径为体对角线.

【解析】　设正方体的棱长为a,外接球半径为R,则
2R= 3a
4πR3

3 =32π
3

ì

î

í ⇒ a=4 3
3

R=2

ì

î

í .故选D.

【变式1】　(2007·天津理,12)一个长方体的各顶点均在同一球的球面上,且一个顶点上

的三条棱的长分别为1,2,3,则此球的表面积为　　　　.
【变式2】　(2007·全国Ⅱ理,15)一个正四棱柱的各个顶点在一个直径为2cm的球面上.

如果正四棱柱的底面边长为1cm,那么该棱柱的表面积为　　　　cm2.

图　8-6

【变式3】　(2010·湖北理,13)圆柱形容器内盛有高度为8cm 的水,若放入3
个相同的球(球的半径与圆柱底面半径相同)后,水恰好淹没最上面

的球(如图8-6所示),则球的半径为　　　　cm.
【例8.6】　(2009·江西理,14)正三棱柱ABC-A1B1C1 内接于半径为2的

球,若A,B 两点的球面距离为π,则正三棱柱的体积为　　　　.
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【解析】　设O 为球心,由题意知
2×∠AOB=π

AB=2×2sin∠AOB
2

{ ⇒
∠AOB=π

2

AB=2 2

ì

î

í ,底面圆的半径

为:AB

2sinπ
3

=22
3

=26
3

,则正三棱柱的高为2× 22- 26
3

æ

è

ö

ø

2

=4 3
3

,所以正三

棱柱的体积为 3
4× 2 2( )

2×4 3
3 =8.

【变式1】　(2009·全国Ⅰ理,15)直三棱柱ABC-A1B1C1 的各顶点都在同一球面上,若

AB=AC=AA1=2,∠BAC=120°,则此球的表面积等于　　　　.
【变式2】　(2008·海南、宁夏理,15)一个六棱柱的底面是正六边形,其侧棱垂直于底面.已

知该六棱柱的顶点都在同一个球面上,且其体积为9
8

,底面周长为3,则这个球的

体积为　　　　.

O

R

图　8-7

【变式3】　(2011·四川理,15)如图8-7所示,半径为R 的球O 中有

一内接圆柱,当圆柱的侧面积最大时,球的表面积与该圆

柱的侧面积之差是　　　　.
【例8.7】　(2007·陕西理,6)一个正三棱锥的4个顶点都在半径为1

的球面上,其中底面的3个顶点在该球的一个大圆上,则
该正三棱锥的体积是(　　).

A.3 3
4 B. 3

3 C. 3
4 D. 3

12

【解析】　设正三棱锥的底面边长为a,高为h,由题意知

a

sinπ
3

=2

h=1

V=1
3× 3

4a2h

ì

î

í ⇒
a= 3

V= 3
4

ì

î

í .

故选C.
【变式1】　(2010·辽宁文,11)已知S,A,B,C 是球O 表面上的点,SA⊥平面ABC,AB

⊥BC,SA=AB=1,BC= 2,则球O 的表面积等于(　　).
A.4π B.3π C.2π D.π

【变式2】　(2006·安徽理,9)表面积为2 3的正八面体的各个顶点都在同一个球面上,
则此球的体积为(　　).

A. 2
3π B.1

3π C.2
3π D.2 2

3 π

【变式3】　(2011·重庆理,9)高为 2
4

的四棱锥S-ABCD 的底面是边长为1的正方形,

点S、A、B、C、D 均在半径为1的同一球面上,则底面ABCD 的中心与顶点S
之间的距离为(　　).

A.2
4 B.2

2 C.1 D.2
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心得体会 【变式4】　(2011·课标全国文,16)已知两个圆锥有公共底面,且两圆锥的顶点和底面的

圆周都在同一个球面上.若圆锥底面面积是这个球面面积的3
16

,则这两个圆锥

中,体积较小者的高与体积较大者的高的比值为　　　　.
【变式5】　(2011·辽宁理,12)已知球的直径SC=4,A,B 是该球球面上的两点,AB=

3,∠ASC=∠BSC=30°,则棱锥S-ABC的体积为(　　).

A.33 B.23

C.3 D.1
【变式6】　(2010·全国Ⅰ文,12)已知在半径为2的球面上有A,B,C,D 四点,若AB=

CD=2,则四面体ABCD 的体积的最大值为(　　).

A.2 3
3 B.4 3

3

C.2 3 D.8 3
3

第二节　空间几何体的直观图与三视图

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.认识柱、锥、台、球及其简单组合体的结构特征,并能运用这些特征描述现实生活中

简单物体的结构.
2.能画出简单空间图形(长方体、球、圆柱、圆锥、棱柱等及其简易组合)的三视图,能

识别三视图所表示的立体模型,并会用斜二测画法画出它们的直观图.
3.会用平行投影与中心投影两种方法,画出简单空间图形的三视图与直视图,了解空

间图形的不同表示形式.
4.会画某些建筑物的三视图与直视图(在不影响图形特征的基础上,尺寸、线条等不

作严格要求).

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　高考中对本节内容的考查,可以分为以下两类.

(1)柱、锥、台、球的定义和相关性质是基础,以它们为载体考查线线、线面、面面

间的关系是重点.
(2)三视图为新课标新增内容,所以高考会加大对其考查的力度.
在高考中,主要考查三视图和直观图,特别是通过三视图确定原图形的相关量.

多以选择题和填空题为主,也不排除通过三视图来给出几何体的直观图的解答题,侧
重于考查考生对基础知识的掌握以及应用所学知识解决问题的能力.
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知识点精讲

一、空间几何体的直观图

1.斜二测画法

斜二测画法的主要步骤如下.
(1)建立直角坐标系.在已知水平放置的平面图形中取互相垂直的Ox,Oy,建立直角

坐标系.
(2)画出斜坐标系.在画直观图的纸上(平面上)画出对应的Ox′,Oy′,使∠xOy=45°

(或135°),它们确定的平面表示水平平面.
(3)画出对应图形.在已知图形平行于x轴的线段,在直观图中画成平行于x′轴,且

长度保持不变;在已知图形平行于y轴的线段,在直观图中画成平行于y′轴,且长度变为

原来的一半.
(4)擦去辅助线.图画好后,要擦去x轴、y轴及为画图添加的辅助线(虚线).被挡住

的棱画虚线.

2.平行投影与中心投影

平行投影的投影线是互相平行的,中心投影的投影线相交于一点.

二、空间几何体的三视图

1.正(主)视图

几何体前后方向投影所得到的投影图,反映几何体的高度和长度.

2.侧(左)视图

几何体左右方向投影所得到的投影图,反映几何体的高度和宽度.

3.俯视图

几何体上下方向投影所得到的投影图,反映几何体的长度和宽度.

4.口诀

正侧一样高,正俯一样长,俯侧一样宽(或长对正、高平齐、宽相等).

三、常见几何体的直观图与三视图

常见几何体的直观图与三视图如表8-1所示.
表　8-1

几何体 直观图 正(主)视图 侧(左)视图 俯视图 说明

正三

棱柱

直三棱柱的3个视图是2
个矩形和1个三角形
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几何体 直观图 正(主)视图 侧(左)视图 俯视图 说明

正四

棱柱

直四棱柱的3个视图是3
个矩形

正六

棱柱

直六棱柱的3个视图是2
个矩 形 (含 有 线 段)和 1
个六边形

圆柱
圆柱的3个视图是 2个

矩形和1个圆形

正三

棱锥

正三棱锥的3个视图是3
个三角形

正四

棱锥

正四棱锥的3个视图是2
个三角形和1个正方形

(含对角线)

正六

棱锥

正六棱锥的3个视图是2
个三角形和1个六边形

(含对角线)

圆锥
圆锥的3个视图是 2个

等腰三角形和1个圆

正三

棱台

正四

棱台

正六

棱台

圆台

正棱台及圆台的正视图、

侧视图均为梯形,俯视图

为环形

球 球的3个视图均为圆
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题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型108　直观图与斜二测画法

【例8.8】　(1)下列叙述中正确的个数是(　　).
①相等的角在直观图中仍相等;

②长度相等的线段,在直观图中长度仍相等;

③若两条线段平行,在直观图中对应的线段仍平行;

④若两条线段垂直,则在直观图中对应的线段也互相垂直.
A.0 B.1 C.2 D.3

图　8-8

(2)如图8-8所示,△O′A′B′是△OAB 水平放置

的直观图,则△OAB 的面积为(　　).

A.6 B.3 2

C.6 2 D.12
【解析】　(1)①因为∠xOy=90°的直观图为∠x′Oy′=45°或

135°,故①不正确;

②因为y方向的线段的直观图在y 方向的长度减

半,故②不正确;

③因为所有x方向的线段的直观图方向不变,所有y方向的线段的直观图均在

原有基础上旋转45°,故方向统一,故③正确;

④由③中叙述知,④不正确.故选B.

(2)S△O′A′B′=1
2 O′A′ O′B′ sin45°　①

S△OAB=1
2 OA OB sin90° ②

①÷②得S△O′A′B′

S△OAB
= O′A′ O′B′ sin45°

OA OB sin90° =1
2×1

1×

2
2
1 = 2

4
,

所以S△O′A′B′= 2
4S△OAB. 而S△O′A′B′=1

2×3×4sin45°=3 2,所以3 2= 2
4

S△OAB,即S△OAB=12.故选D.
【评注】　直观图中保持不变的有线段的同向性与同向线段长之比.
【变式1】　已知正△ABC的边长为a,以它的一边为x轴,对应的高线为y轴,画出它的

水平放置的直观图△A′B′C′,则△A′B′C′的面积为(　　).

A. 3
4a2 B. 3

8a2 C. 6
8a2 D. 6

16a
2

图　8-9

【变式2】　利用斜二测画法,一个平面图形的直观图是边长为1的正

方形,如图8-9所示,则该平面图形的面积为(　　).

A. 3 B.2

C.2 2 D.4
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心得体会 ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型109　直观图、三视图

图　8-10

【例8.9】　(2007·江苏无锡)正三棱柱ABC-A1B1C1 如图8-10所

示,以面BCC1B1 为正前方画出的三视图正确的是(　　).
A. B.

C. D.

图　8-11

【分析】　先看俯视图,垂点法,把C1,C投影到底面.
【解析】　由垂点法,把C1,C 分别投影到底面,如图8-11所示,所以

俯视图中间必有线段MN.故选 A.
【变式1】　(2010·广东理,6)如图8-12所示,△ABC 为正三角形,

图　8-12

AA′∥BB′∥CC′,CC′⊥平面ABC 且3AA′=3
2BB′=CC′

=AB,则多面体ABC-A′B′C′的正视图(也称主视图)是
(　　).
A. B.

C. D.

图　8-13

【变式2】　如图8-13所示,已知三棱锥的底面是直角三角形,直角边长

分别为3和4,过直角顶点的侧棱长为4,且垂直于底面,该三

棱锥的主视图是(　　).

A. B. C. D.
【变式3】　(2008·广东理,5)将正三棱柱截去3个角(如图8-14所示,A,B,C 分别是

△GHI三边的中点)得到如图8-15所示的几何体,则该几何体按图8-15所

示方向的侧视图(或称左视图)为(　　).
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图　8-14　　　　　图　8-15

图　8-16

【变式4】　(2009·天津重点学校二模)如图8-16所示,直三棱柱的

正视图面积为2a2,则侧视图的面积为(　　).
A.2a2 B.a2

C. 3a2 D. 3
4a2

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型110　三视图⇒直观图———简单几何体的基本量的计算

思路提示:先看俯视图,根据三视图的形状并结合表8-1,定几何体的形状,由口诀“正
侧一样高,正俯一样长,俯侧一样宽”定几何体的相关数据.

【例8.10】　(2010·陕西理,7)若某空间几何体的三视图如图8-17所示,则该几何体的

体积是(　　).

A.1
3 B.2

3 C.1 D.2

【分析】　三视图为2个矩形和1个三角形,知该几何体是直三棱柱.
【解析】　先看俯视图,定底面,再由正视图为矩形,侧视图为三角形知该几何体为直三棱

柱,然后由口诀知数据如图8-18所示,所以以侧面为底得体积V=1
2×1× 2×

2=1.故选C.

图　8-17

　　　　
图　8-18

【变式1】　(2009·天津理,12)如图8-19所示是一个几何体的三视图,若其体积为3 3,
则a=　　　　.

【变式2】　(2011·山东理,11)如图8-20所示,是长和宽分别相等的两个矩形,给定下列

三个命题:

①存在三棱柱,其正视图、俯视图如图8-20所示;

②存在四棱柱,其正视图、俯视图如图8-20所示;

③存在圆柱,其正视图、俯视图如图8-20所示.
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心得体会 其中真命题的个数是(　　).
A.3 B.2 C.1 D.0

图　8-19

　　　　

��˚�˝…

‚'˚�˝…

图　8-20

【例8.11】　(2009·天津河西区二模)如图8-21所示,一个空间几何体的正视图和侧视

图都是底为1,高为2的矩形,俯视图是一个圆,那么该几何体的表面积为

(　　).

A.2π B.5π2 C.4π D.5π

【分析】　由三视图是2个矩形和1个圆,可知该几何体为圆柱.
【解析】　由三视图是2个矩形和1个圆,可知该几何体是圆柱,如图8-22所示,再由口诀

知数据,所以几何体的表面积S表 =2π 1
2

æ

è

ö

ø

2

+π×1×2=5π
2.故选B.

【变式1】　(2009·聊城一模)某个几何体的三视图如图8-23所示,则该几何体的体积是

(　　).

A.2 3cm3 B.3cm3 C.3 3
4 cm3 D.3 3

2 cm3

图　8-21
　　　

图　8-22
　　　

图　8-23
【变式2】　(2010·福建理,13)若一个正三棱柱的正视图如图8-24所示,则其侧面积

∙∙∙
等

于　　　.

【变式3】　(2011·辽宁理,15)一个正三棱柱的侧棱长和底面边长相等,体积为2 3,它
的三视图中的俯视图如图8-25所示,左视图是一个矩形,则这个矩形的面积

是　　　.

图　8-24

　　　　
图　8-25
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心得体会【变式4】　(2010·天津文,12)一个几何体的三视图如图8-26所示,则该几何体的体积

为　　　　.

图　8-26
【变式5】　(2011·安徽理,6)一个空间几何体得三视图如图8-27所示,则该几何体的表

面积为(　　).

4

4

��˚�˝…

1

1

2

‚'˚�˝… †�˚�˝…

图　8-27

A.48 B.32+8 17 C.48+8 17 D.80
【变式6】　(2011·广东理,7)如图8-28所示,某几何体的正视图是平行四边形,侧视图

和俯视图都是矩形,则该几何体的体积为(　　).

3
3

2

1 12

1 12
‚'˚�˝… †�˚�˝…��˚�˝…

图　8-28

A.63 B.93 C.123 D.183
【变式7】　(2011·北京丰台二模理,12)一个几何体的三视图如图8-29所示,则该几何

体的体积是　　　　.

1

1

0.6 0.6

2

2.4

��˚�˝… †�˚�˝…

‚'˚�˝…

图　8-29

　　　　　　

侧视图

图　8-30
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心得体会 【例8.12】　(2010·湖南理,13)如图8-30所示,3个直角三角形是一个体积为20cm3 的

几何体的三视图,则h=　　　　cm.
【分析】　由三视图均为三角形,可知该几何体为三棱锥.
【解析】　先看俯视图知底面为直角三角形,再结合正视图和侧视图均为直角三角形,知其

中一条侧棱垂直于底面,如图8-31所示,再根据口诀知数据,所以体积20=1
3×

1
2×5×6æ

è

ö

ø
×h,即h=4cm.

【变式1】　(2011·北京理,7)某四面体的三视图如图8-32所示,该四面体四个面的面积

中最大的是(　　).

A.8 B.62 C.10 D.82

图　8-31

　　　

4 3

4

‚'˚�˝…

��˚�˝… †�˚�˝…

图　8-32

【变式2】　(2009·海南、宁夏理,11)一个棱锥的三视图如图8-33所示,则该棱锥的全面

积为(　　)cm2.

A.48+12 2 B.48+24 2 C.36+12 2 D.36+24 2
【变式3】　(2010·三明市三校联考)已知某几何体的三视图如图8-34所示,则该几何体

的体积为　　　　.

图　8-33
　　　

图　8-34
【变式4】　(2009·辽宁理,15)设某几何体的三视图及其尺寸如图8-35所示(单位:m),

则该几何体的体积为 　　　　m3.
【例8.13】　(2009·广州一模)一个几何体的三视图及其尺寸(单位:cm)如图8-36所

示,则该几何体的侧面积为　　　　cm2.
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图　8-35 　　 图　8-36
【分析】　由三视图是2个三角形和1个矩形,可知该几何体是正四棱锥.
【解析】　先看俯视图定底面———正四棱锥的底面,再结合正视图和俯视图,将中心O“拔

地而起”得直观图,如图8-37所示,再由“口诀”知数据,且可知斜高h′=5,所以

几何体的侧面积S侧 =4×1
2×8×5=80(cm2).

【变式1】　(2011·北京文,5)某四棱锥的三视图如图8-38所示,该四棱锥的表面积是

(　　).

A.32 B.16+162 C.48 D.16+322

图　8-37

　　　
4

4

2

��˚�˝…

‚'˚�˝…

†�˚�˝…

图　8-38

【变式2】　(2007·海南、宁夏理,8)已知某个几何体的三视图如图8-39所示,根据图中

标出的尺寸(单位:cm),可得该几何体的体积为(　　).

A.4000
3 cm3 B.8000

3 cm3 C.2000cm3 D.4000cm3

【变式3】　(2009·珠海二模)一个五面体的三视图,其正视图与侧视图是等腰直角三角形,
俯视图为直角梯形,部分边长如图8-40所示,则此五面体的体积为　　　　.

　　　　 　　
　　　　　图　8-39 图　8-40　　　　　
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心得体会 【变式4】　(2009·泰安一模)一个几何体的三视图如图8-41所示,则该几何体的体积为

(　　).
A.4 B.6 C.8 D.12

【变式5】　(2010·辽宁理,15)如图8-42所示,网格纸的小正方形的边长是1,在其上用

粗线画出了某多面体的三视图,则该多面体最长的一条棱的长为　　　　.

　　　　
图　8-41 图　8-42

【变式6】　(2008·海南、宁夏理,12)某几何体的一条棱长为 7,在该几何体的正视图中,

该棱的投影是长为 6的线段,在该几何体的侧视图与俯视图中,该棱的投影分

别是长为a和b的线段,则a+b的最大值为(　　).

A.2 2 B.2 3 C.4 D.2 5

图　8-43

【变式7】　(2009·枣庄二模)一个几何体的三视图

如图8-43所示,则该几何体的体积可能

为(　　).

A.1
6a3 B.1

2a3

C.1
3a3 D.5

6a3

【例8.14】　(哈师大附中、东北师大附中、辽宁省实验中学)一个几何体的三视图如图8-44
所示,其中,正视图中大三角形是边长为2的正三角形,俯视图为正六边形,
那么该几何体的体积为　　　　.

【分析】　由三视图是1个正六边形(含对角线)及2个三角形,可知该几何体是正六

棱锥.
【解析】　先看俯视图定底面———正六棱锥的底面,再结合正视图和俯视图知几何体如

图8-45所示,并由口诀知数据,所以体积V=1
3×6× 3

4×12× 3=3
2.

图　8-44

　　
图　8-45
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┈题型111　三视图⇒直观图———简单组合体的基本量的计算

图　8-46

【例8.15】　(2008·山东理,6)如图8-46所示是一个几何体

的三视图,根据图中数据,可得该几何体的表面积

是(　　).
A.9π　　　B.10π　　　C.11π　　　D.12π

【分析】　先看俯视图定底面.
【解析】　先看俯视图为圆,再结合正视图和侧视图有上、下两部

分,可知该几何体下面是圆柱,上面是球,如图8-47所

示,所以S表 =4πR2+2πR2+2πRh=4π× 2
2

æ

è

ö

ø

2

+2

×π 2
2

æ

è

ö

ø

2

+2π×2
2×3=4π+2π+6π=12π.故选D.

【变式1】　(2011·天津理,10)一个几何体的三视图如图8-48所示(单位:m),则该几何

体的体积为　　　　m3.
【变式2】　(2009·山东理,4)一空间几何体的三视图如图8-49所示,则该几何体的体积

为(　　).

A.2π+2 3 B.4π+2 3 C.2π+2 3
3 D.4π+2 3

3

图　8-47

　　

2

3

1

3

��˚�˝…

‚'˚�˝…

†�˚�˝…

图　8-48

　　
图　8-49

2

2

2

��˚�˝…

‚'˚�˝…

†�˚�˝…

图　8-50

【变式3】　(2011·陕西理,5)某几何体的三视图如图8-50
所示,则它的体积是(　　).

A.8-2π
3 B.8-π

3

C.8-2π D.2π3
【变式4】　(2010· 天 津 理,12)一个几何体的三视图如

图8-51所示,则该几何体的体积为　　　　.
【变式5】　(2009·厦门大同中学)如果一个几何体的三视图

如图8-52所示 (单位:cm),则此几何体的表面

积是(　　).

A.(20+4 2)cm2 B.21cm2
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图　8-51 图　8-52

【例8.16】　(2010·浙江理,12)若某几何体的三视图(单位:cm)如图8-53所示,则此几

何体的体积是　　　　cm3.
【分析】　先看俯视图定底面———正四棱台的底面.再看正视图和侧视图,上面是矩形,下

面是等腰梯形,属组合体.
【解析】　先看俯视图定底面———正四棱台的底面,再由正视图和俯视图知该几何体上半

部分是正四棱柱,下半部分是正四棱台,如图8-54所示,再结合“正侧一样高,
正俯一样长,俯侧一样宽”知数据,如图中所示,所以几何体的体积为V=42×

2+1
3×(42+4×8+82)×3=32+112=144cm3.

图　8-53 　　　　 图　8-54
【变式1】　(2010·安徽理,8)一个几何体的三视图如图8-55所示,则该几何体的表面积

是(　　).
A.280 B.292 C.360 D.372

【变式2】　(2009·浙江理,12)若某几何体的三视图(单位:cm)如图8-56所示,则此几

何体的体积是　　　　cm3.

图　8-55 　　　　　 图　8-56
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为 3
2

,一个内角为60°的菱形,俯视图为正方形,那么该几何体的表面积为(　　).

A.2 3 B.4 3 C.4 D.8
【分析】　先看俯视图定底面,再结合正视图和俯视图知该几何体为组合体.
【解析】　先看俯视图为正四棱锥的底面,再结合正视图和俯视图(上、下均为正三角形),

可知该几何体上半部分是正四棱锥,下半部分是倒放的正四棱锥,如图8-58所

示,因为正视图和侧视图都是面积为 3
2

,且一个内角为60°的菱形,所以该菱形

边长为1,从而正四棱锥侧面的高为1,正方形边长也为1,所以几何体的表面积

S表 =8× 1
2×1×1æ

è

ö

ø
=4.故选C.

图　8-57

　　　　　　
图　8-58

【变式1】　(2009·临沂一模)一个几何体的三视图及长度数据如图8-59所示,则该几何体

的表面积与体积分别为(　　).

A.7+ 2,3 B.8+ 2,3 C.7+ 2,3
2 D.8+ 2,3

2
【变式2】　(2011·浙江理,3)若某几何体的三视图如图8-60所示,则这个几何体的直观

图可以是(　　).

A. B. C. D.

【例8.18】　(2009·青岛二模)如图8-61所示为由长方体木块堆成的几何体的三视图,
则组成此几何体的长方体木块的块数为(　　).

图　8-59

　

��˚�˝…

‚'˚�˝…

†�˚�˝…

图　8-60

　
图　8-61
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【分析】　先看俯视图,从下往上“拔地而起”.
【解析】　先看俯视图定底面,再结合正视图和侧视图,从下往上堆积可知其直观图,如

图8-62所示.故选B.
【变式1】　(2009·湛江一模)用单位立方块搭一个几何体,使其主视图和俯视图如图8-63

所示,则该几何体体积的最小值与最大值分别为(　　).
A.9与13 B.7与10 C.10与16 D.10与15

图　8-62

　　　　
图　8-63

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型112　部分三视图⇒其余三视图

图　8-64

【例8.19】　(2010·北京理,3)一个长方体去掉一个小长方体,
所得几何体的正视图与侧视图如图8-64所示,则该

几何体的俯视图为(　　).
A. 　　　　　B.

C. 　　　　　D.

【解析】　因为该几何体是一个大长方体去掉一个小长方体,结合正视图中线段均为实

线,所以“缺口”就在前面的左上方,所以俯视图“缺口”必在靠近眼前的左边且

为实线.故选D.

图　8-65

【变式1】　(2009·福建文,5)如图8-65所示,某几何体的正视

图与侧视图都是边长为1的正方形,且体积为1
2

,则

该几何体的俯视图可以是(　　).

A. B. C. D.
【变式2】　(2011·课标全国理,6)在一个几何体的三视图中,正视图和俯视图如图8-66

所示,则相应的侧视图可以为(　　).

A. B. C. D.
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心得体会【变式3】　(2011·海淀二模理,6)一个锥体的正视图和侧视图如图8-67所示,下面选项

中,不可能是该锥体的俯视图的是(　　).

1

11

1

1

1

1

1 1

A. B. C. D.

��˚�˝… ‚'˚�˝…

图　8-66

　　　　
1 1

��˚�˝… †�˚�˝…

1 1

图　8-67

第三节　空间点、直线、平面之间的关系

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 理解空间直线、平面位置关系的定义,并了解如下可以作为推理依据的公理和定理.

公理1:如果一条直线上的两点在一个平面内,那么这条直线上所有点在此平面内.
公理2:过不在同一直线上的三点,有且只有一个平面.
公理3:如果两个不重合的平面有一公共点,那么它们有且只有一条过该点的直线.
公理4:平行于同一条直线的两条直线平行.
定理:空间中如果一个角的两边与另一个角的两边分别平行,那么这两个角相等或互补.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　(1)考查内容.

①近年来,高考命题呈现出由考查知识向考查能力方向转变的趋势,题目新颖,灵活

性强.立体几何试题经常以简单几何体为载体,考查线面位置关系,以中档难度题为主.
②平面的基本性质、公理、公理的推论及直线与平面的位置关系,都是每年必考

的知识点,试题难度不大,多为选择题和填空题.
③考查平面与平面平行的判定和性质,通常是以棱柱、棱锥为背景设计命题,考查

的方向是直线与平面、平面与平面的位置关系,并结合平面几何有关知识进行考查.
④垂直是直线与直线、直线与平面、平面与平面位置关系中的纽带,常常起到承

上启下的作用,或称“二传手”,不少问题常以垂直为解题的突破口,然后深入,主要考

查渗透转化思想.
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┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈ (2)本专题知识的考查多为识记、理解内容,如果掌握了方法,题目一般不是太难,每

年高考分值约5分.

知识点精讲

一、平面的基本性质

平面的基本性质如表8-2所示.
表　8-2

名称 图形 文字语言 符号语言

公理1

如果一条直线上的两点在一个

平面内,那么这条直线上所有的

点都在此平面内

A∈l
B∈l
A∈α
B∈α

ü

þ

ý⇒l⊂α

公理2
过不在同一直线上的三点有且

只有一个平面

A,B,C 不共线⇒A,B,C∈α
且α是唯一确定的

公

理

2
的

推

论

推

论

1

推

论

2

推

论

3

经过一条直线和该直线外一点

有且只有一个平面

若点A∉a,则 A 和a 确定一

个平面α

两条相交直线确定一个平面
a∩b=P⇒有且只有一个平面

α,使a⊂α,b⊂α

两条平行直线确定一个平面
a∥b⇒有且只有一个平面α,

使a⊂α,b⊂α

公理3

如果两个不重合的平面有一个

公共点,那么它们有且只有一条

过该点的公共直线

若P∈α,且P∈β,则α∩β=a
且P∈a

二、空间直线与直线的位置关系

1.位置关系如表8-3所示.

表　8-3

位置关系 相交(共面) 平行(共面) 异面

图形
α

P
a

b α

a
b

α
b

a

A
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位置关系 相交(共面) 平行(共面) 异面

符号 a∩b=P a∥b a∩α=A,b⊂α,A∉b

公共点个数 1 0 0

特征
两条相交直线确定一个

平面

两条平行直线确定一个

平面

两条异面直线不同在任何一

个平面内

2.公理4(平行公理):平行于同一直线的两条直线互相平行.

3.公理:空间中若两个角的两边分别对应平行,则这两个角相等(同向)或互补(反向).

三、空间中的直线与平面的位置关系如表8-4所示.

表　8-4

位置关系 包含(面内线) 相交(面外线) 平行(面外线)

图形
A

B
α

l

α

l

P
α

l

符号 l⊂α l∩α=P l∥α

公共点个数 无数个 1 0

　　注:直线在平面外有两种情形:①相交;②平行,此乃易错点.不可忽视.

四、空间中的平面与平面的位置关系如表8-5所示.

表　8-5

位置关系 平行 相交(但不垂直) 垂直

图形
α

β

α

β
l

α

β
l

符号 α∥β α∩β=l α⊥β,α∩β=l

公共点个数 0
无数个公共点且都在唯一的一

条直线上

无数个公共点且都在唯一的

一条直线上

　　注:垂直是相交(成90°)的特殊情形,异面直线经平移后相交成90°也叫垂直.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型113　证明“线共面”、“点共面”或“点共线”

思路提示:要证明“线共面”可先由部分直线或点确定一个平面,再证其余直线或点也

在该平面内(即纳入法);证明“点共线”可将线看作两个平面的交线,只要

证明这些点都是这两个平面的公共点,根据公理3可知这些点在交线上,
因此共线.
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图　8-68

【例8.20】　(2008·四川理,19)如图8-68所示,平面ABEF⊥平面

ABCD,四边形ABEF 与ABCD 都是直角梯形,∠BAD

=∠FAB=90°,BC■1
2AD,BE■1

2AF.

求证:C,D,F,E 四点共面.
【解析】　如图8-69所示,延长DC交AB 的延长线于点G,

图　8-69

由BC■1
2AD,得GB

GA=GC
GD=BC

AD=1
2

,

延长FE 交AB 的延长线于G′,同理可得

G′E
G′F=G′B

G′A=BE
AF=1

2
,故G′B

G′A=GB
GA

,

即G′与G 重合.因此,直线CD 和EF 相交于点G,
即C,D,F,E 四点共面.

【变式1】　(2007·江苏理,18)如图8-70所示,已知ABCD-
A1B1C1D1 是正方体,点F在CC1 上,且AE=FC1,
求证:E、B、F、D1 四点共面.

【变式2】　(2008·陕西八校)如图8-71所示,长方体ABCD-A1B1C1D1 中,AB=AA1,BC

= 2AB,M 是AD 的中点,N 是B1C1 的中点.求证:A1,M,C,N 四点共面.

图　8-70

　　　
图　8-71

图　8-72

【变式3】　(2007·安徽理,17)如图8-72所示,在六面体ABCD-
A1B1C1D1 中,上、下 底 面 均 为 正 方 形,DD1 ⊥ 平 面

A1B1C1D1,DD1⊥平面ABCD.
求证:A1C1 与AC共面,B1D1 与BD 共面.

【例8.21】　如图8-73所示,空间四边形ABCD 中,E,F,G 分别在

AB,BC,CD 上,且满足 AE∶EB=CF∶FB=2∶1,

CG∶GD=3∶1,过E,F,G 的平面交AD 于 H,连接

图　8-73

EH,HG.(1)求AH∶HD;
(2)求证:EH,FG,BD 三线共点.

【解析】　(1)因为AE
EB=CF

FB=2,所以EF∥AC,又EF⊄平面ACD,所

以EF∥平面ACD,而EF⊂平面EFGH,且平面EFGH∩
平面ACD=GH,所以EF∥GH,而EF∥AC,所以AC∥

HG,所以AH
HD=CG

GD=3,即AH∶HD=3∶1.
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心得体会(2)证明:因为EF∥GH,且EF
AC=1

3
,GH
AC=1

4
,所以EF≠GH,

所以四边形EFGH 为梯形.令EH∩FG=P,则P∈EH,P∈FG
而EH⊂平面ABD,FG⊂平面BCD,平面ABD∩平面BCD=BD,所以P∈
BD,故EH,FG,BD 三线共点.

【评注】　所谓“线共点”问题就是证明三条或三条以上直线交于一点,证明三线共点的思

路为:先证明两条直线交于一点,再证明第三条直线经过该点,把问题转化为证

明点在直线上的问题.实际上,点共线、线共点的问题都可以转化为点在直线上

的问题.
【变式1】　如图8-74所示,正方体ABCD-A1B1C1D1 中,E,F 分别是AB,AA1 的中点.

求证:(1)E,C,D1,F 四点共面;
(2)CE、D1F,DA 三线共点.

【变式2】　(2010·江苏南京)如图8-75所示,点E,F,G,H 分别是正方体ABCD-
A1B1C1D1 的棱AB,BC,CC1,C1D1 的中点,证明:FE,HG,DC三线共点.

图　8-74 　　　　　　　 图　8-75
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型114　异面直线的判定

思路提示:判定空间两条直线是异面直线的方法如下.
(1)判定定理:平面外一点A 与平面内一点B 的连线和平面内不经过该点

的直线是异面直线.
(2)反证法:证明两线不可能平行、相交或共面,从而得到两线异面.

【例8.22】　(2008·江苏宜兴)一条直线与两条异面直线中的一条平行,则它和另一条的

位置关系是(　　).
A.平行或异面 B.相交或异面 C.异面 D.相交

【解析】　假设a与b是异面直线,而c∥a,则c显然与b不平行(否则c∥b,则有a∥b,矛
盾).因此c与b可能相交或异面.故选B.

图　8-76

【变式1】　(2010·北京西城一模,8)如图8-76所示 ,平面α⊥平面

β,α∩β=l,A 和C 是α内不同的两点,B 和D 是β内不同

的两点,且A,B,C,D∉直线l.M,N 分别是线段AB 和

CD 的中点,下列判断正确的是(　　).
A.当 CD =2 AB 时,M 和N 两点不可能重合

B.M 和N 两点可能重合,但此时直线AC与l不可能相交

C.当AB 与CD 相交,直线AC平行于l时,直线BD 可以与l相交

D.当AB 和CD 是异面直线时,直线MN 可能与l平行
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心得体会 【变式2】　(2010·浙江杭州)已知a,b为不垂直的异面直线,α是一个平面,则a,b在α
上的射影可能是:①两条平行直线;②两条互相垂直的直线;③同一条直线;

④一条直线及其外一点.则在上面的结论中,正确的结论的编号是　　　　
(写出所有正确的编号).

【变式3】　(2007·浙江理,6)若P 是两条异面直线l和m 外的任意一点,则(　　).
A.过点P 有且仅有一条直线与l,m 都平行

B.过点P 有且仅有一条直线与l,m 都垂直

C.过点P 有且仅有一条直线与l,m 都相交

D.过点P 有且仅有一条直线与l,m 都异面

【变式4】　(2011·浙江文,4)若直线l不平行于平面α,且l⊄α,则(　　).
A.α内的所有直线与l异面 B.α内不存在与l平行的直线

C.α内存在唯一的直线与l平行 D.α内的直线与l都相交

图　8-77

【例8.23】　(2009·辽宁理,18(1))如图8-77所示,已知两个正方

形ABCD 和DCEF 不在同一平面内,M 和N 分别为

AB 和DF 的中点.用反证法证明:直线ME 与BN 是两

条异面直线.
【解析】　假设直线 ME 与BN 共面,连接AN,NE,EB.则AB⊂平

面MBEN,且平面MBEN 与平面DCEF 交于EN.
由已知,两正方形ABCD 和DCEF 不在同一平面,
故AB⊄平面DCEF,又AB∥CD,所以AB∥平面DCEF,
又平面MBEN∩平面DCEF=EN,所以AB∥EN.
又AB∥CD∥EF,所以EF∥EN,这与EN∩EF=E 矛盾,
故假设不成立,所以直线ME 与BN 不共面,则直线ME 与BN 异面.

图　8-78

【例8.24】　(2010·全国Ⅱ理,19)如图8-78所示,直三棱柱ABC-
A1B1C1 中,AC=BC,AA1=AB,D 为BB1 的中点,E 为

AB1 上的一点,AE=3EB1.
求证:DE 为异面直线AB1 与CD 的公垂线.

【分析】　证明DE 为异面直线AB1 与CD 的公垂线,即证明DE⊥
AB1,且DE⊥CD.

图　8-79

【解析】　如图8-79所示,连接A1B 交AB1 于点O,取AB 的中点

F,连接CF,DF,因为三棱柱ABC-A1B1C1 为直三棱柱,
所以AA1⊥底面ABC,故四边形AA1B1B 为矩形,
又AA1=AB,则四边形AA1B1B 为正方形,
故A1B⊥AB1.由AE=3EB1,得OE=EB1,
即点E 为OB1 的中点,点D 为BB1 的中点,
故DE∥A1B,所以DE⊥AB1.
由AC=BC,点F 为AB 的中点,得CF⊥AB
又平面ABC⊥侧面AA1B1B
平面ABC∩侧面AA1B1B=AB

ü

þ

ý⇒CF⊥平面AA1B1B,
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A1B⊥AB1

AB1∥DF }⇒A1B⊥DF

　　　　　　CF∩DF=F

ü

þ

ý⇒A1B⊥平面CDF⇒
A1B⊥CD
A1B∥DE}⇒CD⊥DE.

故DE 为异面直线AB1 与CD 的公垂线.
【变式1】　(2010·四川理,18)如图8-80所示,已知正方体ABCD-A′B′C′D′,点 M 是

棱AA′的中点,点O 是对角线BD′的中点.
求证:OM 为异面直线AA′和BD′的公垂线.

【变式2】　(2006·全国Ⅱ理,20)如图8-81所示,在直三棱柱ABC-A1B1C1 中,AB=BC,D
和E分别为BB1 和AC1 的中点.求证:ED为异面直线BB1 与AC1 的公垂线.

图　8-80

　　　　　　
图　8-81

第四节　直线、平面平行的判定与性质

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.理解空间直线和平面位置关系的定义.

2.以立体几何的定义、公理和定理为出发点,认识和理解空间中线面平行的有关性质

与判定.理解以下判定定理:
如果平面外一条直线与此平面内的一条直线平行,那么该直线与此平面平行.
如果一个平面的两条相交直线与另一个平面都平行,那么两个平面平行.
理解以下性质定理,并能够证明:
如果一条直线与一个平面平行,那么经过该直线的任一平面与此平面的交线和该直

线平行.
如果两个平行平面同时和第三个平面相交,那么它们的交线相互平行.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈ 　　有关平行的问题是高考的必考内容,主要分为两大类:一类是空间线面关系的判定和

推理;一类是几何量的计算.主要考查学生的空间想象能力、思维能力和解决问题的能力.



　　　　新课标高考数学题型全归纳

·30　　　 ·

心得体会 ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　平行关系是立体几何中的一种重要位置关系,在高考中,选择题、填空题几乎每

年都考,难度一般不超过解答题,且常常以棱柱、棱锥为背景.
(1)高考始终把直线与平面、平面与平面平行的判定与性质作为考查的重点,通

常以棱柱、棱锥为背景设计命题.考查的方向是直线与平面、平面与平面的位置关系,
结合平面几何有关知识考查.

(2)以棱柱、棱锥为依托考查两平行平面间的距离,可转化为点面距离、线面距离

和两异面直线间的距离问题,通常是算、证结合,考查学生的渗透转化思想.
预测2012年高考对直线、平面平行的判定与性质的考查集中在两个方面:客观题中,

结合线面垂直考查平行、垂直的判定,主要针对判定定理的条件是否充分、平行条件是否可

以推广到空间中来进行考查;解答题中,考查在特定的几何体中证明线面、面面平行.

知识点精讲

一、直线与平面的位置关系

直线与平面的位置关系如表8-6所示.
表　8-6　

位置关系 公共点个数

直线在平面内 直线上有两个点在平面内,则所有点都在平面内

直线在平面外
直线和平面相交

直线和平面平行

直线与平面有且仅有一个交点

直线与平面没有公共点　　　

二、直线和平面平行

1.定义

直线与平面没有公共点,则称此直线l与平面α平行,记作l∥α.

2.判定定理(文字语言,图形语言,符号语言)如表8-7所示.
表　8-7　

文字语言 图形语言 符号语言

判定定理

如果平面外的一条直线和

这个平面内的一条直线平

行,那么这条直线和这个平

面平行(简记为“线线平行

⇒线面平行”).

l

1l
α

l∥l1

l1⊂α
l⊄α

}⇒l∥α

3.性质定理(文字语言,图形语言,符号语言)如表8-8所示.
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心得体会表　8-8　

文字语言 图形语言 符号语言

性质定理

如果一条直线和一个平面

平行,经过这条直线的平面

和这个平面相交,那么这条

直线就和交线平行

β l

l′

α

l∥α
l⊂β
α∩β=l′

}⇒l∥l′

三、两个平面平行

1.定义

没有公共点的两个平面叫作平行平面,用符号表示为对于平面α和β,若α∩β=⌀,
则α∥β.

2.判定定理(文字语言、图形语言、符号语言)

两平面平行的判定定理如表8-9所示.
表　8-9　

序号 文字语言 图形语言 符号语言

判定定理1

如果一个平面内有两条相交

的直线都平行于另一个平面,

那么这两个平面平行(简记为

“线面平行⇒面面平行”)

a⊂α,b⊂α,a∩b=P,a∥β,

b∥β⇒α∥β

判定定理2
如果两个平面同垂直于一条

直线,那么这两个平面平行

l⊥α
l⊥β}⇒α∥β

判定定理3
平行于同一个平面的两个平

面平行

α∥β
β∥γ}⇒α∥γ

3.性质定理(文字语言、图形语言、符号语言)

两平面平行的性质定理如表8-10所示.
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序号 文字语言 图形语言 符号语言

性质定理1

如果两个平面平行,那么在一

个平面内所有直线都平行于

另一平面

α∥β
a⊂α}⇒a∥β

性质定理2

如果两个平行平面同时和第

三个平面相交,那么它们的交

线平行(简记为“面面平行⇒
线线平行”)

α∥β且γ∩α=a且γ∩β=b
⇒a∥b

性质定理3

如果两个平行平面中有一个

垂直于一条直线,那么另一个

平面也垂直于这条直线

α∥β
l⊥α}⇒l⊥β

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型115　证明空间中直线、平面的平行关系

思路提示:线线平行、线面平行、面面平行的转换如下图所示.
线∥面

面∥面线∥线

性质

性质

性质
判定

判定

判定

(1)证明直线与平面平行的常用方法.
①利用定义,证明直线a与平面α没有公共点,一般结合反证法证明.
②利用线面平行的判定定理,即线线平行⇒线面平行.辅助线的作法为,
平面外直线的端点进平面:同向进面,得平行四边形的对边;不同向进面,
延长交于一点得平行于第三边的线段.
③利用面面平行的性质定理,把面面平行转化为线面平行.
(2)证明面面平行的常用方法.
①利用面面平行的定义,此法一般与反证法结合.
②利用面面平行的判定定理.
③利用两个平面垂直于同一直线.
④证明两个平面同时平行于第三个平面.

【例8.25】　(2008·安徽理,4)已知m,n是两条不同直线,α,β,γ是三个不同平面,下列

命题正确是(　　).
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心得体会A.若m∥α,n∥α,则m∥n B.若α⊥γ,β⊥γ,则α∥β
C.若m∥α,m∥β,则α∥β D.若m⊥α,n⊥α,则m∥n

【解析】　举反例排除.
如图8-82所示,m∥α,n∥α,但m 与n 相交,显然选项 A不正确;
如图8-83所示,α⊥γ,β⊥γ,α∩β=l,显然选项B不正确;
如图8-84所示,m∥α,m∥β,但α∩β=l,显然选项C不正确.

图　8-82
　　　

图　8-83
　　　

图　8-84

选项D是线面垂直的一个性质.故选D.
【评注】　此类问题可以特殊化为一个长方体的棱、面等,进而进行判断.
【变式1】　(2007·江苏,4)已知两条直线m,n,两个平面α,β.给出下面四个命题:

①m∥n,m⊥α⇒n⊥α;

②α∥β,m⊂α,n⊂β⇒m∥n;

③m∥n,m∥α⇒n∥α;

④α∥β,m∥n,m⊥α⇒n⊥β.
其中正确命题的序号是(　　).
A.①③ B.②④ C.①④ D.②③

【变式2】　(2006·广东理,5)给出以下四个命题:

①如果一条直线和一个平面平行,经过这条直线的平面和这个平面相交,那么

这条直线和交线平行;

②如果一条直线和一个平面内的两条相交直线都垂直,那么这条直线垂直于

这个平面;

③如果两条直线都平行于一个平面,那么这两条直线相互平行;

④如果一个平面经过另一个平面的一条垂线,那么这两个平面互相垂直.
其中真命题的个数是(　　).
A.1 B.2 C.3 D.4

【变式3】　(2010·辽宁沈阳)若平面α∥平面β,直线a∥平面α,点B∈β,则在平面β内

与过点B 的所有直线中(　　).
A.不一定存在与a平行的直线 B.只有两条与a平行的直线

C.存在无数条与a平行的直线 D.存在唯一与a平行的直线

【变式4】　(2010·广东北江)若a不平行于平面α,且a⊄α,则下列结论成立的是(　　).
A.α内的所有直线与a 异面 B.α内与a 平行的直线不存在

C.α内存唯一的直线与a 平行 D.α内的直线与a 都相交

【例8.26】　如图8-85所示,三棱柱ABC-A1B1C1 中,D 是BC 的中点.求证:A1C∥平

面AB1D.
【分析】　要证明线面平行,可通过线线平行⇒线面平行,关键是在平面内找到一条直线
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【解析】　如图8-86所示,连接A1B,设A1B∩AB1=E,连接DE.因为ABC-A1B1C1 是

三棱柱,所以四边形A1B1BA 是平行四边形,故E 为A1B 的中点.又因为D 是

BC 的中点,所以 DE 是△BA1C 的中位线,所以 DE∥A1C. 因为 DE⊂平面

AB1D,A1C⊄平面AB1D,所以A1C∥平面AB1D.
【评注】　本题可以通过不同向进面法,在平面内找到一条直线与已知直线平行,即点C

沿CD 方向进入平面AB1D 的点D,延长到点B,点A1 不能沿CD 方向进入平

面,则连接A1B 交平面AB1D 于点E,连接DE,DE 就是平面AB1D 内要找的

直线,只要证明DE∥A1C 即可.

图　8-85 图　8-86
【变式1】　(2006·北京理,17)如图8-87所示,在底面为平行四边形的四棱锥P-ABCD

中,点E 是PD 的中点.求证:PB∥平面AEC.
【变式2】　(2009·浙江理,20)如图8-88所示,三棱锥P-ABC 中,E,F,O 分别为PA,

PB,AC的中点,G 为OC 的中点,求证:FG∥平面BOE.

图　8-87 　　　　　　　 图　8-88
【变式3】　(2010·北京海淀文,17)如图8-89所示,在斜三棱柱ABC-A1B1C1 中,若

M,N 是棱BC 上的两个三等分点.求证:A1N∥平面AB1M.
【变式4】　(2010·辽宁文,19)如图8-90所示,三棱柱ABC-A1B1C1 中,设D 是A1C1

上的点,且A1B∥平面B1CD,求A1D∶DC1 的值.

图　8-89 　　　　　　　 图　8-90
【例8.27】　如图8-91所示,四棱锥P-ABCD 中,四边形ABCD 是平行四边形,E,F 分

别是AB 和PD 的中点,求证:AF∥平面PCE.
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得FG■1
2CD.由已知有AE■1

2CD,所以FG■AE.

故四边形AEGF 是平行四边形,因此AF∥EG,又EG⊂平面PCE,AF⊄平面

PCE,所以AF∥平面PCE.

图　8-91 　　　　　　　 图　8-92
【评注】　通过同向进面法能有效地在平面PCE 内找到与AF 平行的直线.点A 沿AE

方向进平面于点E,点F 同向沿AE 进平面于点G,连接EG,只要证明EG∥
AF 即可.

【变式1】　(2008·安徽理,18)如图8-93所示,在四棱锥O-ABCD 中,底面ABCD 为

平行四边形,M 为OA 的中点,N 为BC 的中点.求证:直线MN∥平面OCD.
【变式2】　(2010·安徽理,18)如图8-94所示,在多面体ABCDEF 中,四边形ABCD 是

正方形,EF∥AB,AB=2EF,BF=FC,H 为BC 的中点.求证:FH ∥ 平

面EDB.

图　8-93 　　　　　 图　8-94

图　8-95

【变式3】　(2010·北京理,16)如图8-95所示,正方形ABCD 和四

边形 ACEF 所 在 的 平 面 互 相 垂 直,EF∥AC,AB=

2EF,求证:AF∥平面BDE.
【例8.28】　(2010·北京海淀一模理,16)如图8-96所示,三棱柱

ABC-A1B1C1 中,O 为AC 的中点.在BC1 上是否存在

一点E,使得OE∥平面A1ABB1,若不存在,说明理由;
若存在,确定点E 的位置.

【解析】　如图8-97所示,连接B1C,设B1C∩BC1=E,连接OE.由三棱柱ABC-A1B1C1,
得四边形BCC1B1 为平行四边形,故E 为B1C 中点,又O 为AC 中点,所以OE
为△AB1C 的中位线,所以 OE∥AB1.又 OE⊄ 平面 A1ABB1,AB1 ⊂ 平面

A1ABB1,所以 OE∥平面 A1ABB1.因此当点 E 为BC1 的中点时,OE∥平

面A1ABB1.
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图　8-96 　　　　　　　 图　8-97
【变式1】　(2010·北京丰台一模理,16)如图8-98所示,在四棱锥P-ABCD 中,F 是

PC 的中点,G 为AC 上一点.试确定点G 在线段AC 上的位置,使FG∥平面

PBD,并说明理由.

图　8-98

【变式2】　(2010·西城一模文,17)如图8-99所示,在三棱锥P-ABC 中,PA⊥平面

ABC,AC⊥BC,D 为侧棱PC 上一点,三棱锥的正视图和侧视图如图8-100所

示.在∠ACB 的平分线上确定一点Q,使 PQ∥ 平面 ABD,并求此时 PQ
的长.

图　8-99 图8-100
【变式3】　(2010·湖南理,18)如图8-101所示,在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,E 是棱

DD1 的中点,在棱C1D1 上是否存在一点F,使B1F∥平面A1BE? 证明你的

结论.

图　8-101
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第五节　直线、平面垂直的判定与性质

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.以立体几何中的定义、公理和定理为出发点,认识和理解空间中线面垂直的有关性

质和判定定理.
(1)如果一条直线与一个平面内的两条相交直线都垂直,那么该直线与此平面垂直.
(2)如果一个平面经过另一个平面的垂线,那么这两个平面互相垂直.
理解以下性质定理,并能够证明:
(1)垂直于同一个平面的两条直线平行.
(2)如果两个平面垂直,那么一个平面内垂直于它们交线的直线与另一平面垂直.
2.能运用公理、定理和已获得的结论证明一些关于空间图形位置关系的简单命题.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　在高考中,对垂直关系的考查一般有两种方式:一是考查垂直关系的有关定义、

判定及性质,即通过有关命题的真假判定,直接考查有关的判定和性质定理;二是以

空间几何体为载体,证明有关线线、线面、面面的垂直关系.
预测在2012年高考中,对本专题的考查在客观题中以证明线面垂直为重点.

知识点精讲

一、直线与平面垂直

1.定义

如果一条直线和一个平面相交,并且和这个平面内的任意一条直线都垂直,则称这

条直线和这个平面互相垂直.

2.判定定理

如果一条直线和一个平面内的两条相交直线垂直,那么这条直线垂直于平面,用数

学符号表示为:已知m⊂α,n⊂α,m∩n=B,l⊥m,l⊥n,则l⊥α.

3.性质定理

垂直于同一个平面的两条直线平行.

二、斜线在平面内的射影

从斜线上斜足以外的一点向平面引垂线,过垂足与斜足的直线叫作斜线在这个平面
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斜线上任意一点在平面上的射影一定在斜线的射影上.

三、三垂线定理及其逆定理

三重线定理及其逆定理如表8-11所示.
表　8-11　

图形 三垂线定理 逆定理

文
字
语
言

平面内的一条直线,如果和这个

平面的一条斜线的射影垂直,那
么它也和这条斜线垂直

平面内的一条直线,如果和这个

平面的一条斜线垂直,那么它和

这条斜线的射影垂直

符
号
语
言

PA⊥α于点A
a⊂α
OA⊂α
a⊥OA

ü

þ

ý⇒a⊥PO

PA⊥α于点A
a⊂α
OA⊂α
a⊥PO

ü

þ

ý⇒a⊥OA

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型116　证明空间中直线、平面的垂直关系

思路提示:线⊥线 线⊥面 面⊥面
判定定理

性质定理

判定定理

性质定理

(1)证明线线垂直的方法.
①三垂线定理及其逆定理.
②线面垂直的性质(a⊥α,b⊂α⇒a⊥b).
③平行线垂直直线的传递性(a∥b,a⊥c⇒b⊥c).
(2)证明线面垂直的方法.
①线面垂直的定义.
②线面垂直的判定(a⊥b,a⊥c,b⊂α,c⊂α,b∩c=P⇒a⊥α).
③面面垂直的性质(α⊥β,α∩β=b,a⊂α,a⊥b⇒a⊥β).
④平行线垂直平面的传递性(a⊥α,b∥a⇒b⊥α).
⑤面面垂直的性质(α⊥γ,β⊥γ,α∩β=l⇒l⊥γ).
(3)证明面面垂直的方法.
①面面垂直的定义.
②面面垂直的判定定理(a⊥β,

a⊂α⇒α⊥β).
空间中的线面平行、垂直的位置

关系结构图如右图所示,由图可

知,线面垂直在所有关系中处于

核心位置.



第八章　立体几何　　　

·39　　　 ·

心得体会
一、线线垂直

证线线垂直常用的两种方法.
方法一:三垂线定理及其逆定理.

图　8-102

(1)三垂线定理:由平面到空间,如图8-102所示.
AB⊥α于点B
a⊂α
BC⊂α
a⊥BC

ü

þ

ý⇒a⊥AC;

(2)逆定理:由空间到平面

AB⊥α于点B
a⊂α
BC⊂α
a⊥AC

ü

þ

ý⇒a⊥BC.

方法二:线面垂直的性质(线面垂直⇒线线垂直).
【例8.29】　(2008·天津理,4)设a,b是两条直线,α,β是两个平面,则a⊥b的一个充分

条件是(　　).
A.a⊥α,b∥β,α⊥β B.a⊥α,b⊥β,α∥β
C.a⊂α,b⊥β,α∥β D.a⊂α,b∥β,α⊥β

【解析】　举反例排除法.
由图8-103知,a⊥α,b∥β,α⊥β⇒a∥b,选项 A错;
由图8-104知,a⊥α,b⊥β,α∥β⇒a∥b,故得不到a⊥b,选项B错.
由图8-105知,a⊂α,b∥β,α⊥β⇒/a⊥b,选项D错.

图　8-103 　　　　 图　8-104 　　　　 图　8-105

对于选项C,
α∥β
b⊥β}⇒b⊥α

　　 　a⊂α

ü

þ

ý⇒b⊥a.故选C.

【变式1】　(2009·广东惠州)在正四棱锥P-ABCD 中,PA= 3
2AB,M 是BC 的中点,

G是△PAD 的重心,则在平面PAD 中经过点G 且与直线PM 垂直的直线有

多少条?
【变式2】　(2008·山东德州)已知α,β是两个不同的平面,m,n是平面α及β之外的两条

不同直线,给出四个论断:①m⊥n;②α⊥β;③n⊥β;④m⊥α.
以其中三个论断作为条件,余下的一个论断作为结论,写出你认为正确的一个

命题　　　　.
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心得体会 【变式3】　(2011·四川理,3)l1,l2,l3是空间三条不同的直线,则下列命题正确的是(　　).
A.l1⊥l2,l2⊥l3⇒l1∥l3 B.l1⊥l2,l2∥l3⇒l1⊥l3

C.l1∥l2∥l3⇒l1,l2,l3共面 D.l1,l2,l3共点⇒l1,l2,l3共面

图　8-106

【例8.30】　(2005·北京理,16)如图8-106所示,在直棱柱ABCD
-A1B1C1D1 中,AC⊥BD,垂足为E.求证:BD⊥A1C.

【分析】　直接利用三垂线定理.
【解析】　在直棱柱ABCD-A1B1C1D1 中,因为AA1⊥底面ABCD,

所以AC 是A1C 在平面ABCD 上的射影.又因为BD⊥
AC,BD⊂平面ABCD,所以BD⊥A1C.

【变式1】　(2009·湖北理,18)如图8-107所示,四棱锥S-ABCD
的底面是正方形,SD⊥平面ABCD,点E 是SD 上异于

D 点的任意一点.求证:AC⊥BE.
【变式2】　(2008·山东理,20)如图8-108所示,已知四棱锥P-ABCD,底面ABCD 为

菱形,PA⊥平面ABCD,∠ABC=60°,E 是BC 的中点.求证:AE⊥PD.

图　8-107 　　　　　　　 图　8-108
【变式3】　(2008·全国Ⅰ理,18)如图8-109所示,四棱锥A-BCDE 中,底面BCDE 为

矩形,侧面ABC⊥底面BCDE,BC=2,CD= 2,AB=AC.求证:AD⊥CE.
【变式4】　(2010·辽宁理,19)如图8-110所示,已知三棱锥P-ABC 中,PA⊥平面

ABC,AB⊥AC,AC=1
2AB,N 为AB 上一点,AB=4AN,M,S 分别为PB

和BC 的中点.求证:CM⊥SN.

图　8-109 　　　　　　　 图　8-110
【变式5】　(2010·湖北理,17)如图8-111所示,在四面体ABOC 中,OC⊥OA,OC⊥

OB,∠AOB=120°,且OA=OB=OC=1.点P 为AC 的中点.求证:在AB 上

存在一点Q,使PQ⊥OA,并计算AB
AQ

的值.

【变式6】　(2010·北京理,16)如图8-112所示,正方形ABCD 和四边形ACEF 所在的

平面互相垂直,CE⊥AC,EF∥AC,AB= 2CE= 2EF. 求证:CF⊥ 平

面BDE.
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图　8-111 　　　　　　　 图　8-112
【例8.31】　(2007·浙江理,17)如图8-113所示,在长方形ABCD 中,AB=2,BC=1,E

为CD 的中点,F 为线段EC 上(端点除外)一动点.现将△AFD 沿AF 折起,
使平面ABD⊥平面ABCF.在平面ABD 内过点D 作DK⊥AB,K 为垂足.
设AK=t,则t的取值范围是　　　　.

图　8-113
【解析】　如图8-114所示,过K 作KM⊥AF 于点M,连接DM,易得DM⊥AF,与折前

的图形对比,可知折前的图形中D,M,K 三点共线且DK⊥AF(如图8-115所

示),于是△DAK∽△FDA,所以AK
AD=AD

DF
,即t

1= 1
DF

,所以t= 1
DF

,又DF∈

1,2( ),故t∈ 1
2

,1æ

è

ö

ø
.

图　8-114　　　　　　　　　　图　8-115

图　8-116

【变式1】　(2010·北京海淀二模文,7)如图8-116所示,正四面体ABCD
中,棱长为4,M 是BC的中点,P 在线段AM 上运动(P 不与

A,M 重合),过点P作直线l⊥平面ABC,l与平面BCD 交于

点Q,给出下列命题:①BC⊥平面AMD;②点Q 一定在直线

DM 上;③VC-AMD=4 2,其中正确的是(　　).
A.①② B.①③
C.②③ D.①②③

图　8-117

【例8.32】　(2008·湖北理,18)如图8-117所示,在直三棱柱ABC-
A1B1C1 中,平面A1BC⊥侧面A1ABB1.求证:AB⊥BC.

【分析】　通过线面垂直,证明线线垂直.
【解析】　如图8-118所示,过点A 在平面A1ABB1 内作AD⊥A1B 于

点D,连接 CD,则由平面 A1BC⊥侧面 A1ABB1,且平面

A1BC∩侧面A1ABB1=A1B,得AD⊥平面A1BC,又BC⊂
平面A1BC,所以AD⊥BC. 因为三棱柱ABC-A1B1C1 是
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面A1ABB1,又AB⊂侧面A1ABB1,故AB⊥BC.
【评注】　垂面里面作垂线,有效地将面面垂直转化为线面垂直.
【变式1】　(2008·北京文,16)如图8-119所示,在三棱锥P-ABC 中,AC=BC,PA=

PB.求证:PC⊥AB.

图　8-118

　　　　　
图　8-119

二、线面垂直

垂直关系中线面垂直是重点,

线垂面哪里找

垂直两条相交线;
垂面里面作垂线;
直(正)棱柱的侧棱是垂线;
正棱锥的顶点与底面的中心的连线是垂线.

ì

î

í

线垂面有何用

垂直面里所有线(证线线垂直);
过垂线作垂面(证面面垂直);
三垂线定理(逆定理)找射影.

ì

î

í

证明线面垂直常用两种方法.
方法一:线面垂直的判定.
线线垂直⇒线面垂直,符号表示为:a⊥b,a⊥c,b⊂α,c⊂α,b∩c=P,那么a⊥α.
方法二:面面垂直的性质.
面面垂直⇒线面垂直,符号表示为:α⊥β,α∩β=b,a⊂α,a⊥b,那么a⊥β.

【例8.33】　(2010·福建宁化)已知直线l和两个不同的平面α,β,则下列命题正确的是

(　　).
A.若l⊥α,l⊥β,则α∥β B.若l∥α,l∥β,则α∥β
C.若l⊥α,α⊥β,则l∥β D.若l∥α,α⊥β,则l⊥β

【解析】　选项B中,α,β可能相交;选项C中,可能有l⊂β;选项D中,可能有l∥β.
故选 A.

【变式1】　(2008·广东中山)已知直线l⊥平面α,直线m⊂平面β,有下面4个命题:

①α∥β⇒l⊥m;②α⊥β⇒l∥m;③l∥m⇒α⊥β;④l∥m⇒α∥β.
其中正确的命题是(　　).
A.①② B.③④ C.②④ D.①③

【变式2】　(2009·辽宁抚顺)设m 和n 是两条不同的直线,α和β是两个不同的平面,给
出下列4个命题:
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②若m∥α,α⊥β,则m∥β;

③若m⊥β,α⊥β,则m∥α或m⊂α;

④若m⊥n,m⊥α,n⊥β,则α⊥β.
其中正确命题的序号为　　　　.

图　8-120

【例8.34】　如图8-120所示,在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,点

E,F 分别在AA1,CC1 上,且B1E⊥A1B,B1F⊥BC1.
求证:BD1⊥平面B1EF.

【分析】　由三垂线定理证明BD1⊥B1E,BD1⊥B1F,再根据方法一

证得线面垂直.
【解析】　A1B 为BD1 在侧面ABB1A1 上的射影,B1E⊥A1B,据三

垂线定理得B1E⊥BD1,同理BD1⊥B1F.B1E∩B1F=B1,

B1E⊂面B1EF,B1F⊂面B1EF,所以BD1⊥平面B1EF.
【评注】　线面垂直的判定:线线垂直⇒线面垂直,即m⊥a,m⊥b,a⊂α,b⊂α,a∩b=P⇒m⊥α.
【变式1】　(2008·全国Ⅱ理,19)如图8-121所示,正四棱柱ABCD-A1B1C1D1 中,AA1

=2AB=4,点E 在CC1 上且C1E=3EC.求证:A1C⊥平面BDE.
【变式2】　(2010·天津理,16)如图8-122所示,在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,E,F

分别是棱BC,CC1 上的点,CF=AB=2CE,AB∶AD∶AA1=1∶2∶4. 求

证:AF⊥平面A1ED.

图　8-121 　　　　　　　 图　8-122
【变式3】　(2010·安徽理,16)如图8-123所示,在多面体ABCDEF 中,四边形ABCD

是正方形,EF∥AB,EF⊥FB,AB=2EF,BF=FC,H 为BC 的中点.
求证:AC⊥平面EDB.

【变式4】　(2011·大纲全国理,19(1))如图8-124所示,四棱锥S-ABCD 中,AB∥
CD,BC⊥CD,侧面SAB 为等边三角形,AB=BC=2,CD=SD=1.
求证:SD⊥平面SAB.

图　8-123

　　　　　　

S

CD

A B

图　8-124
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图　8-125

【变式5】　(2011·广东理,18(1))如图8-125所示,在
锥体P-ABCD 中,ABCD 是边长为1的菱

形,且∠DAB=60°,PA=PD= 2,PB=2,

E,F 分别是BC,PC 的中点.求证:AD⊥平

面DEF.

三、面面垂直

主要证明方法是利用面面垂直的判定,(线垂面,过垂线作垂面)即a⊥α,a⊂β,则α⊥β.

图　8-126

【例8.35】　(2008·山东东营)如图8-126所示,四棱锥P-ABCD 的

底面ABCD 是边长为a的正方形,侧棱PA=a,PB=PD

= 2a,则它的5个面中,互相垂直的面有　　　　对.
【解析】　依题意,PA=a,PB= 2a,底面ABCD 是边长为a 的正方

形,则AB=a,故△PAB 为直角三角形.
故AB⊥PA
又AB⊥AD
PA∩AD=A

ü

þ

ý⇒
AB⊥平面PAD
AB⊂平面PAB}⇒平面 PAB⊥平面 PAD.同理可证:平面

PAD⊥平面ABCD,
平面PAB⊥平面ABCD,平面PAB⊥平面PBC,平面PAD⊥平面PCD.
故互相垂直的面有5对.

【变式1】　(2010·山东济南)如图8-127所示,在斜三棱柱ABC-A1B1C1 中,∠BAC=
90°,BC1⊥AC,则C1 在底面ABC上的射影H 必在(　　).
A.直线AB 上 B.直线BC上

C.直线AC上 D.△ABC内部

图　8-127

【变式2】　(2011·浙江理,4)下列命题中错误的是(　　).
A.如果平面α⊥平面β,那么平面α内一定存在直线平行于

平面β
B.如果平面α不垂直于平面β,那么平面α内一定不存在直线垂直于平面β
C.如果平面α⊥平面γ,平面β⊥平面γ,α∩β=l,那么l⊥平面γ
D.如果平面α⊥平面β,那么平面α内所有直线都垂直于平面β

【例8.36】　(2007·北京理,17)如图8-128所示,在三棱锥 O-ABC 中,OC⊥底面

ABC,∠ACB=90°,点D 在棱OB 上.求证:平面ACD⊥平面OBC.

图　8-128
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【解析】　OC⊥底面ABC,故OC⊥AC. 因为∠ACB=90°,所以AC⊥BC,OC∩BC=C,

故AC⊥平面OBC.又AC⊂平面ACD,所以平面ACD⊥平面OBC.
【变式1】　(2007·湖北理,18)如图8-129所示,在三棱锥V-ABC 中,VC⊥底面ABC,

AC⊥BC,D 是AB 的中点,且AC=BC.求证:平面VAB⊥平面VCD.
【变式2】　(2009·江西理,20)如图8-130所示,在四棱锥P-ABCD 中,底面ABCD 是

矩形,PA⊥ 平面ABCD,以AC的中点O 为球心,AC为直径的球面交PD 于

点M.求证:平面ABM⊥平面PCD

图　8-129

　　　
图　8-130

【变式3】　(2011·辽宁理,18(1))如图8-131所示,四边形ABCD 为正方形,PD⊥平面

ABCD,PD∥QA,QA=AB=1
2PD.求证:平面PQC⊥平面DCQ.

C

B

A Q

D
P

图　8-131

【变式4】　(2010·山东理,19)如图8-132所示,在五棱锥P-ABCDE 中,PA⊥平面

ABCDE,AB∥CD,AC∥ED,AE∥BC,∠ABC=45°,AB=2 2,BC=2AE=
4,三角形PAB 是等腰三角形.求证:平面PCD⊥平面PAC.

【变式5】　(2010·湖南文,18)如图8-133所示,在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,AB=
AD=1,AA1=2,M 是棱CC1 的中点.求证:平面ABM⊥平面A1B1M.

图　8-132 　　　　　　　 图　8-133
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第六节　空间向量及其应用

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.空间向量及其运算.

(1)了解空间向量的概念,了解空间向量的基本定理及其意义,掌握空间向量的正

交分解及其坐标表示.
(2)掌握空间向量的线性运算及其坐标表示.
(3)掌握空间向量的数量积及其表示,能用向量的数量积判断向量的共线与垂直.

2.空间向量的应用.
(1)理解直线的方向向量与平面的法向量.
(2)能用向量语言表述直线与直线、直线与平面、平面与平面的垂直、平行关系.
(3)能用向量方法证明有关直线和平面位置关系的一些定理(包括三垂线定理).
(4)能用向量方法解决直线与直线、直线与平面、平面与平面的夹角的计算问题,了
解向量方法在研究几何问题中的应用.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　立体几何试题中,考查线面的位置关系一般利用传统方法证明,对于空间角和距

离的计算,既可用传统方法解答,也可用向量法解答,而且多数情况下向量法会更容

易一些.预测在2012年高考对本专题的考查在解答题中以中档题出现,分值保持在

10分左右.

知识点精讲

一、空间向量及其加减运算

1.空间向量

在空间,我们把具有大小和方向的量叫作空间向量,向量的大小叫作向量的长度或

模.空间向量也可用有向线段表示,有向线段的长度表示向量的模,若向量a的起点是

A,终点是B,则向量a也可以记作AB→,其模记为 a 或 AB→ .

2.零向量

规定长度为0的向量叫作零向量,记作0. 当有向线段的起点A 与终点B 重合时,

AB→=0.

3.单位向量
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4.相反向量

与向量a长度相等而方向相反的向量,称为a的相反向量,记为-a.

5.相等向量

方向相同且模相等的向量称为相等向量.在空间,同向且等长的有向线段表示同一向量或

相等向量.空间任意两个向量都可以平移到同一个平面,成为同一平面内的两个向量.

6.空间向量的加法和减法运算

图　8-134

(1)OC→=OA→+OB→=a+b,BA→=OA→-OB→=a-b.如图8-134所示.
(2)空间向量的加法运算满足交换律及结合律

a+b=b+a,a+b( )+c=a+ b+c( )

二、空间向量的数乘运算

1.数乘运算

实数λ与空间向量a 的乘积λa 称为向量的数乘运算.当λ>0时,λa 与向量a 方向相

同;当λ<0时,向量λa 与向量a 方向相反.λa 的长度是a 的长度的 λ 倍.

2.空间向量的数乘运算满足分配律及结合律

λa+b( )=λa+λb,λμa( )= λμ( )a.

3.共线向量

如果表示空间向量的有向线段所在的直线互相平行或重合,则这些向量叫作共线向

量或平行向量,a平行于b,记作a∥b.

4.共线向量定理

对空间中任意两个向量a,b(b≠0),a∥b的充要条件是存在实数λ,使a=λb.

5.直线的方向向量

图　8-135

如图8-135所示,l为经过已知点A 且平行于已知非零向量a 的

直线.对空间任意一点O,点P 在直线l上的充要条件是存在实数t,
使OP→=OA→+ta①,其中向量a叫作直线l的方向向量,在l上取AB→

=a,则式①可化为

OP→=OA→+tAB→=OA→+tOB→-OA→( )= 1-t( )OA→+tOB→②

①和②都称为空间直线的向量表达式,当t=1
2

,即点P 是线段

AB 的中点时,OP→=1
2 OA→+OB→( ),此式叫作线段AB 的中点公式.

图　8-136

6.共面向量

如图8-136所示,已知平面α与向量a,作OA→=a,如果直线OA→平

行于平面α或a 在平面α内,则说明向量a平行于平面α.平行于同一

平面的向量,叫作共面向量.
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　　如果两个向量a,b不共线,那么向量p与向量a,b共面的充要条件是存在唯一的有

序数对 x,y( ),使p=xa+yb.
推论:(1)空间一点P 位于平面ABC 内的充要条件是存在有序实数对 x,y( ),使AP→

=xAB→+yAC→;或对空间任意一点O,有OP→-OA→=xAB→+yAC→,该式称为空间平面

ABC的向量表达式.
(2)已知空间任意一点O 和不共线的三点A,B,C,满足向量关系式OP→=xOA→+

yOB→+zOC→(其中x+y+z=1)的点P 与点A,B,C共面;反之也成立.

三、空间向量的数量积运算

1.两向量夹角

已知两个非零向量a,b,在空间任取一点O,作OA→=a,OB→=b,则∠AOB 叫作向量

a,b的夹角,记作〈a,b〉,通常规定0≤〈a,b〉≤π,于是〈a,b〉=〈b,a〉,如果〈a,b〉=π
2

,那

么向量a,b互相垂直,记作a⊥b.

2.数量积定义

已知两个非零向量a,b,则 a bcos〈a,b〉叫作a,b的数量积,记作a·b,即a·b=
a bcos〈a,b〉.零向量与任何向量的数量积为0,特别地,a·a= a 2.

3.空间向量的数量积满足的运算律.

空间向量的数量积满足如下运算律:

λa( )·b=λa·b( ),a·b=b·a(交换律);

a· b+c( )=a·b+a·c(分配律).

四、空间向量的坐标运算及应用

(1)设a= a1,a2,a3( ),b= b1,b2,b3( ),则a+b= a1+b1,a2+b2,a3+b3( );

a-b= a1-b1,a2-b2,a3-b3( );λa= λa1,λa2,λa3( );

a·b=a1b1+a2b2+a3b3;a∥b⇒a1=λb1,a2=λb2,a3=λb3;

a⊥b⇒a1b1+a2b2+a3b3=0.
(2)设A x1,y1,z1( ),B x2,y2,z2( ),则AB→=OB→-OA→= x2-x1,y2-y1,z2-z1( ).
这就是说,一个向量在直角坐标系中的坐标等于表示该向量的有向线段的终点的坐

标减起点的坐标.
(3)两个向量的夹角及两点间的距离公式.

①已知a= a1,a2,a3( ),b= b1,b2,b3( ),则 a = a2 = a2
1+a2

2+a2
3 ;

b = b2 = b2
1+b2

2+b2
3 ;a·b=a1b1+a2b2+a3b3;

cos〈a,b〉= a1b1+a2b2+a3b3

a2
1+a2

2+a2
3 b2

1+b2
2+b2

3

.

②已知A(x1,y1,z1),B x2,y2,z2( ),则 AB→ = x1-x2( )2+ y1-y2( )2+ z1-z2( )2 ,

或者dA,B= AB→ .其中dA,B表示A 与B 两点间的距离,这就是空间两点的距离
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(4)向量a在向量b上的射影为 a cos〈a,b〉=a·b
b .

(5)设n是平面M 的一个法向量,AB,CD 是M 内的两条相交直线,则n·AB→=0,

n·CD→=0,由此可求出一个法向量n(向量AB→及CD→已知).
(6)利用空间向量证明线面平行:只要在平面α内找到一条直线的方向向量b,已知

直线的方向向量为a,将问题转化为证明a=λb即可,或已知直线上的A,B 两点坐标,在
平面α内找出两点C,D,并写成坐标形式,AB→= x1,y1,z1( ),CD→= x2,y2,z2( ),只要证

明x1=λx2,y1=λy2,z1=λz2 即可.
(7)利用空间向量证明两条异面直线垂直:在两条异面直线中各取一个向量a,b,只

要证明a⊥b,即a·b=0即可.
(8)证明线面垂直,若已知直线l,平面α,要证l⊥α,只要在l上取一个非零向量p,在

α内取两个不共线的向量a,b,可将问题转化为证明p⊥a 且p⊥b,也就是a·p=0
且b·p=0.

(9)证明面面平行、面面垂直,最终都要转化为证明线线平行、线线垂直.
(10)空间角公式.
①异面直线所成角公式:设a,b分别为异面直线l1,l2 上的方向向量,θ为异面直线

所成的角,则cosθ= cos〈a,b〉= a·b
a b .

②线面角公式:设l为平面α的斜线,a为l的方向向量,n为平面α 的法向量,θ为l

与α所成的角,则sinθ= cos〈a,n〉= a·n
a n .

③面面角公式:
设n1,n2 分别为平面α,β的法向量,二面角为θ,则θ=〈n1,n2〉或π-〈n1,n2〉(需要根

据具体情况判断相等或互补),其中 cos〈n1,n2〉= n1·n2

n1 n2
.

设n1,n2 为二面角两个半平面的法向量,二面角为θ,则θ=〈n1,n2〉或θ=π-〈n1,

n2〉(需要根据具体情况判断相等或互补),其中 cos〈n1,n2〉= n1·n2

n1 n2
.

(11)点A 到平面α的距离,B∈α,n为平面α的法向量,d=|AB→·n|
|n| .

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型117　空间向量及其运算

思路提示:空间向量及其运算包括空间向量的加法、减法、数乘、数量积及坐标运算,
可以类比平面向量的运算法则.

一、空间向量的加法、减法、数乘运算

【例8.37】　如图8-137所示,已知空间四边形OABC,点 M,N 分别为OA,BC的中点,且
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图　8-137

OA→=a,OB→=b,OC→=c,用a,b,c表示MN→,则MN→=　　　　.

【解析】　OM→=1
2OA→=1

2a,ON→=1
2 OB→+OC→( ) =1

2 b+c( ),MN→=ON→

-OM→=1
2 b+c( )-1

2a=1
2 b+c-a( ).

【变式1】　(2009·山东烟台)如图8-138所示,已知空间四边形OABC,
其对角线为OB,AC,M 和N 分别是对边OA 和BC 的中点,

图　8-138

点G 在线段MN 上,且分 MN 所成的比为2,现用基向量

OA→,OB→,OC→表示向量OG→,设OG→=xOA→+yOB→+zOC→,则

x,y,z的值分别是(　　).

A.x=1
3

,y=1
3

,z=1
3　　 　　　B.x=1

3
,y=1

3
,z=1

6

C.x=1
3

,y=1
6

,z=1
3　　　　　D.x=1

6
,y=1

3
,z=1

3
【变式2】　(2007·安徽文,13)如图8-139所示,在四面体O-ABC

中,OA→=a,OB→=b,OC→=c,D 为BC的中点,E 为AD 的中点,则OE→=　　　　
(用a,b,c表示).

【变式3】　在空间四边形ABCD 中,连接对角线AC,BD,若△BCD 是正三角形,且E 为

其重心,则AB→+1
2BC→-3

2DE→-AD→的化简结果为　　　　.

【变式4】　如图8-140所示,在平行六面体ABCD-A1B1C1D1 中,M 为A1C1 与B1D1

的交 点,若AB→ =a,AD→ =b,AA1
→ =c,则 下 列 向 量 中 与BM→ 相 等 的 向 量

是(　　).

A.-1
2a+1

2b+c B.1
2a+1

2b+c

C.-1
2a-1

2b+c D.1
2a-1

2b+c

图　8-139 　　　　　　　 图　8-140

二、空间共线向量定理的应用

空间共线向量定理:a∥bb≠0( )⇔a=λb.
利用此定理可解决立体几何中的平行问题.

【例8.38】　已知m=3a-2b-4c≠0,n= x+1( )a+8b+2yc,且a,b,c不共面,若m∥n,
求x,y的值.

【解析】　因为m∥n且m≠0,所以n=λm,即 x+1( )a+8b+2yc=λ3a-2b-4c( ).
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又因为a,b,c不共面,所以

x+1=3λ
8=-2λ
2y=-4λ

ì

î

í ,解得
x=-13
y=8{ .

三、空间向量的数量积运算

a·b= a bcos〈a,b〉=x1x2+y1y2+z1z2;

求模长时,可根据 a = a2 = x2
1+y2

1+z2
1 ;

求空间向量夹角时,可先求其余弦值cos〈a,b〉= a·b
a b .要判断空间两向量垂直

时,可以求两向量的数量积是否为0,即a·b=0⇔a⊥b.
〈a,b〉为锐角⇒a·b>0;〈a,b〉为钝角⇒a·b<0. 由此,通常通过计算a·b的值来

判断两向量夹角是锐角还是钝角.
【例8.39】　已知空间四边形ABCD 的每条边和对角线的长都等于a,点E,F分别是BC,

AD 的中点,则AE→·AF→的值为(　　).

A.a2 B.1
2a2 C.1

4a2 D. 3
4a2

图　8-141

【解析】　依题意,点E,F 为BC,AD 的中点,如图8-141所示,

AE→·AF→=1
2 AB→+AC→( )·1

2AD→

=1
4 AB→·AD→+AC→·AD→( )

=1
4 a2cos60°+a2cos60°( )=1

4a2.故选C.

【变式1】　如图8-142所示,已知平行六面体ABCD-A1B1C1D1 中,

∠A1AD=∠A1AB=∠DAB=60°,且A1A=AB=AD=

1,则AC1=　　　　.
【变式2】　(2010·山东淄博)如图8-143所示,设A,B,C,D 是空间不共面的4个点,且

满足AB→·AC→=0,AD→·AC→=0,AD→·AB→=0,则△BCD 的形状是(　　).
A.钝角三角形 B.直角三角形

C.锐角三角形 D.无法确定

图　8-142 　　　　　　　 图　8-143

【例8.40】　(2010·辽宁沈阳)如图8-144所示,在45°的二面角α-l-β的棱上有两点

A,B,点C,D 分别在α,β内,且AC⊥AB,∠ABD=45°,AC=BD=AB=1,
则CD 的长度为　　　　.

【分析】　求CD 的长度转化为求空间向量CD→的模.
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图　8-144

【解析】　因为CD→=CA→+AB→+BD→,

故 CD→ 2= CA→+AB→+BD→( )2

=CA→2+AB→2+BD→2+2CA→·AB→+2AB→·BD→+2CA→·BD→

=1+1+1+0+2×1×1×cos135°+2×1×1×

cos〈CA→,BD→〉.又CA→·BD→=-cos45°·cos45°=-1
2=1×

1×cos〈CA→,BD→〉,故cos〈CA→,BD→〉=-1
2.

因此 CD→ 2=2- 2,则 CD→ = 2- 2.

【变式1】　(2009·全国Ⅰ理,10)已知二面角α-l-β为60°,动点P,Q分别在面α,β内,P到

β的距离为 3,Q到α的距离为23,则P,Q两点之间距离的最小值为(　　).

A. 2 B.2 C.2 3 D.4
【变式2】　在直角坐标系中,设A 3,2( ),B -2,-3( ),沿y轴把坐标平面折成120°的二

面角后,AB 的长为(　　).

A. 6 B.4 2 C.2 3 D.2 11

图　8-145

【例8.41】　(2008·江苏,22)如图8-145所示,设动点P 在棱长为1

的正方体ABCD-A1B1C1D1 的对角线BD1 上,记D1P
D1B=λ.

当∠APC为钝角时,求λ的取值范围.
【解析】　由题设可知,以DA→,DC→,DD1

→为单位正交基底,建立如

图8-146所示的空间直角坐标系D-xyz,则有

A 1,0,0( ),B 1,1,0( ),C 0,1,0( ),D1 0,0,1( ).
由D1B→= 1,1,-1( ),D1P→ =λD1B→ = λ,λ,-λ( ),PA→ =

D1A→-D1P→= 1,0,-1( ) - λ,λ,-λ( ) = 1-λ,-λ,λ-1( ),PC→=D1C→-D1P→=
0,1,-1( )- λ,λ,-λ( )= -λ,1-λ,λ-1( ).

图　8-146

显然∠APC 不是平角,所以∠APC 为钝角,cos∠APC

=cos〈PA→,PC→〉= PA→·PC→

PA→ PC→
<0,等价于PA→·PC→<0,

即 1-λ( ) -λ( )+ -λ( ) 1-λ( )+ λ-1( )2<0,

得1
3<λ<1.因此,λ的取值范围是 1

3
,1æ

è

ö

ø
.

【评注】　利用向量知识将∠APC 为钝角转化为cos〈PA→,PC→〉<0
求解是本题的关键.

【变式1】　(2009·辽宁大连)已知正方体ABCD-A1B1C1D1 的棱长为1,点P 在线段

BD1 上,当∠APC最大时,三棱锥P-ABC的体积为(　　).

A. 1
24 B. 1

18 C.1
9 D. 1

12

图　8-147

【例8.42】　(2008·天津十校联考)如图8-147所示,在四棱锥P-
ABCD 中,侧面PAD 为正三角形,底面ABCD 为正方形,
侧面PAD⊥底面ABCD,M 为底面ABCD 内的一个动

点,且满足MP=MC,则点 M 在正方形ABCD 内的轨迹

为(　　).
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　　　A. B. C. D.

图　8-148

【解析】　取AD的中点O,以OA→为x轴,垂直于OA 的OE→为y轴,OP→

为z轴,建立空间直角坐标系如图8-148所示.设M x,y,0( ),

正方形的边长为a,P 0,0,3
2a

æ

è

ö

ø
,C -a

2
,a,0æ

è

ö

ø
,

则 MC = x+a
2

æ

è

ö

ø

2

+ y-a( )2 ,

MP = x2+y2+3
4a2 ,由 MP = MC ,

得 x+a
2

æ

è

ö

ø

2

+ y-a( )2=x2+y2+3a2

4
,

即x-2y+a
2=0.所以点M 在正方形ABCD 内的轨迹为一条直线,且过D 点

和AB 的中点.故选 A.
【变式1】　(2010·重庆理,10)到两互相垂直的异面直线距离相等的点,在过其中一条直

线且平行于另一条直线的平面内的轨迹是(　　).
A.直线 B.椭圆

C.抛物线 D.双曲线
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型118　空间向量在立体几何中的应用

思路提示:用向量法可以证点共线、线共点、线(或点)共面、两直线(或线与面、面与

面)平行、两直线(或线与面、面与面)垂直的问题,也可以求空间角和距离.
因此,凡涉及上述类型的问题,都可以考虑利用向量法求解,且其解法一般

都比较简单.
用向量法解题的途径有两种:一种是坐标法,即通过建立空间直角坐标系,
确定出一些点的坐标,进而求出向量的坐标,再进行坐标运算;另一种是基

底法,即先选择基向量(除要求不共面外,还要能够便于表示所求的目标向

量,并优先选择相互夹角已知的向量作为基底,如常选择几何体上共点而

不共面的三条棱所在的向量为基底),然后将有关向量用基向量表示,并进

行向量运算.

一、证明几点共线(如A,B,C三点共线)的方法

先构造共起点的向量AB→,AC→,然后证明存在非零实数λ,使得AB→=λAC→.
【例8.43】　如图8-149所示,已知在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,点 M 为DD1 的中

点,点N 在AC 上,且AN∶NC=2:1,点E 为BM 的中点.
求证:A1,E,N 三点共线.
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图　8-149

【解析】　以D 为坐标原点建立空间直角坐标系D-xyz,如图8-150
所示.不妨设DA=a,DC=b,DD1=c,则

M 0,0,c
2

æ

è

ö

ø
,B a,b,0( ),E a

2
,b
2

,c
4

æ

è

ö

ø
,

A1 a,0,c( ),N a
3

,2b
3

,0æ

è

ö

ø
,

则A1E→= -a
2

,b
2

,-3c
4

æ

è

ö

ø
,

图　8-150

A1N→= -2a
3

,2b
3

,-cæ

è

ö

ø
,

因为A1N→=4
3A1E→,故A1,E,N 三点共线.

【变式1】　(2008·辽宁理,11)在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,

E,F 分别为棱AA1 和CC1 的中点,则在空间中与三条

直线A1D1,EF,CD 都相交的直线(　　).
A.不存在 B.有且只有两条

C.有且只有三条 D.有无数条

图　8-151

【变式2】　如图8-151所示,在空间四边形ABCD 中,M,N 分别是

AB 和CD 的中点,P 为线段MN 的中点,Q 为△BCD 的

重心.求证:A,P,Q 三点共线.

二、证明几点共面的方法

要证明几点(如A,B,C,D)共面,可使用以下方法解题.
先作出从同一点出发的三个向量(如AB→,AC→,AD→),然后证明存

在两个实数x,y,使得AD→=xAB→+yAC→.

图　8-152

【例8.44】　(2008·四川理,19)如图8-152所示,平面ABEF⊥平面

ABCD,四边形ABEF 与ABCD 都是直角梯形,∠BAD

=∠FAB=90°,BC■1
2AD,BE■1

2AF. 求证:C,D,E,

F 四点共面.
【解析】　由平面ABEF⊥平面ABCD,又AF⊥AB,平面ABEF∩平

面ABCD=AB,得AF⊥平面ABCD,以A 为坐标原点,建立空间直角坐标系

A-xyz,如图8-153所示.

图　8-153

设AB=a,BC=b,BE=c,则

B a,0,0( ),C a,b,0( ),D 0,2b,0( ),

E a,0,c( ),F 0,0,2c( ).
CE→= 0,-b,c( ),

DF→=(0,-2b,2c),因为DF→=2CE→,所以DF∥CE.则CE,

DF 确定一个平面,即C,D,E,F 四点共面,
【变式1】　如图8-154所示,已知平行六面体ABCD-A1B1C1D1,E,

F,G,H 分别是棱A1D1,D1C1,C1C,AB 的中点.
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图　8-154

求证:E,F,G,H 四点共面.

三、证明直线和直线平行的方法

将证线线平行转化为证两向量共线.设a,b是两条不重合的

直线,它们的方向向量分别为a,b,则a∥b⇔a=λb(λ∈R,λ≠0).
【例8.45】　如图8-155所示,在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,MN

是异面直线A1D 与AC 的公垂线段.求证:MN∥BD1.

图　8-155

【解析】　以点 D 为坐标原点,建立空间直角坐标系 D-xyz. 如

图8-156所 示,设 正 方 体 的 棱 长 为 a,则 A1 (a,0,a),

A(a,0,0),C(0,a,0),B(a,a,0),D1(0,0,a).

设MN→= x,y,z( ),由MN 是异面直线A1D 与AC 的公垂

线段,得 MN⊥A1D,MN⊥AC,又A1D→= -a,0,-a( ),

AC→= -a,a,0( ),

故
MN→·A1D→=0

MN→·AC→=0{ ,-ax-az=0
-ax+ay=0{ ,

图　8-156

令x=1,则z=-1,y=1,所以MN→=(1,1,-1).BD1
→=

(-a,-a,a)=-aMN→,即BD1
→∥MN→.因此MN∥BD1.

四、证明直线和平面平行的方法

(1)利用共面向量定理.设a,b为平面α 内不共线的两个向

量,证明存在两个实数x,y,使得l=xa+yb,则l∥α.
(2)转化为证明直线和平面内的某一直线平行.
(3)转化为证明直线的方向向量与平面的法向量垂直(此方

法最常用).

图　8-157

【例8.46】　(2007·山东理,19)如图8-157所示,在直四棱柱

ABCD-A1B1C1D1 中,已知DC=DD1=2AD=2AB,

AD⊥DC,AB∥DC,E 是DC 的中点.求证:D1E∥平

面A1BD.
【解析】　因为D1E→=DE→-DD1

→,DD1
→=AA1

→,

E 是DC 的中点,DE→=1
2DC→=AB→,

所以D1E→=AB→-AA1
→=A1B→.

图　8-158

又因为D1E⊄平面A1BD,D1E→∥A1B→,
所以D1E∥平面A1BD.

【变式1】　如图8-158所示,已知P 是正方形ABCD 所在平面外一

点,M、N 分别是PA、BD 上的点,且 PM∶MA=BN∶
ND=5∶8,求证:直线MN∥平面PBC.
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五、证明平面与平面平行的方法

(1)证明两平面内有两条相交直线分别平行.
(2)转化为证两平面的法向量平行(常用此方法).

图　8-159

【例8.47】　如图8-159所示,在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,M,

N,P 分别是C1C,B1C1,C1D1 的中点.
求证:平面MNP∥平面A1BD.

【解析】　解法一:以 D1 为坐标原点,D1A1 为x 轴,D1C1 为y 轴,

D1D 为z轴,建立空间直角坐标系D1-xyz,如图8-160所

示.设正方体的棱长为a,则A1 a,0,0( ),D 0,0,a( ),

图　8-160

C1 0,a,0( ),C 0,a,a( ),B1 a,a,0( ),M 0,a,a
2

æ

è

ö

ø
,

P 0,a
2

,0æ

è

ö

ø
,N a

2
,a,0æ

è

ö

ø
,A1D→= -a,0,a( ),

MN→= a
2

,0,-a
2

æ

è

ö

ø
=-1

2A1D→,

所以MN→∥A1D→,即MN∥A1D,BD→= -a,-a,0( ),

PN→= a
2

,a
2

,0æ

è

ö

ø
=-1

2BD→,所以PN→∥BD→,即 PN∥

BD.因为MN∩PN=N,A1D∩BD=D,所以平面MNP∥平面A1BD.
解法二:设平面MNP 的法向量为n1= x1,y1,z1( ),由MN→⊥n1,PN→⊥n1,

得

a
2x1-a

2z1=0

a
2x1+a

2y1=0

ì

î

í ,令z1=1,得
x1=1
y1=-1
z1=1

ì

î

í ,所以n1= 1,-1,1( ).

设平面A1BD 的法向量为n2= x2,y2,z2( ),由A1D→⊥n2,BD→⊥n2,得

-ax2+az2=0
-ax2-ay2=0{ ,令z2=1,得

x2=1
y2=-1
z2=1

ì

î

í ,所以n2= 1,-1,1( ).

因为n1∥n2,所以平面MNP∥平面A1BD.

图　8-161

【变式1】　如图8-161所示,在平行六面体ABCD-A1B1C1D1 中,

E,F,G 分别是A1D1,D1D,D1C1 的中点.求证:平面EFG
∥平面AB1C.

六、证明直线与直线垂直的方法

设直线l1,l2 的方向向量为a,b,则a⊥b⇔a·b=0.
这里要特别指出的是,用向量法证明两直线尤其是两异面直线垂直

是非常有效的方法.
【例8.48】　如图8-162所示,四棱锥A-BCDE 中,底面BCDE 为矩形,侧面ABC⊥底

面BCDE,BC=2,CD= 2,AB=AC.求证:AD⊥CE.
【分析】　平面ABC⊥平面BCDE,在平面ABC 内作AO⊥BC⇒AO⊥平面BCDE,以点
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【解析】　作AO⊥BC,垂足为O,则AO⊥底面BCDE,且O 为BC 的中点,以O 为坐标原

点,OC为x 轴,建立如图8-163所示的直角坐标系O-xyz. 设A 0,0,a( ),由

已知条件知C 1,0,0( ),D 1,2,0( ),E(-1,2,0),CE→= -2,2,0( ),AD→=

1,2,-a( ).所以CE→·AD→=0,得CE→⊥AD→,即AD⊥CE.

图　8-162

　　　　
图　8-163

【评注】　m·n=0⇒m⊥n.
【变式1】　(2007·全国Ⅰ理,19)如图8-164所示,在四棱锥S-ABCD 中,底面ABCD

为平行四边形,侧面SBC⊥底面 ABCD,已知∠ABC=45°,AB=2,BC=

2 2,SA=SB= 3.求证:SA⊥BC.
【变式2】　如图8-165所示,已知空间四边形ABCD 的每条边和对角线长都等于a,点

M,N 分别是边AB,CD 的中点.求证:MN 为AB 和CD 的公垂线.

图　8-164 　　　　　　　 图　8-165

七、证明直线与平面垂直的方法

(1)证明直线和平面内的两条相交直线垂直.
(2)证明直线和平面内的任一直线垂直.
(3)转化为证明直线与平面的法向量共线.

【例8.49】　如图8-166所示,在直四棱柱ABCD-A1B1C1D1 中,已知AB∥CD,AB=
AD=1,D1D=CD=2,AB⊥AD.求证:BC⊥平面D1DB.

图　8-166

　　　　　　
图　8-167
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B(1,1,0),C 0,2,0( ),D1 0,0,2( ),所以BC→= -1,1,0( ),D1D→= 0,0,-2( ),

DB→= 1,1,0( ),因为BC→·D1D→=0,BC→·DB→=0,所以BC⊥D1D,BC⊥DB.
因为D1D∩DB=D,所以BC⊥平面D1DB.

【评注】　n·a=0⇒n⊥a,n·b=0⇒n⊥b,a∩b=A,a⊂α,b⊂α,得n⊥α.
【变式1】　(2008·江西理,20)正三棱锥O-ABC的三条侧棱OA,OB,OC 两两垂直,且

长度均为2,E,F 分别是AB,AC的中点,H 是EF 的中点,过EF 的一个平面

与侧棱OA,OB,OC或其延长线分别相交于A1,B1,C1.OA1=3
2.

求证:B1C1⊥平面OAH.

图　8-168

【变式2】　(2007·天津理,19)如图8-168所示,在四棱锥P-ABCD
中,PA⊥底面ABCD,AB⊥AD,AC⊥CD,∠ABC=60°,PA
=AB=BC,E 是PC 的中点.证明:PD⊥平面ABE.

八、证明平面和平面垂直的方法

(1)转化为证明两平面的法向量互相垂直.
(2)转化为证明一平面内的一直线垂直于另一个平面.

【例8.50】　如图8-169所示,在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,E,F 分别是BB1,CD 的

中点.求证:平面DEA⊥平面A1FD1.
【解析】　如图8-170所示,以D 为坐标原点,建立空间直角坐标系D-xyz,令DD1=2,

则D 0,0,0( ),D1 0,0,2( ),A 2,0,0( ),A1 2,0,2( ),F 0,1,0( ),E 2,2,1( ).
设n1= x1,y1,z1( ),n2= x2,y2,z2( ) 分别为平面 DEA 与平面A1FD1 的法向

量,则n1⊥DA→,n1⊥DE→.又DA→= 2,0,0( ),DE→= 2,2,1( ),

则
2x1=0
2x1+2y1+z1=0{ ,令y1=-1,得n1= 0,-1,2( ).

同理可得n2= 0,2,1( ).因为n1·n2=0+(-1)×2+2×1=0,所以n1⊥n2,故
平面DEA⊥平面A1FD1.

图　8-169

　　　　
图　8-170

图　8-171

【变式1】　如图8-171所示,已知四棱锥P-ABCD 的底面为直角

梯形,AB∥DC,∠DAB=90°,PA⊥底面ABCD,且PA

=AD=DC=1
2AB=1.求证:平面PAD⊥平面PCD.
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九、求两异面直线所成角的方法

设两异面直线a和b的方向向量为a 和b,利用求角余弦公式可求得a与b 的夹角,

由于两向量所成角θ的范围是 0,π[ ],而两异面直线所成角α的范围是 0,π
2

æ

è ],所以cosα

= cosθ = a·b
a b.

图　8-172

【例8.51】　(2008·海南理,18)如图8-172所示,已知点P 在正方

体ABCD-A1B1C1D1 的对角线BD1 上,∠PDA=60°,
求DP 与CC1 所成角的大小.

【分析】　从∠PDA=60°入手,确定点P 的坐标与其相关点的坐标,
利用向量的数量积来计算异面直线所成角的余弦值.

【解析】　如图8-173所示,以D 为原点,DA 为单位长度建立空间直

角坐标系D-xyz,则A 1,0,0( ),C 0,1,0( ),C1 0,1,1( ),

DA→ = 1,0,0( ),CC1
→ = 0,0,1( ).连 接 B1D1,在 平 面

图　8-173

BDD1B1 中,延长DP 交B1D1 于 H.

设DH→= m,m,1( ) m>0( ),由已知〈DH→,DA→〉=60°,

得cos〈DH→,DA→〉= DH→·DA→

DH→ DA→
=1

2
,

即 m,m,1( )· 1,0,0( )

2m2+1·1
=1

2
,可得2m= 2m2+1,

解得m= 2
2

,所以DH→= 2
2

,2
2

,1
æ

è

ö

ø
.

因为cos〈DH→,CC1
→〉=

2
2

,2
2

,1
æ

è

ö

ø
· 0,0,1( )

2×1
= 2

2
,

所以〈DH→,CC1
→〉=45°,即DP 与CC1 所成的角为45°.

【变式1】　(2008·全国Ⅱ,10)已知正四棱锥S-ABCD 的侧棱长与底面边长都相等,E
是SB 的中点,则AE 和SD 所成角的余弦值为(　　).

A.1
3 B. 2

3 C. 3
3 D.2

3
【变式2】　(2008·全国Ⅰ理,16)如图8-174所示,等边三角形ABC 与正方形ABDE 有

一公共边AB,二面角C-AB-D 的余弦值为 3
3

,M,N 分别是AC,BC 的中

点,则EM 和AN 所成角的余弦值等于　　　　.
【变式3】　(2011·北京理,16(2))如图8-175所示,在四棱锥P-ABCD 中,PA⊥平面

ABCD,底面ABCD 是菱形,AB=2,∠BAD=60°.若PA=AB,求PB 与AC
所成角的余弦值.
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图　8-174

　　　　　

P

A D

B C

图　8-175

十、求直线与平面所成角的方法

(1)先作出该角,再利用求角余弦公式来求.

图　8-176

(2)改求直线的方向向量与平面的法向量所成的角的余角.如
图8-176所示,设直线l的方向向量为l1,平面α的法向量为n,直线l

和平面α所成的角为θ,则〈l1,n〉+θ=π
2

或〈l1,n〉-θ=π
2

,因为θ的

取值范围是 0,π
2[ ],所以sinθ= cos〈l1,n〉= l1·n

l1 n.

图　8-177

【例8.52】　(2007·全国Ⅰ,19)如图8-177所示,四棱锥S-ABCD
中,底 面 ABCD 为 平 行 四 边 形,侧 面 SBC⊥ 底 面

ABCD,已知∠ABC=45°,BC=2 2,SA=SB= 3.
求直线SD 与平面SAB 所成角的正弦值.

【解析】　如图8-178所示,作SO⊥BC,垂足为O,连接AO,

图　8-178

由侧面SBC⊥底面ABCD,得SO⊥底面ABCD,
由SA=SB,可得OA=OB.由∠ABC=45°,得

△ABC为等腰直角三角形,OA⊥OB.建立空间

直角坐标系O-xyz,则A 2,0,0( ),

B 0,2,0( ),C 0,- 2,0( ),S 0,0,1( ),

D 2,-2 2,0( ),DS→= - 2,2 2,1( ),

SA→= 2,0,-1( ),SB→= 0,2,-1( ).
设平面SAB 的法向量为n= x1,y1,z1( ),由n·SA→=0,n·SB→=0得

2x1-z1=0

2y1-z1=0{ ,令z1= 2,则x1=1,y1=1,得n= 1,1,2( ).

设直线SD 与平面SAB 所成角为θ,则sinθ=|cos〈DS→,n〉|=|DS→·n|
|DS→||n|

=

|- 2+22+ 2|
11×2

= 22
11 .

所以直线SD 与平面SAB 所成角的正弦值为 22
11.

【变式1】　(2009·东北育才)如图8-179所示,在四棱锥P-ABCD 中,PD⊥底面ABCD,
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图　8-179

底面ABCD 为正方形,PD=DC,E,F 分别是AB,PB 的

中点.求DB 与平面DEF 所成角的正弦值.
【变式2】　(2011·天津文,17(3))如图8-180所示,在四棱锥P-

ABCD 中,底面ABCD 为平行四边形,∠ADC=45°,AD
=AC=1,O 为AC 的中点,PO⊥平面ABCD,PO=2,M
为PD 的中点.求直线 AM 与平面ABCD 所成角的正

切值.
【变式3】　(2009·江西理,20)如图8-181所示,在四棱锥P-ABCD 中,底面ABCD 是

矩形,PA⊥平面ABCD,PA=AD=4,AB=2,以AC的中点O 为球心,以AC
为直径的球面交PD 于点M,求直线CD 与平面ACM 所成角的正弦值.

A
O

C

B

P

M

D

图　8-180

　　
图　8-181

　　

S

A

D

B

C

图　8-182

【变式4】　(2011·大纲全国理,19(2))如图8-182所示,四棱锥S-ABCD 中,AB∥
CD,BC⊥CD,侧面SAB 为等边三角形,AB=BC=2,CD=SD=1.
求AB 与平面SBC 所成的角的正弦值.

图　8-183

十一、求平面与平面所成角的方法

(1)在平面α内,a⊥l,在平面β内,b⊥l,其方向如图8-183所示,

则二面角α-l-β的平面角的余弦值为 a·b
a b .

(2)设n1,n2 是二面角α-l-β的两个半平面的法向量,其方向一个指向二面角内

侧,另一个指向二面角外侧,则二面角α-l-β的余弦值为 n1·n2

n1 n2
.

【例8.53】　(2008·山东理,20)如图8-184所示,已知四棱锥P-ABCD,底面ABCD 为

菱形,PA⊥平面ABCD,PA=AB=2,∠ABC=60°,E,F 分别为BC,PC 的

中点.求二面角E-AF-C的余弦值.
【解析】　AE,AD,AP两两垂直,以A为坐标原点,建立如图8-185所示的空间直角坐标系

A-xyz,又E,F分别为BC,PC的中点,所以A(0,0,0),B(3,-1,0),C(3,1,

0),D(0,2,0),P(0,0,2),E(3,0,0),F 3
2

,1
2

,1
æ

è

ö

ø
.设平面AEF 的法向量为n

= x,y,z( ),则
n·AE→=0

n·AF→=0{ ,

又AE→= 3,0,0( ),AF→= 3
2

,1
2

,1
æ

è

ö

ø
,
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得
3x=0

3
2x+1

2y+z=0

ì

î

í ,令z=-1,则n= 0,2,-1( ).　

因为BD⊥AC,BD⊥PA,PA∩AC=A,所以BD⊥平面PAC,故BD→为平面AFC

的法向量,又BD→=(- 3,3,0),所以cos〈n,BD→〉= n·BD→

n BD→
= 6

5×2 3
= 15

5 .

由图知所求的二面角为锐角,所以所求二面角的余弦值为 15
5 .

图　8-184

　　　

图　8-185

图　8-186

【变式1】　 (2004· 全 国 Ⅰ 理,20)如图8-186所示,已知四棱锥

P-ABCD,PB⊥AD,侧面PAD是边长等于2的正三角形,
底面ABCD为菱形,侧面PAD 与底面ABCD 所成二面角

为120°,求平面APB与平面CPB所成二面角的余弦值.
【变式2】　(2010·全国Ⅰ,19)如图8-187所示,四棱锥S-ABCD

中,SD⊥底面ABCD,AB∥DC,AD⊥DC,AB=AD=1,DC=SD=2,E 为棱

SB 上一点,平面EDC⊥平面SBC.求二面角A-DE-C的大小.
【变式3】　(2008·山东临沂)如图8-188所示,直三棱柱ABC-A1B1C1 中,∠ACB=

90°,AC=1,CB= 2,侧棱AA1=1,侧面AA1B1B 的两条对角线的交点为D,

B1C1 的中点为M,求平面B1BD 与平面CDM 所成二面角的正弦值.

图　8-187 　　　　　　　 图　8-188

十二、求点到平面距离的方法

图　8-189

如图8-189所示,平面α的法向量为n,点Q 是平面α内一点,点

P 是平面α外的任意一点,则点P 到平面α的距离d,就等于向量PQ→

在法向量n 方向上的投影的绝对值,

即d= PO→ = PQ→ cos〈PQ→,n〉或d= PQ→·n
n .

【例8.54】　如图8-190所示,该多面体是由底面为ABCD 的长方体
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的距离.

【解析】　建立如图8-191所示的空间直角坐标系 D-xyz,则 D 0,0,0( ),A 2,0,0( ),

B 2,4,0( ),C 0,4,0( ),E 2,4,1( ),C1 0,4,3( ).设 F 0,0,z( ),因 为 四 边 形

AEC1F 为平行四边形,所以AF→=EC1
→,得 -2,0,z( ) = -2,0,2( ),故z=2,

F 0,0,2( ),设n1 为平面AEC1F 的法向量,n1= x1,y1,z1( ),由n1⊥AE→,n1⊥

AF→得
n1·AE→=0

n1·AF→=0{ ,又AE→= 0,4,1( ),AF→= -2,0,2( ),得
4y1+z1=0
-2x1+2z1=0{ ,

令z1=1,得n1= 1,-1
4

,1æ

è

ö

ø
,又CC1

→= 0,0,3( ),

则点C到平面AEC1F 的距离d= CC1
→·n1

n1
= 3

33
4

=4 33
11 .

图　8-190

　　　
图　8-191

【评注】　CC1∩平面α=C1,d 为点C 到平面α 的距离,n为α 的一个法向量,从而d=

CC1
→ cos〈CC1

→,n〉= CC1
→ CC1

→·n
CC1

→ n
= CC1

→·n
n .

【变式1】　如图8-192所示,在直三棱柱ABC-A1B1C1 中,∠ACB=90°,AC=BC=a,D,E
分别为棱AB,BC的中点,M 为棱AA1 上的点,二面角M-DE-A为30°.
求MA 的长,并求点C到平面MDE 的距离.

图　8-192

　　　　　
图　8-193

【变式2】　如图8-193所示,在四棱锥P-ABCD 中,侧面PAD⊥底面ABCD,侧棱PA

=PD= 2,底面ABCD 为直角梯形,其中BC∥AD,AB⊥AD,AD=2AB=

2BC=2,O 为AD 中点,线段AD 上是否存在点Q,到平面PCD 的距离为 3
2

?

若存在,求出AQ
QD

的值;若不存在,请说明理由.



　　　　新课标高考数学题型全归纳

·64　　　 ·

心得体会

第七节　空间角与距离

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.掌握各种角的定义,弄清异面直线所成的角与两直线所成角、二面角与二平面角的

平面角、直线与平面所成的角和斜线与平面所成角、二面角与两平面所成的角的联

系与区别,弄清它们各自的取值范围.
2.细心体会求空间角的转化和数形结合思想,熟练掌握平移、射影等方法.
3.灵活运用向量方法与综合方法,从不同角度解决立体几何中角的问题.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　异面直线所成的角、线面角、二面角是高考中考查的热点.解答与空间角有关的

问题时既可用传统法,又可用向量法.在新课程标准下,对立体几何的基本理论知识

要求有所降低,因此应用向量这一工具解题更为重要,特别是要熟练掌握利用空间图

形的特殊性,构造适当的空间直角坐标系解决问题的方法,并能灵活应用.
空间角是立体几何中的一个重要概念,它是空间图形的一个突出的量化指标,是

空间图形位置关系的具体体现,故以高频的姿态出现在历届高考试题中,在选择题、
填空题及解答题中均有出现.

知识点精讲

一、空间角的定义和范围

(1)两条异面直线所成角θ的范围是0°<θ≤90°,当θ=90°时,这两条异面直线互相

垂直.
(2)斜线AO 与它在平面α内的射影AB 所成的角θ叫作直线与平面所成的角.
平面的斜线和平面所成的角,是这条斜线和这个平面内的任一直线所成角中最小的

角,如果直线和平面垂直,那么直线与平面所成的角为90°;如果直线和平面平行或直线

在平面内,那么就说直线和平面所成的角为0°.直线和平面所成的角的范围为 0°,90°[ ];
斜线和平面所成的角的范围为 0°,90°( ).

(3)从一条直线出发的两个半平面所组成的角叫作二面角,这条直线叫作二面角的

棱,这两个半平面叫作二面角的面,棱为l,两个面分别为α,β的二面角记为α-l-β,二面

角的范围是 0,π[ ].
(4)一个平面垂直于二面角的公共棱l,且与两个半平面的交线分别是射线OA,OB,

则∠AOB 叫作二面角的平面角,平面角是直角的二面角叫直二面角,相交成直二面角的
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二、点到平面的距离定义

点到平面的距离即点到它在平面内的正射影的距离.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型119　空间角的计算

思路提示:求解空间角如异面直线所成的角、直线与平面所成的角、二面角的平面角

的大小,常用方法有:(1)定义法;(2)选点平移法;(3)垂线法;(4)垂面法;
(5)向量法.

一、异面直线所成的角

方法一:通过选点平移法将异面直线所成的角转化为共面相交的两直线的夹角来求

解,但要注意两条异面直线所成的角的范围是 0,π
2

æ

è ].
方法二:向量法.设两异面直线a和b的方向向量为a 和b,利用夹角余弦公式可求

得a与b的夹角大小α,且cosα= cos〈a,b〉= a·b
a b.

【例8.55】　(2010·全国Ⅰ文,9)直三棱柱ABC-A1B1C1 中,若∠BAC=90°,AB=AC
=AA1,则异面直线BA1 与AC1 所成的角等于(　　).
A.30° B.45° C.60° D.90°

图　8-194

【分析】　通过选点平移法将异面直线所成的角转化为相交直线的夹

角,在三角形中利用余弦定理来求解.
【解析】　如图8-194所示,连接AB1,设AB1∩A1B=O,过点O作OD

∥AC1 交B1C1 于点D,连接A1D,故∠A1OD(或其补角)
为异面直线A1B 与AC1 所成的角,设AB=AC=AA1=a,

则AC1= 2a,OD=1
2AC1= 2a

2
,OA1=

A1B
2 = 2a

2
,

A1D=1
2B1C1= 2a

2
,故△A1OD 为正三角形,∠A1OD=

60°,即异面直线BA1 与AC1 所成的角等于60°.故选C.
【变式1】　(2010·湖南文,18)如图8-195所示,在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,AB=

AD=1,AA1=2,M 是棱CC1 的中点.求异面直线A1M 和C1D1 所成的角的

正切值.

【变式2】　(2007·北京文,17)如图8-196所示,在Rt△AOB中,∠OAB=π
6

,斜边AB=

4,Rt△AOC可以通过Rt△AOB以直线AO为轴旋转得到,且二面角B-AO-C
是直二面角,点D 是AB的中点.求异面直线AO与CD 所成角的正切值.
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图　8-195 　　　　　　　 图　8-196
C C1

B

A A1

B1

H

图　8-197

【变式3】　(2011·天津理,17(1))如图8-197所示,在
三棱柱ABC-A1B1C1中,H 是正方形AA1

B1B 的中心,AA1=2 2,C1H⊥平面 AA1

B1B,C1H= 5,求异面直线AC 与A1B1所

成角的余弦值.
【例8.56】　(2009·福建理,17)如图8-198所示,四边

图　8-198

形ABCD 是边长为1的正方形,MD⊥平面ABCD,

NB⊥平面 ABCD,且 MD=NB=1,E 为BC 的中

点.求异面直线NE 与AM 所成角的余弦值.
【分析】　利用向量法求解异面直线所成的角.
【解析】　如图8-199所示,以D 为坐标原点,建立空间直角坐标

系D-xyz.依题意,得D 0,0,0( ),A 1,0,0( ),

M 0,0,1( ),C 0,1,0( ),B 1,1,0( ),N 1,1,1( ),

E 1
2

,1,0æ

è

ö

ø
.所以NE→= -1

2
,0,-1æ

è

ö

ø
,AM→= -1,0,1( ).

因为cos〈NE→,AM→〉= NE→·AM→

NE→ AM→
=

-1
2

5
2× 2

=- 10
10

,

所以异面直线NE与AM 所成角的余弦值为 10
10.

图　8-199

　　　
图　8-200

【变式1】　(2009·广东理,18)如图8-200所示,已知正方体ABCD-A1B1C1D1,点E 是

正方形BCC1B1 的中心,点G 是棱AA1 的中点,设点E1,G1 分别是E,G 在平

面DCC1D1 内的正投影.求异面直线E1G1 与EA 所成角的正弦值.
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二、直线与平面所成的角

方法一:(垂线法)直线与平面所成的角就是直线与此直线在平面内的射影直线所成

的角.过直线上一点作出平面的垂线,得到垂足,而射影直线就通过斜足与垂足.因此作

出平面的垂线是必要的一步.
方法二:(向量法)直线与平面所成的角为直线的方向向量与平面的法向量所成的锐

图　8-201

角的余角.
如图8-201所示,设直线l的方向向量为l1,平面α的法向量为

n,直线l和平面α所成的角为θ,则〈l1,n〉+θ=π
2

,或〈l1,n〉-θ=π
2

,

因为θ的取值范围是 0,π
2[ ],所以sinθ= cos〈l1,n〉= l1·n

l1 n.

方法三:(点面距法)利用相关方法求出直线上一点到平面的距

离d,再求出此点与斜足间的距离l,设直线l和平面α所成的角为θ,则sinθ=d
l.

图　8-202

【例8.57】　(2010·四川理,15)如图8-202所示,二面角α-l-β
的大小是60°,线段 AB⊂α,B∈l,AB 与l 所成角为

30°,则AB 与平面β所成的角的正弦值是　　　　.
【分析】　作出直线AB 在平面β内的射影,射影与AB 所成的角即

为AB 与平面所成的角,再求其正弦值.

图　8-203

【解析】　如图8-203所示,过点A 作AH⊥β于点H,过点 H 作

GH⊥l于点G,连接 AG,由三垂线定理得l⊥AG,故

∠AGH 为二面角α-l-β的平面角,得∠AGH=60°,不

妨设AG=2,则AH= 3,HG=1,又AB 与l所成的角

为30°,故AB= 2
sin30°=4,在 Rt△ABH 中,sin∠ABH

=AH
AB= 3

4
,故AB 与平面β所成的角的正弦值是 3

4.

【变式1】　(2008·上海理,16)如图8-204所示,在棱长为2的正方体ABCD-A1B1C1D1

中,点E是BC1 的中点.求直线DE与平面ABCD 所成角的正切值.
【变式2】　如图8-205所示,在三棱锥V-ABC 中,VC⊥底面ABC,AC⊥BC,点D 是

AB 的中点,且AC=BC=a,∠VDC=θ0<θ<π
2

æ

è

ö

ø
. 当θ变化时,求直线BC

与平面VAB 所成角的取值范围.

图　8-204 　　　　　　　 图　8-205
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心得体会 【变式3】　(2007·北京理,16)如图8-206所示,在 Rt△AOB 中,∠OAB=π
6

,斜边

AB=4.Rt△AOC可以通过Rt△AOB 以直线AO 为轴旋转得到,且二面角B
-AO-C 是直二面角,动点D 在斜边AB 上,求CD 与平面AOB 所成角正

切的最大值.
【变式4】　(2009·全国Ⅱ理)如图8-207所示,直三棱柱ABC-A1B1C1 中,AB⊥AC,

D,E 分别为AA1,B1C的中点,DE⊥平面BCC1B. 设二面角A-BD-C 为

60°,求B1C与平面BCD 所成角的大小.

图　8-206 　　　　　　　 图　8-207

三、二面角的平面角

求二面角的平面角的方法有:①根据定义,即在公共棱上取一点分别在两个半平面

内作棱的垂线,两条垂线所组成的角即为二面角的平面角;②利用三垂线定理及其逆定

理;③当二面角由两个等腰三角形构成时,利用底边的两条中线;④求正棱锥侧面夹角时

利用全等三角形;⑤在直棱柱中求截面与底面夹角时,用二面角的面积射影定理S射 =S斜

cosθ ,其中θ为二面角的大小;⑥利用空间向量求解二面角,转化为两平面的法向量夹

角,公共棱不明显的二面角常用此法来求,但应注意法向量n1,n2 的夹角与二面角θ的大

小是相等或互补的.

图　8-208

【例8.58】　(2008·湖北理,18)如图8-208所示,在直三棱柱ABC
-A1B1C1 中,平面 A1BC⊥侧面 A1ABB1. 若直线 AC
与平面A1BC所成的角为θ,二面角A1-BC-A 的大小

为φ,试判断θ与φ 的大小关系,并予以证明.
【分析】　利用定义找出线面角与二面角,并比较其大小.

图　8-209

【解析】　如图8-209所示,过A 在平面A1ABB1 内作AD⊥A1B 于点

D,则由平面 A1BC⊥侧面 A1ABB1,且平面 A1BC∩侧面

A1ABB1=A1B,得AD⊥平面A1BC,连接CD,则知∠ACD
是直 线 AC 与 平 面 A1BC 所 成 的 角,即 ∠ACD =θ,由

BC⊥AA1,BC⊥AD,AA1 ∩AD =A,AA1,AD ⊂ 平 面

A1AB,得BC⊥平面 A1AB,故BC⊥A1B,BC⊥AB. 所以

∠ABA1 是二面角A1-BC-A 的平面角,即∠ABA1=φ,于

是在Rt△ADC中,sinθ=AD
AC

,在Rt△ADB中,sinφ=AD
AB. 不

难知AB<AC,因此sinθ<sinφ,又0<θ,φ<π
2

,所以θ<φ.
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图　8-210

【变式1】　(2009· 湖 北 理,18)如图 8-210 所示,四棱锥S-
ABCD 的底面是正方形,SD⊥平面ABCD,SD=2a,

AD= 2a a>0( ). 点 E 是SD 上的点,且 DE=λa
0<λ≤2( ).
设二面角C-AE-D 的大小为θ,直线BE 与平面

ABCD 所成的角为φ.若tanθ·tanφ=1,求λ的值.
【变式2】　(2006·全国Ⅱ理,19)如图8-211所示,在直三棱柱

ABC-A1B1C1 中,AB=BC,D,E 分别为BB1,AC1 的中点,设AA1=AC= 2
AB.求二面角A1-AD-C1 的大小.

【变式3】　(2010·湖北理,18)如图8-212所示,在四面体OABC中,OC⊥OA,OC⊥OB,

∠AOB=120°,且OA=OB=OC=1.求二面角O-AC-B的平面角的余弦值.

图　8-211 　　　　　　　 图　8-212
【变式4】　如图8-213所示,已知四棱锥P-ABCD,底面ABCD 是菱形,∠DAB=60°,

PD⊥平面ABCD,PD=AD,点E 为AB 的中点,点F 为PD 的中点.
求二面角P-AB-F 的余弦值.

【变式5】　(2010·北京理,16)如图8-214所示,正方形ABCD 和四边形ACEF 所在的

平面互相垂直,CE⊥AC,EF∥AC,AB= 2,CE=EF=1.求二面角A-BE-
D 的大小.

图　8-213 　　　　　　　 图　8-214

图　8-215

【变式6】　(2010·广东理,18)如图8-215所示,AEC■■——
是半径为a 的

半圆,AC为直径,点E 为AC︵的中点,点B 和点C 为线段

AD 的三等分点,平面AEC 外一点F 满足FB=FD=

5a,FE= 6a,点Q,R 分别为线段FE,FB 上的点,使得

FQ=2
3FE,FR=2

3FB,求平面BED 与平面RQD 所成

二面角的正弦值.
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图　8-216

【例8.59】　(2010·天津理,19)如图8-216所示,在长方体ABCD
-A1B1C1D1 中,E,F 分别是BC,CC1 上的点,CF=AB
=2CE,AB∶AD∶AA1=1∶2∶4,求二面角A1-ED
-F 的正弦值.

【解析】　如图8-217所示,连接AC,设AC∩DE=N,因为CD
BC=EC

CD

=1
2

,所以Rt△DCE∽Rt△CBA,从而∠CDE=∠BCA,

又由于∠CDE+∠CED=90°,所以∠BCA+∠CED=90°,
故AC⊥DE,又DE⊥CF,AC∩CF=C,
则DE⊥平面CFN,得DE⊥FN,同理得DE⊥A1N,

图　8-217

故∠A1NF 为二面角A1-DE-F 的平面角,

易知Rt△CNE∽Rt△CBA,所以CN
BC=EC

AC
,又AC= 5,所

以CN= 5
5

,在 Rt△CNF 中,NF= CF2+CN2 = 30
5

,

在Rt△A1AN 中,A1N = AN2+ AA2
1 = 4 30

5
,连接

A1C1,A1F,在 Rt△A1C1F 中,A1F = A1C2
1+C1F2 =

14,在△A1NF 中,cos∠A1NF=A1N2+FN2-A1F2

2A1N·FN =

2
3

,所以sin∠A1NF= 5
3

,所以二面角A1-ED-F 的正弦值为 5
3.

【变式1】　(2010·全国Ⅰ理,19)如图8-218所示,四棱锥S-ABCD 中,SD⊥平面

ABCD,AB∥DC,AD⊥DC,AB=AD=1,DC=SD=2,E 为棱SB 上的一

点,平面EDC⊥平面SBC,求二面角A-DE-C的大小.
【变式2】　(2011·湖北理,18(2))如图8-219所示,已知正三棱柱ABC-A1B1C1的各棱

长都是4,E 是BC 的中点,动点F 在侧棱CC1 上,且不与点C重合,设二面角

C-AF-E 的大小为θ,求tanθ的最小值.

图　8-218

　　　

A1 C1

B1

A C

F

E
B

图　8-219

　　　

P

A O

C

D

B

图　8-220

【变式3】　(2011·浙江理,20(2))如图8-220所示,在三棱锥P-ABC 中,AB=AC,D
为BC 的中点,PO⊥平面ABC,垂足O 落在线段AD 上.若BC=8,PO=4,

AO=3,OD=2,求二面角B-AP-C的大小.
【例8.60】　(2008·山东理,20)如图8-221所示,已知四棱锥P-ABCD,底面ABCD 是
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中点.求二面角E-AF-C 的余弦值.
【分析】　利用空间向量法求解二面角的平面角.

图　8-221

　　　　
图　8-222

【解析】　由AE,AD,AP 两两垂直,以A 为坐标原点,建立如图8-222所示的空间直角

坐标系A-xyz.又E,F 分别是BC,PC 的中点,所以A 0,0,0( ),C 3,1,0( ),

P 0,0,2( ),E 3,0,0( ),F 3
2

,1
2

,1
æ

è

ö

ø
.所以AE→= 3,0,0( ),AF→= 3

2
,1
2

,1
æ

è

ö

ø
,

AC→=(3,1,0).设平面 AEF 的法向量m=(x1,y1,z2),则
m·AE→=0

m·AF→=0{ ,即

3x1=0

3
2x1+1

2y1+z1=0

ì

î

í ,取z1=-1,则y=2.所以m= 0,2,-1( ),设平面AFC

的法向量n=(x2,y2,z2),则
n·AF→=0

n·AC→=0{ ,即
3
2x2+1

2y2+z2=0

3x2+y2=0

ì

î

í ,取x2=

-1,则y2= 3,z2=0,所以n=(-1,3,0)设二面角E-AF-C的大小为θ,则

cosθ=cos〈m,n〉= m·n
|m||n|= 23

5×2
= 5

5.所以所求二面角的余弦值为 15
5 .

【变式1】　(2011·课标全国理,18(2))如图8-223所示,四棱锥P-ABCD 中,底面

ABCD为平行四边形,∠DAB=60°,AB=2AD,PD⊥底面ABCD.若PD=
AD,求二面角A-PB-C的余弦值.

P

A

D

B

C

图　8-223

　　　　

P

A D

B C

图　8-224

【变式2】　(2011·北京理,16(3))如图8-224所示,在四棱锥P-ABCD 中,PA⊥平面
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垂直时,求PA 的长.

【变式3】　(2011·辽宁理,18(2))如图8-225所示,四边形ABCD 为正方形,PD⊥平面

ABCD,PD∥QA,QA=AB=1
2PD.求二面角Q-BP-C的余弦值.

【变式4】　(2011·山东理,19(2))在如图8-226所示的几何体中,四边形ABCD 为平行

四边形,∠ACB=90°,EA⊥平面ABCD,EF∥AB,FG∥BC,EG∥AC,AB=
2EF.若AC=BC=2AE,求二面角A-BF-C的大小.

C

B

A Q

D
P

图　8-225

　　　

A D

F G

E

C
B

图　8-226
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈题型120　点到平面距离的计算

思路提示:求解点到平面的距离,常用方法有:(1)直接法;(2)转化法;(3)向量法.

　　(1)定义法.作出点到平面的垂线,垂线段的长度就是点到平面的距离.
(2)转化法.利用等体积法或者线面平行的位置关系,将点A 到平面α的距离转化为

与其相关的点B 到平面α的距离.
(3)向量法.点P 为平面α外一点,点Q 为平面α上任一点,n为平面α 的法向量,点

P 到平面α的距离d=|PQ→·n|
|n| .

图　8-227

【例8.61】　如图8-227所示,在三棱锥P-ABC 中,AC=BC=2,

∠ACB=90°,AP=BP=AB,PC⊥AC. 求点C 到平面

APB 的距离.
【分析】　利用定义法直接作出点C到平面APB 的距离.
【解析】　如图8-228所示,取 AB 的中点D,连接CD,PD. 因为

AP=BP,所以 PD⊥AB. 又因为 AC=BC,所以 CD⊥

图　8-228

AB.又PD∩CD=D,所以AB⊥平面PCD,AB⊂平面

APB,所以平面PAB⊥平面PCD. 过C 作CH⊥PD,垂
足为 H.因为平面PAB∩平面PCD=PD,所以CH⊥平

面APB.所以CH 的长即为点C 到平面APB 的距离.由

AB⊥平面PCD,PC⊂平面PCD,所以PC⊥AB,又PC
⊥AC,AC∩AB=A,故 PC⊥平面 ABC,又CD⊂平面

ABC,所以PC⊥CD. 在 Rt△PCD 中,CD=1
2AB= 2,
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PD= 3

2PB= 6,所以PC= PD2-CD2 =2.所以CH=PC·CD
PD =2 3

3
,

所以点C到平面APB 的距离为2 3
3.

【评注】　这里直接作出点C 到平面APB 的垂线CH(H 为垂足),CH 的长即为所求的

点面距离.
【变式1】　如图8-229所示,在四棱锥O-ABCD 中,底面ABCD 是边长为1的菱形,

∠ABC=π
4

,OA⊥底面ABCD,OA=2.求点B 到平面OCD 的距离.

【变式2】　如图8-230所示,四棱锥P-ABCD 中,底面ABCD 为矩形,PA⊥底面ABCD,

PA=AB= 6,求直线AD 与平面PBC 的距离.

图　8-229 　　　　　　　 图　8-230

图　8-231

【例8.62】　如图8-231所示,正三棱柱ABC-A1B1C1

的所有棱长都为2,D 为CC1 的中点.求点C
到平面A1BD 的距离.

【分析】　利用等体积转化法求点 C 到平面A1BD 的

距离.
【解析】　在△A1BD 中,BD=A1D= 5,A1B=2 2,

S△A1BD= 6,S△BCD =1. 在三棱柱中,A1 到平

面BCC1B1 的距离为 3,设点C到平面A1BD 的距离为d.

由VA1-BCD=VC-A1BD
,得1

3S△BCD· 3=1
3S△A1BD

·d,所以d= 3S△BCD

S△A1BD
= 2

2.

所以点C到平面A1BD 的距离为 2
2.

【评注】　本题利用了等体积法转化,该方法是求解点到平面距离的重要方法.
【变式1】　(2010·江苏,16)如图8-232所示,在四棱锥P-ABCD 中,PD⊥平面ABCD,

PD=DC=BC=1,AB=2,AB∥DC,∠BCD=90°,求点A到平面PBC的距离.

图　8-232 　　　　　　　 图　8-233
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平面BCD,AB⊥平面BCD,AB=2 3,求点A 到平面MBC 的距离.
【例8.63】　如图8-234所示,在直三棱柱ABC-A1B1C1 中,底面是等腰直角三角形,且

AC=2,∠ACB=90°,侧棱AA1=2,D,E 分别是CC1 与A1B 的中点.
求点A1 到平面AED 的距离.

图　8-234 　　　　　 图　8-235
【分析】　利用向量法求解点到平面的距离.
【解析】　以点C为坐标原点,建立空间直角坐标系C-xyz.

如图8-235所示,A 2,0,0( ) ,B 0,2,0( ),D 0,0,1( ),E 1,1,1( ),A1 2,0,2( ).

所以DA→=(2,0,-1),DE→=(1,1,0).设平面AED 的法向量为n= x,y,z( ),由

n⊥DA→,n⊥DE→,得 2x-z=0
x+y=0{ ,令x=1,得

x=1
y=-1
z=2

ì

î

í ,所以n= 1,-1,2( ),又

DA1
→= 2,0,1( ),所以点A1 到平面AED 的距离为d= DA1

→·n
n =4

6
=2 6

3.

【变式1】　(2011·上海理,21(2))如图8-236所示,已知ABCD-A1B1C1D1是底面边长

为1的正四棱柱,O1为A1C1与B1D1的交点.若点C 到平面AB1D1的距离为

4
3

,求正四棱柱ABCD-A1B1C1D1的高.

【变式2】　(2011·福建理,20(2))如图8-237所示,四棱锥P-ABCD 中,PA⊥底面

ABCD,四边形ABCD 中,AB⊥AD,AB+AD=4,CD= 2,∠CDA=45°,AB
=AP.
(1)若直线PB 与平面PCD 所成的角为30°,求线段AB 的长;
(2)在线段AD 上是否存在一个点G,使得点G 到点P,B,C,D 的距离都相

等? 说明理由.
A D

B C

A1

B1

D1

C1

O1

图　8-236

　　　　

P

DA

B C

图　8-237
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第一节　直线的方程

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.在平面直角坐标系中,结合具体图形,确定直线位置的几何要素.

2.理解直线的倾斜角和斜率的概念,掌握两点的直线斜率的计算公式.
3.掌握确定直线位置的几何要素,掌握直线方程的几种形式(点斜式、两点式及一般

式),了解斜截式与一次函数的关系.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　(1)从内容上看,主要考查直线方程的基本概念、倾斜角和斜率.

(2)从考查形式上看,以选择和填空题为主,鲜有解答题.
(3)从考查能力上看,侧重对基本知识和技能的考查,考生一定要体会数学思想

与方法,提高综合解题能力.
(4)从近几年高考情况来看,预测2012年高考本专题会主要考查以下内容:

①根据条件确定直线方程.
②考查直线性质,如倾斜角与斜率关系、方程与充要条件等.

知识点精讲

一、基本概念

如果以一个方程的解为坐标的点都在某条直线上,且这条直线上点的坐标都是这个

方程的解,那么这个方程叫这条直线的方程,这条直线叫这个方程的直线.
我们把直线y=kx+b中x 的系数k(k∈R)叫作这条直线的斜率.垂直于x轴的直

线,其斜率不存在.x轴正方向与直线向上的方向所成的角叫这条直线的倾斜角.倾斜

角α∈[0,π),规定与x轴平行或重合的直线的倾斜角为零度角,倾斜角不是π
2

的直线的

倾斜角的正切值叫该直线的斜率,常用k表示,即k=tanα.
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二、基本公式

1.P1(x1,y1),P2(x2,y2)两点间的距离公式

|P1P2|= (x1-x2)2+(y1-y2)2.

2.斜率公式

k=y2-y1

x2-x1
=tanαx1≠x2,α≠π

2
æ

è

ö

ø
.

3.直线方程的几种形式

(1)点斜式:直线的斜率k存在y-y0=k(x-x0):①当k=0时,y=y0;②当k不存

在时,x=x0.
(2)斜截式:直线的斜率k存在,且过点(0,b),y=kx+b.

(3)两点式:y-y1

y2-y1
=x-x1

x2-x1
,不能表示垂直于坐标轴(包含x轴和y 轴)的直线.

注 (x2-x1)(y-y1)=(x-x1)(y2-y1)可表示经过两点P(x1,y1),Q(x2,y2)的所

有直线.

(4)截距式:x
a+y

b =1,不能表示垂直于坐标轴及过原点的直线.

(5)一般式:Ax+By+C=0(A2+B2≠0),能表示平面上任何一条直线.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型121　倾斜角与斜率的计算

思路提示:正确理解倾斜角的定义,明确倾斜角的取值范围,熟记斜率公式k=y2-y1

x2-x1
,

根据该公式求出经过两点的直线的斜率.当x1=x2,y1≠y2 时,直线的斜

率不存在,此时的倾斜角为90°.
求斜率可用k=tanα(α≠90°),其中α为倾斜角,由此可见倾斜角与斜率相

互联系,不可分割.牢记“斜率变化分两段,90°是分界,遇到斜率要谨记,存
在与否要讨论”.

【例9.1】　(2010·山东青岛)设直线l与x 轴的交点是P,且倾斜角是α,若将此直线绕

点P 按逆时针方向旋转45°,得到直线的倾斜角为α+45°,则(　　).
A.0°≤α≤180° B.0°≤α<135° C.0°<α≤135° D.0°<α<135°

【解析】　解答本题应紧扣直线的倾斜角的取值范围,还要注意与x轴相交的直线的倾斜

角不能为0°,所以有
0°<α<180°
0°≤α+45°<180°{ ,即0°<α<135°.故选D.

【评注】　本题考查直线倾斜角的概念及范围问题,本题中将0°<α<180°错认为0°≤α<
180°是考生失分的主要原因.

【例9.2】　(2008·山东济南)已知直线l的倾斜角为α,且0°≤α<135°,则直线l的斜率
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A.[0,+∞) B.(-∞,+∞)

C.[1,+∞) D.(-∞,-1)∪[0,+∞)
【解析】　由k=tanα(0≤α<135°),

当0°≤α<90°时,k=tanα≥0;
当α=90°时,斜率不存在;
当90°<α<135°时,k=tanα<-1.
所以直线l的斜率k的取值范围是(-∞,-1)∪[0,+∞).故选D.

【变式1】　若直线l1,l2 的倾斜角分别为α1,α2,则下列四个命题中正确的是(　　).
A.若α1<α2,则两直线的斜率k1<k2

B. 若α1=α2,则两直线的斜率k1=k2

C. 若两直线的斜率k1<k2,则α1<α2

D. 若两直线的斜率k1=k2,则α1=α2

【例9.3】　若直线l的斜率k的变化范围是[-1,3],则其倾斜角的变化范围是(　　).

A. -π
4+kπ,π

3+kπ[ ](k∈Z) B. -π
4

,π
3[ ]

C. -π
3

,-3π
4[ ] D. 0,π

3[ ]∪ 3π
4

,π[ ö

ø

【分析】　斜率的取值范围有正有负的情况,要注意分段.如本题需把k∈[-1,3]分为k

∈[-1,0)和k∈[0,3]两段.

【解析】　当-1≤k<0时,倾斜角的范围是 3π
4

,π[ ö

ø
;当0≤k≤ 3时,倾斜角的范围是

0,π
3[ ].故所求倾斜角的范围是 0,π

3[ ]∪ 3π
4

,π[ ö

ø
.故选D.

【评注】　(1)研究斜率的变化要与倾斜角的变化结合起来考虑,因为倾斜角的范围是[0,

π),该范围不是正切函数的单调区间,往往要分段,即分为 0,π
2[ ö

ø
和 π

2
,πæ

è

ö

ø
讨

论解决.相对应的,对斜率多分成k≥0及k<0两段来讨论.

图　9-1

(2)沟通直线斜率与倾斜角关系的工具是正切函数y=tanα

在区间 0,π
2[ ö

ø
∪ π

2
,πæ

è

ö

ø
上的图像.通过此图像(如图9-1

所示)能很好地理解斜率的变化与倾斜角变化的联系.当k

=tanα∈[-1,3]时,易见对应的倾斜角的取值范围是α∈

0,π
3[ ]∪ 3π

4
,π[ ö

ø
.

(3)由斜率范围确定倾斜角的范围,求解时要注意:

①斜率不存在时,倾斜角为π
2

;②熟记倾斜角的取值范围是

[0,π);③由斜率k的范围求倾斜角的范围时,利用数形结合法(结合正切函数y
=tanx在区间[0,π)上的图像,有利于问题的求解.

【变式1】　(2007·东莞)直线l经过A(2,1),B(1,m2)两点(m∈R),那么直线l的倾斜
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A.[0,π) B. 0,π
4[ ö

ø
∪ π

2
,π[ ö

ø

C. 0,π
4[ ] D. 0,π

4[ ]∪ π
2

,πæ

è

ö

ø

【变式2】　(2010·山东潍坊)直线xcosα+ 3y+2=0的倾斜角的范围是(　　).

A. π
6

,π
2[ ö

ø
∪ π

2
,5π
6

æ

è ] B. 0,π
6[ ]∪ 5π

6
,πæ

è

ö

ø

C. 0,5π
6[ ] D. π

6
,5π
6[ ]

【例9.4】　已知直线l过P(-1,2),且与以A(-2,-3),B(3,0)为端点的线段AB 相

交,求直线l的斜率k的取值范围.
【分析】　本题为“由直线区域求直线斜率范围”求解步骤.①作出直线区域图;②求出区

域边界区域k1,k2;③按逆时针方向旋转得到k1→k2;④若k2>k1,直接写k∈
[k1,k2](或开区间),k2<k1 过无穷,k∈(-∞,k2]∪[k1,+∞).

【解析】　解法一:如图9-2所示,kPA=5,kPB=-1
2.

图　9-2

因为过点P(-1,2)且与x轴垂直的直线PC 与线段AB 相交,但此时直线l斜

率不存在,当直线PA 绕点P 逆时针旋转到PC 的过程中,l斜率始终为正,且
逐渐增大,所以此时l斜率的范围是[5,+∞);
当直线l由PC(不包括PC)逆时针旋转至PB的过程中,l斜率始终为负值,且逐渐变大,

范围是 -∞,-1
2

æ

è ].故所求直线l的斜率k的取值范围是 -∞,-1
2

æ

è ]∪[5,+∞).

解法二:本题也可以用线性规划的知识来解决,设直线l的方程为y=k(x+1)

+2,即kx-y+k+2=0,要使l与线段AB 有交点,只需A,B 落在直线l的两

侧或直线l上,则应满足[k·(-2)-(-3)+k+2]·(k·3+k+2)≤0,得k≥

5或k≤-1
2.

解法三:设过点P(-1,2)的直线l的斜率为k,则直线方程可设为y=k(x+1)+2,

线段AB的方程为3x-5y-9=0(-2≤x≤3),由 3x-5y-9=0
y=k(x+1)+2{ ⇒

x=f(k)

y=g(k){ ,由

-2≤f(k)≤3⇒k∈ -∞,-1
2

æ

è ]∪[5,+∞)

【评注】　本题主要用了数形结合的方法.另外,直线斜率的绝对值越大,直线就越“陡”
(即越靠近于y轴),这一规律在判断直线的倾斜程度上应用较广.
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AB 相交,则直线l的斜率k的取值范围是　　　　.
【变式2】　(2010·北京丰台)已知线段PQ 两端点的坐标分别为(-1,1),(2,2),若直线

l:x+my+m=0与线段PQ 有交点,求实数m 的范围.

【变式3】　(2009·浙江宁波)已知实数x,y满足y=x2-2x+2(-1≤x≤1),试求y+3
x+2

的最大值与最小值.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈题型122　直线的方程

思路提示:要重点掌握直线方程的特征值(主要指斜率、截距)等问题;熟练地掌握和

应用直线方程的几种形式,尤其是点斜式、斜截式和一般式.

【例9.5】　求下列直线方程:
(1)直线l1:过点(2,1),k=-2;
(2)直线l2:过点(-2,1)和点(3,-3);

(3)直线l3:过点(0,1),斜率为-1
2.

【分析】　已知点的坐标和斜率用点斜式,已知两点的坐标用两点式,已知在y轴上的截

距和斜率用截距式,最后结果都得化成直线的一般式.
【解析】　(1)由直线的点斜式方程得y-1=-2(x-2),整理得l1 的方程为2x+y-5=0.

(2)由直线的两点式方程得y-1
-3-1=x-(-2)

3-(-2),整理得l2 的方程为4x+5y+3=0.

(3)由直线的斜截式方程得y=-1
2x+1,整理得l3 的方程为x+2y-2=0.

【变式1】　已知两直线l1:a1x+b1y+7=0,l2:a2x+b2y+7=0都经过点(3,5),则经过

点(a1,b1),(a2,b2)的直线方程是　　　　.
【变式2】　(2011·安徽理,15)在平面直角坐标系中,如果x 与y 都是整数,就称点(x,

y)为整点.题中正确的是　　　　(写出所有正确命题的编号).
①存在这样的直线,既不与坐标轴平行又不经过任何整点;

②如果k与b都是无理数,则直线y=kx+b不经过任何整点;

③直线l经过无穷多个整点,当且仅当l经过两个不同的整点;

④直线y=kx+b经过无穷多个整点的充分必要条件是:k与b都是有理数;

⑤存在恰经过一个整点的直线.
【例9.6】　直线l经过点P(-5,-4),且与两坐标轴围成的三角形面积为5,求直线l的

方程.

【解析】　设直线l的方程为x
a+y

b =1,因为直线l过点P(-5,-4),

所以-5
a +-4

b =1,即4a+5b=-ab,由已知有1
2|a||b|=5,

即|ab|=10,解方程组
4a+5b=-ab
|ab|=10{ ,得 a=-5

2
b=4
{ 或

a=5
b=-2{ .
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故所求直线l的方程为:x

-5
2

+y
4=1或x

5+ y
-2=1.

即8x-5y+20=0或2x-5y-10=0.

【变式1】　(2006·北京理,11)若三点A(2,2),B(a,0),C(0,b)(ab≠0)共线,则1
a+1

b
的值等于　　　　.

图　9-3

【变式2】　(2008·江苏,9)如图9-3所示,在平面直角坐标系xOy中,
设△ABC的顶点为A(0,a),B(b,0),C(c,0).点P(0,p)为
线段AO 上的一点(异于端点),这里a,b,c,p 为非零常数.
设直线BP,CP 分别与边AC,AB 交于点E,F.某同学已正

确求得直线OE 的方程为 1
b-1

c
æ

è

ö

ø
x+ 1

p-1
a

æ

è

ö

ø
y=0,请完

成直线OF 的方程:(　　　　)x+ 1
p-1

a
æ

è

ö

ø
y=0.

【变式3】　过点P(2,1)作直线l分别与x,y轴正半轴交于A,B 两点.
(1)当△AOB 面积最小时,求直线l的方程;
(2)当|OA|+|OB|取最小值时,求直线l的方程;
(3)当|PA||PB|取最小值时,求直线l的方程.

图　9-4

【变式4】　已知直线l过点P(3,2),且与x轴y 轴的正半轴分别交于

A,B 两点,如图9-4所示,求△ABO 面积的最小值及此时

直线l的方程.
【例9.7】　一条直线l被两条直线l1:4x+y+6=0和l2:3x-5y-6

=0截得的线段中点M 恰好是坐标原点,求直线l的方程.
【解析】　解法一:已知点O(0,0),故可以考虑使用点斜式方程.通过

两次联立方程,分别求出直线l与4x+y+6=0和3x-5y
-6=0的两个交点坐标.然后利用中点坐标公式求得k的值.当l斜率存在

时,设直线l的方程为y=kx,

由
y=kx
4x+y+6=0{ 　得

x= -6
k+4

y=-6k
k+4

ì

î

í ,由 y=kx
3x-5y-6=0{ 　得

x= 6
3-5k

y= 6k
3-5k

ì

î

í ,

其交点的中点坐标为
-6

k+4+ 6
3-5k

2
,
-6k
k+4+ 6k

3-5k
2

æ

è

ö

ø

.

据题意知 -6
k+4+ 6

3-5k=0,得k=-1
6.

故所求直线的方程为y=-1
6x.

当直线l斜率不存在时,则l:x=0与l1,l2 交点分别为(0,-6),0,-6
5

æ

è

ö

ø
,其

中点坐标为 0,-18
5

æ

è

ö

ø
,不为原点,不满足题意.
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个点的坐标,从而可得直线l方程.因为两个交点的线段中点为原点,故设直线

l与l1:4x+y+6=0的交点为 A(a,b),则与l2:3x-5y-6=0的交点为

B(-a,-b),因为A(a,b)在直线l1:4x+y+6=0上,B(-a,-b)在直线l2:3x

-5y-6=0上,故有
4a+b+6=0
3(-a)-5(-b)-6=0{ 　⇒

a=36
13

b=-6
13

ì

î

í .

所以直线通过点A 36
13

,-6
13

æ

è

ö

ø
和点O(0,0),易得直线l的方程为y=-1

6x.

【评注】　求直线方程最常用的方法是待定系数法,本题所求方程的直线过已知点M(0,

0),故设出直线方程的点斜式y=kx,由题中另一条件确定斜率,思路顺理成章.
但要注意讨论斜率是否存在,特别是能否把已知条件与相关知识联系变通再得

新的解法,如本题中的解法二.
确定直线方程基本可分为两类题型:一是根据题目条件确定点和斜率或确定两

点,进而套用直线方程的几种形式,此法可称为直接法;二是利用直线在题目中

具有的某些性质,先设出方程(含有参数或待定系数),再确定方程(即求出参数

值),此时对直线方程来讲可称为间接法.
因为确定一条直线需要两个独立的几何量,要么一个是点,一个为斜率,要么两

个都是点,所以在求直线方程时,要拿着“方程思想”去积极地从题设中获得未

知的几何量所应满足的方程或方程组,然后加以解决即可得解.
【变式1】　过点M(0,1)作直线,使它被两条直线l1:x-3y+10=0,l2:2x+y-8=0所

截的线段恰好被点M 平分,求此直线的方程.
【例9.8】　过点P(2,-1),在x轴和y 轴上的截距分别为a,b,且满足a=3b的直线方程

为　　　　.
【分析】　过点P(2,-1),且在x 轴和y 轴上的截距分别为a,b,注意讨论a,b为0的

情形.
【解析】　若a=b=0,此时直线过原点,设y=kx,又因过点P(2,-1),则直线方程为y=

-1
2x;若a=3b≠0,则设直线方程为x

a +y
b =1.又a=3b,故x

3b+y
b =1,又因

过点P(2,-1),则2
3b-1

b=1,得b=-1
3

,故直线方程为x+3y+1=0.故所求

的直线方程为y=-1
2x或x+3y+1=0.

【评注】　本题常见的求解错误是忽视截距为零的情况,即a=b=0,而直接设出截距式方

程.应注意截距为零,也即直线过原点的情形.直线在两坐标轴上截距相等的条

件是直线斜率为-1或其经过原点,往往容易忽视直线过坐标原点的情况.
【变式1】　直线l经过点(3,2),且在两坐标轴上的截距相等,求直线l的方程.
【变式2】　直线l经过点P(2,1),且在y轴上的截距是在x轴截距的2倍,求直线l的

方程.
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第二节　两条直线的位置关系

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈1.能根据两条直线的斜率判定这两条直线平行或垂直.

2.能用解方程组的方法求两条相交直线的交点坐标.
3.掌握两点间的距离公式,点到直线的距离公式,会求两平行直线间的距离.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　从内容上看,主要考查两直线平行、垂直的判定,点到直线的距离,两平行线间的

距离及对称等问题;从考查形式上看,以选择和填空题为主.
预测2012年高考中,两直线平行和垂直关系的判定与应用将是考查的热点,常

与充要条件相结合.另外,对称问题也常在高考试题中出现,备考时应多加注意.

知识点精讲

一、两条直线平行与垂直的判定

两条直线l1:y=k1x+b1,直线l2:y=k2x+b2(斜率存在),
直线l1:x=x1,直线l2:x=x2(斜率不存在)

l1∥l2⇔
k1=k2,b1≠b2

或x=x1,x=x2,x1≠x2
{ .l1⊥l2⇔

k1k2=-1
或k1,k2中一个为0,另一个不存在.{

二、三种距离

1.两点间的距离

平面上两点P1(x1,y1),P2(x2,y2)的距离公式为|P1P2|= (x1-x2)2+(y1-y2)2.

特别地,原点O(0,0)与任一点P(x,y)的距离|OP|= x2+y2.

2.点到直线的距离

点P0(x0,y0)到直线l:Ax+By+C=0的距离d=|Ax0+By0+C|
A2+B2

.特别地,若直线

为l:x=m,则点P0(x0,y0)到l的距离d=|m-x0|;若直线为l:y=n,则点P0(x0,y0)
到l的距离d=|n-y0|.
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已知l1,l2 是两条平行线,求l1,l2 间距离的方法:
(1)转化为其中一条直线上的特殊点到另一条直线的距离.

(2)设l1:Ax+By+C1=0,l2:Ax+By+C2=0,则l1 与l2 之间的距离d=|C1-C2|
A2+B2

.

注 两直线方程中,x,y前面对应系数要相等.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型123　两直线位置关系的判定

思路提示:一般地,设l1:A1x+B1y+C1=0(A1,B1 不全为0),

l2:A2x+B2y+C2=0(A2,B2 不全为0),则:
当A1B2-A2B1≠0时,直线l1,l2 相交;当A1B2=A2B1 时,直线l1,l2 平行

或重合,代回检验;当A1A2+B1B2=0时,直线l1,l2 垂直.向量的平行与垂

直类比记忆.

【例9.9】　(2007·天津文,3)“a=2”是“直线ax+2y=0平行于直线x+y=1”的(　　).
A.充分而不必要条件 B.必要而不充分条件

C.充要条件 D.既不充分也不必要条件

【解析】　由a=2得直线方程2x+2y=0,即直线x+y=0与x+y=1平行,反之,由直

线ax+2y=0平行于直线x+y=1,得a=2.故“a=2”是“直线ax+2y=0平

行于直线x+y=1”的充分必要条件.故选C.
【变式1】　(2009·西南师大附中第三次月考)“a=3”是“直线ax-2y-1=0与直线

6x-4y+c=0平行”的(　　).
A.充要条件 B.充分而不必要条件

C.必要而不充分条件 D.既不充分也不必要条件

【变式2】　(2005·北京文,3)“m=1
2

”是“直线(m+2)x+3my+1=0与直线(m-2)x+

(m+2)y-3=0相互垂直”的(　　).
A.充要条件 B.充分而不必要条件

C.必要而不充分条件 D.既不充分也不必要条件

【例9.10】　已知直线l1:ax+2y+6=0和直线l2:x+(a-1)y+a2-1=0.
(1)试判断l1 与l2 是否平行;
(2)当l1⊥l2 时,求a的值.

【解析】　(1)由A1B2-A2B1=0,得a(a-1)-1×2=0,a=-1或2.
当a=-1时,l1:x-2y-6=0,l2:x-2y=0,l1∥l2.
当a=2时,l1:x+y+3=0,l2:x+y+3=0,l1 与l2 重合,故舍去.
故当a=-1时,l1∥l2,否则l1 与l2 不平行.

(2)由l1⊥l2,得A1A2+B1B2=0,即a+2(a-1)=0,a=2
3.
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(1)l1∥l2;(2)l1 与l2 重合;(3)l1 与l2 相交;(4)l1 与l2 垂直.

【变式2】　(2011·浙江文,12)若直线x-2y+5=0与直线2x+my-6=0互相垂直,则
实数m=　　　　.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈题型124　有关距离的计算

思路提示:两点间的距离、点到直线的距离以及两平行直线间的距离的计算.

【例9.11】　(1)过点A(4,a)和B(5,b)的直线与直线y=x+m 平行,则两点间的距离

|AB|为　　　　;
(2)已知点P(4,1),则点P 到直线l:x-2y+3=0的距离为　　　　;

(3)已知点(a,2)到直线l:x-y+3=0的距离为 2,则a=　　　　.

【解析】　(1)由题意可知,kAB=b-a
5-4=b-a=1,故|AB|= (5-4)2+(b-a)2 = 2.

(2)由点到直线的距离公式,距离d=|4-2×1+3|
12+22

=5
5

= 5.

(3)由题意得d=|a-2+3|
12+12

=|a+1|
2

= 2⇒|a+1|=2,故a=1或a=-3.

【变式1】　点P 在直线3x+y-5=0上,且点P 到直线x-y-1=0的距离为 2,则点P
的坐标为(　　).
A.(1,2) B.(2,1)

C.(1,2)或(2,-1) D.(2,1)或(-1,2)
【例9.12】　 (2008· 广 东 广 州)已知点 (x0,y0)在ax+by=0(a,b 为常数)上,则

(x0-a)2+(y0-b)2 的最小值为　　　　.

【解析】　 (x0-a)2+(y0-b)2 可看作点(x0,y0)与点(a,b)的距离,而点(x0,y0)在直线

ax+by=0上,所以 (x0-a)2+(y0-b)2 的最小值为点(a,b)到直线ax+by

=0的距离|a·a+b·b|
a2+b2

= a2+b2.

【变式1】　(2008·海南三亚)点(1,cosθ)到直线xsinθ+ycosθ-1=0的距离为1
4

(0°≤

θ≤180°),那么θ等于(　　).
A.150° B.30°或150° C.30° D.30°或210°

【变式2】　(2010·北京海淀二模)已知直线l1:x+y+1=0,l2:x+y-1=0,则l1 与l2

之间的距离为(　　).

A.1 B. 2 C. 3 D.2
【变式3】　(2010·山东烟台)已知三直线l1:2x-y+a=0(a>0),直线l2:-4x+2y+1

=0和l3:x+y-1=0,且l1 与l2 的距离是75
10 .

(1)求a的值;
(2)能否找到一点P,使P 同时满足下列三个条件:①P 是第一象限的点;②点
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P 到l1 的距离是点P 到l2 的距离的1

2
;③点P 到l1 的距离与点P 到l3 的距

离之比是 2:5.若能,求点P 坐标;若不能,请说明理由.
【例9.13】　若直线l过点P(-1,2),且点A(2,3)和点B(-4,5)到直线l的距离相等,

求此直线l的方程.
【分析】　由几何知识“两个不同点A,B 到直线l的距离相等,等价于l∥AB或l过线段

AB 的中点”求解.
【解析】　由题意,点A,B 到直线l的距离相等,即等价于l∥AB 或l过AB 的中点.

(1)若l∥AB,则因kAB=-1
3

,又l过点P(-1,2),可得方程为x+3y-5=0.

(2)若l过AB 的中点,则因AB 的中点坐标为(-1,4),又l过点P(-1,2),所
以直线的斜率不存在,其方程为x=-1.
综上可知,所求直线l的方程为x=-1或x+3y-5=0.

【变式1】　求过点M(1,2),且与A(-1,2),B(3,0)两点距离相等的直线方程.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型125　对称问题

思路提示:(1)中心对称.
①若点 M(x1,y1)及 N(x2,y2)关于 P(a,b)对称,则由中点坐标公式

得
x2=2a-x1

y2=2b-y1
{ .

②直线l1 关于点P 的对称的直线方程,主要求解方法是:在已知直线上取

一点,利用中点坐标公式求出关于已知点对称的点坐标,再利用l1∥l2,由
点斜式得到所求直线l2 的方程.
(2)轴对称.
①点关于直线的对称.
方法一:两点P1(x1,y1),P2(x2,y2)的中点在直线l上,且P1P2 的直线斜

率与直线l的斜率乘积为-1.
方法二:先过P1(x1,y1)作垂直于直线l的直线l′交直线l于点M,利用点

M 为点P1(x1,y1)与P2(x2,y2)的中点,求解点P2 的坐标.
②直线关于直线的对称.
此类问题一般转化为关于直线的对称点来解决,若已知直线l1 与对称轴l
相交,则交点必在l1 对称的直线l2 上,然后再求出l1 上某一个已知点P1

关于对称轴l对称的点P2,那么经过交点及P2 的直线就是l2;若已知直线

l1 与对称轴l平行,则l到与l1 对称的直线和l1 到直线l的距离相等,由平

行直线系和两条平行线间的距离即可求出l1 的对称直线.

注 对于“点关于直线的对称”问题,利用方程组求解并不是一件容易的事情.建议采

用如下易于操作的步骤来求解:先由直线l:Ax+By+C=0的斜率k=-A
B

获得过点

P(x,y)和所求对称点Q(x1,y1)的直线的斜率kPQ=B
A

,又因直线PQ 过已知点P(x,y),
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PQ 的方程,得到线段PQ 中点的坐标M(m,n),则所求对称点Q(x1,y1)的坐标为(2m-
x,2n-y).

一类特殊的对称轴是其斜率为±1的情况,以对称轴y=x+m 为例,点P(x0,y0)的

对称点为Q(x1,y1),则有
x1=y0-m
y1=x0+m{ .我们可以这样理解:由y=x+m 可得

x=y-m
y=x+m{ ,

把P(x0,y0)的坐标x0,y0 分别代入方程右边,可得
x=y0-m
y=x0+m{ ,即 Q(x1,y1)的坐标

x1=y0-m
y1=x0+m{ .本过程也即把点P(x0,y0)的坐标代入到对称轴方程y=x+m 中,解出的

相应坐标即为所求对称点的坐标.我们不妨称这种方法为“一(反)解一代(入)法”,简称

“一解一代法”.
故有:曲线f(x,y)=0关于直线x+y+m=0的对称曲线的方程为f(-y-m,-x-m)

=0;曲线f(x,y)=0关于直线x-y+m=0的对称曲线的方程为f(y-m,x+m)=0.
记住这两个重要结论,对求解相关对称问题的选择和填空题有着得天独厚的优势.
【例9.14】　(1)点A(1,2)关于点B(3,4)对称的点的坐标为　　　　.

(2)点A(1,2)关于直线2x+y-3=0对称的点的坐标为　　　　.
(3)直线2x+y-3=0关于点A(1,2)对称的直线方程为(　　).
A.2x+y+5=0 B.2x+y-5=0
C.2x+y=0 D.2x+y-9=0
(4)直线2x+y-3=0关于直线x-y+1=0对称的直线方程为　　　　.

【解析】　(1)设对称点的坐标为(x,y),则x+1
2 =3,y+2

2 =4得x=5,y=6,故对称点的

坐标为(5,6).
(2)设点A 关于直线对称的点的坐标为(x,y),

则y-2
x-1=1

2
,x+1

2 ×2+y+2
2 -3=0,得x=1

5
,y=8

5.

则对称点的坐标为 1
5

,8
5

æ

è

ö

ø
.

(3)设直线2x+y-3=0上一点的坐标为(x0,y0),关于A(1,2)对称的点的坐

标为(2-x0,4-y0),则
x=2-x0

y=4-y0
{ ,得

x0=2-x
y0=4-y{ ,满足直线2x0+y0-3=0得

2(2-x)+(4-y)-3=0,即2x+y-5=0.故选B.
(4)因为对称轴直线的斜率为1,故利用“一解一代法”.设直线2x+y-3=0上

的点(x0,y0)关于直线x-y+1=0对称的点为(x,y),则满足
x=y0-1
y=x0+1{ ,故

x0=y-1
y0=x+1{ ,代入2x+y-3=0得2(y-1)+x+1-3=0,即x+2y-4=0.

【变式1】　(1)求点P(4,5)关于点M(3,-2)对称的点Q 的坐标;
(2)求点P(4,5)关于直线l:3x-y+3=0对称的点Q 的坐标;
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2x+b与l2:y=1

2x+b+8关于点A(4,6)对称,求b的值;

(4)求直线l1:3x-y+3=0关于直线l:x-y+2=0对称的直线l2 方程.
【变式2】　(2007·浙江理,3)直线x-2y+1=0关于直线x=1对称的直线方程是(　　).

A.x+2y-1=0 B.2x+y-1=0
C.2x+y-3=0 D.x+2y-3=0

【变式3】　(2009·江苏赣榆高三模拟)直线x+2y-3=0与直线ax+4y+b=0关于点

A(1,0)对称,则b=　　　　.
【例9.15】　已知点A(-3,5),B(2,15),试在直线3x-4y+4=0上找一点P,使|PA|+

|PB|最小,并求最小值.
【分析】　利用对称思想求解.

图　9-5

【解析】　求出点A 关于直线3x-4y+4=0的对称点A′(x,y),
如图9-5所示.

则

5-y
-3-x=-4

3　　　　　　　

3×-3+x
2 -4×y+5

2 +4=0　

ì

î

í ,得 x=3
y=-3{ ,

则点A′的坐标为(3,-3).连接A′B 得直线A′B 的方

程为y-15=15+3
2-3

(x-2),

即18x+y-51=0,联立
18x+y-51=0
3x-4y+4=0{ ,得 x=8

3
y=3

{ ,

故点P 的坐标为 8
3

,3æ

è

ö

ø
.

此时 PA + PB( )min= A′B = (3-2)2+(-3-15)2 =5 13.
【变式1】　(2010·山东实验中学)如图9-6所示,已知A(4,0),B(0,4),从点P(2,0)射

出的光线经直线AB 反射后再射到OB 上,最后经直线OB 反射后又回到点

P,则光线所经过的路程是(　　).

图　9-6

A.2 10 B.6 C.33 D.25
【变式2】　(2010·山东威海)已知直线l1:y=2x+3,直线l2 与l1 关于直线y=-x对

称,则直线l2 的斜率为(　　).

A.1
2 B.-1

2 C.2 D.-2
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第三节　圆的方程

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈1.掌握确定圆的几何要素、圆的标准方程与一般方程.

2.能根据所给条件选取适当的方程形式,利用待定系数法求出圆的方程,结合圆的

几何性质解与圆有关的问题.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　高考中与圆有关的问题主要是圆的方程的求解,4种方程中标准方程是运用最广

泛的,因为它能反映圆的几何特征(圆心和半径),通常用待定系数法求圆的方程.
有关圆的考题,多以选择题、填空题的形式出现,重点考查标准方程和一般方程,

难度不大,有时也将圆融入圆锥曲线中作为解答题考查.
预测2012年高考本专题会主要考查:
(1)结合直线方程,用待定系数法求圆的方程.
(2)利用圆的几何性质求动点的轨迹方程.

知识点精讲

一、基本概念

平面内到定点的距离等于定长的点的集合(轨迹)叫圆.

二、基本性质、定理与公式

1.圆的4种方程

(1)圆的标准方程:(x-a)2+(y-b)2=r2,圆心坐标为(a,b),半径为r(r>0).

(2)圆的一般方程:x2+y2+Dx+Ey+F=0(D2+E2-4F>0),圆心坐标为 -D
2

,-E
2

æ

è

ö

ø
,

半径r= D2+E2-4F
2 .

(3)圆的参数方程:

①x2+y2=r2(r>0)的参数方程为
x=rcosθ
y=rsinθ{ (θ为参数);

②(x-a)2+(y-b)2=r2(r>0)的参数方程为
x=a+rcosθ
y=b+rsinθ{ (θ为参数).
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+rsinθ)(θ为参数,(a,b)为圆心,r为半径),以减少变量的个数,建立三角函数式,从而

把代数问题转化为三角问题,然后利用正弦或余弦函数的有界性求解最值.
(4)圆的直径式方程:若A(x1,y1),B(x2,y2),则以线段AB 为直径的圆的方程是

(x-x1)(x-x2)+(y-y1)(y-y2)=0.

2.点与圆的位置关系判断

(1)点P(x0,y0)与圆(x-a)2+(y-b)2=r2 的位置关系:

①当(x0-a)2+(y0-b)2>r2 时,则点P 在圆外;

②当(x0-a)2+(y0-b)2=r2 时,则点P 在圆上;

③当(x0-a)2+(y0-b)2<r2 时,则点P 在圆内.
(2)点P(x0,y0)与圆x2+y2+Dx+Ey+F=0的位置关系:

①当x2
0+y2

0+Dx0+Ey0+F>0时,则点P 在圆外;

②当x2
0+y2

0+Dx0+Ey0+F=0时,则点P 在圆上;

③当x2
0+y2

0+Dx0+Ey0+F<0时,则点P 在圆内.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型126　求圆的方程

思路提示:(1)求圆的方程必须具备三个独立的条件,从圆的标准方程来讲,关键在于

求出圆心坐标和半径;从圆的一般方程来讲,必须知道圆上的三个点.因
此,待定系数法是求圆的方程常用的方法.
(2)用几何法来求圆的方程,要充分运用圆的几何性质,如圆心在圆的任一

条弦的垂直平分线上,半径、弦心距、弦长的一半构成直角三角形等.

【例9.16】　根据下列条件求圆的方程:
(1)△ABC的三个顶点分别为A(-1,5),B(-2,-2),C(5,5),求其外接圆

的方程;
(2)经过点A(6,5),B(0,1),且圆心在直线3x+10y+9=0上;
(3)经过点P(-2,4),Q(3,-1),且在x轴上截得的弦长等于6.

【分析】　根据待定系数法求出相应的量即可.
【解析】　(1)解法一:设所求圆的方程为x2+y2+Dx+Ey+F=0,则由题意有,

-D+5E+F+26=0
-2D-2E+F+8=0
5D+5E+F+50=0

ì

î

í ,解得

D=-4
E=-2
F=-20

ì

î

í ,

故所求圆的方程为x2+y2-4x-2y-20=0.
解法二:由题意可求得AC的中垂线方程为x=2,

BC的中垂线方程为x+y-3=0.所以P 是两条中垂线的交点(2,1),

且半径r=|AP|= (2+1)2+(1-5)2 =5,
所以所求圆的方程为(x-2)2+(y-1)2=25,即x2+y2-4x-2y-20=0.
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(2)AB 的中垂线方程为3x+2y-15=0,由 3x+2y-15=0

3x+10y+9=0{ ,解得
x=7
y=-3{ .

所以圆心为C(7,-3),又|BC|= 65,
故所求的圆的方程为(x-7)2+(y+3)2=65.
(3)设圆的方程为x2+y2+Dx+Ey+F=0,将点P,Q 的坐标分别代入,得
2D-4E-F=20
3D-E+F=-10{ ,又令y=0,得x2+Dx+F=0.设x1,x2 是方程的两根,

由|x1-x2|=6,有D2-4F=36,解得

D=-2
E=-4
F=-8

ì

î

í 　或　
D=-6
E=-8
F=0

ì

î

í .

故所求圆的方程为x2+y2-2x-4y-8=0或x2+y2-6x-8y=0.
【评注】　圆的方程有两种形式:标准方程和一般方程.求圆的方程问题一般采用待定系

数法,并有两种不同的选择.一般地,已知圆上的三点时用一般方程;已知圆心

或半径关系时用标准方程.即首先设出圆的方程(标准方程或一般方程),然后

根据题意列出关于圆的方程中参数的方程(组),解方程或方程组即可求得圆的

方程.一般地,确定一个圆需要三个独立的条件.
【变式1】　求过点A(6,0),B(1,5),且圆心在直线l:2x-7y+8=0上的圆的方程.
【变式2】　(2011·辽宁文,13)已知圆C经过A(5,1),B(1,3)两点,圆心在x轴上,则C

的方程为　　　.
【变式3】　(2011·课标全国文,20(1))在平面直角坐标系xOy中,曲线y=x2-6x+1

与坐标轴的交点都在圆C上.求圆C的方程.
【例9.17】　已知圆的半径为 10,圆心在直线y=2x上,圆被直线y=x截得的弦长为

42,求此圆的方程.
【分析】　求圆的标准方程,就是求(x-a)2+(y-b)2=r2 中的a,b,r,可优先考虑待定系

数法.
【解析】　解法一:设圆的方程为(x-a)2+(y-b)2=10.

由圆心在直线y=2x上,得b=2a(式①)

由圆在直线y=x上截得的弦长为42,将y=x代入(x-a)2+(y-b)2=10,
整理得2x2-2(a+b)x+a2+b2-10=0,

由弦长公式,得 2 (a+b)2-2(a2+b2-10)=42,化简得a-b=±2(式②)

由式①②可得
a=2
b=4{ 　或　

a=-2
b=-4{ .

故所求圆的方程为(x-2)2+(y-4)2=10或(x+2)2+(y+4)2=10.
解法二:据几何性质,半径、弦长的一半、弦心距构成直角三角形,可得弦心距

d= r2-(22)2 = 2,又弦心距等于圆心(a,b)到直线x-y=0的距离,

即d=|a-b|
2

= 2,又已知b=2a,解得
a=2
b=4{ 　或　

a=-2
b=-4{ .

故所求圆的方程为(x-2)2+(y-4)2=10或(x+2)2+(y+4)2=10.
【评注】　注意灵活运用垂径定理来简化圆的方程的求解过程.
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长为2,则该直线的方程为　　　　.
【变式2】　求与x轴相切,圆心在直线3x-y=0上,且被直线x-y=0截得的弦长为

27的圆的方程.
【变式3】　(2007·上海文,13)圆x2+y2-2x-1=0关于直线2x-y+3=0对称的圆的

方程是(　　).

A.(x+3)2+(y-2)2=1
2 B.(x-3)2+(y+2)2=1

2
C.(x+3)2+(y-2)2=2 D.(x-3)2+(y+2)2=2

【例9.18】　求圆心在直线3x+4y-1=0上且过两圆x2+y2-x+y-2=0与x2+y2=5
的交点的圆的方程.

【分析】　把两个圆的方程联立,解得两圆的交点坐标的方法看似平常,实则复杂难解.而
利用圆系方程的概念,则较易求得答案.

【解析】　设所求圆为x2+y2-x+y-2+λ(x2+y2-5)=0,

化为一般式x2+y2- 1
1+λx+ 1

1+λy-2+5λ
1+λ=0.

所以-D
2= 1

2(1+λ),-
E
2=- 1

2(1+λ),故圆心为 1
2(1+λ),-

1
2(1+λ)

æ

è

ö

ø
.

代入直线3x+4y-1=0中,得 3
2(1+λ)-

4
2(1+λ)-1=0,解方程得λ=-3

2.

把λ=-3
2

代入所设的方程中,得x2+y2+2x-2y-11=0,

故所求圆的方程为x2+y2+2x-2y-11=0.
【评注】　圆系是具有某共同性质的圆的集合,圆系虽不是课程标准要求的内容,但在解

题过程中适当利用圆系方程,有时可达到理想效果.
【变式1】　(2009·山东聊城)过直线2x+y+4=0和圆x2+y2+2x-4y+1=0的交点

且面积最小的圆的方程是　　　　.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型127　与圆有关的轨迹问题

思路提示:要深刻理解求动点的轨迹方程就是探求动点的两个坐标x,y的等量关系

式.根据题目条件,直接找到或转化得到与动点有关的数量关系,是解决此

类问题的关键所在.

【例9.19】　(2005·江苏,19)如图9-7所示,圆O1 和圆O2 的半径都等于1,O1O2=4,过
动点P 分别作圆O1、圆O2 的切线 PM,PN(M,N 为切点),使得 PM=

2PN,试建立平面直角坐标系,并求动点P 的轨迹方程.
【解析】　如图9-8所示,以O1O2 所在直线为x轴,O1O2 的垂直平分线所在直线为y轴,

建立平面直角坐标系,连接PO1,PO2,O1M,O2N,则PM⊥O1M,PN⊥O2N,

O(0,0),P(x,y),|PO1|2-|O1M|2=|PM|2,|PO2|2-|O2N|2=|PN|2,

因为PM= 2PN,所以|PM|2=2|PN|2,得
|PO1|2-|O1M|2=2(|PO2|2-|O2N|2),
(x+2)2+y2-1=2[(x-2)2+y2-1],即(x-6)2+y2=33.
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　　　　图　9-7　　　　　　　　　　　　　图　9-8

【变式1】　 (2006·四川理,6)已知两定点A(-2,0),B(1,0),如果动点P 满足|PA|=
2|PB|,则点P 的轨迹所包围的图形的面积等于(　　).
A.π B.4π C.8π D.9π

【变式2】　(2008·江苏,13)在△ABC 中,若 AB=2,AC= 2BC,则S△ABC 的最大值

为　　　　.
【例9.20】　如图9-9所示,已知P(4,0)是圆x2+y2=36内的一点,A,B是圆上两动点,

且满足∠APB=90°,求矩形APBQ 的顶点Q 的轨迹方程.
【解析】　设AB 的中点为R,点Q 的坐标为(x,y),则在 Rt△ABP 中,|AR|=|PR|,又

因为R 是弦AB 的中点,由垂径定理,在Rt△ORA 中,|AR|2+|OR|2=36,
又2(OQ 2+ OP 2)=(2OR )2+(2 PR )2(∗),得

OQ 2+ OP 2=2(OR 2+ PR 2)=2×36=72,故

图　9-9

OQ 2=72- OP 2=56.
则矩形APBQ 的顶点Q 的轨迹方程是x2+y2=56.

【评注】　式(∗)依据平行四边形对角线的平方和等于四条边的平

方和.
【变式1】　已知圆x2+y2=4上一定点A(2,0),B(1,1)为圆内的

一定点,P,Q 为圆上的动点.
(1)求线段AP 中点M 的轨迹方程;
(2)若∠PBQ=90°,求线段PQ 中点N 的轨迹.

【变式2】　已知点P(0,5)及圆C:x2+y2+4x-12y+24=0.

(1)直线l过P 且被圆C 截得的线段长|AB|=43,求l的方程;
(2)求过点P 的圆C 的动弦的中点M 的轨迹方程.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型128　点与圆的位置关系判断

思路提示:在处理点与圆的位置关系问题时,应注意圆的不同方程形式对应的不同判

断方法,另外还应注意其他约束条件,如圆的一般方程的隐含条件对参数

的制约.

【例9.21】　若点A(1,1)在圆(x-a)2+(y+a)2=4的内部,则实数a的取值范围是(　　).
A.-1<a<1 B.0<a<1
C.a<-1或a>1 D.a=±1

【解析】　把点A(1,1)代入圆的方程,使之满足(x-a)2+(y+a)2<4,即(1-a)2+
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【评注】　注意度量点与圆的位置关系的方法是:把点的坐标代入圆的标准方程中,若

(x-a)2+(y-b)2>r2,则点在圆外;若(x-a)2+(y-b)2<r2,则点在圆内;若

(x-a)2+(y-b)2=r2,则点在圆上.同理,若把点的坐标代入圆的一般方程中,
若x2+y2+Dx+Ey+F>0,则点在圆外;若x2+y2+Dx+Ey+F<0,则点在

圆内;若x2+y2+Dx+Ey+F=0,则点在圆上.
【变式1】　点A(1,0)在圆x2+y2-2ax+a2+3a-3=0上,则a的值为　　　　.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈题型129　圆的一般方程的充要条件

思路提示:方程x2+y2+Dx+Ey+F=0表示圆的充要条件是D2+E2-4F>0,故在

解决圆的一般式方程的有关问题时,必须注意这一隐含条件.

【例9.22】　方程x2+y2+ax+2ay+2a2+a-1=0表示圆,则a的取值范围是(　　).

A.a<-2 B.-2
3<a<0

C.-2<a<0 D.-2<a<2
3

【解析】　由x2+y2+ax+2ay+2a2+a-1=0可得 x+a
2

æ

è

ö

ø

2

+(y+a)2=-3
4a2-a+1

>0,即3a2+4a-4<0,得-2<a<2
3.故选D.

【评注】　对于圆的方程的充要条件的不等式不需要记忆,只需通过配方,然后让右边大

于零即可.
【变式1】　方程x2+y2+4mx-2y+5m=0表示圆的方程的充要条件是(　　).

A.1
4<m<1 B.m>1

C.m<1
4 D.m<1

4
或m>1

【变式2】　若圆x2+y2+(a2-1)x+2ay-a=0关于直线x-y+1=0对称,则实数a的

值为　　　　.
【变式3】　过点P(1,2)可以向圆x2+y2+2x-4y+k-2=0引两条切线,则k的范围是

(　　).
A.k<7 B.0<k<7 C.3<k<7 D.k>5

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型130　与圆有关的最值问题

思路提示:解决此类问题,应综合运用方程消元法、几何意义法、参数方程法等各种思

想和方法求解,才能做到灵活、高效.

【例9.23】　已知实数x,y满足方程x2+y2-4x+1=0.

(1)求y
x

的最大值和最小值;

(2)求y-x的最大值和最小值;
(3)求x2+y2 的最大值和最小值.
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心得体会 【分析】　方程x2+y2-4x+1=0表示圆心为(2,0),半径为 3的圆.yx =y-0
x-0

的几何意

义是圆上一点M(x,y)与原点连线的斜率;设y-x=b,可看作直线y=x+b在

y 轴上的截距;x2+y2 是圆上一点与原点距离的平方,可借助于平面几何知识,
利用数形结合的方法求解.

【解析】　(1)原方程可化为(x-2)2+y2=3,表示以点(2,0)为圆心,以 3为半径的圆.设

y
x=k,即y=kx.当直线y=kx 与圆相切时,斜率取最大值和最小值,此时

|2k-0|
k2+1

= 3,解得k=± 3,故y
x

的最大值为 3,最小值为- 3.

(2)设y-x=b,即y=x+b,当y=x+b与圆相切时,纵截距b取得最大值和最

小值,此时|2-0+b|
2

= 3,即b=-2± 6,故y-x的最大值为-2+ 6,最小

值为-2- 6.
(3)解法一:(几何法)x2+y2 表示圆上点与原点距离的平方,由平面几何知识知它

在原点与圆心连线与圆的两个交点处取得最大值和最小值,又圆心到原点的距离

为2,故(x2+y2)max=(2+ 3)2=7+43,(x2+y2)min=(2- 3)2=7-43.
解法二:(参数方程法)把圆的方程化为标准方程(x-2)2+y2=3,

设
x=2+ 3cosθ

y= 3sinθ{ (θ为参数,θ∈[0,2π]),

则x2+y2=(2+ 3cosθ)2+(3sinθ)2=7+43cosθ.

所以当cosθ=-1时,(x2+y2)min=(2- 3)2=7-43;

当cosθ=1时,(x2+y2)max=(2+ 3)2=7+43.
解法三:(方程消元法)由圆的标准方程为(x-2)2+y2=3,

可得y2=3-(x-2)2,且x∈[2- 3,2+ 3],

故x2+y2=x2+3-(x-2)2=4x-1,由x∈[2- 3,2+ 3],

故x2+y2=4x-1∈[7-43,7+43],故所求最大值为7+43;

最小值为7-43.
【评注】　涉及与圆有关的最值,可借助图形性质,利用数形结合求解.一般地:

(1)形如μ=y-b
x-a

的最值问题,可转化为动直线斜率的最值问题.

(2)形如t=ax+by的最值问题,可转化为动直线截距的最值问题.
(3)形如m=(x-a)2+(y-b)2 的最值问题,可转化为曲线上的点到点(a,b)的

距离平方的最值问题.
【例9.24】　若圆x2+(y-1)2=1上任意一点(x,y)都使不等式x+y-m≥0恒成立,则

实数m 的取值范围是(　　).

A.m≤1- 2 B.m≥1- 2

C.m≤- 2-1 D.m≤ 2+1
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-x+b,可知当直线x+y-b=0与圆相切时,截距b取得最值.而圆心(0,1)到

直线y=-x+b的距离为d=|1-b|
2

,所以当d=|1-b|
2

=1,即b=1± 2时,

直线与圆相切,故b的范围为1- 2≤b≤1+ 2.故只需m≤1- 2即可.
或者设x+y=b,则此直线与圆x2+(y-1)2 有公共点,故可得圆心到直线的距

离小于或等于半径,即|1-b|
2

≤1⇒|b-1|≤ 2,可解得1- 2≤b≤1+ 2,故

只需m≤1- 2即可.

解法二:利用圆的参数方程
x=cosθ
y=1+sinθ{ (θ为参数,θ∈[0,2π]),

故x+y=1+ 2sinθ+π
4

æ

è

ö

ø
,所以x+y∈[1- 2,1+ 2],故只需m≤1- 2即可.

故选A.

【变式1】　设P(x,y)在圆x2+(y-1)2=1上,则 (x-2)2+y2 的最小值为　　　　.

【变式2】　若圆x2+(y-1)2=1上任意一点(x,y)都使不等式 (x-2)2+y2 -m≥0恒

成立,则实数m 的取值范围是(　　).

A.m≤1- 2 B.m≥1- 5 C.m≤ 5-1 D.m≤ 5+1
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈题型131　数形结合思想的应用

思路提示:研究曲线的交点个数问题常用数形结合法,即需要作出两种曲线的图像.
在此过程中,尤其要注意需对代数式进行等价变形,以防出现错误.

【例9.25】　方程y=- 25-x2 表示的曲线是(　　).
A.一条射线 B.一个圆 C.两条射线 D.半个圆

【分析】　对于方程的变形要注意等价性,即在变形前,先制约变量的取值范围.
【解析】　由题可知-5≤x≤5,y≤0,且x2+y2=25,故原方程表示圆心在(0,0),半径为

5的下半圆.故选D.

【变式1】　方程x= 1-y2 表示的曲线是(　　).
A.一条射线 B.一个圆 C.两条射线 D.半个圆

【例9.26】　直线y=x+b与曲线x= 1-y2 有且仅有一个公共点,则b的取值范围是

(　　).

A.b=± 2 B.-1<b≤1或b=- 2

C.-1≤b≤1 D.b≥ 2
【分析】　利用数形结合法求解.

【解析】　将曲线方程x= 1-y2 变形为x2+y2=1(x≥0),当直线y=x+b与曲线x2+

y2=1相切时,满足|0-0-b|
2

=1,整理可得|b|= 2,即b=± 2.

如图9-10所示,可得当b=- 2或-1<b≤1时,直线y=x+b与曲线x=
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图　9-10

1-y2 有且仅有一个公共点.故选B.

【变式1】　当曲线y=1+ 4-x2 与直线y=k(x-2)+4有两个相异

交点时,实数k的取值范围是(　　).

A. 5
12

,+∞æ

è

ö

ø
B. 5

12
,3
4

æ

è ]

C. 0,5
12

æ

è

ö

ø
D. 1

3
,3
4

æ

è ]
【变式2】　(2010·湖北理,9)若直线y=x+b与曲线y=3- 4x-x2 有公共点,则b的

取值范围是(　　).

A.[-1,1+22] B.[1-22,1+22]

C.[1-22,3] D.[1- 2,3]
【变式3】　集合P= (x,y)|y= 9-x2{ },Q={(x,y)|y=x+b},若P∩Q=⌀,则实数

b应满足(　　).

A.b<-3或b>32 B. -3<b<32

C.-32<b<32 D.b>32或b<-32

【变式4】　(2011·江苏,14)设集合A= x,y( )
m
2≤(x-2)2+y2≤m2,x,y∈R{ },B=

x,y( ) 2m≤x+y≤2m+1,x,y∈R{ }.若A∩B≠∅,则实数m 的取值范围

是　　　　.

第四节　直线与圆、圆与圆的位置关系

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.能根据给定直线、圆的方程,判断直线与圆的位置关系;能根据给定的两个圆的方

程判断两圆的位置关系.
2.能用直线和圆的方程解决一些简单的问题.
3.初步了解用代数方法处理几何问题的思想.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　直线与圆的位置关系是高考考查的热点之一,通常涉及位置关系判断、圆的切

线、直线与圆相交的弦长、公共弦、弦中点问题等.
圆的切线和弦的问题是本节重点,也是历届高考的热点之一,从试题层次上来

看,大多为选择题、填空题,解题时应充分利用圆的性质,并注意数形结合.
作为平面解析几何的主要内容,预测2012年高考中直线与圆的位置关系仍将是

考查的重点.
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知识点精讲

一、直线与圆的位置关系

直线与圆的位置关系有3种:相离、相切和相交.

二、直线与圆的位置关系的判断.

1.几何方法

圆心(a,b)到直线Ax+By+C=0的距离d=|Aa+Bb+C|
A2+B2

,则:

d<r⇔直线与圆相交,交于两点P、Q,|PQ|=2 r2-d2 ;

d=r⇔直线与圆相切;

d<r⇔直线与圆相离.

2.代数方法

由
Ax+By+C=0
(x-a)2+(y-b)2=r2{ ,消元得到一元二次方程px2+qx+t=0(或py2+qy+t

=0)其判别式为Δ,则:

Δ>0⇔直线与圆相交;

Δ=0⇔直线与圆相切;

Δ<0⇔直线与圆相离.
上述方法,以几何法为主.

三、圆与圆的位置关系

圆与圆的位置关系有5种,分别为相离、外切、相交、内切和内含.

四、两圆位置关系的判断

设两圆O1,O2 的半径分别为R,r(不妨设R≥r),且两圆的圆心距为d,则:

d>R+r⇔两圆相离;

d=R+r⇔两圆外切;

R-r<d<R+r⇔两圆相交;

d=R-r⇔两圆内切;

0≤d<R-r⇔两圆内含(d=0且R≠r时两圆为同心圆).

五、关于圆的切线的几个重要结论:

(1)过圆x2+y2=r2 上一点P(x0,y0)的圆的切线方程为x0x+y0y=r2.
(2)过圆(x-a)2+(y-b)2=r2 上一点P(x0,y0)的圆的切线方程为

(x0-a)(x-a)+(y0-b)(y-b)=r2.
(3)过圆x2+y2+Dx+Ey+F=0上一点P(x0,y0)的圆的切线方程为
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x0x+y0y+D·x+x0

2 +E·y+y0

2 +F=0.

(4)过圆x2+y2+Dx+Ey+F=0(或(x-a)2+(y-b)2=r2)外一点P(x0,y0)的圆

的切线长公式为d= x2
0+y2

0+Dx0+Ey0+F(或d= (x0-a)2+(y0-b)2-r2).
(5)在求过圆x2+y2=r2 外一点P(x0,y0)的圆的切线方程时,应注意理解:

①所求切线一定有两条;

②设直线方程之前,应对所求直线的斜率是否存在加以讨论.设切线方程为y-y0=
k(x-x0),利用圆心到切线的距离等于半径,列出关于k的方程,求出k值.若求出的k
值有两个,则说明斜率不存在的情形不符合题意;若求出的k值只有一个,则说明斜率不

存在的情形符合题意.

六、圆系方程及其应用

(1)以(a,b)为圆心的同心圆系方程为(x-a)2+(y-b)2=λ2(λ∈R,λ≠0).
(2)与圆x2+y2+Dx+Ey+F=0同心的圆系方程为x2+y2+Dx+Ey+λ=0.
(3)过同一定点(a,b)的圆系方程为(x-a)2+(y-b)2+λ1(x-a)+λ2(y-b)=0.
(4)过直线Ax+By+C=0与圆x2+y2+Dx+Ey+F=0的交点的圆系方程为

x2+y2+Dx+Ey+F+λ(Ax+By+C)=0.
(5)过两圆C1:x2+y2+D1x+E1y+F1=0和C2:x2+y2+D2x+E2y+F2=0的交

点的圆系方程为x2+y2+D1x+E1y+F1+λ(x2+y2+D2x+E2y+F2)=0(λ≠-1).该
圆系方程中不含有圆C2,因此应用该圆系方程时,要注意检验C2 是否满足题意,以防

漏解.
特别地,在该圆系方程中,当λ=-1时,方程变为(D1-D2)x+(E1-E2)y+F1-F2=0.
①当两圆相交时,此方程为两圆公共弦所在直线的方程;

②当两圆相切时,此方程为两圆公切线的直线方程;

③当两圆相离时,此方程为两圆连心线垂线的直线方程.
即求上述直线方程时,只需把两个圆的方程作差即得所求.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型132　直线与圆的位置关系的判断

思路提示:判断方法有两种:一是代数法;二是几何法.通常建议利用几何法,即用圆

心到直线的距离来判定直线与圆的位置关系.

【例9.27】　已知圆的方程是x2+y2=2,直线方程是y=x+b,当b为何值时,圆与直线

有两个公共点? 只有一个公共点? 没有公共点?

【解析】　解法一:(代数法)所求曲线公共点问题可转化为b为何值时方程组
x2+y2=2
y=x+b{

有两组不同实数解、有两组相同实数解和无实数解的问题.
上述方程组整理得2x2+2bx+b2-2=0.
该方程的根的判别式Δ=(2b)2-4×2(b2-2)=-4(b+2)(b-2).
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共点;

②当b=2或b=-2时,Δ=0,方程组有两组相同实数解,因此直线与圆只有一

个公共点;

③当b<-2或b>2时,Δ<0,方程组没有实数解,因此直线与圆没有公共点.
以上分别就是直线与圆相交、相切、相离的三种情况.
解法二:(几何法)圆与直线有两个公共点.只有一个公共点和无公共点的问题,
可以转化为b取何值时圆心到直线的距离小于半径、等于半径、大于半径的问

题.圆的半径r= 2,圆心O(0,0)到直线y=x+b的距离为d=|b|
2

.

①当d<r,即-2<b<2时,圆与直线相交,有两个公共点;

②当d=r,即b=2或b=-2时,圆与直线相切,有一个公共点;

③当d>r,即b<-2或b>2时,圆与直线相离,没有公共点.
【评注】　值得注意的是,在判断直线与圆的公共点个数或有关直线与圆的位置关系问题

时,为避免计算量过大,一般不用判别式,而是使用几何方法,即用圆心到直线

的距离与半径的大小关系求解;直线与圆的交点问题则常用根与系数的关系来

简化运算过程.故强烈建议考生在求与圆有关的问题时,尽量运用圆的几何性

质以减少运算量.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型133　直线与圆的相交关系

思路提示:研究直线与圆的相交问题,应牢牢记住三长关系,即半弦长l
2

、弦心距d和

半径长r之间形成的数量关系为 l
2

æ

è

ö

ø

2

+d2=r2.

【例9.28】　已知圆C:x2+y2-8y+12=0,直线l:ax+y+2a=0.
(1)当a为何值时,直线l与圆C 相切;

(2)当直线l与圆相交于A,B 两点,且AB=22时,求直线l的方程.
【分析】　根据点到直线距离等于半径来度量直线与圆相切问题;根据三长关系解决直线

与圆相交问题.
【解析】　(1)圆的方程可化为x2+(y-4)2=4,故圆心为C(0,4),因直线l与圆C 相切,

故圆心C(0,4)到直线l的距离d=|4+2a|
a2+1

=2,解得a=-3
4.

(2)由题意,直线l与圆C 相交,又AB=2 2,故有(2)2+
|4+2a|
a2+1

æ

è

ö

ø

2

=4,化

简可得a2+8a+7=0,即a=-1或a=-7.故所求直线的方程为x-y+2=0
或7x-y+14=0.

【评注】　在处理直线与圆的相交问题时经常用到三长关系.即半弦长、弦心距、半径长构

成勾股数.同学们应高度重视此知识点.

【变式1】　直线l经过点P(5,5)且与圆x2+y2=25相交,截得弦长为4 5,求直线l的

方程.
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心得体会 【变式2】　(2011·湖北文,14)过点 -1,-2( )的直线l被圆x2+y2-2x-2y+1=0截

得的弦长为 2,则直线l的斜率为　　　　.

【例9.29】　(2008·全国Ⅰ理,10)若直线x
a+y

b =1通过点M(cosα,sinα),则(　　).

A.a2+b2≤1 B.a2+b2≥1

C.1
a2+1

b2≤1 D.1
a2+1

b2≥1

【分析】　本题主要考查圆的参数方程的求解、直线与圆的位置关系的判断以及由文字语

言向数学语言的转化能力.

【解析】　解法一:直线x
a+y

b =1通过点 M(cosα,sinα),而点 M 的轨迹为单位圆,即说

明直线与单位圆有公共点,即直线与圆相切或相交.

所以d= |-1|
1
a2+1

b2

≤1,所以1
a2+1

b2≥1.

解法二:将点M(cosα,sinα)代入直线方程x
a+y

b =1,得cosα
a +sinα

b =1.

因为 cosα
a +sinα

b = 1
a2+1

b2|sin(α+φ)|≤ 1
a2+1

b2 ,所以 1
a2+1

b2 ≥1.

解法三:由直线x
a+y

b =1通过点M(cosα,sinα)得cosα
a +sinα

b =1,

由 cosα
a +sinα

b
æ

è

ö

ø

2

≤ 1
a2+1

b2
æ

è

ö

ø
(cos2α+sin2α)=1

a2+1
b2,得1

a2+1
b2≥1.

故选D.
【例9.30】　(2008·山东理,11)已知圆的方程为x2+y2-6x-8y=0.设该圆过点(3,5)

的最长弦和最短弦分别为AC和BD,则四边形ABCD 的面积为(　　).

A.106 B.206

C.306 D.406
【解析】　x2+y2-6x-8y=0可化为(x-3)2+(y-4)2=25,故圆心坐标为(3,4),半径

为5,点(3,5)在圆内.所以AC为直径,即|AC|=10.BD 最短,有AC⊥BD 且

BD 过点(3,5),

所以|BD|=2 25-[(3-3)2+(5-4)2]=46.

图　9-11

所以S=1
2|AC||BD|=206.故选B.

【变式1】　(2009·全国Ⅱ理,16)如图9-11所示,已知AC,BD 为圆

O:x2+y2=4的两条相互垂直的弦,垂足为M(1,2),则
四边形ABCD 面积的最大值为　　　　.

【例9.31】　(2007·江西理,16)设有一组圆Ck:(x-k+1)2+
(y-3k)2=2k4(k∈N∗ ).
下列四个命题:

A.存在一条定直线与所有的圆均相切
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C.存在一条定直线与所有的圆均不
∙

相交

D.所有的圆均不
∙

经过原点

其中真命题是　　　　(写出所有真命题的代号).
【分析】　Ck:圆心坐标为(k-1,3k),故圆心始终落在直线y=3x+3上.
【解析】　设直线l的方程为ax+by+c=0(a2+b2≠0).

选项 A:圆心(k-1,3k)到直线l的距离d=|a(k-1)+b·3k+c|
a2+b2

= 2k2,k∈

N∗ ⇒|(a+3b)k+c-a|= 2(a2+b2)·k2⇒a2+b2=a+3b=0且c-a=0,
与a2+b2≠0矛盾.故不存在一条直线与所有的圆均相切.
选项B:直线y=3x+3恒过Ck 的圆心,故与所有圆均相交.

选项C:d> 2k2⇒|(a+3b)k+c-a|> 2(a2+b2)·k2,k∈N∗

⇒a2+b2=a+3b=0,c-a≠0,与a2+b2≠0矛盾.
选项D:(0-k+1)2+(0-3k)2=(k-1)2+9k2,因为k∈N∗ ,
当k为奇数时,上式为奇数,当k为偶数时,上式还是奇数,
而2k4 始终为偶数,所以(k-1)2+9k2≠2k4.故选B和D.

【评注】　本题关键点在圆心落在直线y=3x+3上,若f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x
+a0 恒等于0,则an=an-1=…=a1=a0=0.

【例9.32】　若直线2ax-by+2=0(a,b>0)始终平分圆x2+y2+2x-4y+1=0的周

长,则1
a+1

b
的最小值为　　　　.

【分析】　直线平分圆⇔直线过圆心⇔圆上有两点关于直线对称.
【解析】　直线平分圆的周长,即直线过圆心(-1,2),从而有a+b=1(a,b>0).

所以 1
a+1

b
æ

è

ö

ø
(a+b)=1+b

a+a
b+1=2+b

a+a
b≥2+2=4

(当且仅当a=b=1
2

时取等号),故1
a+1

b
的最小值为4.

【变式1】　(2008·湖北理,9)过点A(11,2)作圆x2+y2+2x-4y-164=0的弦,其中弦

长为整数的共有(　　).
A.16条 B.17条

C.32条 D.34条

【变式2】　(2008·天津理,13)已知圆C的圆心与抛物线y2=4x的焦点关于直线y=x
对称.直线4x-3y-2=0与圆C 相交于A,B 两点,且|AB|=6,则圆C 的方

程为　　　　　　　.
【变式3】　(2009·江苏,18)在平面直角坐标系xOy中,已知圆C1:(x+3)2+(y-1)2

=4和C2:(x-4)2+(y-5)2=4.
(1)若直线l过点A(4,0),且被圆C1 截得的弦长为2 3,求直线l的方程;
(2)设P 为平面上的点,满足存在过点P 的无穷多对互相垂直的直线l1 和l2,
它们分别与圆C1 和圆C2 相交,且直线l1 被圆C1 截得的弦长与直线l2 被圆

C2 截得的弦长相等.试求所有满足条件的点P 的坐标.
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心得体会 【变式4】　(2011·课标全国文,20(2))在平面直角坐标系xOy中,曲线y=x2-6x+1
与坐标轴的交点都在圆C 上.若圆C 与直线x-y+a=0交于A,B 两点,且

OA⊥OB,求a的值.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈题型134　直线与圆的相切关系

思路提示:直线与圆相切,则圆心到直线的距离等于半径.切线的几何性质为:圆心和

切点的连线垂直于切线.

【例9.33】　求经过点(1,-7)与圆x2+y2=25相切的切线方程.
【分析】　将点(1,-7)代入圆方程得12+(-7)2=50>25,知点(1,-7)是圆外一点,故

只需求切线的斜率或再求切线上另一点坐标.
【解析】　解法一:依题意,直线的斜率存在.设所求切线斜率为k,则所求直线方程为y+

7=k(x-1),整理成一般式为kx-y-k-7=0,由圆的切线的性质,可得

|0-0-k-7|
1+k2

=5.

化简得12k2-7k-12=0,解得k=4
3

或k=-3
4.

故所求切线方程为:4x-3y-25=0或3x+4y+25=0.
解法二:依题意,直线的斜率存在.设所求切线方程为x0x+y0y=25((x0,y0)是
圆上的点).

将坐标(1,-7)代入后得x0-7y0=25,由
x0-7y0=25
x2

0+y2
0=25{ ,

解得
x0=4
y0=-3{ 或

x0=-3
y0=-4{ .故所求切线方程为4x-3y-25=0或3x+4y+25

=0.
【评注】　已知圆外一点,求圆的切线方程一般有三种方法:①设切点,用切线公式法;

②设切线斜率,用判别式法;③设切线斜率,用圆心到切线距离等于圆半径法.
一般地,过圆外一点可向圆作两条切线,在后两种方法中,应注意斜率不存在时

的情况.
【变式1】　已知圆O:(x-1)2+(y-2)2=4,求过点P(-1,5)的圆的切线方程.
【变式2】　(2011·福建理,17(1))已知直线l:y=x+m,m∈R.若以点 M 2,0( ) 为圆心

的圆与直线l相切与点P,且点P 在y 轴上,求该圆的方程.

图　9-12

【例9.34】　自点A(-3,3)发出的光线l射到x 轴上,被x 轴反

射,其反射光线所在直线与圆x2+y2-4x-4y+7=
0相切,求入射光线l所在直线的方程.

【分析】　利用对称性解决此类反射问题.根据光学特征,对称性的

使用既可以使用点的对称,也可以使用圆的对称.
【解析】　已知圆(x-2)2+(y-2)2=1关于x轴的对称圆C′的方

程为(x-2)2+(y+2)2=1,如图9-12所示,可设光线l
所在直线方程为y-3=k(x+3),所以直线l与圆C′相
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切,圆心C′(2,-2)到直线l的距离d=|5k+5|

1+k2
=1,解得k=-3

4
或k=-4

3
,

所以光线l所在直线的方程为3x+4y-3=0或4x+3y+3=0.
【变式1】　自点A(-3,3)发出的光线l射到x 轴上,被x轴反射,其反射光线l′所在直

线与圆C:x2+y2-4x-4y+7=0相切,求反射光线l′所在直线的方程.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型135　直线与圆的相离关系

思路提示:关于直线与圆的相离问题的题目大多是最值问题,即直线上的点与圆上的

点的最近或最远距离问题.这样的题目往往要转化为直线上的点与圆心距

离的最近和最远距离再加减半径长的问题.

【例9.35】　由直线y=x+1上点向圆(x-3)2+(y+2)2=1引切线,则切线长的最小值

为(　　).

A. 17 B.32 C. 19 D.25

图　9-13

【分析】　如图9-13所示,过直线y=x+1上任意一点P 向

圆(x-3)2+(y+2)2=1引切线PQ,得PQ⊥O1Q,

|PQ|= O1P 2- O1Q 2= O1P 2-1.
那么,当切线长 PQ 取最小值时,即 O1P 取最

小值.
【解析】　过O1 作O1H 垂直于直线y=x+1于点 H,

过 H 作HR 相切圆O1 于点R,连接O1R,则切线

长的最小值为|HR|.圆心坐标(3,-2)到直线

x-y+1=0的距离d=|3+2+1|
2

=32.

|HR|= O1H 2- O1R 2 = 17.故选 A.
【变式1】　已知点P(x,y)是直线kx+y+4=0(k>0)上一动点,PA,PB 是圆C:x2+y2

-2y=0的两切线,A,B 是切点,若四边形PACB 的最小面积是2,则k的值

为(　　).

A.3 B. 21
2 C.22 D.2

图　9-14

【变式2】　(2008·北京宣武一模,19)如图9-14所示,已
知圆和定点A(2,1),由圆O 外一点P(a,b)向
圆O:x2+y2=1引切线PQ,切点为Q,且满足

|PQ|=|PA|.
(1)求实数a,b间满足的等量关系;
(2)求线段PQ 长的最小值.
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┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型136　圆与圆的位置关系

思路提示:已知两圆半径分别为r1,r2,两圆的圆心距为d,则:
(1)两圆相离⇔r1+r2<d;
(2)两圆外切 ⇔r1+r2=d;
(3)两圆相交 ⇔|r1-r2|<d<r1+r2;
(4)两圆内切⇔|r1-r2|=d ;
(5)两圆内含 ⇔|r1-r2|>d .
两圆外切和内切较为重要,这两种位置关系常与椭圆和双曲线的定义综合

考查.

【例9.36】　圆O1:x2+y2-2=0和圆O2:x2+y2-4y=0的位置关系是(　　).
A.相离 B.相交 C.外切 D.内切

【分析】　判断圆心距与两圆半径的关系.

【解析】　由圆O1:x2+y2=2得O1(0,0),r1= 2,
圆O2:x2+y2-4y=0得O2(0,2),半径r2=2,

r2-r1<|O1O2|=2<r1+r2,故两圆相交.故选B.

【变式1】　圆x2+y2-2x+2y=0与x2+y2-2x-3y+9
4=0的位置关系为　　　　.

【例9.37】　已知两圆x2+y2-2x-6y-1=0和x2+y2-10x-12y+m=0.
(1)m 取何值时两圆外切.
(2)m 取何值时两圆内切,此时公切线方程是什么?
(3)求m=45时两圆的公共弦所在直线的方程和公共弦的长.

【分析】　把两圆的一般方程化为标准方程,求两圆的圆心距d,判断d与R+r,R-r的

关系,再用圆的几何性质分别解决(2)(3)问.
【解析】　两圆的标准方程为(x-1)2+(y-3)2=11,(x-5)2+(y-6)2=61-m.

圆心分别为M(1,3),N(5,6),半径分别为 11和 61-m.

(1)当两圆外切时, (5-1)2+(6-3)2 = 11+ 61-m,

解得m=25+10 11.

(2)当两圆内切时,因定圆的半径 11小于两圆圆心间距离5,

故只有 61-m- 11=5,解得m=25-10 11.
两圆方程x2+y2-2x-6y-1=0与x2+y2-10x-12y+m=0相减得

8x+6y-1-m=0,将m=25-10 11代入,得8x+6y-1-25+10 11=0,

即4x+3y-13+5 11=0.
(3)两圆的公共弦所在直线方程为(x2+y2-2x-6y-1)-(x2+y2-10x-12y
+45)=0,即4x+3y-23=0.

所以公共弦长为2 ( 11)2-
|4+3×3-23|

42+32

æ

è

ö

ø

2

=27.

【评注】　应注意两圆位置关系由圆心距和两圆半径的和与差来确定.
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图　9-15

【变式1】　(2007·上海文,11)如图9-15所示,A,B 是直线l上的

两点,且AB=2.两个半径相等的动圆分别与l相切于点

A,B,点C 是这两个圆的公共点,则圆弧AC,CB 与线段

AB 围成图形的面积S 的取值范围是　　　　　.
【变式2】　(2009·天津文,14)若圆x2+y2=4与圆x2+y2+2ay-6=0(a>0)公共弦的

长为23,则a=　　　　.
【变式3】　(2011·大纲全国文,11)设两圆C1,C2都和两坐标轴相切,且都过点 4,1( ),则

两圆的圆心距离 C1C2 =(　　).

A.4 B.42 C.8 D.82

图　9-16

【变式4】　(2008·北京东城区一模文,19)如图9-16所示,在平面直

角坐标系中,N 为圆A:(x+1)2+y2=16上的一动点,点B
坐标为(1,0),点 M 是BN 的中点,点P 在线段AN 上,且

MP→·BN→=0.
(1)求动点P 的轨迹方程;
(2)试判断以PB 为直径的圆与圆x2+y2=4的位置关系,
并说明理由.
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第一节　椭圆

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.了解圆锥曲线的实际背景及其在刻画现实世界和解决实际问题中的作用.

2.掌握椭圆的定义、标准方程、几何图形及简单性质.
3.了解椭圆的简单应用.
4.理解数形结合的思想.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　椭圆是圆锥曲线的重要内容,主要考查椭圆的基本性质、椭圆方程的求法、椭圆

定义的运用和椭圆中各个量的计算,尤其是离心率的求解,是高考的热点问题,在各

种题型中均有体现.
预测2012年高考对本节考查的内容为:
(1)利用标准方程研究几何性质,尤其是离心率的求值问题.
(2)利用确定条件求出椭圆的方程,特别是与向量综合求方程更是重点.椭圆的

定义、标准方程和几何性质的考查以容易题目为主,每年高考分值保持在5分.

知识点精讲

一、椭圆的定义

平面内,与两个定点F1,F2 的距离之和等于常数2a(2a> F1F2 )的点的轨迹叫作

椭圆,这两个定点叫作椭圆的焦点,两焦点的距离叫作椭圆的焦距,记作2c.即
{P PF1 + PF2 =2a(2a> F1F2 )}.
拓展:当2a=2c时,点的轨迹是线段;

当2a<2c时,点的轨迹不存在.

二、椭圆的简单几何性质

椭圆的简单几何性质如表10-1所示.
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标准方程 x2

a2 +y2

b2 =1 a>b>0( ) y2

a2 +x2

b2 =1 a>b>0( )

图形

焦点坐标 F1 -c,0( ) ,F2 c,0( ) F1 0,c( ) ,F2 0,-c( )

对称性 关于x,y轴成轴对称,关于原点成中心对称

顶点坐标
A1 -a,0( ) ,A2 a,0( ) ,

B1 0,-b( ) ,B2 0,b( )

　A1 0,-a( ) ,A2 0,a( ) ,

B1 -b,0( ) ,B2 b,0( )

范围 x ≤a,y ≤b x ≤b,y ≤a

长轴短轴 长轴A1A2 长为2a,短轴B1B2 长为2b

离心率 椭圆的焦距与长轴长的比为e=c
a = 1-b2

a2 0<e<1( )

点和椭圆

的关系

x2
0

a2 + y2
0

b2

>1
=1
<1

{ ⇔

点 x0,y0( ) 在椭圆

外

上

内
{

y2
0

a2 + x2
0

b2

>1
=1
<1

{ ⇔

点 x0,y0( ) 在椭圆

外

上

内
{

切线方程
y=kx± a2k2+b2 (k 为 切 线 的 斜

率);x0x
a2 +y0y

b2 =1((x0,y0)为切点)

y=kx± b2k2+a2 (k为切线的斜率);

y0y
a2 +x0x

b2 =1((x0,y0)为切点)

切点弦

所在的方程
x0x
a2 +y0y

b2 =1(点(x0,y0)在椭圆外) y0y
a2 +x0x

b2 =1(点(x0,y0)在椭圆外)

弦长公式

设直线与椭圆的两交点为A(x1,y1),B(x2,y2),kAB =k,

则弦长 AB = 1+k2 x1-x2 = 1+1
k2 y1-y2 (k≠0),

x1-x2 = x1+x2( )2-4x1x2 = Δ
a

,其中“a”是消“y”后关于“x”的一元二次

方程的“x2”系数

通径

最短的焦点弦

通径长=2b2

a
,通径过焦点且垂直F1F2

最短的焦点弦

通径长=2b2

a
,通径过焦点且垂直F1F2

焦半径 椭圆上任一点P 到一个焦点F 的距离,
PF max=a+c
PF min=a-c{
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焦点三角形

①cosθ=2b2

r1r2
-1,θmax=∠F1BF2(B为短轴的端点)

②S△PF1F2=1
2r1r2sinθ=b2tanθ

2=c y0

③
r1r2( ) max=a2(P 与B 重合)

r1r2( ) min=b2(P 与A 重合){

参数方程
x=acosθ

y=bsinθ{ ,θ∈[0,2π) x=bcosθ

y=asinθ{ ,θ∈[0,2π)

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型137　椭圆的定义与标准方程

思路提示:(1)定义法:根据椭圆定义,确定a2,b2 的值,再结合焦点位置,直接写出椭

圆方程.
(2)待定系数法:根据椭圆焦点是在x轴还是在y 轴上,设出相应形式的标

准方程,然后根据条件确定a,b,c的方程组,解出a2,b2,从而求得标准

方程.
注意:①如果椭圆的焦点位置不能确定,可设方程为

Ax2+By2=1(A>0,B>0,A≠B)或x2

m+y2

n=1(m>0,n>0,m≠n).

②与椭圆x2

m2+y2

n2=1共焦点的椭圆可设为 x2

m2+k+ y2

n2+k=1(k>-m2,k

>-n2 且m2≠n2).

③与椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)有相同离心率的椭圆,可设为x2

a2+y2

b2=k1

(k1>0,焦点在x轴上)或y2

a2+x2

b2=k2(k2>0,焦点在y轴上).

一、椭圆的定义与标准方程的求解

【例10.1】　动点P 到两定点F1(-4,0),F2(4,0)的距离之和为10,则动点P 的轨迹方

程是(　　).

A.x2

16+y2

9=1 B.x2

25+y2

9=1

C.x2

25+y2

16=1 D. x2

100+y2

36=1

【解析】　依题意,动点P 满足椭圆方程,且焦点在x轴上,设方程为x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)

由c=4,2a=10,a=5,得b=3,则椭圆方程为x2

25+y2

9=1.故选B.
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5

,3æ

è

ö

ø
的椭圆的方程.

【变式2】　已知点P 在以坐标轴为对称轴的椭圆上,点P 到两焦点的距离分别为4 5
3

和

2 5
3

,过点P 作长轴的垂线恰好过椭圆的一个焦点,求此椭圆的方程.

【例10.2】　在△ABC中,已知A(-2,0),B(2,0),动点C使得△ABC的周长为10.则动

点C的轨迹方程为 .
【解析】　由题意知|CA|+|CB|=10-|AB|=10-4=6>|AB|,

故动点C的轨迹是以A,B 为焦点,长轴长为6的椭圆(除去左、右顶点)即x2

9+

y2

5=1(y≠0).

图　10-1

【变式1】　已知动圆P 过定点A -3,0( ),且与圆B:x-3( )2+y2

=64相切,求动圆圆心P 的轨迹方程.
【变式2】　如图10-1所示,已知一动圆与圆O1:(x+3)2+y2=1

外切,与圆O2:(x-3)2+y2=81内切,试求动圆圆心的

轨迹方程.
【变式3】　已知圆O1:(x+2)2+y2=16,圆O2:(x-2)2+y2=4,

动圆P 与圆O1 内切,与圆O2 外切,求动圆圆心P 的轨

迹方程.

【例10.3】　已知椭圆的长轴长是8,离心率是3
4

,则此椭圆的标准方程是(　　).

A.x2

16+y2

9=1 B.x2

16+y2

7=1或x2

7+y2

16=1

C.x2

16+y2

25=1 D.x2

16+y2

25=1或x2

25+y2

16=1

【解析】　因为椭圆的长轴长是8,即2a=8,所以a=4.离心率为3
4

,则c
a =3

4
,c=3,所以

b2=a2-c2=7,所以椭圆的标准方程是x2

16+y2

7=1或y2

16+x2

7=1.故选B.

【变式1】　(2011·陕西文,17(1))设椭圆C:x
2

a2+y2

b2 =1(a>b>0)过点(0,4),离心率为

3
5

,求C的方程.

【变式2】　(2009·安徽合肥)已知椭圆的中心在原点,焦点在x轴上,离心率为 5
5

,且过

P(-5,4),则椭圆的方程为　　　　.
【变式3】　(2011·课标全国理,14)在平面直角坐标系xOy中,椭圆C 的中心为原点,焦

点F1,F2 在x 轴上,离心率为 2
2.过 F1 的直线l交C 于A,B 两点,且

△ABF2的周长为16,那么C的方程为　　　　.
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二、椭圆方程的充要条件

【例10.4】　若方程 x2

5-k+ y2

k-3=1表示椭圆,则k的取值范围是　　　　.

【解析】　由题意可知

5-k>0
k-3>0
5-k≠k-3

ì

î

í ,解得3<k<4或4<k<5.

故k的取值范围为(3,4)∪(4,5).

【评注】　x2

m+y2

n=1表示椭圆的充要条件为:m>0,n>0,m≠n;

x2

m+y2

n=1表示双曲线方程的充要条件为:mn<0;

x2

m+y2

n=1表示圆的方程的充要条件为:m=n>0.

【变式1】　如果x2+ky2=2表示焦点在y轴上的椭圆,则k的取值范围是　　　　.
【变式2】　(2009·陕西理,7)“m>n>0”是“方程mx2+ny2=1表示焦点在y轴上的椭

圆”的(　　).
A.充分而不必要条件　　　　　　B.必要而不充分条件

C.充要条件 D.既不充分也不必要条件
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型138　离心率的值及取值范围

思路提示:求离心率的本质就是探求a,b,c之间的数量关系.知道a,b,c中任意两者

间的等式关系或不等关系便可求解出e或其范围.具体方法为方程法和定

义法.

【例10.5】　过椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)的左焦点F1 作x轴的垂线交椭圆于点P,F2 为

右焦点,若∠F1PF2=60·,则椭圆的离心率为(　　).

A. 2
2　　　　　　B. 3

3　　　　　　C.1
2　　　　　　D.1

3

图　10-2

【解析】　解法一:(定义法)如图10-2所示,令 PF1 =1,则 PF2 =

2,F1F2 = 3,由椭圆定义得2a= PF1 + PF2 =3,2c=

3,所以e=2c
2a= 3

3.

解法二:(标准方程法)因为P -c,±b2

a
æ

è

ö

ø
,再由∠F1PF2=60·,

有|PF2|=2|PF1|,3|PF1|=3b2

a =2a,2a2=3b2=3a2-c2( ),从而可得e=c
a

= 3
3.故选B.

【变式1】　已知正方形ABCD,以A,B为焦点,且过C,D 两点的椭圆的离心率为　　　.

【变式2】　在△ABC中,AB=BC,cosB=-7
18

,若以A,B 为焦点的椭圆经过点C,则该
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【例10.6】　椭圆G:x
2

a2+y2

b2=1(a>b>0)的两焦点为F1(-c,0),F2(c,0),椭圆上存在点

M 使F1M→·F2M→=0,则椭圆离心率e的取值范围为　　　　.
【解析】　由知识点精讲中结论知,当P 为椭圆的短轴端点时,∠F1PF2 取得最大值,而由

题意可知,若在椭圆上存在点M 使得F1M→·F2M→=0,即∠F1MF2=90°,只需要

焦点三角形的顶角最大值≥90°即可.故只需保证当点 M 落在椭圆短轴端点处

情形时的∠F1MF2≥90°即可.所以有c
a=sin∠F1MF2

2 ≥sinπ/2
2 = 2

2
,

又因为e<1,故所求的椭圆离心率e的取值范围为 2
2

,1
é

ë

ö

ø
.

【变式1】　已知F1,F2 是椭圆的两个焦点,满足MF1
→·MF2

→=0的点总在椭圆内部,则椭

圆离心率的取值范围是(　　).

A.(0,1)　　　　B. 0,1
2

æ

è ]　　　　C. 0,2
2

æ

è

ö

ø
　　　　D. 2

2
,1

é

ë

ö

ø

【例10.7】　(2009·山东青岛)已知椭圆x2

a2 +y2

b2 =1(a>b>0)的左、右焦点分别为F1,

F2,且 F1F2 =2c,点A 在椭圆上,且AF1 垂直于x轴,AF1
→·AF2

→=c2,则
椭圆的离心率e等于(　　).

A. 3
3 B. 3-1

2 C. 5-1
2 D. 2

2

【解析】　依题意,设A -c,b
2

a
æ

è

ö

ø
,F1(-c,0),F2(c,0),AF1

→= 0,-b2

a
æ

è

ö

ø
,AF2

→= 2c,-b2

a
æ

è

ö

ø
,

AF1
→·AF2

→=b4

a2=c2,所以b2=ac=a2-c2,得e=1-e2,e2+e-1=0,又e∈(0,1),

所以e= 5-1
2 .故选C.

【变式1】　椭圆M:x
2

a2+y2

b2=1(a>b>0)的左、右焦点分别为F1,F2,P 为椭圆上任一点,

且PF1
→·PF2

→的最大值的取值范围是[c2,3c2],其中c= a2+b2 ,则椭圆 M 的

离心率e的取值范围是(　　).

A. 1
4

,1
2[ ] B. 1

2
,2
2

é

ë

ù

û
C. 2

2
,1

æ

è

ö

ø
D. 1

2
,1æ

è

ö

ø

【例10.8】　椭圆x2

a2 +y2

b2 =1(a>b>0)的两个焦点是 F1,F2,若 P 为其上一点,且

PF1 =2 PF2 ,则此椭圆离心率的取值范围为　　　　.
【分析】　根据椭圆的定义 PF1 + PF2 =2a求解.

【解析】　解法一:由 PF1 + PF2 =2a,PF1 =2 PF2 ,得 PF1 =4a
3

,PF2 =

2a
3

,又 PF1 - PF2 ≤2c,得2a
3≤2c,1

3≤e<1.

故离心率的取值范围为 1
3

,1[ ö

ø
.
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解法二:因为 PF1

PF2
=2a- PF2

PF2
= 2a

PF2
-1,随着点P 的左移,PF2 增

大,故 PF1

PF2
减小,因此 PF1

PF2
随点P 的左移递减.故点P 在右顶点时,|PF1|

|PF2|

≥2,即a+c
a-c≥2⇒1

3≤e<1.

【评注】　若椭圆上存在点P 使得 PF1 =λ PF2 (λ>1),则a+c
a-c≥λ⇒λ-1

λ+1≤e<1.

【变式1】　已知椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)的左、右焦点为F1(-c,0),F2(c,0),若椭圆上

存在一点P 使sin∠PF1F2

sin∠PF2F1
=c
a

,则该椭圆的离心率的取值范围是　　　　.

【例10.9】　设F1,F2 是椭圆的两焦点,以F2 为圆心,且过椭圆中心的圆与椭圆的一个交

点为M,若直线F1M 与圆F2 相切,则椭圆的离心率为(　　).

A. 3-1 B.2- 3 C. 3
2 D. 2

2
【解析】　由题意可知(2a-c)2+c2=4c2,整理可得c2+2ac-2a2=0,两边同时除以a2 得

c
a

æ

è

ö

ø

2

+2·c
a-2=0,即e2+2e-2=0,求得e=-1± 3,又0<e<1,故e=

-1+ 3.故选 A.

【变式1】　过椭圆C:x
2

a2+y2

b2=1(a>b>0)的左顶点A 的斜率为k 的直线交椭圆C 于另

一点B,且点B 在x 轴上的射影恰好为右焦点F,若1
3<k<1

2
,则椭圆离心率

的取值范围是(　　).

A. 1
4

,3
4

æ

è

ö

ø
B. 2

3
,1æ

è

ö

ø
C. 1

2
,2
3

æ

è

ö

ø
D. 0,1

2
æ

è

ö

ø

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型139　焦点三角形

思路提示:焦点三角形的性质:△PF1F2 的周长为2a+2c,S△PF1F2=cyP =b2tanθ
2

(θ=

∠F1PF2).

【例10.10】　已知F1,F2 是椭圆C:x
2

a2+y2

b2 =1(a>b>0)的两个焦点,P 为椭圆C 上一

点,且PF1
→⊥PF2

→,若△PF1F2 的面积为9,则b=　　　　.

【解析】　焦点三角形PF1F2 中,PF1
→⊥PF2

→,故S△PF1F2=1
2 PF1 PF2 ,

又 PF1
2+ PF2

2= F1F2
2,PF1 + PF2 =2a,

则 PF1 + PF2( )2-2 PF1 PF2 = F1F2
2,4a2-2|PF1||PF2|=4c2,

所以 PF1 PF2 =2b2,则S△PF1F2=b2=9,故b=3.

【评注】　若△PF1F2 为一般三角形,则SΔPF1F2=1
2 PF1 PF2 sinθ(用θ表示∠F1PF2).

由余弦定理得 PF1
2+ PF2

2-2 PF1 PF2 cosθ= F1F2
2,
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所以(|PF1|+|PF2|)2-2|PF1||PF2|·(1+cosθ)=4c2,

所以2 PF1 PF2 1+cosθ( )=4b2,PF1 PF2 = 2b2

1+cosθ
,

所以S△PF1F2=1
2 PF1 PF2 sinθ=1

2
· 2b2

1+cosθ
·sinθ

= b2

2cos2 θ
2

·2sinθ
2cosθ

2=b2tanθ
2.

本题∠F1PF2=90·,则S△PF1F2 =b2=9,易得b=3. 故熟记椭圆焦点三角形

PF1F2 的面积公式S△PF1F2=b2tanθ
2

,对于求解选、填问题有着很大优势.

【变式 1】　 已 知 F1,F2 是 椭 圆x2

16+y2

9 =1 的 两 个 焦 点,P 为 椭 圆C 上 一 点,且

cos∠F1PF2=5
13

,求△F1PF2 的面积.

【例10.11】　已知椭圆x2

4+y2

3=1的左、右焦点分别为F1,F2,P 是椭圆上的一动点.

(1)求 PF1 PF2 的取值范围;

(2)求PF1
→·PF2

→的取值范围.
【解析】　(1)在焦点三角形PF1F2 中,

cos∠F1PF2=
PF1

2+ PF2
2- F1F2

2

2 PF1 PF2
= 2b2

PF1 PF2
-1,

得 PF1 PF2 = 2b2

1+cos∠F1PF2
,

cos∠F1PF2= 2b2

PF1 PF2
-1≥ 2b2

|PF1|+|PF2|
2

æ

è

ö

ø

2-1=2b2

a2 -1(当且仅当

|PF1|=|PF2|时取等号).

故b2≤ PF1 PF2 ≤ 2b2

2b2/a2=a2,则3≤|PF1||PF2|≤4.

(2)PF1
→·PF2

→= PF1
→ PF2

→ cos∠F1PF2

= PF1
→ PF2

→ 2b2

PF1
→ PF2

→ -1æ

è

ö

ø
=2b2- PF1

→ PF2
→ ∈ 2b2-a2,b2[ ].

故2≤PF1
→·PF2

→≤3,则PF1
→·PF2

→的取值范围是[2,3].
【评注】　(1)若本题的第(1)问只求 PF1 PF2 的最大值,则使用椭圆的定义求取更为

简洁:由椭圆定义可知 PF1 + PF2 =2a=4,又因4= PF1 + PF2 ≥

2 PF1 PF2 ,故有 PF1 PF2 ≤4,故 PF1 PF2 的最大值为4.

(2)通过本题的求解,可得到椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)有以下重要结论:

①b2≤|PF1||PF2|≤a2;

②b2-c2≤PF1
→·PF2

→≤a2-c2;(在椭圆的焦点三角形中有PF1
→·PF2

→=x2
P+y2

P-c2);
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③cos∠F1PF2= 2b2

PF1 PF2
-1≥2b2

a2 -1(当且仅当 PF1 = PF2 =a,即

P 为椭圆的短轴端点时,cos∠F1PF2 取得最小值,且此时点P 对两个焦点的张

角∠F1PF2 最大.
以上结论在求解椭圆的焦点三角形问题时有重要的应用,值得同学们熟记.

【变式 1】　 设 P 是 椭 圆x2

9 +y2

4 =1 上 一 动 点,F1,F2 分 别 是 左、右 两 个 焦 点,则

cos∠F1PF2 的最小值是(　　).

A.1
2 B.1

9 C.-1
9 D.-5

9

【变式2】　设椭圆x2

a2 +y2

b2 =1(a>b>0)的焦点为 F1 和 F2,P 是椭圆上任一点,若

∠F1PF2的最大值为2π
3

,则此椭圆的离心率为　　　　.

第二节　双曲线

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈ 了解双曲线的定义、几何图形和标准方程,知道它的简单几何性质.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　(1)从内容上看,新课标高考主要考查双曲线的定义、方程、离心率和渐近线等基

础知识,侧重考查基本量的计算.
(2)从形式上看,以选择题和填空题为主,难度不大.
(3)从能力上看,主要考查学生的运算和数形结合能力.
总体来看,双曲线的考试要求要比椭圆和抛物线低,预测2012年高考出现解答

题的可能性不大,建议复习时把精力主要集中在选择题和填空题上即可.

知识点精讲

一、基本概念

平面内,与两个定点F1,F2 的距离的差的绝对值
∙∙∙∙∙

等于常数(大于零且小于 F1F2 )的点的

轨迹叫作双曲线(这两个定点叫双曲线的焦点).用集合表示为{M MF1 - MF2 =2a

0<2a< F1F2( ) }.
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②2a= F1F2 时,点的轨迹是以F1 和F2 为端点的两条射线.
③2a> F1F2 时,点的轨迹不存在.

二、基本性质、定理与公式

双曲线的基本性质、定理与公式如表10-2所示.
表　10-2

标准方程 x2

a2 -y2

b2 =1 a>0,b>0( ) y2

a2 -x2

b2 =1 a>0,b>0( )

图形

焦点坐标 F1 -c,0( ) ,F2 c,0( ) F1 0,-c( ) ,F2 0,c( )

对称性 关于x,y轴成轴对称,关于原点成中心对称

顶点坐标 A1 -a,0( ) ,A2 a,0( ) A1 0,a( ) ,A2 0,-a( )

范围 |x|≥a |y|≥a

实轴、虚轴 实轴长为2a,虚轴长为2b

离心率 e=c
a = 1+b2

a2 (e>1)

渐近线方程
令x2

a2 -y2

b2 =0⇒y=±b
ax,

焦点到渐近线的距离为b

令y2

a2 -x2

b2 =0⇒y=±a
bx,

焦点到渐近线的距离为b

点和双曲线

的位置关系
x2

0

a2 -y2
0

b2

>1,点 x0,y0( ) 在双曲线内

　(含焦点部分)

=1,点 x0,y0( ) 在双曲线上

<1,点 x0,y0( ) 在双曲线外

ì

î

í
y2

0

a2 -x2
0

b2

>1,点 x0,y0( ) 在双曲线内

　(含焦点部分)

=1,点 x0,y0( ) 在双曲线上

<1,点 x0,y0( ) 在双曲线外

ì

î

í

共焦点的双

曲线方程
x2

a2+k- y2

b2-k=1(-a2<k<b2) y2

a2+k- x2

b2-k=1(-a2<k<b2)

共渐近线的

双曲线方程
x2

a2 -y2

b2 =λλ≠0( ) y2

a2 -x2

b2 =λλ≠0( )

切线方程

x0x
a2 -y0y

b2 =1,(x0,y0)为切点 y0y
a2 -x0x

b2 =1,(x0,y0)为切点

若(x0,y0)为双曲线上一点,在标准方程中用x0x代替x2,用y0y代替y2 即得到切

点为(x0,y0)的切线方程

切点弦所在

直线方程

x0x
a2 -y0y

b2 =1,

点(x0,y0)为双曲线外一点

y0y
a2 -x0x

b2 =1,

点(x0,y0)为双曲线外一点

点(x0,y0)为双曲线与两渐近线之间的点
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标准方程 x2

a2 -y2

b2 =1 a>0,b>0( ) y2

a2 -x2

b2 =1 a>0,b>0( )

弦长公式

设直线与双曲线两交点为A(x1,y1),B(x2,y2),kAB =k,

则弦长 AB = 1+k2 x1-x2 = 1+1
k2 y1-y2 (k≠0),

x1-x2 = x1+x2( )2-4x1x2 = Δ
a

通径
同支最短的焦点弦通径长=2b2

a
,通径过

焦点且垂直F1F2

同支最短的焦点弦通径长=2b2

a
,通径

过焦点且垂直F1F2

焦点

三角形

双曲线上一点P(x0,y0)与两焦点F1,F2 构成的△PF1F2 称为焦点三角形,

设∠F1PF2=θ,PF1 =r1,PF2 =r2,则cosθ=1-2b2

r1r2
,

S△PF1F2=1
2r1r2sinθ= sinθ

1-cosθ
·b2= b2

tanθ
2

=c y0

等轴

双曲线

等轴双曲线满足如下充要条件:

双曲线为等轴双曲线⇔a=b⇔离心率e= 2⇔两渐近线互相垂直⇔渐近线方程为y
=±x ⇔方程可设为x2-y2=λ(λ≠0)

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型140　双曲线的标准方程

思路提示:求双曲线的方程问题,一般有下列两种解决途径:
(1)在已知方程类型的前提下,根据题目中的条件求出方程中的参数a,b,

c,即利用待定系数法求方程.
(2)根据动点轨迹满足的条件,来确定动点的轨迹为双曲线,然后求解出方

程中的参数,即利用定义法求方程.

【例10.12】　求满足下列条件的双曲线的标准方程:

(1)经过点 -5,2( ),焦点为 6,0( );

(2)实半轴长为2 3且与双曲线x2

16-y2

4=1有公共焦点;

(3)经过点P(3,2 7),Q(-6 2,7).

【分析】　利用待定系数法求方程.设双曲线方程为x2

a2-y2

b2 =1,求双曲线方程,即求参数a,b,

为此需要找出并解关于a,b的两个方程.

【解析】　(1)因为焦点坐标为 6,0( ),焦点在x轴上,故可设双曲线方程为x2

a2-y2

b2 =1(a

>0,b>0),又双曲线过点 -5,2( ),所以25
a2-4

b2=1,又因为c= 6,所以a2+b2
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=6,解得a2=5,b2=1,故所求双曲线方程为x2

5-y2=1.

(2)由双曲线方程x2

16-y2

4=1,得其焦点坐标为F1(-2 5,0),F2(2 5,0),由题

意,可设所求双曲线方程为x2

a2-y2

b2 =1(a>0,b>0),由已知a=2 3,c=2 5,

得b2=c2-a2=8,故所求双曲线方程为x2

12-y2

8=1.

(3)因为所求双曲线方程为标准方程,但不知焦点在哪个轴上,故可设双曲线方

程为mx2+ny2=1(mn<0),因为所求双曲线经过点P(3,2 7),Q(-62,7),

所以
9m+28n=1
72m+49n=1{ ⇒

m=-1
75

n=1
25

ì

î

í .故所求双曲线方程为y2

25-x2

75=1.

【评注】　求双曲线的标准方程一般用待定系数法.若焦点坐标确定,一般仅有一解;若焦

点坐标不能确定是在x轴上还是在y 轴上,可能有两个解,而分类求解较为繁

杂,此时可设双曲线的统一方程mx2+ny2=1(mn<0)或x2

m+y2

n=1(mn<0),

求出m,n即可,这样可以简化运算.
【变式1】　根据下列条件,求双曲线的标准方程.

(1)与双曲线x2

9-y2

16=1有共同的渐近线,且过点(-3,2 3);

(2)与双曲线x2

16-y2

4=1有公共焦点,且过点(3 2,2).

【变式2】　若动圆M 与圆C1:x+3( )2+y2=9外切,且与圆C2:x-3( )2+y2=1内切,
求动圆M 的圆心M 的轨迹方程.

【例10.13】　(2007·全国Ⅰ理,4)已知双曲线的离心率为2,焦点为(-4,0),(4,0),则
双曲线方程为(　　).

A.x2

4-y2

12=1 B.x2

12-y2

4=1

C.x2

10-y2

6=1 D.x2

6-y2

10=1

【解析】　由焦点为(-4,0),(4,0)可知焦点在x轴上,故设方程为x2

a2-y2

b2 =1(a>0,b>

0),且c=4,又离心率为e=c
a =2,故a=2,所以a2=4,c2=16,b2=c2-a2=

12,所以所求双曲线的方程为x2

4-y2

12=1.故选 A.

【变式1】　(2008·重庆理,8)已知双曲线x2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)的一条渐近线为y=kx

(k>0),离心率为e= 5k,则双曲线方程为(　　).

A.x2

a2-y2

4a2=1 B.x2

a2-y2

5a2=1 C.x2

4b2-y2

b2=1 D.x2

5b2-y2

b2=1
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a2-y2

b2=1(a>0,b>0)的一条渐近线方程为y

= 3x,一个焦点在抛物线y2=24x的准线上,则双曲线的方程为(　　).

A.x2

36-y2

108=1 B.x2

9-y2

27=1 C. x2

108-y2

36=1 D.x2

27-y2

9=1

【变式3】　(2010·北京朝阳一模理,6)已知点P(3,-4)是双曲线x2

a2 -y2

b2 =1(a>0,

b>0)渐近线上的一点,E,F 是左、右两个焦点,若EP→·FP→=0,则双曲线方程

为 (　　).

A.x2

3-y2

4=1 B.x2

4-y2

3=1 C.x2

9-y2

16=1 D.x2

16-y2

9=1

【变式4】　(2011·山东文,15)已知双曲线x2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)和椭圆x2

16+y2

9=1有相同

的焦点,且双曲线的离心率是椭圆离心率的两倍,则双曲线的方程为　　　　.

【例10.14】　(2008·山东理,10)设椭圆C1 的离心率为5
13

,焦点在x 轴上且长轴长为

26.若曲线C2 上的点到椭圆C1 的两个焦点的距离的差的绝对值等于8,则
曲线C2 的标准方程为(　　).

A.x
2

42-y2

32=1 B.x2

132-y2

52=1 C.x2

32-y2

42=1 D.x2

132-y2

122=1

【解析】　设C1 的方程为x2

a2+y2

b2=1(a>b>0),则
2a=26
c
a=5

13
{ ,得 a=13

c=5{ .

椭圆C1 的焦点为F1(-5,0),F2(5,0),因为8<|F1F2|,且由双曲线的定义知

曲线C2 是以F1,F2 为焦点,实轴长为8的双曲线,故C2 的标准方程为x2

42-y2

32

=1.故选 A.
【变式1】　设命题甲:平面内有两个定点F1,F2 和一动点 M,使得 MF1 - MF2 为

定值,命题乙:点M 的轨迹为双曲线,则命题甲是命题乙的(　　).
A.充分不必要条件 B.必要不充分条件

C.充要条件 D.既不充分也不必要条件

【变式2】　(2008·重庆文,21)已知M(-2,0)和 N(2,0)是平面上的两个点,动点P 满

足 PM - PN =2,求点P 的轨迹方程.
【变式3】　(2006·北京理,19)已知点 M(-2,0),N(2,0),动点P 满足条件 PM -

PN =2 2,记动点P 的轨迹为W,求W 的方程.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型141　双曲线离心率的求解及其范围问题

思路提示:求双曲线的离心率主要有以下两个途径:

(1)求出a,c,利用定义求e=c
a.

(2)构造关于c
a

的方程,通过解方程求出离心率.求双曲线离心率的范围主

要是找到a,b,c三个量之间的不等关系.
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4-y2

3=1,则此双曲线的离心率e为(　　).

A.1
2 B.2 C.2 2 D. 7

2

【解析】　由题意可知a2=4,b2=3,故c2=a2+b2=7,故c= 7,所以离心率e=c
a= 7

2.

故选D.

【评注】　本题若借用公式e2=1+b2

a2=1+3
4=7

4⇒e= 7
2

,则更为简洁.因为此种方法在

求解过程中避开了基本量c的求解,从而使得求解过程变得更为简洁.但是同学

们应对公式:椭圆中e2=1-b2

a2(因为e<1);双曲线中e2=1+b2

a2(因为e>1),加

以熟练识记.

【变式1】　(2009·安徽理,3)下列曲线中离心率为 6
2

的是(　　).

A.x2

2-y2

4=1 B.x2

4-y2

2=1 C.x2

4-y2

6=1 D.x2

4-y2

10=1

【变式2】　(2011·辽宁理,13)已知点(2,3)在双曲线C:x
2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)上,C 的

焦距为4,则它的离心率为　　　　.
【变式3】　(2011·课标全国理,7)设直线l过双曲线C 的一个焦点,且与C 的一条对称

轴垂直,l与C 交于A,B 两点,AB 为C 的实轴长的2倍,则C 的离心率为

(　　).

A.2 B.3 C.2 D.3

【例10.16】　(1)已知F1,F2 是双曲线x2

a2-y2

b2 =1(a>0,b>0)的两个焦点,M 为双曲线

上的点,若MF1⊥MF2,∠MF2F1=30°,则双曲线的离心率为(　　).

A. 3-1 B. 6
2 C. 3+1 D. 3+1

2

(2)设双曲线x2

a2-y2

b2 =1(0<a<b)的半焦距为c,直线l过(a,0),(0,b)两

点,且原点到直线l的距离为 3
4c,则双曲线的离心率为　　　　.

【解析】　(1)依题意,不妨设 MF1 =1,则 F1F2 =2,MF2 = 3,

则e=c
a=2c

2a= F1F2

MF2 - MF1
= 2

3-1
= 3+1.故选C.

(2)由l过两点(a,0),(0,b),得l的方程为x
a+y

b =1,即为bx+ay-ab=0. 由

点到l的距离为 3
4c,得 ab

a2+b2
= 3

4c.将b= c2-a2 代入,平方后整理得3c4

-16a2c2+16a4=0,3e4-16e2+16=0,e2=4
3

或4,故e=2 3
3

或e=2.
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因0<a<b,故e=c

a = a2+b2

a = 1+b2

a2 > 2,所以应舍去e=2 3
3. 故所求

离心率e=2.
【评注】　(1)双曲线离心率的求解一般有定义法和方程法两种方法.在求解及应用中,应

注意公式及其变形的灵活使用.如e=c
a

,e= 1+b2

a2 ,b
2

a2=e2-1.

(2)求离心率的本质就是探求a,b,c间的数量关系,若求离心率的值则探求a,

b,c的等式关系;若求离心率的范围,则探求a,b,c的不等关系式,另外,要注意

隐含条件a2+b2=c2 的使用.
【变式1】　(2007·江苏,3)在平面直角坐标系xOy中,双曲线的中心在坐标原点,焦点

在y轴上,一条渐近线的方程为x-2y=0,则它的离心率为(　　).

A. 5 B. 5
2 C. 3 D.2

【变式2】　中心在原点,焦点在x轴上的双曲线的一条渐近线经过点(4,-2),则它的离

心率为(　　).

A. 6 B. 5 C. 6
2 D. 5

2

【例10.17】　(2008·陕西理,9)双曲线x2

a2-y2

b2 =1a>0,b>0( ) 的左、右焦点分别是F1,

F2,过F1 作倾斜角为30·的直线交双曲线右支于M 点,若 MF2 垂直于x
轴,则双曲线的离心率为(　　).

图　10-3

A. 6 B. 3

C. 2 D. 3
3

【解析】　依题意,如图10-3所示,不妨设 MF2 =1,则 MF1 =2,

F1F2 = 3,则e=c
a =2c

2a= F1F2

MF1 - MF2
= 3. 故

选B.

【变式1】　(2009·江西理,6)设F1 和F2 为双曲线x2

a2-y2

b2 =1(a>

0,b>0)的两个焦点,若F1,F2,P(0,2b)是正三角形的三个顶点,则双曲线的

离心率为(　　).

A.3
2 B.2 C.5

2 D.3

【变式2】　(2011·福建理,7)设圆锥曲线Γ的两个焦点分别为F1,F2,若曲线Γ上存在

点P 满足 PF1 ∶F1F2 ∶ PF2 =4∶3∶2,则曲线Γ的离心率等于(　　).

A.12
或3

2 B.23
或2 C.12

或2 D.23
或3

2

【例10.18】　(2008·福建理,11)双曲线x2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)的两个焦点为F1,F2,若

P 为其上一点,且|PF1|=2|PF2|,则双曲线离心率的取值范围是(　　).
A.(1,3) B.(1,3] C.(3+∞) D.[3,+∞)
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PF1 =4a,PF2 =2a,又 PF1 + PF2 ≥ F1F2 =2c,故6a≥2c,e≤3,
又e>1,故1<e≤3.

解法二:利用 PF1

PF2
的单调性,PF1

PF2
= PF2 +2a

PF2
=1+ 2a

PF2
,随 PF2 的

增加,PF1

PF2
减小,也就是说当P 点右移时,PF1

PF2
值减小,故要在双曲线上找

到一点P,使得 PF1

PF2
=2,故当P 点在双曲线的右顶点时,PF1

PF2
≥2,得a+c

c-a
≥2⇒3a≥c,1<e≤3.故选B.

【评注】　若在双曲线x2

a2-y2

b2=1a>0,b>0( ) 上存在一点P,使 PF1 =λ PF2 λ>1( ),

则1<e≤λ+1
λ-1.注意与椭圆中λ-1

λ+1≤e<1(λ>1)类似结论的区分和对比识记.

【变式1】　(2009·重庆理,15)已知双曲线x2

a2-y2

b2 =1(a>0,b>0)的左、右焦点分别为

F1(-c,0),F2(c,0),若双曲线上存在点P 使sin∠PF1F2

sin∠PF2F1
=a
c

,则该双曲线的

离心率的取值范围是　　　　.

【例10.19】　已知双曲线x2

4+y2

m=1的离心率e∈(1,2),则m 的取值范围是(　　).

A.(-12,0) B.(-∞,0) C.(-3,0) D.(-60,-12)
【分析】　利用基本量a,b来表示离心率,从而间接求得m 的取值范围.

【解析】　x2

4 +y2

m =1 的标准方程为x2

4 - y2

-m=1,故a2 =4,b2 = -m,半焦距c=

4+(-m),所以e= 4-m
2

,又因为e∈(1,2),故1< 4-m
2 <2,解得-12

<m<0.故选 A.
【评注】　在确定基本量a,b之前,先把双曲线方程化为标准方程,以防出现错误.本题若

借用公式b2

a2=e2-1∈(0,3)⇒0<-m
4 <3⇒-12<m<0,则更为简洁.同学们

应对公式:椭圆中b2

a2=1-e2(因为e<1);双曲线中b2

a2=e2-1(因为e>1),加以

熟练识记.

【变式1】　(1)双曲线 x2

k-3+y2

4=1的离心率e<2,则k的取值范围是(　　).

A.(-∞,3) B.(-9,3) C.(-3,3) D.(-57,3)

(2)双曲线x2

n- y2

12-n=1的离心率是 3,则n=　　　　　　　　.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型142　双曲线的渐近线

思路提示:熟记两种标准方程的不同渐近线的方程;焦点到渐近线的距离称为焦渐

距,其值等于虚半轴长b.
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2-y2

4=-1的渐近线方程为(　　).

A.y=± 2x B.x=± 2y

C.y=± 2
2x D.x=± 2

2y

【解析】　双曲线的标准方程为y2

4-x2

2=1,焦点在y轴上,故渐近线方程为y=±a
bx,由

题意所求渐近线方程为y=±2
2
x,即y=± 2x.故选 A.

【评注】　应熟记,若双曲线的标准方程为x2

a2-y2

b2 =1,则焦点落在x 轴上,渐近线方程为

y=±b
ax;若双曲线的标准方程为y2

a2-x2

b2 =1,则焦点落在y轴上,渐近线方程

为y=±a
bx.

【变式1】　(2011·北京文,10)已知双曲线x2-y2

b2=1b>0( )的一条渐近线的方程为y=

2x,则b=　　　　.

【变式2】　(2011·湖南理,5)设双曲线x2

a2-y2

9=1a>0( )的渐近线方程为3x±2y=0,则

a的值为(　　).
A.4 B.3 C.2 D.1

【变式3】　(2011·山东理,8)已知双曲线x2

a2-y2

b2 =1a>0,b>0( ) 的两条渐近线均和圆

C:x2+y2-6x+5=0相切,且双曲线的右焦点为圆C 的圆心,则该双曲线的

方程为(　　).

A.x
2

5-y2

4=1 B.x
2

4-y2

5=1

C.x
2

3-y2

6=1 D.x
2

6-y2

3=1

【例10.21】　已知双曲线的的渐近线方程是3x±2y=0,则该双曲线的离心率等于　　　　.
【解析】　依题意,设双曲线的方程为9x2-4y2=λλ≠0( ).若λ>0,则双曲线的标准方程

为x2

λ
9

-y2

λ
4

=1,故a2=λ
9

,b2=λ
4

,所以c2=a2+b2=13λ
36

,e2=

13λ
36
λ
9

=13
4

,e>1,则

e= 13
2

;若λ<0,则双曲线的标准方程为 y2

-λ
4

- x2

-λ
9

=1,故a2=-λ
4

,b2=

-λ
9

,所以c2=a2+b2=-13λ
36

,则e2=
-13λ

36

-λ
4

=13
9

,e>1,则e= 13
3 . 故e为

13
2

或 13
3 .



第十章　圆锥曲线方程　　　

·123　　 ·

心得体会
【评注】　若双曲线的渐近线方程为y=±kx(k>0),则离心率e= 1+k2 或 1+1

k2 ,

且当双曲线的方程为x2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)时,k=b
a

;

y2

a2-x2

b2=1(a>0,b>0)时,k=a
b.

【例10.22】　(2008·辽宁文,11)已知双曲线9y2-m2x2=1(m>0)的一个顶点到它的一

条渐近线的距离为1
5

,则m 等于(　　).

A.1 B.2 C.3 D.4
【分析】　将方程化为标准方程,根据顶点到渐近线的距离求出m.

【解析】　9y2-m2x2=1化为标准方程为 y2

1
3

æ

è

ö

ø

2- x2

1
m

æ

è

ö

ø

2=1,其中一个顶点为 0,1
3

æ

è

ö

ø
,

令9y2-m2x2=0得其中一条渐近线为mx-3y=0,则
m×0-3×1

3
m2+32

=1
5

,

得m=4或m=-4(舍).故选D.

【变式1】　(2007·陕西理,7)已知双曲线C:x
2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0),以C的右焦点为圆

心且与C 的渐近线相切的圆的半径是(　　).

A. ab B. a2+b2 C.a D.b

【变式2】　与双曲线x2

9-y2

16=1有共同渐近线,且经过点 -3,23( )的双曲线方程为(　　).

A.x2

4-4y2

9 =1 B.y2

4-4x2

9 =1 C.4y2

9 -x2

4=1 D.4x2

9 -y2

4=1

【变式3】　(2009·四川理,7)已知双曲线x2

2-y2

b2=1(b>0)的左、右焦点分别为F1,F2,其中

一条渐近线方程为y=x,点P(3,y0)在该双曲线上,则PF1
→·PF2

→等于(　　).
A.-12 B.-2 C.0 D.4

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型143　焦点三角形

思路提示:利用定义求解有关焦点三角形边长及周长的问题,

焦点三角形面积 S△PF1F2 = 1
2 PF1 PF2 sinθ= sinθ

1-cosθ
·b2 = b2

tanθ
2

=c·|yP|.

【例10.23】　(2007·湖北文,12)过双曲线x2

4-y2

3=1左焦点F1 的直线交双曲线的左支

于M,N 两点,F2 为其右焦点,则 MF2 + NF2 - MN 的值为　　　.
【分析】　利用双曲线的定义求解.
【解析】　如图10-4所示,由定义知 MF2 - MF1 =4,NF2 - NF1 =4,所以

MF2 + NF2 - MF1 + NF1( )=8,
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图　10-4

所以 MF2 + NF2 - MN =8.

【变式1】　(2007·辽宁理,11)设P 为双曲线x2-y2

12=1上的一

点,F1,F2 是该双曲线的两个焦点,若 PF1 ∶ PF2

=3∶2,则△PF1F2 的面积为(　　).

A.6 3 B.12

C.12 3 D.24

【变式2】　双曲线x2

4-y2=1的两个焦点为F1,F2,点P 在双曲

线上,△F1PF2 的面积为 3,则PF1
→·PF2

→等于(　　).

A.2 B. 3 C.-2 D.- 3

【变式3】　(2011·大纲全国理,15)已知F1,F2分别为双曲线C:x
2

9-y2

27=1的左、右焦点,

点A∈C,点M 的坐标为 2,0( ),AM 为∠F1AF2的平分线,则 AF2 =　　　　.

第三节　抛物线

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈ 掌握抛物线、几何图形、标准方程及简单性质.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　抛物线是圆锥曲线的重要内容,主要考查抛物线的方程、焦点、准线及其几何性

质.题型上,选择、填空、解答题(理科)都有可能出现.主要考查学生的运算、数形结合

和分析能力.
预测2012年高考主要考查抛物线标准方程和性质的应用,焦点弦是热点.

知识点精讲

一、基本概念

平面内与一个定点F 和一条定直线l F∉l( ) 的距离相等的点的轨迹叫作抛物线,定
点F 叫作抛物线的焦点,定直线l叫作抛物线的准线.

注 若在定义中有F∈l,则动点的轨迹为l的垂线,垂足为点F.
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二、基本性质、定理与公式

1.抛物线的标准方程

抛物线的标准方程有4种形式:y2=2px,y2=-2px,x2=2py,x2=-2py(p>0).
(如表10-3所示)其中一次项与对称轴一致,一次项系数的符号决定开口方向.

表　10-3

标准方程 y2=2px p>0( ) y2=-2px p>0( ) x2=2py p>0( ) x2=-2py p>0( )

图形

对称轴 x轴 　　　　　　　y轴

顶点 原点 0,0( )

焦点坐标 p
2

,0( ) -p
2

,0( ) 0,p
2( ) 0,-p

2( )

准线方程 x=-p
2 x=p

2 y=-p
2 y=p

2

2.点P(x0,y0)与抛物线y2=2px(p>0)的关系

(1)P 在抛物线内(含焦点)⇔y2
0<2px0.

(2)P 在抛物线上⇔y2
0=2px0.

(3)P 在抛物线外⇔y2
0>2px0.

3.焦半径

抛物线上的点P(x0,y0)与焦点F 的距离称为焦半径,若y2=2px(p>0),则焦半径

PF =x0+p
2

, PF min=p
2.

4.p(p>0)的几何意义

p为焦点F 到准线l的距离,即焦准距.p越大,抛物线开口越大.

5.焦点弦

若AB 为抛物线y2=2px(p>0)的焦点弦,A(x1,y1),B(x2,y2),弦中点为 M(x0,

y0),则有以下结论:

(1)x1x2=p2

4.

(2)y1y2=-p2.

(3)焦点弦长公式1:AB =x1+x2+p,x1+x2≥2 x1x2 =p,即当x1=x2 时,焦
点弦取最小值2p,即所有焦点弦中通径最短,其长度为2p.

(4)焦点弦长公式2:AB = 2p
sin2α

(α为直线AB 的倾斜角).
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2sinα
(α为直线AB 的倾斜角).

6.抛物线的弦

若AB 为抛物线y2=2px(p>0)的任意一条弦,A(x1,y1),B(x2,y2),弦AB 中点为

M(x0,y0)(y0≠0),则:

(1)弦长公式:AB = 1+k2 x1-x2 = 1+1
k2 y1-y2 (kAB=k≠0).

(2)kAB=p
y0

.

(3)直线AB 的方程为y-y0=p
y0

(x-x0).

(4)线段AB 的垂直平分线方程为y-y0=-y0

p
(x-x0).

7.求抛物线标准方程的焦点和准线的快速方法(A
4

法)

(1)y2=Ax(A≠0),焦点为 A
4

,0æ

è

ö

ø
,准线为x=-A

4.

(2)x2=Ay(A≠0),焦点为 0,A
4

æ

è

ö

ø
,准线为y=-A

4.

如y=4x2,即x2=y
4

,焦点为 0,1
16

æ

è

ö

ø
,准线为y=-1

16.

8.参数方程

y2=2px(p>0)的参数方程为
x=2pt2

y=2pt{ (参数t∈R).

9.切线方程和切点弦方程

抛物线y2=2px(p>0)的切线方程为y0y=p(x+x0),(x0,y0)为切点.
切点弦方程为y0y=p(x+x0),点(x0,y0)在抛物线外.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型144　抛物线方程的求解

思路提示:掌握抛物线的定义.求抛物线标准方程常用的方法为待定系数法和定义

法,确定参数p是解题核心.

【例10.24】　(2010·陕西理,8)已知抛物线y2=2px(p>0)的准线与圆x2+y2-6x-7
=0相切,则p的值为(　　).

A.1
2 B.1 C.2 D.4

【解析】　抛物线的准线为x=-p
2

,圆x2+y2-6x-7=0的标准方程为(x-3)2+y2=
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16,由x=-p

2
与圆相切,知3- -p

2
æ

è

ö

ø
=4,解得p=2.故选C.

【评注】　准线是抛物线的重要性质,要熟记准线方程.
【变式1】　(2011·陕西理,2)设抛物线的顶点在原点,准线方程为x=-2,则抛物线的

方程是(　　).
A.y2=-8x B.y2=8x C.y2=-4x D.y2=4x

【变式2】　(2011·山东文,9)设M x0,y0( )为抛物线C:x2=8y上一点,F 为抛物线C 的

焦点,以F 为圆心,FM 为半径的圆和抛物线C 的准线相交,则y0的取值范

围是(　　).
A.0,2( ) B.0,2[ ] C.　 2,+∞( ) D.2,+∞[ )

【变式3】　(2010·湖南文,5)设抛物线y2=8x上一点P 到y 轴的距离是4,则点P 到抛

物线焦点的距离是(　　).
A.4 B.6 C.8 D.12

【变式4】　(2011·辽宁理,3)已知F 是抛物线y2=x 的焦点,A,B 是该抛物线上的两

点,AF + BF =3,则线段AB 的中点到y 轴的距离为(　　).

A.34 B.1 C.54 D.74
【变式5】　(2011·课标全国文,9)已知直线l过抛物线C 的焦点,且与C的对称轴垂直,

l与C 交于A,B 两点,AB =12,P 为C 的准线上一点,则△ABP 的面积为

(　　).
A.18 B.24 C.36 D.48

【例10.25】　(2008·北京理,4)若点P 到直线x=-1的距离比它到点(2,0)的距离小

1,则点P 的轨迹为(　　).
A.圆 B.椭圆 C.双曲线 D.抛物线

【解析】　解法一:(直接法)设P(x,y),依题意有|x+1|= (x-2)2+y2 -1,当x≥-1

时,x+1+1= (x-2)2+y2 ,整理得y2=8x.当x<-1时,y2=4(x-1),显
然不成立.故点P 的轨迹方程为y2=8x(x≥0).
解法二:(定义法)由题意可知,点P 只能在x=-1的右侧,点P 到直线x=-2
的距离等于它到点(2,0)的距离,根据抛物线的定义知,点P 的轨迹是抛物线.
故选D.

【变式1】(2011·广东文,8)设圆C 与圆x2+ y-3( )2=1外切,与直线y=0相切,则C
的圆心轨迹为(　　).
A.抛物线 B.双曲线 C.椭圆 D.圆

【变式2】　已知动圆经过点M(3,2)且与直线x=1相切,求动圆圆心T 的轨迹方程.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型145　与抛物线有关的距离和最值问题

思路提示:抛物线上任意一点到焦点的距离等于到准线的距离,利用这一性质可以把

相等长度的线段进行转化,从而把两条线段距离之和的问题转化为两点间

的距离问题或点到直线的距离问题,即在解题中掌握“抛物线的定义及其

性质”.
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y2=4x上一动点P 到直线l1 和l2 的距离之和的最小值是(　　).

A.2 B.3 C.11
5 D.37

16

图　10-5

【分析】　画出图形,利用等价转化,将距离之和的最小值转化为点

到直线的距离.
【解析】　如图10-5所示,抛物线方程为y2=4x,l2 为其准线,焦点

为F(1,0),由抛物线的定义可知|PH1|+|PH2|=|PH1|

+|PF|≥|FH1|≥d(F,l1)= 4×1-0+6
32+42

=2.故选 A.

【评注】　本题考查抛物线的定义及转化与化归的数学思想.
【变式1】　(2008·辽宁理,10)已知点P 是抛物线y2=2x上的一

个动点,则点P 到点M(0,2)与到该抛物线准线的距离

之和的最小值为(　　).

A. 17
2 B.3 C. 5 D.9

2
【变式2】　(2004·全国Ⅲ理,16)设P 是曲线y2=4(x-1)上的一个动点,则点P 到点

(0,1)与点P 到y 轴的距离之和的最小值是　　　　.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈题型146　抛物线中三角形、四边形的面积问题

思路提示:解决此类问题经常利用抛物线的定义,将线段长度等价转化,并构造直角

三角形或直角梯形,从而计算其面积或面积之比.

【例10.27】　(2007·山东理,11)抛物线y2=4x的焦点为F,准线为l,经过F 且斜率为

3的直线与抛物线在x 轴上方的部分相交于点A,AK⊥l,垂足为 K,则

△AKF 的面积是(　　).

A.4 B.3 3 C.4 3 D.8
【分析】　作出图形,利用数形结合思想,在图中找到三角形的底和高从而使问题得以解决.

图　10-6

【解析】　解法一:如图10-6所示,由题意可知F(1,0),准线方程

为x= -1,由 y= 3(x-1)

y2=4x{ ,解 得 A(3,2 3),故

AK =3+1=4,因为直线 AF 的斜率为 3,所以

∠AFx=60°,则∠FAK=60°,又|AK|=|AF|,则

△AKF 为等边三角形.△AKF 的底为 AK =4,高为

2 3,所以S△AKF=1
2×4×2 3=4 3.

解法二:由焦点F 到准线l的距离为2,因为直线AF
的斜率为 3,所以∠AFx=60°,则∠FAK=60°,又|AK|=|AF|,则△AKF 为

等边三角形,则∠FKA=60°,∠F′KF=30°,|KF|=2|F′F|=4,所以S△AFK =

3
4×42=43.故选C.
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心得体会【变式1】　(2008·海南海口)已知抛物线C:y2=8x 的焦点为F,准线与x 轴的交点为

K,点A 在C 上且 AK = 2 AF ,则△AKF 的面积为(　　).
A.4 B.8 C.16 D.32

【变式2】　(2009·天津理,9)设抛物线y2=2x的焦点为F,过点M(3,0)的直线与抛物

线相交于 A,B 两点,与抛物线的准线相交于点C,BF =2,则△BCF 与

△ACF 的面积之比S△BCF

S△ACF
等于(　　).

A.4
5 B.2

3 C.4
7 D.1

2

第四节　曲线与方程

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈ 了解方程的曲线与曲线的方程的对应关系,理解曲线与方程的概念.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　从内容上看,求曲线的方程是解析几何的基本问题之一,是高考中的一个热点和

重点,在历年高考中出现的频率较高,一般与平面向量结合.
从形式上看,以解答题为主,难度中档.
从能力要求上看,高考中注重考查学生的逻辑思维、运算、分析和解决问题的能

力,而轨迹方程这一热点,恰好能很好地反映学生在这些能力方面的掌握程度.
预测2012年高考中,求曲线方程的题目若出现在主观题中,则综合性比较强,属

于较难题;若出现在客观题中,则通常可以利用圆锥曲线的定义解题,为容易题.
轨迹问题是每年必考内容之一,求解方程比较有规律,难度以中等偏难为主.

知识点精讲

一、基本概念

1.曲线的方程与方程的曲线

在直角坐标系中,如果某曲线C(看作适合某种条件的点的集合或轨迹)上的点与一

个二元方程f(x,y)=0的实数解建立了如下的关系:
(1)曲线上的点的坐标都是这个方程的解;
(2)以这个方程的解为坐标的点都是曲线上的点.
那么,这个方程叫作曲线的方程,这条曲线叫作方程的曲线.
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心得体会 事实上,曲线可以看作一个点集C,一个二元方程的解作为坐标的点也组成一个点集

F.上述定义中
条件(1)⇔C⊆F,
条件(2)⇔F⊆C{ ⇔C=F.

2.直接法求动点的轨迹方程

利用直接法求动点的轨迹方程的步骤如下:
(1)建

∙
系———建立适当的坐标系.

(2)设
∙

点———设轨迹上的任一点P(x,y).
(3)列式———列出限制

∙∙
关系式.

(4)代
∙

换———依条件式的特点,选用距离和斜率公式等将其转化为x,y的方程式,并
化
∙

简.
(5)证明(一般省略)———证明所求方程即为符合条件的动点轨迹方程(对某些特殊

值应另外补充检验).
简记为:建设限(现)代化,补充说明.
注 若求动点的轨迹,则不但要求出动点的轨迹方程,还要说明轨迹是什么曲线.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型147　求动点的轨迹方程

思路提示:动点的运动轨迹所给出的条件千差万别,因此求轨迹的方法也多种多样,
但应理解,所求动点的轨迹方程其实质即为其上动点的横纵坐标x,y 所

满足的等量关系式.常用的方法有直接法、定义法、相关点法(代入法)、参
数法、几何法、交轨法和整体法.

一、直接法(直译法)

如果动点满足的几何条件本身就是一些几何量的等量关系且这些几何条件简单明了

且易于表达,那么只需把这种关系“翻译”成含x,y的等式,就可得到曲线的轨迹方程.由于

这种求轨迹方程的过程不需要其他步骤,也不需要特殊的技巧,所以被称为直接法.
【例10.28】　(2010·北京理,19)在平面直角坐标系xOy中,点B 与点A -1,1( )关于原

点O 对称,P 是动点,且直线AP 与BP 的斜率之积等于-1
3

,求动点P 的

轨迹方程.

【分析】　设P x,y( ),将题设中直线AP 与BP 的斜率之积等于-1
3

翻译成含x,y 的

等式.
【解析】　因为点B 与点A -1,1( )关于原点O 对称,所以点B 的坐标为 1,-1( ).设点P

的坐标为 x,y( ),由题意得y-1
x+1

·y+1
x-1=-1

3
,化简得x2+3y2=4x≠±1( ).

故动点P 的轨迹方程为x2+3y2=4(x≠±1).
【变式1】　(2011·课标全国理,20(1))在平面直角坐标系xOy中,已知点A(0,-1),B
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心得体会点在直线y=-3上,M 点满足MB→∥OA→,MA→·AB→=MB→·BA→,M 点的轨迹

为曲线C.求C的方程.
【变式2】　(2009·湖北理,20)在平面直角坐标系xOy中,点P 到点F(3,0)的距离的4

倍与它到直线x=2的距离的3倍之和记为d,当点P 运动时,d恒等于点P
的横坐标与18之和,求点P 的轨迹C.

【变式3】　(2010·湖北理,20)已知定点A(-1,0),F(2,0),定直线l:x=1
2

,不在x轴

上的动点P 与点F 的距离是它到直线l 的距离的2倍,求动点 P 的轨迹

方程.

二、定义法

若动点的轨迹符合某一基本轨迹(圆、椭圆、双曲线、抛物线)的定义,则可根据定义

直接求出动点的轨迹方程.
【例10.29】　M(-2,0)和N(2,0)是平面上的两点,动点P 满足 PM + PN =6. 求

点P 的轨迹方程.
【分析】　动点P 满足 PM + PN =6>4. 即到两定点 M(-2,0),N(2,0)的距离等

于6,则满足椭圆定义.
【解析】　因为|PM|+|PN|=6>|MN|=4,所以由椭圆定义,动点 P 的轨迹是以

M(-2,0),N(2,0)为焦点,长轴长为6的椭圆,设椭圆方程为x2

a2+y2

b2 =1(a>b>

0),则有2a=6,a=3,半焦距c=2,所以b= a2-c2 = 5,所以所求动点P 的轨

迹方程为x2

9+y2

5=1.

【评注】　椭圆的定义:在平面内到两定点F1,F2 的距离和等于定长(大于 F1F2 )的点

的轨迹是椭圆.对于圆、双曲线、抛物线的定义也应熟记.
【变式1】　(2011·广东理,19(1))设圆C与两圆(x+ 5)2+y2=4,(x- 5)2+y2=4中

的一个内切,另一个外切,求C的圆心轨迹L 的方程.
【变式2】　已知点M(-2,0),N(2,0),动点P 满足条件 PM→ - PN→ =2 2,记动点P

的轨迹为W,求W 的方程.

图　10-7

【例10.30】　已知动圆P 与定圆C:(x+2)2+y2=1外切,又与定

直线l:x=1相切,那么动圆圆心P 的轨迹方程是

　　　　.
【分析】　动圆P 与定圆C 相外切,又与定直线l:x=1相切,可得

P 到定点C(-2,0)的距离等于到直线x=2的距离.
【解析】　如图10-7所示,设动圆P 的半径为r(r>0),点P 到定

点C 的距离等于1+r,又点P 到直线x=1的距离|PD|
等于r,易知点P 只能在直线x=1的左侧.将直线x=1
向右平移1个单位得到x=2,则点P 到定点C(-2,0)
的距离等于P 到定直线x=2的距离.这样点P 的轨迹为抛物线,该抛物线的焦

点为(-2,0),准线方程为x=2,则方程为y2=-8x.
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心得体会 【评注】　若动点到定点的距离比动点到定直线的距离大或小一个正常数,且这个正常数

小于定点到定直线的距离,我们可以通过平移定直线使动点轨迹的描述与抛物

线定义吻合.
【变式1】　(2010·上海理,3)若动点P 到点F(2,0)的距离与它到直线x+2=0的距离

相等,则点P 的轨迹方程为　　　　.
【变式2】　(2010·湖北理,19)已知曲线C 在y 轴右侧,C 上每一点到点F(1,0)的距离

减去它到y轴的距离差都是1,求曲线C的方程.
【变式3】　(2011·湖南文,21(1))已知平面内一动点P 到点F(1,0)的距离与点P 到y

轴的距离的差等于1,求动点P 的轨迹C 的方程.

三、相关点法(代入法)

有些问题中,动点满足的条件不便用等式列出,但动点是随着另一动点(称之为相关

点)的运动而运动的.如果相关点满足的条件是明显,或可分析的,这时可以用动点坐标

表示相关点的坐标,根据相关点所满足的方程即可求得动点的轨迹方程,这种求轨迹的

方法叫作相关点法或代入法.

【例10.31】　已知A 为椭圆x2

25+y2

16=1上的点,点B 坐标为(2,1),有AP→=2PB→.求点P

的轨迹方程.
【分析】　本题已知A(相关点)在椭圆上,点B 坐标已知,只需用点P 的坐标表示点A 的

坐标,然后代入椭圆方程便可解出.
【解析】　设A(x0,y0),P(x,y),AP→=(x-x0,y-y0),PB→=(2-x,1-y).

因为AP→=2PB→,故
x-x0=2(2-x)

y-y0=2(1-y){ .

故
x0=3x-4
y0=3y-2{ ,代入x2

0

25+y2
0

16=1,得(3x-4)2
25 +

(3y-2)2
16 =1,

因此点P 的轨迹方程为
x-4

3
æ

è

ö

ø

2

25/9 +
y-2

3
æ

è

ö

ø

2

16/9 =1.

【评注】　关键在于用点P 的坐标来表示点A 的坐标.
【变式1】　(2011·陕西理,17(1))如图10-8所示,设P 是圆x2+y2=25上的动点,点D

是P 在x 轴上的射影,M 为PD 上一点,且 MD =4
5 PD .当P 在圆上运

动时,求点M 的轨迹C 的方程.
【变式2】　(2011·安徽理,21)设λ>0,点A 的坐标为 1,1( ),点B 在抛物线y=x2上运

动,点Q 满足BQ→=λQA→,经过点Q 与x 轴垂直的直线交抛物线于点M,点P
满足QM→=λMP→,求点P 的轨迹方程.

【变式3】　(2011·重庆理,20(2))如图10-9所示,已知 M,N 是椭圆x2

4+y2

2=1上两动

点,且直线OM 与ON 的斜率之积为-1
2

,(其中O 为坐标原点)若点P 满足:

OP→=OM→+2ON→,问:是否存在两个定点F1,F2,使得 PF1 + PF2 为定
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心得体会值? 若存在,求F1,F2的坐标;若不存在,说明理由.

x

y

O D

P
M

图　10-8

　　　　

x

y
P

N

O

M

图　10-9

四、参数法

有时不易得出动点应满足的几何条件,也无明显的相关点,但却较易发现(或经分析

可发现)该动点常常受到另一个变量(角度、斜率、比值、截距或时间等)的制约,即动点坐

标(x,y)中的x,y分别随另一变量的变化而变化,我们称这个变量为参数,由此建立轨迹

的参数方程,这种方法叫作参数法(或设参消参法).如果需要得到轨迹的普通方程,只要

消去参数即可,在选择参数时,选用的参变量可以具有某种物理或几何性质,如时间、速
度、距离、角度、有向线段的数量、直线的斜率及点的横、纵坐标等,也可以没有具体的意

义,还要特别注意选定的参变量的取值范围对动点坐标取值范围的影响.

【例10.32】　设椭圆方程为x2+y2

4=1,过点 M(0,1)的直线l交椭圆于点A,B,点O 是

坐标原点,点P 满足OP→=1
2

(OA→+OB→),求动点P 的轨迹方程.

【分析】　动点P 因点A,B 而动,点A,B 因直线l而动,直线l过定点M(0,1),故因其斜

率(倾斜角)而动.故引入参数———斜率“k”.

【解析】　设A(x1,y1),B(x2,y2),P(x,y),因为OP→=1
2

(OA→+OB→),所以
x=x1+x2

2

y=y1+y2

2

ì

î

í ,

①当直线l斜率存在时,设斜率为k,则l:y=kx+1,由
y=kx+1

x2+y2

4=1{ ,

得x2+
(kx+1)2

4 =1,整理得(4+k2)x2+2kx-3=0.

(因为点M 在椭圆内,过点M 的直线与椭圆总有两个交点,故不必考虑判别式)

所以
x1+x2=- 2k

4+k2

x1x2=- 3
4+k2

ì

î

í ,故x1+x2

2 =- k
4+k2,

y1+y2

2 =k· -k
4+k2

æ

è

ö

ø
+1= 4

4+k2,

所以
x=- k

4+k2　①

y= 4
4+k2 ②

ì

î

í ,①
②

得x
y =-k

4
,所以k=-4x

y
,



　　　　新课标高考数学题型全归纳

·134　　 ·

心得体会
代入②得y= 4

4+ -4x
y

æ

è

ö

ø

2,化简得y2-y+4x2=0(0<y≤1).

整理得
y-1

2
æ

è

ö

ø

2

1/4 + x2

1/16=1(0<y≤1)　③.

②当直线l斜率不存在时,l:x=0.
x=0

x2+y2

4=1{ ⇒
x=0
y=-2{ 或

x=0
y=2{ ⇒A(0,-2),B(0,2),P(0,0).

将P(0,0)代入③式等式成立.

综①②得,点P 的轨迹方程为
y-1

2
æ

è

ö

ø

2

1/4 + x2

1/16=1(0≤y≤1).

【评注】　动点P 的坐标随着变量斜率的变化而变化,故利用设参消参的方法求出轨迹方

程.千万要注意,当动直线斜率可变化时,一定要讨论斜率的存在与否,历年高

考在该处屡考不鲜.

【变式1】　已知过点D(-2,0)的直线l与椭圆x2

2+y2=1交于不同的两点A,B,若OP→=

OA→+OB→,求点P 的轨迹方程.
【变式2】　在平面直角坐标系xOy中,有一个以F1(0,- 3)和F2(0,3)为焦点,离心率

为 3
2

的椭圆,设椭圆在第一象限的部分为曲线C,动点P 在C 上,C在点P 处

的切线与x,y轴的交点分别为A,B,且向量OM→=OA→+OB→. 求点 M 的轨迹

方程.
【变式3】　(2011·广东文,21(1))在平面直角坐标系xOy中,直线l:x=-2交x轴于

点A,设P 是l上一点,M 是线段OP 的垂直平分线上一点,且满足∠MPO=
∠AOP.当点P 在l上运动时,求点M 的轨迹E 的方程.

五、几何法

若所求的轨迹满足某些几何性质(如线段的垂直平分线、角平分线的性质等),可以

用几何法,该法经常与定义法综合应用.

图　10-10

【例10.33】　如图10-10所示,F1,F2 为椭圆x2

4+y2

3=1的

左、右焦点,A 为椭圆上任一点,过焦点F2 向

∠F1AF2 的外角平分线作垂线,垂足为 D,并
延长F2D 交F1A 于点B,则点D 的轨迹方程

是　　　　,点B 的轨迹方程是　　　　.
【分析】　由AD平分∠BAF2,得AD⊥F2B,易得到AF2=AB,

DF2=DB,OD■1
2BF1,故|OD|=1

2|BF1|=a=2.

【解析】　因为∠BAD=∠F2AD,AD⊥BF2,所以△ADF2≌△ADB,故|BD|=|F2D|,
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|BA|=|F2A|,又O 为F1F2 中点,所以OD■1

2BF1,OD =1
2

(AF1 +

AF2 )=2,则点D 的轨迹为以O为圆心,2为半径的圆.故点D 的轨迹方程为

x2+y2=4(y≠0).同理,点B 的轨迹是以F1(-1,0)为圆心,4为半径的圆.故
点B 的轨迹方程为(x+1)2+y2=16(y≠0).

【评注】　在应用角平分线性质的同时,要会很好地结合已知曲线的定义,这里用到了圆

的定义以及椭圆的定义.
【变式1】　已知F1,F2 是双曲线的左、右焦点,Q是双曲线上任一点(不是顶点),从焦点F1

引∠F1QF2 的平分线的垂线,垂足为P,则动点P的轨迹所在的曲线是(　　).
A.直线 B.圆 C.椭圆 D.双曲线

【变式2】　已知点P 为椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)上异于左、右顶点的任一点,F1,F2 是

左、右焦点连接PF1,PF2,作△PF1F2 的旁切圆,(与线段PF2 相切)其圆心

为O′,则动圆圆心O′的轨迹所在的曲线是(　　).
A.直线 B.圆 C.椭圆 D.双曲线

【变式3】　已知点P 为双曲线右支上异于顶点的任一点,连接PF1,PF2,作△PF1F2 的

内切圆,其圆心为O′,则动圆圆心O′的轨迹所在的曲线是(　　).

图　10-11

A.直线 B.圆

C.椭圆 D.双曲线

【变式4】　如图10-11所示,在正方体中,P 是侧面BCC1B1 内一

动点,若P 到直线BC 与到直线C1D1 的距离相等,则
动点P 的轨迹所在的曲线所在的曲线是(　　).
A.直线 B.圆

C.双曲线 D.抛物线

图　10-12

【变式5】　如图10-12所示,正三棱锥S-ABC 中,侧面SAB 与底

ABC所成的二面角等于α,动点P 在侧面SAB 内,PQ⊥
底面ABC,垂足为Q,PQ=PS·sinα,则动点P 的轨迹为

(　　).
A.线段 B.圆

C.一段圆弧 D.一段抛物线

六、交轨法

在求动点轨迹时,有时出现求两曲线交点的轨迹问题,这类问题

常常使用解方程组得到交点(含参数)的坐标,再消去参数即得所求轨迹的方程的方法,
该法经常与参数法并用.
【例10.34】　已知抛物线的方程为x2=2py(p>0),如图10-13所示,过点 M(0,p)的直

线l与抛物线相交于A,B 两点,分别过点A,B 作抛物线的两条切线l1 和

l2,l1 和l2 相交于T.
(1)证明:直线l1 和l2 两斜率之积为定值;
(2)求点T 的轨迹方程.
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图　10-13

【解析】　(1)依题意,直线l的斜率存在,设l的斜率为k,

A x1,
x2

1

2p
æ

è

ö

ø
,B x2,

x2
2

2p
æ

è

ö

ø
,T(x,y).

则l:y=kx+p,由 y=kx+p
x2=2py{ ⇒x2-2pkx-2p2=0.

故x1+x2=2pk,x1x2=-2p2.

所以k1=y′ x=x1=x1

p
,k2=y′

x=x2

=x2

p
,

k1k2=
x1x2

p2 x=-2p2

p2 =-2.故直线l1 和l2 斜率

之积为定值.

(2)l1:y-x2
1

2p=x1

p
(x-x1)⇒y=x1

px-x2
1

2p
,同理l2:y=x2

px-x2
2

2p
,

y=x1

px-x2
1

2p

y=x2

px-x2
2

2p

ì

î

í ⇒
x=x1+x2

2

y=x1x2

2p

ì

î

í ,因为
x1+x2=2pk
x1x2=-2p2{ ,所以y=-p,x=pk即x∈R.

则点T 的轨迹方程为y=-p.

【变式1】　(2010·广东理,20)已知双曲线x2

2-y2=1的左、右顶点分别为A1,A2,点

P(x1,y1),Q(x1,-y1)是双曲线上不同的两个动点,求直线A1P 与A2Q 交点

的轨迹E 的方程.

七、整体法

若探求的轨迹较复杂,可扩大考查视角,将问题中的条件及结论的各种关系看成一

个整体,从整体出发运用整体思想,注重整体结构的挖掘和分析.
【例10.35】　设点P(x0,y0)在直线x=m(y≠±m,0<m<1)上,过点P作双曲线x2-y2=1

的两条切线PA,PB,切点为A,B,定点M 坐标为 1
m

,0æ

è

ö

ø
.过点A作直线x-y

=0的垂线,垂足为N,试求△AMN 的重心G所在的轨迹方程.

图　10-14

【分析】　点A 为动点,点N 也会随之变动,点 M 为定点,点A
在双曲线上,故依赖于双曲线方程来解答.

【解析】　如图10-14所示,设A(xA,yA),N(xN,xN),因为AN

垂直直线y=x,则yA-xN

xA-xN
=-1,xN=xA+yA

2
,

所以N xA+yA

2
,xA+yA

2
æ

è

ö

ø
.设G(x,y),

则
x=

1
m+xA+xA+yA

2
3

y=
yA+xA+yA

2
3

ì

î

í ⇒
6x-2

m=3xA+yA　①

6y=3yA+xA　　 ②

x2
A-y2

A=1 ③

ì

î

í ,
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利用式③,由①2-②2 得 6x-2

m
æ

è

ö

ø

2

-(6y)2=8.

即G点所在曲线方程为
x-1

3m
æ

è

ö

ø

2

2/9 -y2

2/9=1.

【评注】　本题也可用相关点法解答.

第五节　直线与圆锥曲线位置关系

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈ 　　掌握直线与圆锥曲线的位置关系,能熟练运用函数与方程、数形结合、等价转化

和分类讨论思想解题.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　从内容上看,直线与圆锥曲线位置关系问题是高考的热点,涉及直线与圆锥曲线

关系中的求弦长、焦点弦长及弦中点、取值范围和最值等问题.
从形式上看,以解答题为主,难度较大.
从能力上看,要求考生具备数形结合、分析转化及分类讨论的能力.
预测在2012年高考中:
题目主要以解答题的形式出现,这类问题的综合性强,注重与一元二次方程的判

别式、韦达定理、不等式相结合,重在考查学生的基本数学素质和数学能力,具有较高

的区分度,关注与向量综合的探索性题目,分值基本保持在12~14分.

知识点精讲

一、直线l与圆锥曲线C 的位置关系的判断

判断直线l与圆锥曲线C 的位置关系时,通常将直线l的方程Ax+By+C=0(A,B
不同时为0)代入圆锥曲线C的方程F x,y( )=0,消去y(也可以消去x)得到一个变量的

一元二次方程,即 Ax+By+C=0
F x,y( )=0{ ,消去y后得ax2+bx+c=0.

(1)当a≠0时,Δ>0,直线l与曲线C 有两个不同的交点;Δ=0,直线l与曲线C 相

切,即有唯一的公共点(切点)Δ<0,直线l与曲线C 相离.
(2)当a=0时,即得到一个一元一次方程,则l与C 相交,且只有一个交点,此时,若
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轴平行.

二、圆锥曲线的弦

连接圆锥曲线上两点的线段称为圆锥曲线的弦.
直线l:f(x,y)=0,曲线C:F x,y( )=0,A,B为l与C的两个不同的交点,坐标分别为

A x1,y1( ),B(x2,y2),则(x1,y1),(x2,y2)是方程组
f(x,y)=0
F(x,y)=0{ 的两组解,方程组消元后化

为关于x(或y)的一元二次方程Ax2+Bx+C=0(A≠0).判别式Δ=B2-4AC,应有Δ>0,

所以x1,x2 是方程Ax2+Bx+C=0的根,由根与系数关系(韦达定理)求出x1+x2=-B
A

,

x1x2=C
A

,所以A,B两点间的距离为 AB = 1+k2 x1-x2 = Δ
a

,即弦长公式.弦长公

式也可以写成关于y的形式, AB = 1+1
k2 y1-y2 (k≠0).

三、已知弦AB的中点,研究AB的斜率和方程

(1)AB 是椭圆x2

a2 +y2

b2 =1(a>b>0)的一条弦,中点 M(x0,y0),则 AB 的斜率为

-b2x0

a2y0
.运用点差法求AB 的斜率:设A(x1,y1),B(x2,y2)(x1≠x2).A,B 都在椭圆上,

所以

x2
1

a2 +y2
1

b2 =1

x2
2

a2 +y2
2

b2 =1

ì

î

í ,两 式 相 减 得x2
1-x2

2

a2 +y2
1-y2

2

b2 =0,所 以
(x1+x2)(x1-x2)

a2 +

y1+y2( ) y1-y2( )

b2 =0,即y1-y2

x1-x2
=-b2 x1+x2( )

a2 y1+y2( )
=-b2x0

a2y0
,故kAB=-b2x0

a2y0
.

(2)运用类似的方法可以推出:若AB 是双曲线x2

a2-y2

b2 =1(a>0,b>0)的弦,中点

M x0,y0( ),则kAB=b2x0

a2y0
;若曲线是抛物线y2=2px p>0( ),则kAB=p

y0
.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型148　直线与圆锥曲线的位置关系

思路提示:(1)直线与圆锥曲线有两个不同的公共点的判定:通常的方法是直线方程

与圆锥曲线方程联立消元后得到一元二次方程,其 Δ>0;另一方法就是数

形结合,如直线与双曲线有两个不同的公共点,可通过判定直线的斜率与

双曲线渐近线的斜率的大小得到.
(2)直线与圆锥曲线有一个公共点则直线与双曲线的一条渐近线平行,或
直线与抛物线的对称轴平行,或直线与圆锥曲线相切.
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4=1与直线l:y=x+t,求证:不论实数t为何值,直线

l与双曲线C 恒有两个不同的交点.
【分析】　直线l与双曲线C 恒有两个不同的交点,即直线l的方程与双曲线C 的方程联

立消去y,得关于x的一元二次方程,只需Δ>0即可.

【解析】　由
x2-y2

4=1

y=x+t
{ ⇒x2-

(x+t)2
4 =1,整理得3x2-2tx-t2-4=0,Δ=(-2t)2-4

×3(-t2-4)=16t2+48>0,故直线l与双曲线C 恒有两个不同的交点.

【评注】　双曲线C:x
2

a2-y2

b2 =1(a>0,b>0)与直线l:y=kx+t,当 k <b
a

时,直线l与

双曲线C 恒有两个不同的交点.如本题中,|k|=1,1=|k|<b
a=2成立,因此直

线l与双曲线C 恒有两个不同的交点.
【变式1】　对于抛物线C:y2=4x,我们称满足y2

0<4x0 的点M(x0,y0)在抛物线的内部,
若点M(x0,y0)在抛物线的内部,则直线l:y0y=2(x+x0)与抛物线C 的位置

关系是　　　　.
【变式2】　(2011·四川理,10)在抛物线y=x2+ax-5(a≠0)上取横坐标为x1=-4,

x2=2的两点,过这两点引一条割线,有平行于该割线的一条直线同时与抛物

线和圆5x2+5y2=36相切,则抛物线顶点的坐标为(　　).
A.(-2,-9) B.(0,-5) C.(2,-9) D.(1,-6)

【变式3】　设抛物线y2=8x的准线与x 轴交于点Q,若过点Q 的直线l与抛物线有公共

点,则直线l的斜率的取值范围是　　　　.

图　10-15

【例10.37】　(2008·广东理,18)如图10-15所示,设b>0,椭圆

方程为x2

2b2+y2

b2=1,抛物线方程为x2=8(y-b),过

点F(0,b+2)作x 轴的平行线,与抛物线在第一象

限的交点为G,已知抛物线在点G 的切线经过椭圆

的右焦点F1,求满足条件的椭圆方 程 和 抛 物 线

方程.
【分析】　过点G(x0,y0)的切线方程为y-y0=k(x-x0),k=y′ x=x0.

【解析】　由x2=8y-b( ),得y=x2

8+b,当y=b+2时,得x=±4,所以点G 坐标为(4,b

+2),y′=x
4

,y′ x=4=1.过点G 的切线方程为y-(b+2)=x-4,

即y=x+b-2.令y=0,得x=2-b,所以点F1 的坐标为(2-b,0),
由椭圆标准方程得F1(b,0),所以b=2-b,即b=1.

即椭圆和抛物线方程为x2

2+y2=1和x2=8(y-1).

【变式1】　如图10-16所示,在平面直角坐标系xOy 中,过y 轴正方向上一点C(0,c)
(c>0)任作一直线,与抛物线y=x2 相交于A,B 两点,一条垂直于x轴的直

线分别与线段AB 和直线l:y=-c交于P,Q 两点.
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图　10-16

(1)若OA→·OB→=2,求c的值;
(2)若P 为线段AB 的中点,求证:QA 为此抛物

线的切线.
【变式2】　(2010·北京东城二模理,18)已知抛物线的焦点

F 在y 轴上,顶点在坐标原点上.抛物线上一点

A(a,4)到准线的距离是5,过点F 的直线与抛物

线交于M,N两点,过M,N 两点分别作抛物线的

切线,这两条切线的交点为T.
(1)求抛物线的标准方程;
(2)求FT→·MN→的值;
(3)求证:FT→ 是 MF→ 和 NF→ 的等比中项.

图　10-17

【变式3】　(2008·山东理,22)如图10-17所示,设抛物线的方

程为x2=2py(p>0),M 为直线y=-2p上任意一

点,过点M 引抛物线的切线,切点分别为A,B.
(1)求证:A,M,B 三点的横坐标成等差数列;
(2)已知当点 M 的坐标为(2,-2p)时,AB =

4 10,求此时抛物线的方程;
(3)是否存在点M,使得点C关于直线AB 的对称点

D 在抛物线x2=2py(p>0)上,其中点C 满足OC→=
OA→+OB→(O 为坐标原点),若存在,求出所有适合题意的点 M 的坐标;若不存

在,请说明理由.
【例10.38】　(2005·江西理,22)设抛物线C:y=x2 的焦点为F,动点P 在直线l:x-

y-2=0上运动,过P 作抛物线C 的两条切线PA,PB,且与抛物线C 分别

相切于A,B 两点,求证:∠PFA=∠PFB.

【分析】　欲证明∠PFA=∠PFB,不妨证cos∠PFA=cos∠PFB,即证明 FP→·FA→

FP→ FA→
=

FP→·FB→

FP→ FB→
.

【解析】　设点A,B 的坐标分别为 x1,x2
1( ),x2,x2

2( ) x1≠x2( ).
切线AP 的方程为2x1x-y-x2

1=0,
切线BP 的方程为2x2x-y-x2

2=0,

解得点P 的坐标为(x1+x2

2
,x1x2).

FA→= x1,x2
1-1

4
æ

è

ö

ø
,FP→= x1+x2

2
,x1x2-1

4
æ

è

ö

ø
,FB→= x2,x2

2-1
4

æ

è

ö

ø
.

由于点P 在抛物线外,则 FP→ ≠0.

cos∠PFA= FP→·FA→

FP→ FA→
=

x1+x2

2
·x1+ x2

1-1
4

æ

è

ö

ø
x1x2-1

4
æ

è

ö

ø

FP→ x2
1+1

4
æ

è

ö

ø

=
x1x2+1

4
FP→

,

同理有
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cos∠PFB= FP→·FB→

FP→ FB→
=

x1+x2

2
·x2+ x2

2-1
4

æ

è

ö

ø
x1x2-1

4
æ

è

ö

ø

FP→ x2
2+1

4
æ

è

ö

ø

=
x1x2+1

4
FP→

,

所以cos∠PFA=cos∠PFB,又∠PFA,∠PFB∈ 0,π( ),故∠PFA=∠PFB.
【评注】　经研究,本题可推广到一般的抛物线和椭圆、双曲线.

(1)设抛物线C:x2=2py的焦点为F,过抛物线上两点A,B 作抛物线C 的两条

切线PA,PB,并相交于点P,则∠PFA=∠PFB.

(2)设椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)的一个焦点为F,过椭圆上任意两点A,B 作两

条切线的交点为P,则∠PFA=∠PFB.

(3)设双曲线x2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)的一个焦点为F,过双曲线上任意两点A,

B 作双曲线的切线PA,PB,此两条切线的交点为P,则∠PFA=∠PFB.
下面证明关于抛物线的结论.

证:设A x1,
x2

1

2p
æ

è

ö

ø
,B x2,

x2
2

2p
æ

è

ö

ø
,因为抛物线方程为y=x2

2p
,求导得y′=x

p
,所以经过

A,B的切线PA,PB的方程分别为y-x2
1

2p=x1

p
(x-x1)和y-x2

2

2p=x2

p
(x-x2),

即y=x1

px-x2
1

2p
和y=x2

px-x2
2

2p.

解得点P 的坐标为 x1+x2

2
,x1x2

2p
æ

è

ö

ø
,因此点P 在抛物线外,所以|PF→|≠0,FA→

= x1,
x2

1

2p-p
2

æ

è

ö

ø
,FB→= x2,

x2
2

2p-p
2

æ

è

ö

ø
,FP→= x1+x2

2
,x1x2

2p -p
2

æ

è

ö

ø
.

由抛物线的定义得 FA→ =y1+p
2=x2

1+p2

2p
,

所以cos∠PFA= FA→·FP→

FA→ FP→
=
x1·

x1+x2

2 + x2
1

2p-p
2

æ

è

ö

ø

x1x2

2p -p
2

æ

è

ö

ø

x2
1+p2

2p
· FP→

=x3
1x2+p2x2

1+p2x1x2+p4

2p x2
1+p2( )· FP→

=x1x2+p2

2p FP→
.

这是关于x1,x2 对称的,同理cos∠PFB=x1x2+p2

2p FP→
.

故cos∠PFA=cos∠PFB,而∠PFA,∠PFB∈(0,π).所以∠PFA=∠PFB.
椭圆与双曲线的结论同理可证.

【例10.39】　(2009·安徽理,20)已知点 P(x0,y0)在椭圆x2

a2 +y2

b2 =1(a>b>0)上,

x0=acosβ,y0=bsinβ 0<β<π
2

æ

è

ö

ø
,直线l2 与直线l1:

x0x
a2 +y0y

b2 =1垂直,O

为坐标原点,直线OP 的倾斜角为α,直线l2 的倾斜角为γ.

(1)证明:点P(x0,y0)是椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)与直线l1 的唯一交点;



　　　　新课标高考数学题型全归纳

·142　　 ·

心得体会 (2)证明:tanα,tanβ,tanγ构成等比数列.

【解析】　(1)因为x0=acosβ,y0=bsinβ,0<β<π
2

,所以P(x0,y0)是椭圆在第一象限图像

上的一点,

所以椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)化为y=b
a a2-x2 ,y′=b

a× -x
a2-x2

,

y′|x=x0=b
a× -x0

a2-x2
0

=-b2x0

a2y0
,所以椭圆在P(x0,y0)处的切线方程为

y-y0=-b2x0

a2y0
(x-x0),经整理得x0x

a2 +y0y
b2 =1,

即椭圆在点P(x0,y0)处的切线方程为x0x
a2 +y0y

b2 =1.

又点P(x0,y0)在椭圆上,所以点P(x0,y0)是椭圆x2

a2+y2

b2 =1(a>b>0)与直线

l1 的唯一交点.

(2)由题可知kOP=y0

x0
=btanβ

a =tanα,而直线l1⊥l2,k1=-b2x0

a2y0
=-bcosβ

asinβ
,

所以直线l2 的斜率k2=atanβ
b =tanγ,则tanαtanγ=tan2β,

所以tanα,tanβ,tanγ构成等比数列.

【变式1】　已知点P(x0,y0)在双曲线x2

a2-y2

b2 =1(a>0,b>0)上,x0= a
cosβ

,y0=btanβ,

0<β<π
2

,直线l2 与直线l1:
x0x
a2 -y0y

b2 =1垂直,O 为坐标原点,直线OP 的倾

斜角为α,直线l2 的倾斜角为γ.

(1)求证:点P(x0,y0)是双曲线x2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)与直线l1 在第一象限

内的唯一交点;
(2)求证:-tanα,sinβ,tanγ构成等比数列.

【变式2】　已知点P(x0,y0)在抛物线y2=2px(p>0)上,x0=2pt2,y0=2ptt>0( ),直线

l2 与直线l1:y0y=p(x+x0)垂直,O 为坐标原点,直线OP 的倾斜角为α,直线

l2 的倾斜角为γ.
(1)求证:点P x0,y0( )是抛物线y2=2px(p>0)与直线l1 的唯一交点;

(2)求证:1
tanα

,2t,-tanγ构成等比数列.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型149　中点弦问题

思路提示:直线与圆锥曲线相交所得弦中点问题,是解析几何的重要内容之一,也是

高考的一个热点问题.这类问题一般有以下3种类型:(1)求中点弦所在直

线方程问题;(2)求弦中点的轨迹方程问题;(3)弦长为定值时,弦中点的坐

标问题,其解法有点差法、设而不求法、参数法、待定系数法(即中心对称变

换法)等.
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2=1于A,B 两点,且ON→=

1
2 OA→+OB→( ),求直线AB 的方程.

【分析】　由ON→=1
2 OA→+OB→( ),知点N 为线段AB 的中点,用点差法解答.

【解析】　设A(x1,y1),B(x2,y2)(x1≠x2),因为A,B 两点在双曲线x2-y2

2=1上,则

x2
1-y2

1

2=1　①

x2
2-y2

2

2=1　②

ì

î

í ,由①-②得x2
1-x2

2-1
2 y2

1-y2
2( )=0,

整理得y1-y2

x1-x2
=2(x1+x2)

y1+y2
　③,

因为ON→=1
2 OA→+OB→( ),所以x1+x2=2,y1+y2=4,

代入③得,y1-y2

x1-x2
=1,所以kAB=1,

所以直线AB 的方程为y-2=x-1,即x-y+1=0.
【评注】　已知弦中点的坐标,求弦所在直线方程用点差法.点差法可求出直线斜率,值得

注意的是所求直线与双曲线有两个不同的交点.
对于不同曲线,有以下结论:

(1)直线l与椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)相交于A,B 两点,点 M(x0,y0)为线段

AB 的中点,则直线l的斜率为-b2x0

a2y0
(y0≠0).

(2)直线l与双曲线x2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)相交于A,B 两点,点M(x0,y0)为线

段AB 的中点,则直线l的斜率为b
2x0

a2y0
(y0≠0).

(3)直线l与抛物线y2=2px(p>0)相交于A,B 两点,点 M(x0,y0)为线段AB

的中点,则直线l的斜率为p
y0

(y0≠0).

【变式1】　(2010·全国Ⅱ理,21)已知斜率为1的直线与双曲线C:x
2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)

相交于B,D 两点,且BD 的中点为M(1,3),求C的离心率.

【变式2】　 (2011· 江 西 理,20(1))P x0,y0( ) x0≠±a( ) 是 双 曲 线 E:x
2

a2 -y2

b2 =1

a>0,b>0( )上一点,M,N 分别是双曲线E 的左、右顶点,直线PM,PN 的

斜率之积为1
5

,求双曲线的离心率.

【变式3】　(2010·上海文,23)已知椭圆Г的方程为x2

a2+y2

b2=1(a>b>0),A(0,b),B(0,

-b)和Q(a,0)为Г的3个顶点.
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2 AQ→+AB→( ),求点M 的坐标;

(2)设直线l1:y=k1x+p(p≠0)交椭圆Γ于C,D 两点,交直线l2:y=k2x于

点E,若k1·k2=-b2

a2,证明:E 为CD 的中点;

(3)设点P 在椭圆Г 内且不在x 轴上,如何构造作过PQ 中点F 的直线l,使
得l与椭圆Г 的两个交点P1,P2 满足PP1

→+PP2
→=PQ→? 令a=10,b=5,点P

的坐标是(-8,-1),若椭圆Г上的点P1,P2 满足PP1
→+PP2

→=PQ→,求点P1,

P2 的坐标.

【变式4】　已知双曲线x2-y2

2=1,过点B(1,1)能否作直线l,使l与所给双曲线交于

Q1,Q2 两点,且点B 是弦Q1Q2 的中点? 如果存在,写出直线l的方程;如果

不存在,请说明理由.

x

y

P

B
CO

A

图　10-18

【变式5】　(2011·江苏,18(3))如图10-18所示,在平面直角

坐标系xOy中,已知椭圆x2

4+y2

2=1,过坐标原点的

直线交椭圆于P,A 两点,其中点P 在第一象限,过

P 作x 轴的垂线,垂足为C,连接AC,并延长交椭圆

于点B,设直线PA 的斜率为k.
求证:对任意k>0,都有PA⊥PB.

【例10.41】　已知椭圆C:x
2

4+y2

3=1,试确定m 的取值范围,使

得对于直线l:y=4x+m,椭圆C上有两个不同的点关于这条直线对称.
【解析】　解法一:设出对称的两点及其所在的直线方程,再利用判别式Δ>0及中点在对

称轴上求解,设椭圆C上关于直线l对称的两点为P(x1,y1),Q(x2,y2),其所

在的直线的方程为y=-1
4x+b,代入椭圆的方程中整理得13x2-8bx+16b2-

48=0,因为x1≠x2,所以Δ=-192(4b2-13)>0,

解得- 13
2 <b< 13

2 ①,

又因为x1+x2

2 =4b
13

,y1+y2

2 =-1
4

·x1+x2

2 +b=12b
13

,

而点 x1+x2

2
,y1+y2

2
æ

è

ö

ø
又在y=4x+m 上,

所以m=y1+y2

2 -4·x1+x2

2 =-4b
13②,

把①代入②得-2 13
13 <m<2 13

13 .

解法二:根据点差法并结合均值不等式求出m 的范围.
设椭圆C上关于直线l对称的两点为P(x1,y1),Q(x2,y2),

则有以下等式:x
2
1

4 +y2
1

3 =1①　　x2
2

4 +y2
2

3 =1②
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kPQ=y1-y2

x1-x2
=-1

4 ③　　　　y1+y2

2 =4·x1+x2

2 +m④

由①-②得x2
1-x2

2

4 +y2
1-y2

2

3 =0,x1+x2

4 +y1+y2

3
·kPQ=0,

kPQ=x1+x2

4
· - 3

y1+y2

æ

è

ö

ø
,代入③得3x1+x2( )=y1+y2⑤,

把⑤代入④得x1+x2=-2m ⑥,
把⑥代入⑤得y1+y2=-6m ⑦,

①+②得3x2
1+x2

2( )+4y2
1+y2

2( )=24⑧,
由题意x1≠x2,y1≠y2,根据均值不等式得

x2
1+x2

2>
x1+x2( )2

2
,y2

1+y2
2> y1+y2( )2

2
,

所以3x2
1+x2

2( )+4y2
1+y2

2( )>3
2 x1+x2( )2+2y1+y2( )2⑨,

将⑥⑦⑧代入⑨得3
2×4m2+2×36m2<24.

故-2 13
13 <m<2 13

13 .

解法三:椭圆C上存在不同的两点关于直线l对称,等价于存在C的弦被l垂直

平分,且垂足必在椭圆C的内部,因此,这类问题可考虑利用交点在曲线C 的内

部建立不等式.
设椭圆C上关于直线l对称的两点为P x1,y1( ),Q x2,y2( ),弦PQ 的中点为

M x0,y0( ),将P(x1,y2),Q(x2,y2)代入椭圆方程并整理得y1-y2

x1-x2
=-3x0

4y0
=-1

4
,即

y0=3x0①,
由点M 在直线y=4x+m 上得y0=4x0+m ②,
由①②解得x0=-m,y0=-3m.
因为M -m,-3m( )在椭圆的内部,所以3(-m)2+4(-3m)2<12.

解得-2 13
13 <m<2 13

13 .

图　10-19

【变式1】　(2010·安徽理,19)如图10-19所示,已知椭圆E经

过点A(2,3),对称轴为坐标轴,焦点F1,F2 在x轴上,

离心率e=1
2.

(1)求椭圆E 的方程;
(2)求∠F1AF2 的角平分线所在直线l的方程;
(3)在椭圆E 上是否存在关于直线l 对称的相异

两点?
若存在,请找出;若不存在,请说明理由.

【变式2】　(2005·湖北理,21)设A,B 是椭圆3x2+y2=λ上的两点,点 N(1,3)是线段

AB 的中点,试求λ的取值范围,并求出直线AB 的方程.
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2

a2+y2

b2=1(a>b>0)的右焦点为F(c,0),过点F 的一动直线m 绕

点F 转动,并且交椭圆于A,B 两点,P 为线段AB 的中点,求点P 的轨迹

H 的方程.
【分析】　设点P 的坐标为(x,y),利用点差法求点P 的轨迹方程,同时注意直线AB 斜

率不存在的情形.

【解析】　设A(x1,y1),B(x2,y2),P(x,y),可得
x=x1+x2

2

y=y1+y2

2

ì

î

í ,

将A,B 两点坐标代入椭圆x2

a2+y2

b2=1中得

b2x2
1+a2y2

1=a2b2　①
b2x2

2+a2y2
2=a2b2　②{ .

(1)当AB 不垂直于x 轴时,x1≠x2,由①-②得

b2(x1-x2)·2x+a2(y1-y2)·2y=0,

所以y1-y2

x1-x2
=-b2x

a2y
= y
x-c

,

所以b2x2+a2y2-b2cx=0③.
(2)当AB 垂直于x 轴时,点P 即为点F(c,0)满足方程③,故所求点P 的轨迹

H 的方程为b2x2+a2y2-b2cx=0.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型150　弦长问题

思路提示:在弦长有关的问题中,一般有三类问题:(1)公式|AB|= 1+k2|x1-x2|

= Δ
a

;(2)与焦点相关的弦长计算,利用定义;(3)焦点弦的条数问题.

【例10.43】　(2009·福建理,13)过抛物线y2=2px(p>0)的焦点F 作倾斜角为45°的直

线交抛物线于A,B 两点,若线段AB 的长为8,则p=　　　　.

【解析】　设过焦点F p
2

,0æ

è

ö

ø
且倾斜角为45°的直线方程为y=x-p

2
,

联立直线方程与抛物线方程,得 y=x-p
2

y2=2px
{ ,得x2-3px+p2

4=0.

设A,B 两点的坐标为 x1,y1( ),x2,y2( ),

故 AB = 1+1· x1-x2 = 2· x1+x2( )2-4x1x2

= 2· 3p( )2-p2 = 2·2 2p=4p=8,则p=2.

【评注】　过抛物线y2=2px p>0( ) 的焦点F p
2

,0æ

è

ö

ø
作倾斜角为α的直线交抛物线于A,

B 两点,则 AB = 2p
sin2α.

证明如下:设过焦点F p
2

,0æ

è

ö

ø
的直线方程为x=ty+p

2
,
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由
x=ty+p

2
y2=2px

{ ,得y2=2pty+p
2

æ

è

ö

ø
,故y2-2pty-p2=0.

设A,B 两点的坐标为 x1,y1( ),x2,y2( ),故

AB = t2+1( ) y1-y2( )2 = t2+1 y1-y2 = 1+t2 2pt( )2+4p2

=2pt2+1( )=2p cos2α
sin2α+1æ

è

ö

ø
= 2p
sin2α.

在选择题和填空题中,如能运用公式,求解往往变得异常快捷.本题运用公式

|AB|= 2p
sin2α=2p

1
2

=4p=8,则p=2.

【变式1】　(2006·山东理,14)已知抛物线y2=4x,过点P 4,0( )的直线与抛物线交于A
x1,y1( ),B x2,y2( )两点,则y2

1+y2
2 的最小值是　　　　.

【变式2】　点F 为下列圆锥曲线C 的焦点,倾斜角为α的直线l过F 且交C 于A,B 两

点,分别求弦 AB.

(1)C1:x
2

a2+y2

b2=1a>b>0( );

(2)C2:x
2

a2-y2

b2=1a>0,b>0( );

(3)C3:y2=2px p>0( ).

【变式3】　过双曲线x2-y2

2=1右焦点的直线交双曲线于A,B 两点,若 AB =4,则这

样的直线有　　　　条.

【变式4】　(2011·大纲全国理,21)已知O 为坐标原点,F 为椭圆C:x2+y2

2=1在y轴

正半轴上的焦点,过F 且斜率为- 2的直线l与C 交于A,B 两点,点P 满足

OA→+OB→+OP→=0.
(1)证明:点P 在C 上;
(2)设点P 关于点O 的对称点为Q,证明:A,P,B,Q 四点共圆.

【例10.44】　如图10-20所示,设直线ay=x-2与抛物线y2=2x交于相异两点A,B,
以线段AB 为直径作圆H(H 为圆心).试证抛物线顶点在圆 H 的圆周上,
并求a的值,使圆 H 的面积最小.

图　10-20

【分析】　证抛物线顶点在圆周上,可通过证明AO⊥OB;要使圆 H
的面积最小,即直径 AB 最短.

【解析】　(1)设A x1,y1( ),B x2,y2( ),联立
ay=x-2
y2=2x{ 消x,

得y2-2ay-4=0,得y1+y2=2a,y1y2=-4.

因为y2
1=2x1,y2

2=2x2,所以x1x2=y2
1y2

2

4 =4.

所以OA→·OB→=x1x2+y1y2=4-4=0,
所以AO⊥OB,即抛物线顶点在圆 H 的圆周上.
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(2)AB = 1+1

k2 y1-y2 = 1+1
k2 · (y1+y2)2-4y1y2

= 1+a2 · 4a2+16
1 = a2+1( ) 4a2+16( ) ≥4,

当且仅当a2=0即a=0时取等号.

所以(S圆 )min=π|AB|min

2
æ

è

ö

ø

2

=4π.

即当a=0时,圆 H 的面积最小,且最小值为4π.

【变式1】　(2009·山东理,22)设椭圆E 的方程为x2

8+y2

4=1,是否存在以O 为圆心的

圆,使得该圆的任意一条切线与椭圆E 恒有两个交点A,B,且OA→⊥OB→?
若存在,写出该圆的方程,并求 AB 的取值范围;若不存在,请说明理由.

【变式2】　(2011·北京理,19)已知椭圆G:x
2

4+y2=1,过点 m,0( ) 作圆x2+y2=1的切

线l交椭圆G 于A,B 两点.
(1)求椭圆G 的焦点坐标和离心率;
(2)将 AB 表示为m 的函数,并求 AB 的最大值.

第六节　圆锥曲线综合

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.掌握与圆锥曲线有关的最值、定值和参数范围问题.

2.会处理动曲线(含直线)过定点的问题.
3.会证明与曲线上的动点有关的定值问题.
4.会按条件建立目标函数,研究变量的最值及取值范围问题,注意运用数形结合法和

几何法求某些量的最值.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　从内容上看,预测2012年高考主要考查两大类问题:一是根据条件,求出表示平

面曲线的方程;二是通过方程,研究平面曲线的性质,其热点有:①以客观题的形式考

查圆锥曲线的基本概念和性质;②求平面曲线的方程和轨迹;③圆锥曲线的有关元素

计算、关系证明或范围确定;④涉及圆锥曲线对称变换、最值或位置关系的有关问题.
从形式上看,以解答题为主,难度较大.
从能力要求上看,要求学生具备一定的数形结合、分析问题和解决问题及运算能力.
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知识点精讲

一、定值问题

解析几何中定值问题的证明可运用函数的思想方法来解决.证明过程可总结为“变
量—函数—定值”,具体操作程序如下:

(1)变量.选择适当的量为变量.
(2)函数.把要证明为定值的量表示成变量的函数.
(3)定值.化简得到的函数解析式,消去变量得到定值.
求定值问题常见的方法有两种:
(1)从特殊入手,求出定值,再证明该定值与变量无关;
(2)直接推理、计算,并在计算推理过程中消去变量,从而得到定值.

二、求最值问题常用的两种方法

(1)几何法:题中给出的条件有明显的几何特征,则考虑用几何图形性质来解决,这
是几何法.

(2)代数法:题中给出的条件和结论的几何特征不明显,则可以建立目标函数,再求

该函数的最值.求函数的最值常见的方法有基本不等式法、单调性法和三角换元法等,这
是代数法.

三、求定值、最值等圆锥曲线综合问题的“四重视”

(1)重视定义在解题中的作用.
(2)重视平面几何知识在解题中的作用.
(3)重视根与系数的关系在解题中的作用.
(4)重视曲线的几何特征与方程的代数特征在解题中的作用.

四、求参数的取值范围

据已知条件建立等式或不等式的函数关系,再求参数的范围.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型151　平面向量在解析几何中的应用

思路提示:(1)用向量的数量积解决有关角的问题.直角⇔a·b=0,钝角⇔a·b<0,
锐角⇔a·b>0(注:其中a,b不共线).
(2)利用向量的坐标表示解决共线问题.

一、利用向量的数量积解决有关夹角(锐角、直角、钝角)的问题

【例10.45】　过抛物线x2=2py(p>0)的焦点F 作直线交抛物线于A,B 两点,O 为坐标
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【分析】　证明△ABO 是钝角三角形常用的方法是利用余弦定理,但用余弦定理来解决

需计算出|OB|,|OA|,|AB|的长,显然较复杂.因为O,A,B 不共线,故我们可

利用OA→·OB→<0来证明∠AOB>90°,从而得证.

【解析】　设A(x1,y1),B(x2,y2),抛物线x2=2py(p>0)的焦点坐标F 0,p
2

æ

è

ö

ø
.

依题意知,直线AB 的斜率存在(若不存在,则A,B 在原点,矛盾),设直线AB

的方程为y=kx+p
2.

联立
y=kx+p

2
x2=2py

{ ,得x2-2pkx-p2=0,

故x1+x2=2pk,x1x2=-p2.
因为A,B 两点在抛物线上,所以x2

1=2py1,x2
2=2py2,

两式相乘得y1y2=
x2

1x2
2

4p2 =p2

4.

OA→=(x1,y1),OB→=(x2,y2),OA→·OB→=x1x2+y1y2=-p2+p2

4=-3p2

4 <0,

故∠AOB>90°.所以△ABO 为钝角三角形.
【评注】　直线l与抛物线x2=2py(p>0)相交于A,B 两点,则:

(1)直线l在y 轴上的截距等于2p时,∠AOB=90°.
(2)直线l在y 轴上的截距大于2p时,∠AOB<90°.
(3)直线l在y 轴上的截距大于0且小于2p时,∠AOB>90°.

【变式1】　(2005·天津理,21)抛物线C的方程为y=-x2,过抛物线C上一点P(1,-1)
作斜率为k1,k2 的两条直线分别交抛物线C 于A(x1,y1),B(x2,y2)两点(P,

A,B 三点互不相同),且满足k1+k2=0. 求∠PAB 为钝角时点A 的纵坐标

y1 的取值范围.

【变式2】　(2006·湖北理,20)设A,B 分别为椭圆x2

4+y2

3=1的左、右顶点,P 为直线

x=4上不同于点(4,0)的任意一点,若直线AP,BP 分别与椭圆相交于异于

A,B 的点M,N,证明点B 在以MN 为直径的圆内.

【变式3】　(2010·浙江理,21)已知m>1,直线l:x-my-m2

2 =0,椭圆C:x
2

m2+y2=1,

F1,F2 分别为椭圆C的左、右焦点.
(1)当直线l过右焦点F2 时,求直线l的方程;
(2)设直线l与椭圆C 交于A,B 两点,△AF1F2 和△BF1F2 的重心分别为G,

H,若原点O 在以线段GH 为直径的圆内,求实数m 的取值范围.

【例10.46】　(2008·辽宁理,20)在直角坐标系xOy中,点P 到两点(0,- 3),(0,3)
的距离之和等于4,设点 P 的轨迹为C,直线y=kx+1与C 交于A,B
两点.
(1)写出C的方程;



第十章　圆锥曲线方程　　　

·151　　 ·

心得体会(2)若OA→⊥OB→,求k的值.
【解析】　(1)设P(x,y),由椭圆定义可知,点P的轨迹C是以(0,- 3),(0,3)为焦点,长半

轴为2的椭圆.其短半轴b= 22-(3)2=1,故曲线C的方程为x2+y2

4=1.

(2)设A(x1,y1),B(x2,y2),联立直线与椭圆C的方程,得 x2+y2

4=1,

y=kx+1.
{

消去y并整理得(k2+4)x2+2kx-3=0,

故x1+x2=- 2k
k2+4

,x1x2=- 3
k2+4.

若OA→⊥OB→,即x1x2+y1y2=0.
而y1y2=k2x1x2+k(x1+x2)+1,

于是x1x2+y1y2=(k2+1)- 3
k2+4

æ

è

ö

ø
+k - 2k

k2+4
æ

è

ö

ø
+1=0,

化简得-4k2+1=0,所以k=±1
2.

【评注】　本题的结论可由【例10.45变式3】的【评注】中的重要结论顺利得到:由题意,

OA→⊥OB→,故有∠AOB=90°,设原点O 到直线的距离为 OH =d,则有 1
OH 2

=1
a2+1

b2=5
4

,故可得 OH =d=2
5

,又y=kx+1,所以d= 1
k2+1

=2
5

⇒k2

=1
4⇒k=±1

2. 利用此结论求解,可以对利用常规方法求解出的结果加以验

证,从而提高解题的准确率,做到胸有成竹.

图　10-21

【变式1】　(2010·陕西理,20)如图10-21所示,椭圆C:x
2

a2+y2

b2 =1

(a>b>0)的 顶 点 为 A1,A2,B1,B2,焦 点 为 F1,F2,

A1B1 = 7,S▱B1A1B2A2=2S▱B1F1B2F2.
(1)求椭圆C的方程;
(2)设n为过原点的直线,l是与n垂直相交于P点、与椭圆

相交于A,B两点的直线,OP→ =1,是否存在上述直线l使

OA→·OB→=0成立? 若存在,求出直线l的方程;若不存在,请说明理由.

【变式2】　(2007·四川理,20)设F1,F2 分别是椭圆x2

4+y2=1的左、右焦点,设过定点

M(0,2)的直线l与椭圆交于不同的两点A,B,且∠AOB 为锐角(其中O 为坐

标原点),求直线l的斜率k的取值范围.

【变式3】　(2008·福建理,21)如图10-22所示,椭圆x2

a2+y2

b2 =1(a>b>0)的一个焦点

是F(1,0),O 为坐标原点.设过点F 的直线l交椭圆于A,B 两点.若直线l绕

点F 任意转动,恒有 OA 2+ OB 2< AB 2,求a的取值范围.
【变式4】　(2010·湖北理,19)已知一条曲线C 在y 轴右边,C 上每一点到点F 1,0( ) 的

距离减去它到y轴的距离的差都是1.
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图　10-22

(1)求曲线C的方程;
(2)是否存在正数m,对于过点 M(m,0)且与曲线C 有

两个交点A,B 的任一直线,都有FA→·FB→<0? 若存

在,求出m 的取值范围;若不存在,请说明理由.
【变式5】　(2007·江西理,21)过点B(1,0)作直线交双曲线C:

x2

1-λ-y2

λ=1(0<λ<1)的右支于 M,N 两点,试确定λ

的范围,使OM→·ON→=0,其中点O 为坐标原点.

【变式6】　(2009·北京理,19)已知双曲线C的方程为x2-y2

2=1,设直线l是圆O:x2+

y2=2上动点P(x0,y0)(x0y0≠0)处的切线,l与双曲线C 交于不同的两点

A,B,证明∠AOB 的大小为定值.

二、利用向量的坐标表示解决共线问题

【例10.47】　(2007·宁夏理,19)在平面直角坐标系xOy中,经过点(0,2)且斜率为k

的直线l与椭圆x2

2+y2=1有两个不同的交点P,Q.

(1)求k的取值范围;
(2)设椭圆与x轴正半轴、y轴正半轴的交点分别为A,B,是否存在常数k,
使得向量OP→+OQ→与AB→共线? 如果存在,求k 值;如果不存在,请说明

理由.
【分析】　将向量共线转化为坐标关系求解.

【解析】　(1)由已知条件,直线l的方程为y=kx+ 2,

代入椭圆方程得x2

2+(kx+ 2)2=1.

整理得 1
2+k2æ

è

ö

ø
x2+2 2kx+1=0　①.

直线l与椭圆有两个不同的交点P,Q 等价于

Δ=8k2-4 1
2+k2æ

è

ö

ø
=4k2-2>0,

解得k<- 2
2

或k> 2
2

,即k的取值范围为 -∞,- 2
2

æ

è

ö

ø
∪ 2

2
,+∞

æ

è

ö

ø
.

(2)设P(x1,y1),Q(x2,y2),则OP→+OQ→=(x1+x2,y1+y2),

由方程①得x1+x2=-4 2k
1+2k2　　　②.

又y1+y2=k(x1+x2)+2 2　　　③.

而A(2,0),B(0,1),AB→=(- 2,1).

所以OP→+OQ→与AB→共线等价于x1+x2=- 2(y1+y2),

将②③代入上式,解得k= 2
2.
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由(1)知k<- 2

2
或k> 2

2
,故没有符合题意的常数k.

图　10-23

【变式1】　(2008·四川理,21)设椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)的左、右

焦点分别为 F1,F2,离心率e= 2
2

,直线l:x=a2

c
,如

图10-23所示,M,N 是l上的两个动点,F1M→·F2N→=0.
(1)若 F1M→ = F2N→ =2 5,求a,b的值;

(2)证明:当 MN→ 取 最 小 值 时,F1M→ +F2N→ 与F1F2
→

共线.

【例10.48】　设A,B 是椭圆x2

2+y2=1上的两点,并且点 N(-2,0)满足NA→=λNB→,当

λ∈ 1
5

,1
3[ ]时,求直线AB 斜率的取值范围.

【分析】　已知λ的取值范围,求直线斜率范围关键在于如何用λ表示k,突破口在于将

NA→=λNB→转化为坐标关系.
【解析】　因为NA→=λNB→,所以A,B,N 三点共线,又点N 的坐标为(-2,0),设直线AB

的方程为y=k(x+2),依条件知k≠0,

联立
y=k(x+2)

x2

2+y2=1{ ,消去x,得 y
k -2æ

è

ö

ø

2

+2y2=2.

整理得(2k2+1)y2-4ky+2k2=0.

根据条件可知
Δ=(-4k)2-4(2k2+1)·2k2>0
k≠0{ ,解得0< k < 2

2.

设A(x1,y1),B(x2,y2),根据韦达定理,得
y1+y2= 4k

1+2k2

y1y2= 2k2

1+2k2

ì

î

í .

由NA→=λNB→,得(x1+2,y1)=λ(x2+2,y2).

所以
x1+2=λ(x2+2)

y1=λy2
{ ,

y1+y2=(1+λ)y2= 4k
1+2k2

y1y2=λy2
2= 2k2

1+2k2

ì

î

í .

消去y2 得
(1+λ)2

λ = 8
1+2k2.令h(λ)=

(1+λ)2
λ =λ+1

λ+2,λ∈ 1
5

,1
3[ ],

h(λ)在区间 1
5

,1
3[ ]上为减函数,从而h 1

3
æ

è

ö

ø
≤h(λ)≤h 1

5
æ

è

ö

ø
.

即16
3≤h(λ)≤36

5.所以16
3≤ 8

1+2k2≤36
5.

解得-1
2≤k≤- 2

6
或 2

6≤k≤1
2

,符合0< k < 2
2.

因此直线AB 的斜率的取值范围为 -1
2

,- 2
6

é

ë

ù

û
∪ 2

6
,1
2

é

ë

ù

û
.
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x1+x2=(1+λ)x2=-b
a

,x1x2=λx2
2=c

a
,消去x2 就会得λ与a,b,c之间的关

系.当y1=λy2 时消去x.

【变式1】　已知F1,F2 分别为椭圆x2

3+y2

2=1的左、右焦点,直线l1 过点F1 且垂直于椭

圆的长轴,动直线l2 垂直于直线l1,垂足为D,线段DF2 的垂直平分线交l2 于

点M.
(1)求动点M 的轨迹C 的方程;
(2)过点F1 作直线交曲线C 于两个不同的点P 和Q,设F1P→=λF1Q→,若λ∈

[2,3],求F2P→·F2Q→的取值范围.

【例10.49】　(2006·山东理,21)过点P(0,4)的直线l,交双曲线C:x2-y2

3=1于A,B

两点,交x轴于点Q(点Q 与C 的顶点不重合).当PQ→=λ1QA→=λ2QB→,且

当λ1+λ2=-8
3

时,求点Q 的坐标.

【解析】　解法一:由题意知,直线l的斜率k存在且不等于零.

设l的方程为y=kx+4(k≠0),A(x1,y1),B(x2,y2),则Q -4
k

,0æ

è

ö

ø
,

因为PQ→=λ1QA→,所以(-4
k

,-4)=λ1(x1+4
k

,y1),

所以
-4

k=λ1(x1+4
k

)

-4=λ1y1
{ ⇒

x1=- 4
kλ1

-4
k

y1=-4
λ1

ì

î

í .

因为A(x1,y1)在双曲线C上,所以16
k2

1+λ1

λ1

æ

è

ö

ø

2

-16
3λ2

1
-1=0.

所以16+32λ1+16λ2
1-16

3k2-k2λ2
1=0,

所以(16-k2)λ2
1+32λ1+16-16

3k2=0.

同理有(16-k2)λ2
2+32λ2+16-16

3k2=0.

若16-k2=0,则直线l过顶点,不合题意.所以16-k2≠0,

所以λ1,λ2 是一元二次方程(16-k2)λ2+32λ+16-16
3k2=0的两根.

所以λ1+λ2= 32
k2-16=-8

3
,所以k2=4,

此时Δ>0,所以k=±2.故所求Q 的坐标为(±2,0).
解法二:由题意知直线l的斜率k存在且不等于零,

设l的方程为y=kx+4(k≠0),A(x1,y1),B(x2,y2),则Q -4
k

,0æ

è

ö

ø
.

因为PQ→=λ1QA→=λ2QB→,
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所以 -4

k
,-4æ

è

ö

ø
=λx1+4

k
,y1

æ

è

ö

ø
=λ2 x2+4

k
,y2

æ

è

ö

ø
.

所以-4=λ1y1,故λ1=-4
y1

,λ2=-4
y2

,

又λ1+λ2=-8
3

,所以1
y1

+1
y2

=2
3

,即3(y1+y2)=2y1y2,

将y=kx+4化为x=y-4
k

代入x2-y2

3=1得(3-k2)y2-24y+48-3k2=0,

因为3-k2≠0,否则l与渐近线平行,所以y1+y2= 24
3-k2,y1y2=48-3k2

3-k2 .

得3× 24
3-k2=2×48-3k2

3-k2 ,所以k=±2,故点Q 的坐标为(±2,0).

【变式1】　(2007·福建文,22)过点F(1,0)的直线交抛物线y2=4x于A,B 两点,交直

线l:x=-1于点M,已知MA→=λ1AF→,MB→=λ2BF→,求λ1+λ2 的值.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型152　定点问题

思路提示:(1)直线过定点,由对称性知定点多在坐标轴上,如直线y=kx+b过定点

(m,0),即令y=0,x=-b
k

为定值.

(2)一般曲线过定点,把曲线方程变为f1(x,y)+λf2(x,y)=0(λ为参数).

解方程组
f1(x,y)=0
f2(x,y)=0{ ,即得定点.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈模型:三大圆锥曲线(椭圆、双曲线、抛物线)中的顶点直角三角形的斜边所在的直线

过定点.

【例10.50】　(2007·山东理,21)已知椭圆x2

4+y2

3=1,直线l:y=kx+m 与椭圆交于A,

B 两点(A,B 不是顶点),且以AB 为直径的圆过椭圆的右顶点.
求证:直线l过定点,并求出该定点的坐标.

【分析】　要求直线过定点,必须知道直线l:y=kx+m 中k与m 的关系.

【解析】　设A(x1,y1),B(x2,y2),
x2

4+y2

3=1

y=kx+m
{ ,

消去y得(4k2+3)x2+8kmx+4m2-12=0,
则有Δ=(8km)2-4(4k2+3)(4m2-12)>0,即m2<4k2+3,

x1+x2=- 8km
4k2+3

x1x2=4m2-12
4k2+3

ì

î

í (∗).

因为以AB 为直径的圆过右顶点(2,0),所以(x1-2,y1)·(x2-2,y2)=0,
即x1x2-2(x1+x2)+4+y1y2=0,
即x1x2-2(x1+x2)+4+(kx1+m)(kx2+m)=0.
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把式(∗)代入化简得7m2+16km+4k2=0,得m=-2k或m=-2k

7.

(1)当m=-2k时,l:y=kx-2k过右顶点(2,0),与题意不符,故舍去;

(2)当m=-2k
7

时,l:y=kx-2k
7

过定点 2
7

,0æ

è

ö

ø
,且满足m2<4k2+3,符合题意.

所以l:y=kx+m 过定点 2
7

,0æ

è

ö

ø
.

图　10-24

【评注】　已知椭圆x2

a2+y2

b2 =1a>b>0( ),直线l:y=kx+m 与椭

圆交于A,B 两点,且以 AB 为直径的圆过椭圆的右顶

点,求证:直线l过定点,并求定点坐标.
证:如图10-24所示,设A x1,y1( ),B x2,y2( ),

x2

a2+y2

b2=1

y=kx+m
{ ,消y 得 a2k2+b2( )x2+2a2kmx+a2m2-

a2b2=0,

Δ= 2a2km( )2-4a2k2+b2( ) a2m2-a2b2( )>0,得m2<a2k2+b2.

x1+x2=-2a2km
a2k2+b2

x1x2=a2 m2-b2( )

a2k2+b2

ì

î

í (∗).

因为以AB 为直径的圆过右顶点 a,0( ),所以 x1-a,y1( )· x2-a,y2( )=0,
即x1x2-a(x1+x2)+a2+y1y2=0,
即x1x2-a(x1+x2)+a2+(kx1+m)(kx2+m)=0,
(k2+1)x1x2+(km-a)(x1+x2)+m2+a2=0,
将式(∗)代入化简得(m+ak)(a2+b2)m+a(a2-b2)k[ ]=0.
(1)当m=-ak时,直线l:y=kx-ak过右顶点 a,0( ),不符合题意;

(2)当m=-a(a2-b2)k
a2+b2 时,l:y=kx-aa2-b2( )k

a2+b2 ,

过定点 a(a2-b2)
a2+b2 ,0æ

è

ö

ø
,且满足m2<a2k2+b2,符合题意.

所以,l:y=kx+m 过定点 aa2-b2( )

a2+b2 ,0æ

è

ö

ø
.

同理可证,若以AB为直径的圆过左顶点(-a,0),则l过定点 -a(a2-b2)
a2+b2 ,0æ

è

ö

ø
;

过上顶点(0,b)时,过定点 0,b(b2-a2)
a2+b2

æ

è

ö

ø
;

过下顶点(0,-b)时,过定点 0,-b(b2-a2)
a2+b2

æ

è

ö

ø
.

类比椭圆,对于双曲线x2

a2-y2

b2=1(a>0,b>0)上异于右顶点的两动点A,B,若

以AB 为直径的圆过右顶点(a,0),则lAB 过定点 a(a2+b2)
a2-b2 ,0æ

è

ö

ø
. 同理,若该圆
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过左顶点(-a,0),则lAB 过定点 -a(a2+b2)

a2-b2 ,0æ

è

ö

ø
.

【变式1】　(2010·北京丰台一模理,19)已知椭圆x2

4+y2=1的左顶点为A,不过点A 的

直线l:y=kx+b与椭圆交于不同的两点P,Q. 当AP→·AQ→=0时,求k与b
的关系,并证明直线l过定点.

【例10.51】　(2010·四川理,20)已知定点A(-1,0),F(2,0),定直线l:x=1
2

,不在x

轴上的动点P 与点F 的距离是它到直线l的距离的2倍,设点P 的轨迹是

E,过点F 的直线交E 于B,C两点,直线AB,AC分别交l于点M,N.
(1)求E 的方程;
(2)试判断以线段MN 为直径的圆是否过点F,并说明理由.

图　10-25

【解析】　(1)依题意,设P(x,y)(y≠0),则 (x-2)2+y2

x-1
2

=2,

化简得x2-y2

3=1(y≠0).

(2)①当直线BC不与x 轴垂直时,如图10-25所示,
设BC的方程为y=k(x-2)(k≠0),与双曲线方程

x2-y2

3=1联立消去y,得(3-k2)x2+4k2x-(4k2+3)

=0.由题意知,3-k2≠0,且Δ>0,

设B(x1,y1),C(x2,y2),则x1+x2=-4k2

3-k2,x1x2=4k2+3
k2-3

,

y1y2=k2(x1-2)(x2-2)=k2[x1x2-2(x1+x2)+4]

=k2 4k2+3
k2-3+ 8k2

3-k2+4æ

è

ö

ø
=-9k2

k2-3.

因为x1,x2≠-1,所以直线AB 的方程为y= y1

x1+1
(x+1).

因此点M 的坐标为 1
2

, 3y1

2(x1+1)
æ

è

ö

ø
,

FM→= -3
2

, 3y1

2(x1+1)
æ

è

ö

ø
,同理可得FN→= -3

2
, 3y2

2(x2+1)
æ

è

ö

ø
,

因此FM→·FN→=9
4+ 9y1y2

4(x1+1)(x2+1)=
9
4+

-81k2

k2-3

4 -4k2

3-k2+4k2+3
k2-3+1æ

è

ö

ø

=0.

②当直线BC与x 轴垂直时,其方程为x=2,则B(2,3),C(2,-3),AB 的方程

为y=x+1,因此点M 的坐标为 1
2

,3
2

æ

è

ö

ø
,FM→= -3

2
,3
2

æ

è

ö

ø
,同理可得

FN→= -3
2

,-3
2

æ

è

ö

ø
,因此FM→·FN→=9

4-9
4=0.

综上,FM→·FN→=0,即FM⊥FN.故以线段MN 为直径的圆过点F.
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1-3 =-a(a2+b2)

a2-b2 ,所以可推出AB→

⊥AC→,则∠MAN=π
2

,即以 MN 为直径的圆过左顶点A,再由A,F 关于直径

MN 对称,故以 MN 为直径的圆过点F(2,0).

【变式1】　已知双曲线x2

4-y2

3=1,直线l:y=kx+m 与双曲线交于A,B 两点(A,B 不是

左、右顶点)且以AB 为直径的圆过双曲线的右顶点.求证:直线l过定点,并
求出该定点的坐标.

【变式2】　已知双曲线C:x
2

4-y2=1x≥2( ),直线l过点 m,0( ) m>2( )且与双曲线C交

于A,B 两点,D 为C 与x 轴的交点,若DA→·DB→=0,证明直线l过定点,并求

出该定点的坐标.

【变式3】　(2010·全国Ⅱ理,21)已知斜率为1的直线l与双曲线C:x
2

a2-y2

b2=1(a>0,b

>0)相交于B,D 两点,且BD 的中点为M(1,3).
(1)求C的离心率;
(2)设C的右顶点为A,右焦点为F,DF BF =17,证明:过A,B,D 三点

的圆与x 轴相切.
【例10.52】　已知抛物线y2=2px(p>0)上异于顶点的两动点A,B 满足以AB 为直径

的圆过顶点.求证:AB 所在的直线过定点,并求出该定点的坐标.
【分析】　要证明lAB过定点,必须先求得其方程.
【解析】　由题意知lAB的斜率不为0(否则只有一个交点),故可设lAB:x=ty+m,A(x1,

y1),B(x2,y2),
y2=2px
x=ty+m{ ,消x得y2-2pty-2pm=0,

从而Δ=(-2pt)2-4(-2pm)=4p2t2+8pm>0,pt2+2m>0,

y1+y2=2pt
y1y2=-2pm{ (∗).

因为以AB 为直径的圆过顶点O(0,0),所以OA→·OB→=0,

即x1x2+y1y2=0,也即y2
1

2p
·y2

2

2p +y1y2=0,把式(∗)代入

化简得m(m-2p)=0,得m=0或m=2p.
(1)当m=0时,x=ty,lAB过顶点O(0,0),与题意不符,故舍去;
(2)当m=2p时,x=ty+2p,令y=0,得x=2p,所以lAB过定点(2p,0),此时m
=2p满足pt2+2m>0.
综上lAB过定点(2p,0).

【评注】　(1)①将斜率存在的直线的方程设为y=kx+b,将斜率不为0的直线的方程设

为x=ty+m;②抛物线y2=2px中,x1x2+y1y2=y2
1y2

2

4p2 +y1y2;

③对于过定点问题,必须引入参数,最后令参数的系数为0. 如本题,先引入参

数t,m 之后,就剩下参数t,直线x=ty+2p中令参数t的系数y 为0,则直线过
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(2)抛物线x2=2py(p>0)上两异于原点O 的动点A,B 满足OA→⊥OB→,则AB
所在的直线过定点(0,2p);抛物线y2=2px(p>0)上两异于原点O 的动点A,B
满足OA→⊥OB→,则AB 所在的直线过定点 2p,0( ).

【变式1】　(2005·北京春理,18)如图10-26所示,O 为坐标原点,直线l在x 轴上的截

距为a(a>0)且交抛物线y2=2px(p>0)于 M(x1,y1),N(x2,y2)两点,当a
=2p时,求∠MON 的大小.

【变式2】　(2005·京皖春理,23)如图10-27所示,设点 A 和B 为抛物线y2=4px
p>0( )上原点以外的两动点,已知OA⊥OB,OM⊥AB 于M,求点 M 的轨迹

方程,并说明它表示什么曲线.

图　10-26

　　　　

图　10-27
【例10.53】　如图10-28所示,已知定点P x0,y0( ) 在抛物线y2=2px p>0( ) 上,过点P

作两直线l1,l2 分别交抛物线于A,B,且以AB 为直径的圆过点P,证明直

线AB 过定点,并求定点坐标.

图　10-28

【解析】　证:设A y2
1

2p
,y1

æ

è

ö

ø
,B y2

2

2p
,y2

æ

è

ö

ø
,由题意知PA→·PB→=0,

即 y2
1

2p-y2
0

2p
,y1-y0

æ

è

ö

ø
· y2

2

2p-y2
0

2p
,y2-y0

æ

è

ö

ø
=0.

化简得y1y2=-y2
0-y0(y1+y2)-4p2①,

则lAB:y-y1=y2-y1

y2
2

2p-y2
1

2p

x-y2
1

2p
æ

è

ö

ø
,

化简为2px-(y1+y2)y+y1y2=0②.
把①代入②得lAB:2px-(y1+y2)(y0+y)-y2

0-4p2=0,

令含参数y1+y2 的系数y0+y为0,

即y=-y0,得x=y2
0

2p+2p=x0+2p,

从而lAB过定点 x0+2p,-y0( ).
【评注】　当定点P x0,y0( ) 为顶点 0,0( ) 时,lAB 过定点 2p,0( ).
【变式1】　已知抛物线y2=4x,过点M 1,2( ) 作两直线l1,l2 分别与抛物线交于A,B 两

点,且l1,l2 的斜率k1,k2 满足k1k2=2.求证:直线AB 过定点,并求出此定点

的坐标.
【变式2】　已知抛物线y2=2px p>0( ),定点P x0,y0( )在抛物线上,过P 作两直线l1,l2
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数),求证:直线AB 过定点,并求出此定点的坐标.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈定直线:

模型:已知椭圆x2

a2+y2

b2=1(a>b>0)外一点P(x0,y0),当过点P 的动直线l与

椭圆相交于不同的两点A,B 时,在线段AB 上取一点Q,满足 AP→

PB→
= AQ→

QB→
.

求证:点Q 总在某定直线上,并求出该直线的方程.

证:如图10-29所示,设A(x1,y1),B(x2,y2),Q(x,y),由题意知 PA→

AQ→
= PB→

QB→
,

图　10-29

设A 在P,Q 之间,PA→=λAQ→(λ>0),
又Q 在P,B 之间,故PB→=-λBQ→,
因为 PB→ > BQ→ ,所以0<λ<1,
由PA→=λAQ→得(x1-x0,y1-y0)=λ(x-x1,y-y1),

解得
x1=

x0+λx
1+λ

y1=y0+λy
1+λ

ì

î

í .

同理,由PB→=-λBQ→得(x2-x0,y2-y0)=-λ(x-x2,y-y2),

解得
x2=

x0-λx
1-λ

y2=y0-λy
1-λ

ì

î

í .

因为点A 在椭圆上,所以

x0+λx
1+λ

æ

è

ö

ø

2

a2 +

y0+λy
1+λ

æ

è

ö

ø

2

b2 =1,

即 x0+λx( )2

a2 + y0+λy( )2

b2 = 1+λ( )2①.

同理,点B 在椭圆上,得(x0-λx)2

a2 +
(y0-λy)2

b2 =(1-λ)2②.

由①-②得2x0×(2λx)
a2 +2y0×(2λy)

b2 =4λ,即x0x
a2 +y0y

b2 =1.

所以点Q 在定直线x0x
a2 +y0y

b2 =1上.

类比椭圆,对于双曲线有点Q 在定直线x0x
a2 -y0y

b2 =1上.

再由P,Q 的对等性知,当P 在椭圆内,仍有上述结论,双曲线亦同.
已知抛物线y2=2px(p>0),定点P(x0,y0)不在抛物线上,过点P 的动直线交抛物

线于A,B 两点,在直线AB 上取点Q,满足 AP→

PB→
= AQ→

QB→
.

求证:点Q 在某定直线上,并求其方程.
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证:设A(x1,y1),B(x2,y2),Q(x,y),由题意知 PA→

AQ→
= PB→

QB→
,

设A 在P,Q 之间,PA→=λAQ→(λ>0),又 Q 在P,B 之间,故PB→=-λBQ→,因为

PB→ > BQ→ ,所以0<λ<1,由PA→=λAQ→知(x1-x0,y1-y0)=λ(x-x1,y-y1),

解得
x1=

x0+λx
1+λ

y1=y0+λy
1+λ

ì

î

í ,故点A 坐标为 x0+λx
1+λ

,y0+λy
1+λ

æ

è

ö

ø
.

同理,由PB→=-λBQ→知(x2-x0,y2-y0)=-λ(x-x2,y-y2),

解得
x2=

x0-λx
1-λ

y2=y0-λy
1-λ

ì

î

í ,故点B 坐标为 x0-λx
1-λ

,y0-λy
1-λ

æ

è

ö

ø
.

因为点A 在抛物线上,所以 y0+λy
1+λ

æ

è

ö

ø

2

=2p x0+λx
1+λ

æ

è

ö

ø
,

(y0+λy)2=2p(1+λ)(x0+λx)①,
同理(y0-λy)2=2p(1-λ)(x0-λx)②,
由①-②得2y0×(2λy)=4pλ(x+x0),则y0y=p(x+x0).
所以点Q 在直线y0y=p(x+x0)上.
注 三大圆锥曲线(椭圆、双曲线、抛物线)中,当定点P(x0,y0)在曲线上时,相应的定

直线x0x
a2 +y0y

b2 =1,x0x
a2 -y0y

b2 =1,yy0=p(x0+x)均为在定点P(x0,y0)处的切线.

【例10.54】　(2008·安徽理,22)设椭圆C:x
2

a2+y2

b2=1(a>b>0)过点 M(2,1),且左焦

点为F1(- 2,0).
(1)求椭圆C的方程;
(2)当过点P(4,1)的动直线l与椭圆C 相交于两不同点A,B 时,在线段

AB 上取点Q,满足|AP→||QB→|=|AQ→||PB→|.证明:点Q 总在某定直线上.
【分析】　用待定系数法求解椭圆的方程,巧妙地利用定比分点解答点Q 的轨迹问题.

【解析】　(1)由题意知

c2=2
2
a2+1

b2=1

c2=a2-b2

ì

î

í ,解得a2=4,b2=2,所求椭圆方程为x2

4+y2

2=1.

图　10-30

(2)如图10-30所示,设A(x1,y1),B(x2,y2),Q(x,y),

由题意知 PA→

AQ→
= PB→

QB→
,不妨设A 在P,Q 之间,PA→

=λAQ→(λ>0),
又Q 在P,B 之间,故PB→ = -λBQ→,因 为 PB→ >
BQ→ ,所以0<λ<1,
由PA→=λAQ→得(x1-4,y1-1)=λ(x-x1,y-y1),
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解得
x1=4+λx

1+λ

y1=1+λy
1+λ

ì

î

í ;同理,由PB→=-λBQ→,得(x2-4,y2-1)=-λ(x-x2,y-y2),

解得
x2=4-λx

1-λ

y2=1-λy
1-λ

ì

î

í .因为点A 在椭圆上,所以

4+λx
1+λ

æ

è

ö

ø

2

4 +

1+λy
1+λ

æ

è

ö

ø

2

2 =1,

即 4+λx( )2

4 + 1+λy( )2

2 = 1+λ( )2①.

同理,由点B 在椭圆上,得 4-λx( )2

4 + 1-λy( )2

2 = 1-λ( )2②.

由①-②得8×2λx
4 +2×2λy

2 =4λ,因为λ≠0,所以x+y
2=1.

所以点Q 在定直线2x+y-2=0上.

【评注】　由模型的结论不难知动点Q(x,y)总在定直线x0x
a2 +y0y

b2 =1上,a2=4,b2=2,x0

=4,y0=1,得4x
4+y

2=1,即2x+y-2=0.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型153　定值问题

思路提示:求定值问题常见的方法有两种:
(1)从特殊入手,求出定值,再证明这个值与变量无关.
(2)直接推理,计算,并在计算推理的过程中消去变量,从而得到定值.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈模型一:三大圆锥曲线中,设过焦点F 且不垂直于坐标轴的弦为AB,其垂直平分线交焦

点所在轴于点R,则 FR
AB =e

2.

图　10-31

　　　证:设椭圆x2

a2+y2

b2=1a>b>0( ),如图10-31所示,作辅助线,

设A x1,y1( ),B x2,y2( ),易知Rt△FMR∽Rt△AHB,所以

FR
AB = FM

AH =

AF - BF
2

x1-x2
= AF - BF

2x1-x2

(∗)
由定义知 AF + AF′ =2a ①,

从而 AF - AF′ = AF 2- AF′ 2

2a =
(x1+c)2+y2

1- (x1-c)2+y2
1[ ]

2a =2ex1②.

①+②
2

得 AF =a+ex1③,同理 BF =a+ex2④.

③-④得 AF - BF =ex1-x2( ),

代入式(∗)得 FR
AB = ex1-x2( )

2x1-x2
=e

2.

类比椭圆,在双曲线中有 FR
AB =e

2.
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图　10-32

在抛物线中,设抛物线方程为y2=2px p>0( ),如图10-32

所示,作辅助线方法同椭圆中,得 FR
AB = AF - BF

2AH

= AF - BF
2 AS - BT = AF - BF

2 AF - BF =1
2.

即 FR
AB =1

2=e
2

(抛物线离心率为1).

【例10.55】　(2010·全国 Ⅱ 理,12)已知椭圆C:x
2

a2 +y2

b2 =1

a>b>0( )的离心率为 3
2

,过右焦点F 且斜率为k

k>0( )的直线与C相交于A,B 两点,若AF→=3FB→,则k= (　　).

A.1 B. 2 C. 3 D.2

图　10-33

【解析】　如图10-33所示,不妨设 AF→ =3,则 FB→ =1,MF→ =1,

RF→ =e
2 AB =2e= 3,在Rt△FMR中,k=tan∠RFM

= RM
FM = 3-1

1 = 2.故选B.

【评注】　若lAB 的倾斜角为θ,且AF→=λFB→ λ>0( ),

则 cosθ = λ-1
eλ+1( )

.

【变式1】　(2009·全国Ⅱ理,11)已知双曲线C:x
2

a2-y2

b2=1a>0,b>0( ) 的右焦点为F,过

F且斜率为 3的直线交C于A,B两点,若AF→=4FB→,则C的离心率为(　　).

A.6
5 B.7

5 C.8
5 D.9

5

图　10-34

【变式2】　(2010·全国Ⅰ理,16)已知F 是椭圆C 的一个焦点,B
是短轴的一个端点,线段BF 的延长线交C 于点D,且

BF→=2FD→,则C的离心率为　　　　.
【变式3】　(2007·重庆文,21)如图10-34所示,倾斜角为α的直

线经过抛物线y2=8x的焦点F,且与抛物线交于A,B
两点.
(1)求抛物线的焦点F 的坐标及准线l的方程;
(2)若α为锐角,作线段AB 的垂直平分线m 交x 轴于

点P,证明:FP - FP cos2α为定值,并求此定值.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈模型二:三大圆锥曲线中(双曲线需同支),设过焦点F 且不平行于焦点所在坐标轴的弦

为AB,则 1
AF + 1

BF
为定值4

L
(L 为通径长).

　　　证:设椭圆x2

a2+y2

b2=1a>b>0( ),如图10-35所示,过点F 作l⊥x轴于点F,过点

A,B 分别作AH1,BH2 垂直于l于点H1,H2,设A x1,y1( ),B x2,y2( ),lAB的

倾斜角为α,不妨设x2<-c<x1,则 AH1 = AF cosα=x1+c,
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图　10-35

又由模型一中 AF =a+ex1,
所以e AH1 =e AF cosα=ex1+ec= AF -a+ec,

即 AF 1-ecosα( )=a-ec,得 AF = a-ec
1-ecosα.

1
AF =1-ecosα

a-ec =1-ecosα
b2

a

.

同理,在Rt△BH2F 中, 1
BF =1+ecosα

b2

a

,

所以 1
AF + 1

BF =1-ecosα
b2

a

+1+ecosα
b2

a

=2
b2

a

=2a
b2 ,为定值.

类比椭圆,在双曲线(同支)中,仍有 1
AF + 1

BF =2a
b2 为定值.

对于抛物线y2=2px p>0( ),如图10-36所示,过点A,B 分别作垂线AS,BT
垂直于准线l于点S,T,过F 作垂直于x 轴的直线交AS 与BT 的延长线(或
反向延长线)于点 H1,H2,在Rt△AH1F 中,AH1 = AF cosα①,

图　10-36

又 AH1 = AS - SH1 = AF -p②,
将式②代入式①得 AF -p= AF cosα,

得 AF = p
1-cosα

,所以 1
AF =1-cosα

p ③.

同理,在Rt△BH2F 中,可得 1
BF =1+cosα

p ④.

由③+④得, 1
AF + 1

BF =2
p

,为定值.

【评注】　本结论对于 AB 为通径也成立,且上述结论可统一为

1
|AF|+ 1

|BF|=4
L

(L 为通径长).

【例10.56】　(1)(2010·重庆文,13)已知过抛物线y2=4x的焦点F 的直线交该抛物线

于A,B 两点,AF =2,BF =　　　　.
(2)(2010·重庆理,14)已知以F 为焦点的抛物线y2=4x上的两点A,B 满

足AF→=3FB→,则弦AB 的中点到准线的距离为　　　　.

【解析】　(1)由 1
AF + 1

BF =2
p=1,得1

2+ 1
BF =1,故 BF =2.

(2)如图10-37所示,因为AF→=3FB→,所以设 FB→ =r,则 AF→ =3r,

由 1
AF + 1

BF =2
p

,知1
3r+1

r=2
2

,即r=4
3.

因为点M 为线段AB 的中点,

所以 MN =1
2 AS + BT( )=1

2 AF + BF( )

=1
2 r+3r( )=2r=2×4

3=8
3.

【变式1】　(2010·北京宣武二模理,8)如图10-38所示,抛物线C1:y2=2px 和圆C2:
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x-p

2
æ

è

ö

ø

2

+y2=p2

4
,其中p>0,直线l经过C1 的焦点,依次交C1,C2 于A,B,

C,D 四点,则AB→·CD→的值为(　　).

A.p2

4 B.p2

3 C.p2

2 D.p2

图　10-37 图　10-38
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈模型二的推广:三大曲线(椭圆、双曲线(同支)、抛物线)中,设Pi(i=1,2,…,n,n∈Ν∗ ,

n≥2)为曲线上的动点,点F 为曲线的焦点,且线段FP1,FP2,…,FPn 把圆周角F 分成

n 等份,则∑
n

i=1

1
FPi

为定值,2n
L

(L 为通径长).

　　证:①对于椭圆x2

a2+y2

b2=1a>b>0( ),由题意可设θ1=∠x+FP1=α,

则θi=∠x+FPi=α+2i-1( )π
n i=1,2,…,n( ),且由模型一知

1
FPi

=1-ecosθi

b2

a

i=1,2,…,n( ),

所以∑
n

i=1

1
FPi

=∑
n

i=1

1-ecosθi

b2

a

=na
b2 -c

b2∑
n

i=1
cosθi(∗).

因为θi=α+2i-1( )π
n

,所以单位向量 FPi
→

FPi
→ 的终点均匀分布在以F 为圆心

的单位圆上,所以∑
n

i=1

FPi
→

FPi
→ =0(∗∗).

(证明:可把 FPi
→

FPi
→ 逆时针旋转2π

n
,则式(∗∗)左边不变,其右边只能为0).

所以∑
n

i=1
cosθi,sinθi( )=0,即有∑

n

i=1
cosθi=0,代入式(∗)得

∑
n

i=1

1
FPi

=na
b2 -c

b2×0=na
b2 为定值.

②类比椭圆,在双曲线(同支)中,仍有∑
n

i=1

1
FPi

=na
b2.

③对于抛物线y2=2px p>0( ),

设θ1=∠x+FP1=α,则θi=∠x+FPi=α+2i-1( )π
n i=1,2,…,n( ),
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由模型一中知 1

FPi
=1-cosθi

p
,

所以∑
n

i=1

1
FPi

=∑
n

i=1

1-cosθi

p =n
p-1

p∑
n

i=1
cosθi,

由①中证明知∑
n

i=1
cosθi=0,代入上式得∑

n

i=1

1
FPi

=n
p

为定值.

【评注】　上述结论可统一为∑
n

i=1

1
|FPi|=2n

L
(L 为通径长).

【例10.57】　(2007·重庆理,22)在椭圆x2

36+y2

27=1上任取三个不同的点P1,P2,P3,使

∠P1FP2=∠P2FP3=∠P3FP1,其中F 为右焦点,

求证: 1
FP1

+ 1
FP2

+ 1
FP3

为定值,并求此定值.

【解析】　解法一:设椭圆的右顶点为A,以F 为极点,AF 的延长线为极轴,建立极坐标

系,并设∠AFPi=θi i=1,2,3( ),0≤θi<2π
3

且θ2=θ1+2π
3

,θ3=θ1+4π
3

,又设点

Pi 在其右准线l:x=12上的射影为Qi,因椭圆的离心率e=c
a=1

2
,从而有

FPi = PiQi ·e= a2

c-c- FPi cosθi
æ

è

ö

ø
·e

=1
2 9- FPi cosθi( ) i=1,2,3( ).

解得 1
FPi

=2
9 1+1

2cosθi
æ

è

ö

ø
i=1,2,3( ).因此

1
FP1

+ 1
FP2

+ 1
FP3

=2
9 3+1

2 cosθ1+cos2π
3+θ1

æ

è

ö

ø
+cos4π

3+θ1
æ

è

ö

ø[ ]{ }.

又cosθ1+cos2π
3+θ1

æ

è

ö

ø
+cos4π

3+θ1
æ

è

ö

ø

=cosθ1-1
2cosθ1- 3

2sinθ1-1
2cosθ1+ 3

2sinθ1=0.

故 1
FP1

+ 1
FP2

+ 1
FP3

=2
3

为定值.

解法二:如解法一建立极坐标系.

由ρ= ep
1+ecosθ

,e=1
2

,p=a2

c-c=9,则ρ=

9
2

1+1
2cosθ

,

故 F1P =

9
2

1+1
2cosθ1

,F2P =

9
2

1+1
2cosθ1+2π

3
æ

è

ö

ø

,

F3P =

9
2

1+1
2cosθ1+4π

3
æ

è

ö

ø

,因此
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FP1

+ 1
FP2

+ 1
FP3

=2
9 1+1

2cosθ1+1+1
2cosθ1+2π

3
æ

è

ö

ø
+[

1+1
2cosθ1+4π

3
æ

è

ö

ø ]=2
3

为定值.

【评注】　对于与定点(焦点)距离有关的问题,利用极坐标可使问题得到简化.同时本题

得到的结论 1
FP1

+ 1
FP2

+ 1
FP3

=2
3

满足∑
n

i=1

1
FPi

=na
b2.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈模型三:三大圆锥曲线(椭圆、双曲线、抛物线)中,曲线上的一定点P 与曲线上的两动点

A,B 满足直线PA 与直线PB 的斜率互为相反数,则直线AB 的斜率为定值.

　　　证明:①对于椭圆x2

a2+y2

b2=1a>b>0( ).设P x0,y0( ),A x1,y1( ),B x2,y2( ).

令x0=acosθ,y0=bsinθ,A acosα,bsinα( ),B acosβ,bsinβ( ).

则kAB=bsinα-bsinβ
acosα-acosβ

=b
a

·
2cosα+β

2 sinα-β
2

-2sinα+β
2 sinα-β

2

=-b
acotα+β

2
(∗).

同理,kPA=-b
acotα+θ

2
,kPB=-b

acotθ+β
2.

而kPA+kPB=0,得-b
acotα+θ

2 -b
acotθ+β

2 =0,

所以cotα+θ
2 +cotθ+β

2 =0,得 1

tanα+θ
2

+ 1

tanθ+β
2

=0

⇒tanα+θ
2 +tanθ+β

2 =0,即tanα+β
2 +θæ

è

ö

ø
=0

⇒tanα+β
2 +tanθ=0⇒cotα+β

2 +cotθ=0,

所以cotα+β
2 =-cotθ,代入式(∗)得

kAB=-b
a -cotθ( )=b

acotθ=b2x0

a2y0
,为定值.

由于x0y0≠0,所以上述所有三角运算均有意义.

②对于双曲线x2

a2-y2

b2 =1a,b>0( ),设P(x0,y0)为P asecθ,btanθ( ),A asecα,btanα( ),

B asecβ,btanβ( ),则kAB=btanα-btanβ
asecα-asecβ

=b
a

·sinαcosβ-sinβcosα
cosβ-cosα

=b
a

· sinα-β( )

-2sinα+β
2 sinβ-α

2

=b
a

·
cosα-β

2

sinα+β
2

(∗).

同理,kPA=b
a

·
cosθ-α

2

sinθ+α
2

,kPB=b
a

·
cosθ-β

2

sinθ+β
2

,
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而kPA+kPB=0,即b
a

cosθ-α
2

sinθ+α
2

+
cosθ-β

2

sinθ+β
2

æ

è

ö

ø

=0,

所以
cosθ-α

2

sinθ+α
2

+
cosθ-β

2

sinθ+β
2

=0,sinθ+β
2 cosθ-α

2 +sinθ+α
2 cosθ-β

2 =0.

即1
2 sinθ+β+θ-α

2
æ

è

ö

ø
+sinθ+β-(θ-α)

2
æ

è

ö

ø[ ]+
1
2 sinθ+α+θ-β

2
æ

è

ö

ø
+sinθ+α- θ-β( )

2
æ

è

ö

ø[ ]=0

⇒sinθ+β-α
2

æ

è

ö

ø
+sinα+β

2 +sinθ+α-β
2

æ

è

ö

ø
+sinα+β

2 =0

⇒sinθ-α-β
2

æ

è

ö

ø
+sinθ+α-β

2
æ

è

ö

ø
+2sinα+β

2 =0

⇒2sin
θ-α-β

2 +θ+α-β
2

2 cos
θ-α-β

2 - θ+α-β
2

æ

è

ö

ø

2 +2sinα+β
2 =0

⇒sinθcosα-β
2 +sinα+β

2 =0⇒
cosα-β

2

sinα+β
2

=- 1
sinθ

,代入式(∗)得

kAB=b
a

· - 1
sinθ

æ

è

ö

ø
=-b

a
· 1
sinθ=-b2x0

a2y0
,为定值.

由于y0≠0,所以上述所以三角函数运算均成立.

③对于抛物线y2=2px p>0( ),设P x0,y0( ),A y2
1

2p
,y1

æ

è

ö

ø
,B y2

2

2p
,y2

æ

è

ö

ø

(y0,y1,y2 两两均不相等),则kAB=y1-y2

y2
1

2p-y2
2

2p

= 2p
y1+y2

(∗).

同理,kPA= 2p
y0+y1

,kPB= 2p
y0+y2

,

又kPA+kPB=0,得 2p
y0+y1

+ 2p
y0+y2

=0,即 1
y0+y1

+ 1
y0+y2

=0,

故y0+y1+y0+y2=0,得y1+y2=-2y0,代入式(∗)得

kAB= 2p
-2y0

=-p
y0

.

【例10.58】　(2009·辽宁理,20)已知椭圆C:x
2

4+y2

3=1,A 为椭圆C 上的点,其坐标为

1,3
2

æ

è

ö

ø
,E,F 是椭圆C 上的两动点,如果直线AE 的斜率与AF 的斜率互

为相反数,证明:直线EF 的斜率为定值,并求出该定值.
【分析】　要求直线EF 的斜率,必须知道E,F 的坐标.

【解析】　设直线AE 的方程为y=kx-1( )+3
2

,

x2

4+y2

3=1

y=kx-1( )+3
2

ì

î

í ,
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消y得 4k2+3( )x2+ 12k-8k2( )x+4 3

2-kæ

è

ö

ø

2

-12=0,

则xE=
4 3

2-kæ

è

ö

ø

2

-12

4k2+3( )xA
= 3-2k( )2-12

4k2+3 ①,

又直线AF 的斜率与AF 的斜率互为相反数,故以上k用-k代替得

xF= 3+2k( )2-12
4k2+3 ②,

所以

kEF=yF-yE

xF-xE
=

-kxF-1( )+3
2- kxE-1( )+3

2[ ]
xF-xE

=-kxF+xE( )+2k
xF-xE

,

把①,②两式代入上式,得kEF=1
2.

【变式1】　已知A,B,C是长轴为4,焦点在x轴上的椭圆上的三点,点A 是长轴的一个

顶点,BC过椭圆的中心O,且AC→·BC→=0,BC→ =2 AC→ .
(1)求椭圆的方程;
(2)如果椭圆上的两点P,Q,使得∠PCQ 的平分线垂直于OA,问是否总存在

实数λ,使得PQ→=λAB→? 说明理由.

【变式2】　已知椭圆x2

6+y2

2=1的内接△PAB 中,点P 坐标为 3,1( ),PA 与PB 的倾

斜角互补,求证:直线AB 的斜率为定值,并求之.

图　10-39

【变式3】　已知双曲线x2-y2

3=1上点P 2,3( ),过P 作两条直线

PA,PB,满足直线PA 与PB 倾斜角互补,求直线AB 的

斜率.
【变式4】　(2004·北京理,17)如图10-39所示,过抛物线y2=2px

p>0( )上一定点P x0,y0( ) y0≠0( ),作两条直线分别交

抛物线于A x1,y1( ),B x2,y2( ).

(1)求该抛物线上纵坐标为p
2

的点到焦点F 的距离;

(2)当PA 与PB 的斜率存在且倾斜角互补时,求y1+y2

y0

的值,并证明直线AB 的斜率是非零常数.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈

模型四:已知曲线C:x
2

s+y2

t=1(st≠0),P 是C 上异于顶点的动点,A,B 是关于原点中

心对称的两顶点.若直线PA,PB 分别交同一坐标轴于M,N(非A,B 两点),则OM→·

ON→为定值.

【例10.59】　如图10-40所示,已知圆O 的半径是a a>0( ),圆中有两条互相垂直的直径

AB 和CD,P 是圆周上任意一点(不在AB,CD 上),直线AP,BP 分别交直

线CD 于M,N,证明 OM→ ON→ =a2.
【解析】　证:因为BP→⊥AP→,所以BN→⊥AM→,从而BN→·AM→= BO→+ON→( )· AO→+OM→( )=0,
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图　10-40

即BO→·AO→+BO→·OM→+ON→·AO→+OM→·ON→=0,
即-a2+OM→·ON→=0.
所以OM→·ON→= OM→ ON→ cos0= OM→ ON→ =a2,
得证.

【例10.60】　如图10-41所示,已知椭圆x2

a2 +y2

b2 =1a>b>0( ) 的

上、下顶点分别为A,B,点P 是椭圆上异于顶点的任

意一点,直线 AP,BP 分别交x 轴于 M,N,证明:

图　10-41

OM→ ON→ =a2.
【解析】　证:设P x0,y0( ),则x0y0≠0,M m,0( ),N n,0( ),

则AP→∥AM→,即 x0,y0-b( )∥ m,-b( ).

所以m y0-b( )=-bx0,得m=-bx0

y0-b.

同理由BP→∥BN→,得n= bx0

y0+b.

所以 OM→ ON→ =mn=-b2x2
0

y2
0-b2= x2

0

1-y2
0

b2

=x2
0

x2
0

a2

=a2.

图　10-42

【变式1】　如图10-42所示,已知椭圆x2

a2 +y2

b2 =1a>b>0( ) 上、下

顶点分别为A,B,点P 是椭圆上异于顶点的任意一点,
直线AP,BP 分别交x 轴于M,N.证明:AM→·BN→为定

值,并求之.

【例10.61】　如图10-43所示,已知双曲线x2

a2-y2

b2 =1a,b>0( ) 左、

图　10-43

右顶点分别为A,B,点P 是双曲线异于顶点的任意

一点,直线 AP,BP 分别交y 轴于 M,N,证 明:

OM→ ON→ =b2.
证:设P x0,y0( ),y0≠0,M 0,m( ),N 0,n( ),

A -a,0( ),B a,0( ),则AP→∥AM→,
即 x0+a,y0( )∥ a,m( ),

所以m x0+a( )=ay0,即m= ay0

x0+a.

同理,由BP→∥BN→,得n=-ay0

x0-a.

所以,OM→ ON→ = mn = ay0

x0+a
·-ay0

x0-a = a2y2
0

x2
0-a2=

y2
0

x2
0

a2-1
=y2

0

y2
0

b2

=b2.

【变式1】　(2009·江西理,21)已知双曲线x2

2b2- y2

25b2=1b>0( )的左、右顶点为B,D,在双

曲线上任取一点Q x0,y0( ) y0≠0( ),直线QB,QD 分别交y 轴于M,N 两点,
求证:以MN 为直径的圆过两定点.
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图　10-44

【例10.62】　如图10-44所示,已知抛物线y2=2px p>0( ),动直

线l过定点Q q,0( ),且l与抛物线交于A,B 两点,

AM 垂直于x 轴于M,BN 垂直于x 轴于N,AM′垂

直于y 轴于M′,BN′垂直于y 轴于N′,
证明:OM→ ON→ =q2,OM′→ ON′→ =2p|q|.

【解析】　证:由题意知直线l的斜率非零,故可设直线l:x=ty+q
t∈R( ),A x1,y1( ),B x2,y2( ).

由
y2=2px
x=ty+q{ ,得y2-2pty-2pq=0.

所以 OM′→ ON′→ = y1y2 =2p|q|,

OM′→ ON′→ = x1x2 = y2
1

2p
·y2

2

2p = y1y2( )2

4p2 =4p2q2

4p2 =q2.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型154　最值问题

思路提示:有两种求解方法:一是几何方法,即利用几何性质结合图形直观求解;二是

建立目标函数,通过求函数的最值求解.

【例10.63】　设椭圆x2

25+y2

16=1的左、右焦点分别为F1,F2,点 M 是椭圆上任意一点,点

A 的坐标为 2,1( ),求 MF1 + MA 的最大值和最小值.
【分析】　本题若设 M x,y( ),建立目标函数 MA + MF1 =f x,y( ),则会作茧自缚.

但是注意到F1 为椭圆左焦点,联想到椭圆定义及三角形中边的关系不等式时,
问题就容易获解.

图　10-45

【解析】　如图10-45所示,因为M 在椭圆上,所以有 MF1 + MF2 =
2a=10.
令Z= MF1 + MA ,得Z=10+ MA - MF2 .
当M,A,F2 三点不共线时,有

- AF2 < MA - MF2 < AF2 ,
当M 落在F2A 的延长线时,MA - MF2 =- F2A ,
当M 落在AF2 的延长线时,MA - MF2 = F2A .

所以Zmax=10+ F2A =10+ 2-3( )2+ 1-0( )2 =10+ 2,

Zmin=10- F2A =10- 2.
【评注】　这里利用椭圆定义、三角形两边之差小于或等于(注意等号成立的条件)第三

边,使与曲线有关的最值转化为直线段间的最值.应明确这里不能用 F1M +

AM ≥ F1A = 26,求得 F1M + AM ≥ F1A 的最小值 26,原因是

取不到等号,如果要取到等号,那么 M 必须在线段F1A 上,但这是不可能的.
【变式1】　如图10-46所示,已知点P 是抛物线y2=4x上的点,设点P 到此抛物线的准

线的距离为d1,到直线l:x+2y-12=0的距离为d2,求d1+d2 的最小值.

【变式2】　(2009·辽宁理,16)如图10-47所示,已知点F 是双曲线x2

4-y2

12=1的左焦

点,点A 坐标为 1,4( ),P 是双曲线右支上的动点,则 PF + PA 的最小值
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图　10-46 图　10-47

【变式3】　(2011·广东理,19(2))已知点P 为双曲线L:x
2

4-y2=1上的动点,

M 35
5

,45
5

æ

è

ö

ø
,F 5,0( ).求 MP - FP 的最大值及此时点P 的坐标.

【变式4】　(2011·广东文,21(2))在平面直角坐标系xOy中,已知E 的方程是y2=4x

+4或
x<-1
y=0{ .已知T 1,-1( ),设 H 是E 上动点,求 HO + HT 的最小

值,并给出此时点 H 的坐标.

【例10.64】　(2009·重庆理,20)已知椭圆x2+y2

4=1,点M 是椭圆上的动点,若C,D 的

坐标分别是 0,- 3( ),0,3( ),求 MC MD 的最大值.
【分析】　求积的最大值,由“和为定值积有最大值”知,必须找出和为定值.
【解析】　由题设知C,D 是椭圆的上、下焦点,故由椭圆的定义知

MC + MD =2 4=4.

所以 MC MD ≤ MC + MD
2

æ

è

ö

ø

2

= 4
2

æ

è

ö

ø

2

=4.

当且仅当 MC = MD 时取等号,即M 为左、右顶点时取等号.
所以,当M 为左、右顶点时,MC · MD 的最大值为4.

【评注】　本题运用均值不等式求最值,但要注意使用均值不等式的条件:一正,二定,三

相等,四同时.积为定值时,和最小a+b≥2 ab a,b>0( );和为定值时,积最大

ab≤ a+b
2

æ

è

ö

ø

2

a,b>0( ),取等号的条件均为a=b.

【变式1】　(2006·全国Ⅰ,理20)已知椭圆x2+y2

4=1在第一象限部分为曲线C,动点P

在C上,C在点P 处的切线与x,y轴的交点分别为A,B,且向量OM→=OA→+
OB→,求 OM→ 的最小值.

【变式2】　(2010·广东文,21)已知曲线C:y=nx2,点Pn xn,yn( ) xn>0,yn>0( )是曲线

Cn 上的点 n=1,2,…( ).
(1)试写出曲线Cn 在点Pn 处的切线ln 的方程,并求出ln 与y 轴的交点Qn 的

坐标;
(2)若原点O 0,0( ) 到ln 的距离与线段PnQn 的长度之比取到最大值,试求点

Pn 的坐标 xn,yn( );
(3)设m 与k为两个给定的不同的正整数,xn 与yn 是满足(2)中条件的点Pn
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证明:∑
s

n=1

m+1( )xn

2 - k+1( )yn < ms- ks s=1,2,…( ).

【变式3】　(2011·山东理,22)已知动直线l与椭圆C:x
2

3+y2

2=1交于P(x1,y1),Q(x2,y2)

两个不同点,且△OPQ的面积S△OPQ= 6
2

,其中O为坐标原点.

(1)证明:x2
1+x2

2和y2
1+y2

2均为定值;
(2)设线段PQ 的中点为M,求 OM PQ 的最大值;

(3)椭圆C上是否存在三点D,E,G,使得S△ODE =S△ODG =S△OEG = 6
2

? 若存

在,判断△DEG 的形状;若不存在,请说明理由.

图　10-48

【例10.65】　(2009·陕西理,21)已知双曲线y2

4-x2=1,如图10-48

所示,P 是双曲线上一点,A,B 两点在双曲线的两条渐

近线 上,且 分 别 位 于 第 一、二 象 限,若AP→ =λPB→,

λ∈ 1
3

,2[ ],求△AOB 的面积的取值范围.

【分析】　由图10-48可知,S△AOB =1
2 OA OB sin∠AOB,从而只

要知道A,B 两点的坐标即可.
【解析】　设A m,2m( ),B -n,2n( ) m,n>0( ),P x,y( ),

由AP→=λPB→知点P 坐标为 m-λn
1+λ

,2m+2λn
1+λ

æ

è

ö

ø
,

又P 在双曲线上,所以

2m+2λn
1+λ

æ

è

ö

ø

2

4 -

m-λn
1+λ

æ

è

ö

ø

2

1 =1⇒

mn= 1+λ( )2

4λ =
λ+1

λ+2

4 .

设∠AOB=2θ,因为tan π
2-θæ

è

ö

ø
=2,所以tanθ=1

2
,

sin2θ= 2tanθ
1+tan2θ= 1

1+1
4

=4
5

,

所以S△AOB=1
2× 5m× 5n×4

5=2mn=1
2 λ+1

λ
æ

è

ö

ø
+1,又λ∈ 1

3
,2[ ],

当λ=1时,S△AOB取最小值为2;

当λ=1
3

时,S△AOB取最大值为8
3.

所以S△AOB∈ 2,8
3[ ].

【评注】　本题建立目标函数,即△AOB 的面积与λ的函数关系S λ( )=1
2 λ+1

λ
æ

è

ö

ø
+1,利
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【变式1】　已知抛物线x2=4y 的焦点为F,A,B 是抛物线上的两动点,且AF→=λFB→

λ>0( ),过A,B 两点分别作抛物线的切线,设其交点为M.
(1)证明:FM→·AB→为定值;
(2)求△ABM 的面积的最小值.

【例10.66】　(2008·全国Ⅱ理,21)设椭圆中心在坐标原点,A 2,0( ),B 0,1( ) 是它的两

个顶点,直线y=kxk>0( )与椭圆交于E,F 两点,求四边形AEBF 面积的

最大值.
【分析】　将四边形AEBF 分割为两个三角形来求面积.

【解析】　设E x0,y0( ),F -x0,-y0( ),x0,y0>0,由题意知椭圆方程为x2

4+y2=1,

如图10-49所示,S四边形AEBF=S△AEF+S△BEF=1
2 OA y0- -y0( ) +

图　10-49

1
2 OB x0- -x0( ) =2y0+x0,又

x2
0

4 +y2
0=1

即x2
0+4y2

0=4,4=x2
0+4y2

0≥4x0y0

(当x0=2y0 时等号成立).
所以S2

四边形AEBF= x0+2y0( )2=x2
0+4x0y0+4y2

0≤4+x2
0

+ 2y0( )2=8,

即S四边形AEBF≤2 2,当且仅当x0=2y0 时取等号.

另解:设x0=2cosθ,y0=sinθ,θ∈ 0,π
2

æ

è

ö

ø
,

则S四边形AEBF=2cosθ+sinθ=2 2sinθ+π
4

æ

è

ö

ø
≤2 2.

故四边形AEBF 的面积的最大值为22.
【例10.67】　(2009·全国Ⅰ理,21)如图10-50所示,已知抛物线E:y2=x 与圆 M:

x-4( )2+y2=r2 r>0( )相交于A,B,C,D 四点.

图　10-50

(1)求r的取值范围;
(2)当四边形ABCD 的面积最大时,求对角线AC,BD
的交点P 的坐标.

【解析】　(1)将y2=x代入 x-4( )2+y2=r2

并化简得x2-7x+16-r2=0①.
因为E 与M 有四个交点的充要条件是方程①有两个不等的

正根x1,x2,

由此得

Δ= -7( )2-416-r2( )>0
x1+x2=7>0
x1x2=16-r2>0

ì

î

í ,解得15
4<r2<16.

又r>0,所以r的取值范围是 15
2

,4
æ

è

ö

ø
.

(2)不妨设E 与M 的四个交点坐标分别为A x1, x1( ),B x1,- x1( ),
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y- x1 =- x2 - x1

x2-x1
· x-x1( ),y+ x1 = x2 + x1

x2-x1
· x-x1( ).

解得点P 的坐标为 x1x2 ,0( ).

设t= x1x2 ,由t= 16-r2 及(1)知0<t<7
2. 由于四边形ABCD 为等腰梯

形,因而其面积S=1
2 2 x1 +2 x2( )· x2-x1 .

即S2= x1+x2+2 x1x2( )· x1+x2( )2-4x1x2[ ].

将x1+x2=7, x1x2 =t代入上式,并令f(t)=S2,得

f(t)= 7+2t( )2· 7-2t( ) 0<t<7
2

æ

è

ö

ø
.求导数得f′(t)=-22t+7( ) 6t-7( ).

令f′(t)=0,解得t=7
6

,t=-7
2

(舍去).显然当0<t<7
6

时,f′(t)>0,

当7
6<t<7

2
时,f′(t)<0.故当且仅当t=7

6
时,f(t)有最大值,即四边形ABCD

的面积最大.

故所求的点P 的坐标为 7
6

,0æ

è

ö

ø
.

【评注】　本题主要有两个考查点:一个是考查将曲线与曲线的交点问题转化为二次方程

的根的个数问题,是较基本的问题;另一个是考查四边形ABCD 的面积最大值

问题,是本题的核心点.要注意本题中表面上求点的坐标,实质上是求四边形

ABCD 面积的最大值,而且在求目标函数最值的过程中,利用导数判断函数单

调性的方法,从而使本题的综合性大大提高.
【变式1】　(2011·湖南文,21)已知平面内一动点P 到点F(1,0)的距离与点P 到y 轴

的距离的差等于1.
(1)求动点P 的轨迹C 的方程;
(2)过点F 作两条斜率存在且互相垂直的直线l1,l2,设l1与轨迹C 相交于点

A,B,l2与轨迹C相交于点D,E,求AD→·EB→的最小值.
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考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈1.了解算法的含义和思想.

2.理解程序框图的3种基本逻辑结构:顺序、条件分支、循环.
3.理解几种基本算法语句———输入、输出、赋值、条件和循环语句的含义.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　预测在2012年高考中,本章知识仍为考查的热点,内容以程序框图为主.从形式

上看,以选择题和填空题为主,以实际问题为背景,侧重知识应用能力的考查,要求考

生具备一定的逻辑推理能力.
本专题主要考查算法的逻辑结构,要求能够写出程序的运行结果、指明算法的功

能、补充程序框图、求输入参量,并常将算法与其他版块知识(尤其是与数列)进行综

合考查.一般来说,有关算法的试题属容易题目,分值稳定在5分.

知识点精讲

一、算法与程序框图

1.算法

算法通常是指可以用计算机来解决的某一类问题的程序或步骤,这些程序或步骤必

须是确定的和能执行的,而且能够在有限步之内完成.

2.程序框图

(1)定义:程序框图又称流程图,是一种用程序框、流程线及文字说明来表示算法的

图形.
(2)说明:在程序框图中一个或几个程序框的组合表示算法中的一个步骤;带有方向

的流程线将程序框连接起来,表示算法步骤的执行顺序.

3.3种基本逻辑结构

程序框图有3种基本的逻辑结构,如表11-1所示.
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　　名称

内容　　
顺序结构 条件结构 循环结构

定

义

顺序结构由若干个依次

执行的步骤组成,是任何

一个算法都离不开的基

本结构

算法的流程根据条件是

否成立有不同的流向,条
件结构就是处理这种过

程的结构

从某处开始,按照一定的

条件反复执行某些步骤,

反复执行的步骤称为循

环体

程序

框图

二、基本算法语句

1.3种语句的一般格式和功能

3种基本算法语句的一般格式和功能如表11-2所示.
表　11-2

语句 一般格式 功能

输入语句 INPUT“提示内容”;变量 输入信息

输出语句 PRINT“提示内容”;表达式 输出结果

赋值语句 变量=表达式 将表达式的值赋给变量

2.条件语句

(1)算法中的条件结构由条件语句来表达.
(2)条件语句的格式及框图如图11-1和图11-2所示.
①IF—THEN格式

图　11-1

②IF—THEN—ELSE格式

图　11-2
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(1)算法中的循环结构由循环语句来实现.
(2)循环语句的形式及框图如图11-3和图11-4所示.
①UNTIL语句

图　11-3

②WHILE语句

图　11-4

(3)WHILE语句与 UNTIL语句之间的区别与联系如表11-3所示.
表　11-3

WHILE语句 UNTIL语句

区别

执行循环体前测试条件,当条件为真时执

行循环体,当条件为假时终止循环,可能

不执行循环体

执行循环体后测试语句条件,当条件

为假时执行循环体,当条件为真时终

止循环,最少执行一次循环体

联系 可以相互转换,LOOPUNTIL(条件)相当于 WHILE(反条件)

三、算法案例

1.辗转相除法

辗转相除法又叫欧几里得算法,是一种求最大公约数的古老而有效的算法,其步骤

如下:
(1)用两数中较大的数除以较小的数,求商和余数;
(2)以除数和余数中较大的数除以较小的数;
(3)重复上述两步,直到余数为0;
(4)则较小的数是两数的最大公约数.

2.更相减损术

更相减损术是我国古代数学专著《九章算术》中介绍的一种求两数最大公约数的算

法,其基本过程为:对于任意给定的两个正整数,以大数减小数,接着把所得的差与较小

的数比较,并以大数减小数,继续该操作,直到所得的数相等为止,则这个数(等数)就是

所求的最大公约数.
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秦九韶算法是我国南宋数学家秦九韶在他的代表作《数书九章》中提出的一种用于

计算一元n次多项式的值的方法.

4.进位制

进位制是人们为了计数和运算方便而约定的记数系统,“满k进1”就是k进制,k进

制的基数是k.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈题型155　已知流程框图,求输出结果

思路提示:分析条件结构,确定最后一步运算.

【例11.1】　(2010·全国新课标理,7(文,8))如果执行如图11-5所示的框图,输入 N=
5,则输出的数等于(　　).

图　11-5

A.5
4　　　　B.4

5　　　　C.6
5　　　　D.5

6
【分析】　解决这类算法问题时,一般有两种思路:一是把人看作计

算机,程序执行哪一步,我们就计算哪一步,一直到程序

终止,这类方法往往适用于步骤比较简单、循环次数不十

分多的程序;
另一种思路是分析程序的原理,了解程序实质要完成的

目标,将其还原为数学模型,从而对数学模型进行求解.

【解析】　解法一:S=0,k=1,S=0+ 1
1×2=1

2
,1<5,是→k=2,S

=1
2+ 1

2×3=2
3

,2<5,是→k=3,S=2
3+ 1

3×4=3
4

,

3<5,是→k=4,S=3
4+ 1

4×5=4
5

,4<5,是→k=5,S=

4
5+ 1

5×6=5
6

,5<5,否,程序结束.

解法二:本题实质上是求解∑
5

k=1

1
kk+1( )

,故

S=0+ 1
1×2+ 1

2×3+…+ 1
5×6=1-1

2+1
2-1

3+…+1
5-1

6=5
6.故选D.

【变式1】　(2010·沈阳监测理,2)执行如图11-6所示的程序框图,则输出的结果S
是　　　　.

【变式2】　(2010·天津河西区调查)如图11-7所示,该程序框图的输出结果是　　　　.
【变式3】　(2007·山东理,10)阅读如图11-8所示的流程框图,若输入的n是100,则输

出的变量S和T 的值分别是(　　).
A.2500,2500 B.2550,2550 C.2500,2550 D.2550,2500

【变式4】　(2011·课标全国理,3)执行如图11-9所示的程序框图,如果输入的 N 是6,
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A.120 B.720 C.1440 D.5040

【变式5】　(2011·浙江理,12)若某程序框图如图11-10所示,则该程序运行后输出的k
的值是　　　　.

　　　图　11-6　　　　　　　　　　图　11-7　　　　　　　　图　11-8

‰Æ˚ł

¿“˚…

˚�¨ºN

˚�‡�p

k=1, p=1

k=k+1
p=p k

k<N
˚˙

•æ

图　11-9

　　　　

¿“˚…

‰Æ˚ł

k=2

k=k+1

a=4k

b=k4

˚�‡�k

a>b?

˚˙

•æ

图　11-10

　　　
图　11-11

【例11.2】　(2010·辽宁文,5)如果执行如图11-11所示的流程框图,输入n=6,m=4,
那么输出的P 等于(　　)

A.720 B.360 C.240 D.120
【解析】　k=1,P=1× 6-4+1( )=3,1<4→k=2,P=3× 6-4+2( ) =12,2<4→k=3,P=

12× 6-4+3( )=60,3<4→k=4,P=60× 6-4+4( )=360,4=4
程序结束

→输出P=
360.故选B.

【变式1】　(2010·辽宁理,4)如果执行如图11-11所示的程序框图,输入正整数n,m,
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A.Cm-1

n B.Am-1
n C.Cm

n D.Am
n

【变式2】　(2010·天津文,3)阅读图11-12所示的流程框图,则输出S的值为 (　　).
A.-1 B.0 C.1 D.3

【变式3】　(2010·安徽文,13(理,14))如图11-13所示,流程框图(算法流程图)的输出

值x=　　　　.

图　11-12　　　　　　　　图11-13

【变式4】　(2011·辽宁理,6)执行如图11-14所示的程序框图,如果输入的n是4,则输

出的p是(　　).
A.8 B.5 C.3 D.2

【变式5】　(2011·安徽理,11)如图11-15所示,程序框图(算法流程图)的输出结果

是　　　　.

¿“˚…

˚�¨ºn

‰Æ˚ł

˚�‡�p

s=0,t=1,k=1,p=1

p=s+t

s=t,t=p

k=k+1

k<n

˚˙

•æ

图　11-14

　　

¿“˚…

‰Æ˚ł

˚�‡�k

T=0, k=0

k=k+1

T=T+k

T>105?

˚˙

•æ

图　11-15

　　 ‰Æ˚ł

¿“˚…

˚�‡� S

i=1, S=0

i=i+1

i<3?

S=S+(xi-x)2

˚�¨ºx1,x2,x3,x

S=   S1
i

˚˙

•æ

图　11-16
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心得体会 【变式6】　(2011·湖南理,13)若执行如图11-16所示的框图,输入x1=1,x2=2,x3=3,

x=2,则输出的数等于　　　　.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型156　根据条件,填充不完整的流程图

思路提示:程序框图缺失的不同,会导致不同的解决方法,如果缺少循环条件,那么程

序主体是可以被理解的,因此转化为数学模型,然后根据初始值和输出值

来计算循环了多少次从而得到循环条件;如果缺少循环主体中的一环,那
么就要理解程序的目的是什么,然后补充起来.

图　11-17

【例11.3】　(2010·北京文,9)已知函数y=
log2x(x≥2)

2-x(x<2){ ,如图11-17

所示,表示的是给定x 的值,求其对应的函数值y 的程序

框图.①处应填写　　　　;②处应填写　　　　.
【解析】　依题意,①处应填写x<2?;②处应填写y=log2x.
【变式1】　(2010·陕西文,5)如图11-18所示是求x1,x2,…,x10的乘

积S的程序框图,图中空白框中应填入的内容为(　　).
A.S=S∗ n+1( ) B.S=S∗xn+1

C.S=S∗n D.S=S∗xn

　　　图　11-18

　　
　　　图　11-19

【变式2】　(2010·陕西理,6)如图11-19所示是求样本x1,x2,…,x10平均数■x的程序框

图,图中空白框中应填入的内容为(　　).

A.S=S+xn B.S=S+xn

n C.S=S+n D.S=S+1
n

【例11.4】　(2010·山东青岛质检,8)如图11-20所示的程序框图,输出的S 是126,则

①应为　　　　.
A.n≤5? B.n≤6? C.n≤7? D.n≤8?
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图　11-20

【解析】　S=0+21+22+…+2n=126⇒21-2n( )

1-2 =126⇒n=6,

所以根据流程图模拟分析,填入选择框的条件为n≤6?.
故选B.

【变式1】　(2010· 浙 江 嘉 兴 测 试,2)一个算法的程序框图如

图11-21所示,若该程序的输出结果为5
6

,则判断框中

应填入的条件是(　　).
A.i<5? B.i<6?

C.i≥5? D.i≥6?
【变式2】　(2010·广州测试一,4)阅读如图11-22所示的程序框

图,若输出的S的值等于16,那么在程序框图中的判断框

内应填写的条件是(　　).
A.i>5? B.i>6? C.i>7? D.i>8?

【变式3】　阅读如图11-22所示的程序框图,若在程序框图中的判断框内填写的条件是

i>m?,试问正整数m 的最小值为何值时,输出的S的值超过1000?

　　　图　11-21　　　　　　　　图　11-22

图　11-23

【例11.5】　(2010·浙江理,2(文,4))某程序框图如图11-23所示,若输出

S=57,则判断框内为(　　).
A.k>4? 　　B.k>5? 　　C.k>6? 　　D.k>7?

【解析】　如表11-4所示,根据模拟分析,判断框内的条件为k>4?.
故选 A.

表　11-4

k k=1( ) S S=1( ) 条件

第1次 2 2×1+2=4 否

第2次 3 2×4+3=11 否

第3次 4 2×11+4=26 否

第4次 5 2×26+5=57 是
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何值时,程序输出的S值超过1000?
【变式2】　(2010·天津理,4)阅读如图11-24所示的程序框图,若输出S的值为-7,则

判断框内应填写(　　).
A.i<3? B.i<4? C.i<5? D.i<6?

【变式3】　阅读如图11-24所示的程序框图,若判断框内的条件为i<m?,当正整数m 的

最小值为何值时,输出S的值小于-1000?

【变式4】　设:1+ 1

2+ 1

3+ 1

4+ 1

5+ 1

6+1
7

=m
n

,如图11-25所示是计算分数m
n

中分子m 和

分母n 的程序流程,试填入流程框图中所缺部分.
①　　　　　　　　　 　　;②　　　　　　　　　 　　.

　图　11-24　　　　　　　　　　　　　　图　11-25
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈题型157　求输入参量

【例11.6】　(1)执行如图11-26所示的程序框图,若输出的n为4,则输入P 的取值范围

为(　　).

图　11-26

A. 0.75,0.875( ) B. 0.75,0.875( ]

C. 0.75,0.875[ ) D. 0.75,0.875[ ]

(2)执行如图11-26所示的程序框图,若输出的n为4,则输

入P可能为(　　).
A.0.7　　B.0.75　　C.0.8　　D.0.9
(3)(2008·山东理,13(文,14))执行如图11-26所示的

程序框图,若P=0.8,则输出n=　　　　.
【解析】　(1)产生“n=2”的条件为“P>0”;产生“n=3”的条件为

“P>1
2

”;产生“n=4”的条件为“P>3
4

”;产生“n=5”的条
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件为“P>7

8
”.输出“n=4”的条件为产生“n=4”的条件,而不产生“n=5”,即P

>3
4

且P≤7
8.故输入P 的取值范围为 0.75,0.875( ].故选B.

(2)由(1)得,若输出n=4,则P∈ 0.75,0.875( ],故选C.
(3)依题意P=0.8,如表11-5所示,则输出n=4.

表　11-5

P S<P? S S=0( ) n n=1( )

第1次 0.8 是 1
2 2

第2次 0.8 是 1
2+1

22 =3
4 3

第3次 0.8 是 3
4+1

23 =7
8 4

第4次 0.8 否

【变式1】　(2010·丰台一模理,13)在如图11-27所示的程序框图中,
若输出i的值是4,则输入x的取值范围是　　　　.

图　11-27

　　　 ‰Æ˚ł

¿“˚…

˚�‡� p

˚�¨ºx3

˚�¨ºx1,x2

x1=x3

x2=x3

|x3-x1|<|x3-x2|?

|x1-x2| 2?

p=   
x1+x2

2

˚˙

˚˙

•æ

•æ

图　11-28

【变式2】　(2011·陕西理,8)如图11-28所示,x1,x2,x3为某次考试三个评阅人对同一道题

的独立评分,p为该题的最终得分.当x1=6,x2=9,p=8.5时,x3等于(　　).
A.11 B.10 C.8 D.7

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈题型158　算法综合

思路提示:本题型是程序框图与其他知识的综合,它不仅要求学生能正确掌握程序框

图,还要求学生对综合知识有较深的理解,是算法的难点.与程序框图进行综

合的主要有函数、数列、三角、概率、统计、实际问题等,是高考命题的亮点.

【例11.7】　(2009·广东)随机抽取某产品n件,测得其长度分别为a1,a2,…,an,则如
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图　11-29

图11-29所示的程序框图输出的S=　　　　,

S表示的样本的数字特征是　　　　.
【解析】　本题是程序框图与统计的综合,根据框图可知输

出的S=a1+a2+…+an

n
,S表示的样本的数字特

征是平均值(或数学期望).
【变式1】　(2010·广东文,13)某城市缺水问题比较突出,

为了制定节水管理办法,对全市居民某年的月

均用水量进行了抽样调查,其中4位居民的月

均用水量分别为x1,x2,x3,x4(单位:吨).根据

如图11-30所示的程序框图,若x1,x2,x3,x4 分别为1,1.5,1.5,2,则输出的

结果S为　　　　.
【变式2】　(2010·广东理,13)某城市缺水问题比较突出,为了制定节水管理办法,对全

市居民某年的月均用水量进行了抽样调查,其中n位居民的月均用水量分别

为x1,…,xn(单位:吨),根据如图11-31所示的程序框图,若n=2,且x1,x2

分别为1,2,则输出的结果S为　　　　.

　　　　图　11-30　　　　　　　　　　　　　　图　11-31

【例11.8】　(2009·汕头一模)在可行域内任取一点,规则如图11-32所示(即程序框

图),则能输出数对 x,y( )的概率为(　　).

A.1
4 B. π

2 C. π
4 D. π

8

【解析】　本题是几何概型与算法的综合,如图11-33所示,可行域
- 2≤x+y≤ 2

- 2≤x-y≤ 2{ 的

面积为4,即μ(Ω)=4,圆x2+y2=1的面积为π,即μ(A)=π,故能输出数对

x,y( )的概率为P A( )=μ A( )

μ Ω( )
=π

4.故选C.

【变式1】　定义函数 CONRND(a,b)是区间 a,b( ) 内的任何一个实数的随机数函数,如
图11-34所示的程序框图可用来估计π的值,现在输入N 的值为100,结果m
的输出值为21,因此可估计π的近似值为　　　　.
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图　11-32

　　
图　11-33

　　
图　11-34

【例11.9】　如图11-35所示是一个算法的流程图,则输出S的值是　　　　.

图　11-35

【解析】　S=1+21+22+…+2n≥33⇒1-2n+1

1-2 ≥33⇒n≥log234-1,又因为n∈Ν∗ ,

所以n≥5,则S=1+21+…+25=1-26

1-2=63.

【评注】　假设本题改为问输出n的值是多少,则答案为5.
【变式1】　(2011·江西理,13)如图11-36所示是某算法的程序框图,则程序运行后输出

的结果是 　　　　.

‰Æ˚ł¿“˚… ˚�‡� ss=0, n=1

n=n+1

s>9?

•æ

˚˙
( 1)ns s n

图　11-36

【变式2】　阅读如图11-37所示的程序框图,若输入n=100,则输出的ai=　　　　,

Si=　　　　.
【变式3】　(2010·福建文,6(理,5))阅读如图11-38所示的程序框图,运行相应的程序,

输出的i值等于(　　).
A.2 B.3 C.4 D.5

【变式4】　(2010·山东理,13)执行如图11-39所示的程序框图,若输入x=10,则输出y
的值为　　　　.
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　　　　图　11-37　　　　　　图　11-38　　　　　图　11-39

　　
图　11-40

【例11.10】　根据如图11-40所示的程序框图,将输出的x,y值依次记为x1,x2,…,xn,
…,x2008;y1,y2,…,yn,…,y2008.
(1)求数列 xn{ }的通项公式;
(2)写出y1,y2,y3,y4,由此猜想出数列 yn{ }的一个通项公式yn,并证明你

的结论;
(3)求zn=x1y1+x2y2+…+xnyn n∈Ν∗ ,n≤2008( ).

【解析】　(1)x1=1,当n≥2且n∈Ν∗ 时,有xn=xn-1+2,所以xn=x1+2n-1( ) =
2n-1,显然当n=1时,x1=1也满足通项公式.
综上,数列 xn{ }的通项公式为xn=2n-1(n∈Ν∗ 且1≤n≤2008).
(2)如表11-6所示,根据模拟分析,得y1=2,y2=8,y3=26,y4=80,猜想yn=
3n-1(n∈Ν∗ 且1≤n≤2008).
证明:当k=1时,y1=31-1=2,显然满足通项公式;

表　11-6

x y n n≤2008

第1次 1 2 1 　 是

第2次 3 8 2 　 是

第3次 5 26 3 　 是

第4次 7 80 4 　 是

当n=k时(k≥2),假设yk=3k-1恒成立,当n=k+1时,yn+1=3yk+2=
33k-1( )+2=3k+1-1,所以n=k+1时,命题也成立.
综上,当n∈Ν∗ 且1≤n≤2008时,yn=3n-1.
(3)xnyn= 2n-1( ) 3n-1( )= 2n-1( )·3n- 2n-1( ),因为zn=x1y1+x2y2+

…+xnyn n∈Ν∗ ,n≤2008( ),所以zn=∑
n

i=1
2i-1( ) 3i-1( ) =∑

n

i=1
2i-1( )·3i-

∑
n

i=1
2i-1( )=∑

n

i=1
2i-1( )·3i-n2.
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设Tn=∑

n

i=1
2i-1( )·3i=1×31+3×32+…+ 2n-1( )×3n　①

3Tn=1×32+3×33+…+ 2n-1( )×3n+1 ②
由①-②得:-2Tn=1×31+2×32+…+2×3n- 2n-1( )×3n+1

=3+2·91-3n-1( )

1-3 - 2n-1( )×3n+1=-2n-1( )×3n+1-6,

得Tn= n-1( )×3n+1+3.
所以zn= n-1( )×3n+1+3-n2 n∈Ν∗ ,n≤2008( ).

【变式1】　(2010·安徽皖北协作区联考)已知数列 an{ }满足如图11-41所示的流程图.

图　11-41

(1)写出数列 an{ }的一个递推关系式;
(2)证明:数列 an+1-3an{ }是等比数列,并求出 an{ }的

通项公式;
(3)求数列 nan+3n-1( ){ }的前n项和Tn.

【变式2】　如图11-42所示是一个计算机装置示意图,J1,J2 是数

据入口,C 是计算机结果的出口,计算过程是由J1,J2

分别输入自然数m 和n,经过计算后得自然数由C 输

出,此种计算机装置完成的计算满足以下3个性质:

①若J1,J2 分别输入1,则输出结果为1;

②若J1 输入任何固定自然数不变,J2 输入自然数增大

1,则输出结果比原来大2;

③若J2 输入1,J1 输入自然数增大1,则输出结果为原

来的2倍.

图　11-42

试问:
(1)若J1 输入1,J2 输入自然数n,输出结果为多少?
(2)若J2 输入1,J1 输入自然数m,输出结果为多少?

【变式3】　在平面直角坐标系中,重复执行如下算法,可得到

图11-43中的雪花状图形.

图　11-43
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S1.给定两个不同坐标的点 A(x1,y1),B(x2,y2),计算以 AB 为一边的正

△ABC的顶点C(各顶点按逆时针顺序排列)的坐标为:

C x1+x2+ 3(y1-y2)
2

,- 3(x1-x2)+y1+y2

2
æ

è

ö

ø
.

S2.依次计算线段AB 上的两个三等分点坐标

E 2x1+x2

3
,2y1+y2

3
æ

è

ö

ø
,F x1+2x2

3
,y1+2y2

3
æ

è

ö

ø
,

再计算正△EGF 的第3个顶点G 的坐标(各顶点按逆时针顺序排列).依次连

结线段AE、EG、GF、FB(并擦除线段EF).其中,A,E,G,F,B 均称为图形

顶点.
S3.对线段BC和CA重复步骤S1、S2的操作,得到的图形称为雪花1次迭代图.
S4.对雪花1次迭代图中所有相邻顶点形成的线段依次(按逆时针顺序排列)
执行步骤S2的操作,所得到的图形称为雪花2次迭代图,同法依次操作得到

雪花n次迭代图(n∈N∗ ).
完成下列相关问题:
(1)步骤S1、S2中,若已知两个点的坐标为A(-2,3),B(1,6),求点C 和点G
的坐标;
(2)设雪花n 次迭代图中顶点A 与B 之间(含 A 和B)的顶点个数为an

(n∈N∗ ),求数列{an}的通项公式;
(3)执行上述算法可以得到雪花图形,那么请阅读下面程序框图,若A(-2,

3),B(1,6),画出主程序执行后所得图形简图,并计算此图形面积.

　　　
图　11-44
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第一节　计数原理与简单排列组合问题

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.理解分类加法计数原理和分步乘法计数原理.

2.会用分类加法计数原理或分步乘法计数原理分析和解决一些简单的实际问题.
3.理解排列、组合的概念.
4.能用计数原理推导排列数,组合数公式.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.本节为高考必考内容,一般有1~2道选择题或填空题.

2.题目主要以实际应用题形式出现.
3.试题的解法具有多样性,一般根据计数重复或遗漏来设计错误选项,可通过正向

(分类相加)和反向(总数减去对立数)互相检验,也可通过排除法筛选正确选项.

知识点精讲

一、基本概念

1.分类加法计数原理

完成一件事

①有n类方法

②任两类无公共方法(互斥)

③每类中每法可单独完成这件事

ì

î

í

ü

þ

ý

共有N=m1+m2+…+mn 种不同方法.如图12-1所示.
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图　12-1

2.分步乘法计数原理

完成一件事
①必须走完n步,才能完成任务

②前一步怎么走对后一步怎么走无影响(独立){ }
共有N=m1×m2×…×mn 种不同方法.如图12-2所示.

图　12-2

注 两个原理及其区别.
分类计数原理和“分类”有关,如果完成某件事情有n类办法,这n类办法之间是互

斥的,那么求完成这件事情的方法总数时,就用分类加法计数原理.
分步计数原理和“分步”有关,是针对“分步完成”的问题.如果完成某件事情有n个

步骤,而这几个步骤缺一不可,且互不影响(独立)当且仅当依次完成这n个步骤后,这件

事情才算完成,那么求完成这件事情的方法总数时,就用分步乘法计数原理.
当然,在解决实际问题时,并不一定是单一的应用分类计数原理或分步计数原理,有

时可能同时用到两个计数原理.即分类时,每类的方法可能运用分步完成,而分步后,每
步的方法数可能会采取分类的思想求方法数,对于同一事件,我们可以做不同的处理,从
而得到不同的解法(但方法数相同),这也是检验排列组合问题的很好方法.

3.排列与排列数

从n个不同元素中取出m(m≤n)个(不同)元素,按照一定的顺序排成一列,叫作从

n个不同元素中取出m 个元素的一个排列,共有 Am
n 种方法.
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n =n· n-1( )· n-2( )·…· n-m+1( )(m 个连续正整数之积,n为最大数),

An
n=n· n-1( )· n-2( )·…·3·2·1=n!.　Am

n = n!
(n-m)!.

规定0! =1,为的是使 An
n= n!

(n-n)!=n! 成立.

注 排列数公式的两种不同表达形式本质一样,但作用常有不同,Am
n =n n-1( ) …

n-m+1( ) 常用于具体数字计算;而在进行字母化简或证明时则多用 Am
n = n!

n-m( ) !.

4.组合与组合数

从n个不同元素中取出m(m≤n)个(不同)元素,并成一组,叫作从n个不同元素中

取出m 个元素的一个组合,共有Cm
n 种方法.

Cm
n =Am

n

Am
m
=nn-1( ) n-2( )… n-m+1( )

m! = n!
m! (n-m)!

注 同 样,公 式 Cm
n =n(n-1)(n-2)…(n-m+1)

m! 常 用 于 具 体 数 字 计 算,Cm
n =

n!
m! n-m( ) !常用于化简或证明.

注 (1)可重排列与无重排列的区别

例如:用1,2,3,4,5可排成多少个
可有重复数字的四位数———5×5×5×5=54

无重复数字的四位数———5×4×3×2=A4
5

{ .

区别:
不可重复排列:用过的数字不可再用,用一个少一个.
可重复排列:用过的数字还可再用,每次可用数字不减少.
再例如:4封不同的信,全部投入到5个信箱.
①任意投———投过的信箱可再投入———5×5×5×5=54.
②每箱至多一信———投过的信箱不可再投入———5×4×3×2=A4

5.
(2)排列和组合的区别

组合:取出的元素地位平等,没有不同去向和分工.
排列:取出的元素地位不同,去向、分工或职位不同.
注 排列、组合都是研究事物在某种给定的模式下所有可能的配置的数目问题,它们

之间的主要区别在于是否要考虑选出元素的先后顺序,不需要考虑顺序的是组合问题,
需要考虑顺序的是排列问题.排列是在组合的基础上对入选的元素进行排队,因此,分析

解决排列组合综合问题的基本思维是“先组合,后排列”. 例如:从10个人中抽出4人参

加某项活动有C4
10种方案;从10个人中抽出4人分别参加4项活动有 A4

10种方案.
(3)一切排列数、组合数、阶乘及它们展开式的因数都是正整数.
常见的有0! =1! =1,2! =2,3! =6,4! =24,5! =120,6! =720,

C0
n=Cn

n=1,C1
n=Cn-1

n =n,C2
n=Cn-2

n =nn-1( )

2
,A1

n=n,A2
n=nn-1( )等.

(4)公式(性质).
①n! =nn-1( ) ! =nn-1( )· n-2( ) !.
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②Cm

n =Cn-m
n ,如C98

100=C2
100=100×99

2 .

③Cm
n +Cm+1

n =Cm+1
n+1 ,如C3

9+C4
9=C4

10(口诀:相邻组合数相加,加一元(n→n+1)取大

(m+1>m,取m+1)).
④Cm

m+Cm
m+1+Cm

m+2+…+Cm
n =Cm+1

n+1.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型159　分类计数原理与分步计数原理

【例12.1】　有一项活动,需在3名老师、8名男生和5名女生中选人参加.
(1)若只需1人参加,有多少种不同选法?
(2)若需老师、男生、女生各1人参加,有多少种不同选法?
(3)若需1名老师和1名学生参加,有多少种不同选法?

【解析】　(1)有3类选人的办法:3名老师中选1人,有3种方法;8名男生中选1人,有8
种方法;5名女生中选1人,有5种方法;由分类计数原理,共有3+8+5=16
(种)选法.
(2)分3步选人:第1步选老师,有3种方法;第2步选男生,有8种方法;第3步

选女生,有5种方法.由分步计数原理,共有3×8×5=120(种)选法.
(3)可分两类,每一类又分两步.第1类:选1名老师和1名男生,因有两步,故有

3×8=24(种)选法;第2类,选1名老师和1名女生,有两步,故有3×5=15
种选法.再由分类计数原理,共有24+15=39(种)选法.

【评注】　在解决实际问题时,并不一定是单一地应用分类计数原理或分步计数原理,有

时可能同时用到两个计数原理.即分类时,每类的方法可能运用分步完成,而分

步后,每步的方法数可能会采取分类的思想求取.
【例12.2】　(1)若5名学生争夺3项体育比赛的冠军(每名学生参赛项目不限),则冠军

获得者有　　　种不同情况(每个项目没有并列冠军).
(2)5名学生从3项体育项目中选择参赛,若每一名学生只能参加一项,则有

　　　种不同的参赛方法.
【分析】　正确理解问题完成的标志,(1)即把3个冠军名额全部分给5个学生(可以一名

学生夺取多个冠军);(2)即为5名学生都报完比赛项目(可以多名学生报一个

项目).
【解析】　(1)第1个名额的去向有5种,第2个名额和第3个名额同样各有5个可能去

向,故冠军获得者共有5×5×5=53(种)不同的情况.
(2)第一位学生报项目的方法有3种,同样,其他每一位学生都有3种报取项目

的选择方法,根据分步计数原理,故应有3×3×3×3×3=35(种)不同的参赛

方法.
【变式1】　将3封信投到4个邮箱,最多的投法有　　　种.
【变式2】　由数字1,2,3,4,5可以组成　　　个三位数(各位上的数字允许重复).
【例12.3】　同室4人各写一张贺卡,先集中起来,然后每人从中拿一张别人送出的贺卡,
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A.6种　　　　　B.9种　　　　　C.11种　　　　　D.23种

【分析】　将同室4人分别记为a,b,c,d,然后利用4个取卡的情况分步来确定.
【解析】　解法一:第1步:4个人中的任意一人(例如a)取一张,则由题意知共有3种取

法;第2步:由第一人取走的贺卡的供卡人取,也有3种取法;第3步:由剩余的

两人中的任一人取,只有1种取法;第4步:最后一人取,只有1种取法,由分步

计数原理,共有3×3×1×1=9(种).
解法二:设4张贺卡分别记为A,B,C,D.由题意,某人(不妨设A 卡的供卡人)
取卡的情况有3种,据此将卡的不同分配方式分为3类,对于每一类,其他人依

次取卡分步进行,为了避免重复或遗漏现象,我们用“树图”表示如下:设a,b,c,

d代表4个人,A,B,C,D 分别代表这4个人写的贺卡,则有如图12-3所示的树

状图.故选B.

图　12-3

所以共有9种不同的分配方式.故选B.
【评注】　本例提供的第一种解法用了分步计数原理,关键是要弄清楚分步时每步的顺

序,例如a先取走C 卡,则下一步应由c取,否则任由b,c,d中一人取,就很难断

定是有3种还是有2种取法了.
第二种解法可以看作两个原理的交替应用,用树图表示一目了然,便于分析计

数,避免了重复或遗漏.在以后的学习中,用树图来直观地分析问题是常用的,
请同学们重视.

【变式1】　3个人踢毽子,互相传递,每人每次只能踢一下,由甲开始踢,经过5次传递

后,毽子又被踢回给甲,则不同的传递方式共有(　　).
A.6种 B.8种 C.10种 D.16种

【例12.4】　某外语组有10人,每人至少会英语、法语中的一门,其中7人会英语,5人会

法语.从中选会英语和法语的各一人派往两地参加会议,有多少种不同的

方法?
【分析】　对于较为复杂的分类与分步问题,应做到不重不漏,本题应抓住公共元素的处

理方法.
【解析】　由集合知识,既会英语又会法语的有7+5-10=2(人),仅会英语的有7-2=



　　　　新课标高考数学题型全归纳

·196　　 ·

心得体会 5(人),仅会法语的有5-2 =3(人).易知此题的任务就是派遣适合条件的

两人.
解法一:按仅会英语的5人的派遣情况分成两类:
第1类:仅会英语的5人中有1人选中,则有5种方法,而会法语的则有5种方

法,从而由分步计数原理,有5×5种方法.
第2类:仅会英语的5人中没有人被选中,则会英语的必须从既会英语又会法

语的2人中选,从而有2种选法,而会法语的只能从两种语言均会的剩余1人或

仅会法语的3人中选,共有1+3=4(种),由分步计数原理得,此时共有2×4
种方法.
由分类计数原理,共有5×5+2×4=33(种)方法.
解法二:按仅会法语的3人的选派情况分成以下两类:
第1类:仅会法语的3人恰被选中1人,则由分步计数原理,共有3×7种方法.
第2类:仅会法语的3人均未被选中,则由分步计数原理得,共有2×6种方法.
从而由分类计数原理,共有3×7+2×6=33(种)方法.
解法三:按既会英语又会法语的2人的选派情况分成3类:
第1类:2人均未被选派,则有3×5种方法.
第2类:2人均被选派,则有2种方法.
第3类:2人中恰有1人被选派,则又分为两类.
若另一人只会英语,则有2×5种方法,
若另一人只会法语,则有2×3种方法,
由分类计数原理得,共有3×5+2+2×5+2×3=33(种)方法.

【评注】　在应用分类和分步计数原理解决较复杂的问题时应注意:
(1)认真审题,分析题目的条件、结论,特别要理解题目中所讲的“事情”,即任务

是什么,完成这件事情的含义和标准是什么.
(2)明确完成这件事情是分类还是分步,还是既要分类又要分步,并搞清分类或

分步的具体标准是什么.
(3)注意两个原理的实质:分类用分类计数原理(即加法),分步用分步计数原理

(即乘法).
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈题型160　排列数与组合数的推导、化简和计算

思路提示:能用性质用性质;推导、证明和化简约分用阶乘,计算用乘积展开式.

【例12.5】　(1)证明:Am
n =nn-1( )… n-m+1( )= n!

n-m( ) !(n,m∈Ν∗ ,m≤n).

(2)已知m,n∈N∗ ,且m≤n.证明:①Cm
n =Am

n

Am
m
= n!
m! n-m( ) !;

②Cm
n =Cn-m

n ;

③Cm
n +Cm+1

n =Cm+1
n+1 ;

④Cm
m+Cm

m+1+…+Cm
m+n=m+1

m+n+1.
【解析】　(1)Am

n 为从n 个 n∈Ν∗( ) 不同元素中取出m m≤n,m∈Ν∗( ) 个(不同)元素按

照一定顺序排成一列的不同排列的个数(即排列数).
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表　12-1

位置1 位置2 …… 位置m

n种方法 n-1种方法 …… n-m+1种方法

第1步(为位置1选择一个元素)有n种选法,
第2步(为位置2选择一个元素)有n-1种选法,
……
第m 步(为位置m 选择一个元素)有n-m+1种选法,
依分步计数原理,得 Am

n =nn-1( )… n-m+1( )

=nn-1( )… n-m+1( )
n-m( )… 3·2·1( )

n-m( )… 3·2·1( )
= n!

(n-m)!.

(2)①Cm
n 为从n 个不同元素中任取m 个(不同)元素并成一组的不同组合的个

数(即组合数).当m>0时,从n个不同元素中取m 个(不同)元素按照一定的

顺序排成一列,可以分成两步完成,第1步从n个不同元素中任取m 个元素并

成一组,第2步把取出的m 个元素按照一定的顺序排成一列,依分步乘法原理

得 Am
n =Cm

n ·Am
m,即Cm

n =Am
n

Am
m
,又 Am

n = n!
(n-m)!,A

m
m=m!,

故Cm
n = n!

m! (n-m)!.当m=0,C0
n=1, n!

0! ·n!=1,C0
n= n!

0! ·n!也成立.

②Cn-m
n = n!

(n-m)! n-(n-m)[ ] !=
n!

m! (n-m)!,故Cm
n =Cn-m

n .

③Cm
n +Cm+1

n = n!
m! (n-m)!+

n!
(m+1)! (n-m-1)!=

(m+1)n!
(m+1)! (n-m)!

+
(n-m)n!

(m+1)! (n-m)!=
(n+1)!

(m+1)! (n-m)!=Cm+1
n+1.

④Cm
n +Cm+1

n =Cm+1
n+1 ⇒Cm

n =Cm+1
n+1 -Cm+1

n (∗),
在式(∗)中,令n=m+1,则Cm

m+1=Cm+1
m+2-Cm+1

m+1(1),
同理令n=m+2,Cm

m+2=Cm+1
m+3-Cm+1

m+2(2),… ,Cm
m+n=Cm+1

m+n+1-Cm+1
m+n(n),

又Cm
m=Cm+1

m+1(n+1),(1)+(2)+ …+(n)+(n+1)⇒
Cm

m+Cm
m+1+…+Cm

m+n=Cm+1
m+n+1.

【评注】　④的求和应用:C2
2+C2

3+…+C2
100=C3

101,C3
10+C3

11+…+C3
20=C3

3+C3
4+…+

C3
20- C3

3+C3
4+…+C3

9( )=C4
21-C4

10.
【变式1】　(2008·上海理,12)组合数Cr

n n>r≥1,n,r∈Ζ( )恒等于(　　).

A.r+1
n+1Cr-1

n-1 B. n+1( ) r+1( )Cr-1
n-1

C.nrCr-1
n-1 D.n

rCr-1
n-1

【例12.6】　(1)乘积m m+1( ) m+2( )… m+20( )可表示为(　　).
A.A20

m B.A21
m C.A20

m+20 D.A21
m+20

(2)式子m m+1( ) m+2( )… m+20( )

20! 可表示为(　　).
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m+20 B.C20

m+20 C.　21C20
m+20 D.21C21

m+20

【解析】　(1)原式= m+20( ) m+19( ) … m+20( )-21+1[ ] =A21
m+20,也可以观察,一共

有21个连续的正整数的积,可直接表示为 A21
m+20.故选D.

(2)原式=A21
m+20

20! =21A21
m+20

21! =21C21
m+20.故选D.

【评注】　公式 Am
n =nn-1( ) … n-m+1( ) 的构成特点是:公式右边第一个因数是n,其

后每个因数都比它前面一个因数少1,最后一个因数是n-m+1,共有m 个因

数相乘,组合数Cm
n 公式也有相似特点.

使用时要注意三个问题:第一个因数是什么、最后一个因数是什么、一共有多少

个连续相乘的正整数,防止我们在“n”,“m”比较复杂时用错公式.
应用公式时,要注意正用、逆用和活用等.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型161　基本计数原理和简单排列组合问题的结合

思路提示:要注意可重排列与不可重排列的区别;加法(分类相加)与减法(扩大后范

围减去扩进来的范围);不重与不漏.

图　12-4

【例12.7】　如图12-4所示,电路中共有13个开关(电阻略),
每个开关可任选“开”或“关”一种状态,且互相

独立.
(1)灯亮,有多少种整体状况;
(2)灯灭,有多少种整体状况.

【分析】　每个开关有“开”或“关”两种状况,逐个确定这13个

开关的“开”、“关”状态共有213=8192(个)整体状态,
只要求出(1)与(2)中一值,用减法即可求出另一值.

【解析】　(1)灯亮,第1步A 通到C,第2步C通到D,第3步D 通到E,第4步E
通到B,算出每步方法数,再相乘得整体通(即灯亮)方法数.
第1步:先算A 到C 不通方法数,即上、中、下3路都不通,
上路不通=23-上路通=23- 22-1( )=5,
中路不通=1,
下路不通=22-1=3.
故A 到C 不通数为5×1×3=15.
A 到C 通=27-15=113,

C到D 通=22-1=3,

D 到E 通=1,

E 到B 通=22-1=3.
故灯亮即4步都通,整体状况有113×3×1×3=1017(种).
(2)灯不亮有213-1017=8192-1017=7175(种).

【评注】　串联求通:把各段通数相乘,得总通数,串联求不通:先求通,再用减法,得串联

不通数,并联求通:先求不通数,再用减法,得并联通数,并联不通:把各支路不

通数相乘.
【变式1】　n个元素的集合有多少个非空真子集,多少个三元子集?
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图　12-5

【变式2】　如图12-5所示,马从点A 按“马走日”到B,至少走　　　　步,
如此步数有　　　　种不同的走法.

【变式3】　直线方程Ax+By=0,从1,2,3,4,5这5个数中每次取两个不

同的数作A 和B,共可确定(　　)条直线.
A.20 B.19 C.18 D.16

图　12-6

【变式4】　(2008·广东理,12)一个n棱锥的所有顶点共可确定　　　　条

直线,这些直线可确定　　　　对异面直线.
【变式5】　(2008·安徽安庆)如图12-6所示为2008北京奥运会会徽主体

“中国印”,它由4个互不连通的色块(即红块)构成,用3条线段将

4色块两两连接(如同架桥)共有(　　)种连接方法.
A.16 B.12 C.8 D.20

【例12.8】　如图12-7所示,有4种不同颜色供选,要求A,B,C,D,E 每块

一种颜色,相邻两块不同色,共有多少种染色方法?
【解析】　记4种颜色为1,2,3,4,可从任一块染起.如先染A 有4种方法,B 与A 相邻,

A,B 不同色,B 有3种方法,E 与A,B 都相邻,E 有2种方法.不妨设此时如图

12-8所示.
C“4”-D“3”

C“1”-D“4”“3”{ ⇒“C,D”有3种方法.据分步计数原理,

故共有4×3×2×3=72(种)染色方法.

图　12-7

　　　

图　12-8

图　12-9

【变式1】　3种颜色染图12-9,要求每块染一种颜色且相邻不同色.
(1)共有多少种方法? (2)每种颜色染两块有多少种方法?

【变式2】　(2010·天津理,10)如图12-10所示,用4种不同颜色给图中A,B,C,D,E,F
共6个点染色,要求每个点染1种颜色,且图中每条线段的两个端点不同色,
则不同的染色方法共有(　　)种.
A.288 B.264 C.240 D.168

【变式3】　(2008·全国理,12)如图12-11所示,一个环形花坛,分为A,B,C,D4块,现
有4种不同的花供选择,要求在每块里种一种花,且相邻两块种不同的花,则
不同的种法共有(　　)种.
A.96 B.84 C.60 D.48

图　12-10

　　　　　　　　　

图　12-11
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图　12-12

【变式4】　(2008·重庆理,16)某人有4种颜色的灯泡(每种颜色的

灯泡足够多),要在图12-12中的6个点A,B,C,A1,B1,

C1 上各装1个灯泡,要求同一条线段的两个端点的灯泡不

同色,则每种颜色的灯泡都至少用1个的安装方法共有

　　　　种.
【变式5】　用4种不同的颜色为正方体的六个面着色,要求有公共棱

的两个面不同色,则共有(　　)种不同的着色方法.
A.24 B.48 C.72　　　　D.96

图　12-13

【变式6】　用红、黄、蓝三色之一去涂图12-13中标号为1~9的9个小正

方形,使任意有公共边的小正方形不同色,且标号为3、5、7的方

块同色,则共有　　　　种不同涂色方法.
【变式7】　(2008·湖南联考)正五边形ABCDE,5个顶点各染红、黄、绿三

色之一,相邻顶点不同色,共有　　　　种不同染法.　　

图　12-14

【变式8】　用1~9填如图12-14所示的“9宫图”,每格一数,不同格不同

数,其中“3”,“4”已填好,要求每行从左到右,每列从上到下都

递增,共有　　　　种不同填格方法.
【例12.9】　某市汽车牌照由前面2个英文字母(不可重复)和后面4个数

字(可重复)组成,最多可有多少个牌照?
【解析】　任务:第1步,确定前面2个英文字母26×25=A2

26;
第2步,确定后面4个数字10×10×10×10=104.
所以最多可有26×25×104=6.5×106(个)牌照.

【变式1】　(2010·湖北文,6)现有6名同学听取同时进行的5个课外知识讲座,每个同

学可自由选择其中一个讲座,不同的选法有(　　)种.
A.56 B.65

C.5×6×5×4×3×2
2 D.6×5×4×3×2

【变式2】　(2007·福建文,12)某通信公司推出一组手机号码,号码的前7位固定,从××
×××××0000到×××××××9999共10000个号码.公司规定,凡卡号的

后4位带有数字4或7的一律作为优惠卡,则这组号码中优惠卡有(　　)个.
A.2000 B.4096 C.5904 D.8320

【变式3】　3封不同的信任意投入到4个不同的信箱,随意投的投法数和每箱至多1信的

投法数依次为(　　).
A.34;A3

4 B.43;A3
4 C.34;43 D.A3

4;43

【变式4】　(2010·湖南理,7)用4个数字(只含0和1)排成一个四位数字表示一个信息,
则与信息0110至多有两个对应位置上的数字相同的信息有(　　)个.
A.10 B.11 C.12 D.15

【变式5】　(2008·吉林模考)由0,1,2,3这4个数字组成的四位数中有重复数字的四位

数有(　　)个.
A.192 B.182 C.174 D.274

【变式6】　(2011·北京理,12)用数字2,3组成四位数,且数字2,3至少都出现一次,这
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【例12.10】　(2006·全国理,12)设集合I= 1,2,3,4,5{ },选择I的两个非空子集A 与

B,要使B 中最小的元素大于A 中最大的元素,则A 与B 不同的选择方法

共有(　　)种.
A.50 B.49 C.48 D.47

【分析】　关键在于选择分类的依据,选择A∪B 的元素个数x 为分类依据为最佳选择,
显然,依题意x=2,3,4,5.

【解析】　x=2有C2
5 种选法,

x=3有2×C3
5 种选法,

x=4有3×C4
5 种选法,

x=5有4×C5
5 种选法,

故不同的选择方法共有C2
5+C3

5×2+C4
5×3+C5

5×4=49.故选B.
【变式1】　I= 1,2,3,4,5,6{ },A,B是I的两个子集,A 中有3个元素,B中至少有两个元

素,且B中所有的元素不大于A中的最小元素,这样的A,B有　　　　组.
【变式2】　(2010·上海理,14)I= 1,2,3,4{ },从I中取出4个不同的子集,满足条件

①其中必有⌀和I;②4个子集中的任意两个子集 A 与B,必有 A⊆B 或

B⊆A.则这4个子集共有　　　　种选法.

第二节　排列问题

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈ 　　理解排列的意义,掌握排列数公式,并能用它们解决一些简单的应用问题.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　预测2012年高考有关排列的试题,主要以选择题和填空题的形式出现,大多数

试题难度与教材相当,主要涉及特元特位、捆绑、插空和定序问题等.本专题的考查以

基本概念和方法为主,难度中等.

知识点精讲

一、特殊元素、特殊位置问题

排列时,某个(或某些)元素一定在(或一定不在)某个(或某些)位置.

二、相邻问题

某些元素作为一个整体在排列中不能分开.
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三、不相邻问题

某些元素在排列时互不相邻.

四、定序问题

某些元素在排列时相对顺序保持不变.

五、其他排列

双排列和有相同元素的排列等.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型162　特殊元素或特殊位置的排列问题

思路提示:(1)加法:①把全部特殊位置上的元素排好;②剩余位置由剩余元素排列.
(2)减法:①取消某些“不能”的限制去排列;②减去因此而扩进的方法数.

　　 注 对于有特殊元素或特殊位置的排列问题,一般采用直接法,即先排特殊元素或特

殊位置,有时也采用间接法.通常有以下途径:

① 以元素为主体,即先满足特殊元素的要求,再考虑其他元素.
② 以位置为主体,即先满足特殊位置的要求,再考虑其他位置.
③ 先不考虑附加条件,计算出排列或组合数,再减去不合要求的排列组合数.

【例12.11】　7个人排成一排.
(1)甲在左端,乙不在右端的排列有多少个?
(2)甲不在左端,乙不在右端的排列有多少个?
(3)甲在两端,乙不在中间的排列有多少个?
(4)甲不在左端,乙不在右端,丙不在中间的排列有多少个?
(5)甲、乙都不在两端的排列有多少个?

【解析】　(1)左端定甲,右端(去掉甲、乙)A1
5,剩余5元任排 A5

5,共 A1
5A5

5=600(种)排法.
(2)加法:以左端分类:乙 +5选1人 非乙

A6
6+C1

5A1
5A5

5=3720.
减法:A2

7-甲 - 乙+甲 乙

A7
7-2A6

6+A5
5=3720⇒3720(种)排法.

(3)先定甲位C1
2,再定中间位C1

5,共C1
2A1

5A5
5=1200(种)排法.

(4)解法一:宜用减法7人全排 - 甲在左或乙在右或丙在中间

设 A1 表示甲坐左端,A2 表示乙坐右端,A3 表示丙坐中间.
card(甲不在左端,乙不在左右端,丙不在中间)=A7

7-card(A1∪A2∪A3)=A7
7

-(card(A1)+card(A2)+card(A3)-card(A1∩A2)-card(A2∩A3)-
card(A1∩A3)+card((A1∩A2)∩A3))=A7

7-3A6
6+3A5

5-A4
4=3216(种)排

法(见容斥原理).
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形,3720-A5
5-C1

4C1
4A4

4=3216种.
(5)第1步先排“特位”———两端 A2

5;第2步排中间 A5
5,故共有 A2

5A5
5=2400(种)

排法.
【评注】　(1)第(2)与(4)题减法用到card(∁UA)=card(U)-card(A),其中card(A)表

示有限集合 A 中元素的个数.
(2)容斥原理:A=A1∪A2∪A3,card(A)=card(A1)+card(A2)+card(A3)-
card(A1∩A2)-card(A2∩A3)-card(A1∩A3)+card(A1∩A2∩A3).

【变式1】　0~9共10个数字,可组成多少个无重复数字的:
(1)四位数;
(2)五位偶数;
(3)五位奇数;
(4)五位数且是25的倍数;
(5)大于或等于30000的五位数;
(6)在无重复数字的五位数中,50124从大到小排第几;
(7)五位数中大于23014小于43987的数的个数.

【变式2】　(2010·襄樊市调研)某班要从6名同学中选出4人参加校运动会4×100米

接力比赛,其中甲、乙两名运动员必须入选,且甲、乙中必有一个跑第一棒,则
共有(　　)种不同的安排方法.
A.24 B.72 C.144 D.360

【变式3】　(2009·广东理,7)广州亚运会组委会要从小张、小李、小赵、小罗、小王5名志

愿者中选派4人分别从事翻译、导游、礼仪、司机4项不同工作,其中小张和小

赵只能从事前两项工作,其余3人均能从事这4项工作,则共有(　　)种选派

方案.
A.36 B.12 C.18 D.48

【变式4】　在1,2,3,4,5的排列a1,a2,a3,a4,a5 中满足a1<a2>a3,a3<a4>a5 的排列

有(　　)个.
A.10 B.12 C.14 D.16

【变式5】　(2008·辽宁理,9)一生产过程有4道工序,每道工序需要1人照看,现从甲、
乙、丙等6人中安排4人分别照看每一道工序,第1道工序只能从甲、乙中安

排1人,第4道工序只能从甲、丙中安排1人,则共有(　　)种安排方法.
A.24 B.36 C.48 D.72

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型163　元素相邻排列问题

思路提示:先把排在一起的元素(m 个)捆绑成一个板块(有 Am
m 种方法),再把此板块

当作一个大元素与其他元素进行排列.

注 对于元素相邻排列问题,通常采用捆绑法,即可以把相邻元素看作一个整体,再

参与其他元素的排列.
【例12.12】　7个人排成一排.

(1)甲、乙、丙排在一起,共有多少种排法?
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(3)甲、乙、丙排在一起,且都不在两端,有多少种排法?
(4)甲、乙、丙排在一起,且甲在两端,有多少种排法?
(5)甲、乙之间恰有2人的排法有多少?
(6)甲、乙之间是丙的排法有多少?

【解析】　(1)甲、乙、丙板块(A3
3 种排法)与其余4人排列,共 A3

3A5
5=720(种)排法.

(2)甲、乙板块(A2
2 种方法),丙、丁板块板块(A2

2 种方法)与其他3人排列,共

A2
2A2

2A5
5=480(种)排法.

(3)甲、乙、丙板块(A3
3 种方法),与其余4人排列,板块不在两端,共 A3

3C1
3A4

4=
432(种)排法.
(4)如图12-15所示,甲在两端(A1

2 种方法),乙、丙板块(A2
2 种方法)与甲相邻,

共 A1
2A2

2A4
4=96(种)排法.

甲乙丙

图　12-15

(5)如图12-16所示,先作出甲××乙板块(A2
2A2

5 种方法),与其余3个元素排

列,共 A2
2A2

5A4
4=960(种)排法.

甲××乙

图　12-16

(6)如图12-17所示,先作出甲丙乙板块(A2
2 种方法),与其他4个元素排列,共

A2
2A5

5=240(种)排法.
甲丙乙

图　12-17
【评注】　关键在于板块的形成.
【变式1】　一排8个车位,停5辆不同车,每车位至多停1车.

(1)停车5位相邻有多少停法?
(2)不停车的3个空位相邻有多少停法?
(3)一共有多少停法?

【变式2】　(2010·重庆理,9)某单位安排7人在10月1日~10月7日值班,每天安排一

人,每人安排一天.若7位员工中,甲、乙排在相邻两天,丙不排在10月1日,
丁不排在10月7日,则共有(　　)种不同的安排方案.
A.504 B.960 C.1008 D.1108

【变式3】　(2006·天津文,16)用0,1,2,3,4组成无重复数字的五位数,其中1,2相邻的

偶数有　　　　个(用数字作答).
【变式4】　(2008·安徽巢湖)用0,1,2,3,4这5个数字组成无重复数字的五位数,其中

一个偶数夹在两个奇数之间,这样的五位数有(　　)个.
A.48 B.12 C.36 D.28

【变式5】　(2008·甘肃联考)某次文艺汇演要将A,B,C,D,E,F 这6个不同节目排成一

个节目单(如图12-18所示),如果A,B 两个节目要相邻,且都不排在第3个

位置,则共有(　　)种节目单的不同排序方式.
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序号 1 2 3 4 5 6

节目

图　12-18

A.192 B.96 C.108 D.144
【变式6】　(2008·浙江理,16)用1,2,3,4,5,6组成无重复数字的六位数,要求任意两个

相邻数字的奇偶性不同,且1和2相邻,共有　　　　个这样的六位数(用数

字作答).
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型164　元素不相邻排列问题

思路提示:(1)m 个元素在n 个不同元素中插空,先把n个元素排好,有 An
n 种排法.

(2)n个元素有n+1个空.
(3)共有 An

nAm
n+1种排法.

注 对于元素不相邻的排列,通常采用插空档的方法,即先考虑不受限制的元素的排

列,再将不相邻的元素插在前面元素排列的空档中.
【例12.13】　7个人排成一排.

(1)甲、乙、丙互不相邻,共有多少种排法?
(2)甲、乙相邻,丙、丁不相邻,有多少种排法?
(3)甲不与乙相邻,丙不与乙相邻,有多少种排法?

【解析】　(1)共有 A4
4A3

5=1440(种)排法.
(2)甲乙板块(A2

2)与戊、己、庚共4个元素排列,丙、丁在5个空中插空,共

A2
2A4

4A2
5=960(种)排法.

(3)甲、丙可相邻也可不相邻,分两类:甲、乙、丙互不相邻,有 A4
4A3

5=1440(种)
排法.
甲、丙相邻成板块(A2

2)与乙在其余4人中插空 A2
2A4

4A2
5=960,共1440+960=

2400(种)排法.
【评注】　捆绑与插空同时发生时

∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙
,先捆后插
∙∙∙∙.如与特位

∙∙∙∙
(某元不在某位
∙∙∙∙∙∙

)问题结合宜用
∙∙∙∙∙∙

减法
∙∙.

【变式1】　7人一排,A,B 不相邻,C,D 不相邻,有多少排法?
【变式2】　一排8个车位,5辆不同车停入,一位至多一车.

(1)空车位互不相邻有多少停车法?
(2)恰有两个车位相邻有多少停车法?

【变式3】　(2010·四川理,10)用1,2,3,4,5,6组成的没有重复数字的六位偶数中,1与

3都不与5相邻的有(　　)个.
A.72 B.96 C.108 D.144

【变式4】　(2009·四川文,11)2男3女共5个同学站成一排,男生甲不站两端,3女中有

且只有2女相邻,则有(　　)种不同的排法.
A.60 B.48 C.42 D.36

【变式5】　(2009·高三冲刺)某电影院第一排共有9个座位,现有3名观众来就坐.
若3名观众互不相邻,共有　　　　种坐法;若3名观众互不相邻,且要求每
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【变式6】　(2008·东北月考)在一条南北方向的步行街上同侧有8块广告牌,广告牌的

底色可红可蓝,要求相邻两块广告牌底色不都为红色,则有(　　)种不同的配

色方案.
A.55 B.56 C.46 D.47

【变式7】　(2008·湖北荆州一模)某仪器显示屏上每个指示灯均能显示红光和蓝光两种

颜色,已知一排8个指示灯,每次显示其中4个,且恰有3只是相邻的,此一排

8只指示灯可显示　　　　个不同信号.
【变式8】　8人排成一排照相,A,B,C互不相邻,D,E也互不相邻,共有　　　　种排法.
【变式9】　(2008·黄冈一模)由0,1,2,3,4,5这6个数字可以组成　　　　个无重复数

字且2,3不相邻的六位数(用数字作答).
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈题型165　元素定序问题

思路提示:先排好非定序元素,从而为定序元素留下空位,定序元素在留下空位中找

到位置.

注 解决元素定序问题的常用方法有虑它法、只选不排法和全排消序法3种.
【例12.14】　4男3女坐成一排,且4男不等高,4男自左往右按从高到矮的顺序排列,有

多少种不同的排法?
【解析】　解法一:(定序问题虑它法)先排列3女,剩余4个位置供4男按高矮顺序排列,

故为 A3
7·1种.

解法二:(定序问题只选不排法)先选定4男的位置,有C4
7 种方法,3女可以任意

排,4男的顺序确定,其排列方法只有1种,故有C4
7A3

3 种.
解法三:(定序问题全排消序法)先全排列,再消除因4男有序造成的影响,故有

A7
7

A4
4
种.

【例12.15】　7人一排,甲在乙左侧,乙在丙左侧(可相邻也可不相邻),共有多少种排法?
【分析】　见思路提示.
【解析】　任选一种排法,如图12-19所示,先排7-3=4(个)元素(A4

7),给甲、乙、丙留下

3个空位.甲、乙、丙的位置自然(唯一)确定,故有 A4
7=840(种)排法.

图　12-19

【变式1】　用0~9这10个数字排成一个五位数,无重复数字,各有多少种排法?
(1)百位数字>十位数字>个位数字;
(2)百位数字<十位数字>个位数字.

【变式2】　7人身高各不同,排成一排,要使中间第4位最高,两侧依次降低,共多少种

排法?
【变式3】　晚会原有节目单由7个节目组成,现要加入3个不同的节目,且不改变原节目

顺序,3个节目有多少种插法?
【变式4】　三位数中,如123叫严格递增数,如530叫严格递减数,这两种统称为严格单
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【变式5】　(2008·海南)甲、乙、丙三名志愿者安排在周一至周五的五天中参加某项志愿

者活动,要求每人参加一天,每天至多一人,且甲排在其他两位的前面,共有

(　　)种安排方法.
A.20 B.30 C.40 D.60

【变式6】　(2006·湖北理,14)某工程队有6项工程需要单独完成,其中工程乙必须在工

程甲完成后才能进行,工程丙必须在工程乙完成后才能进行,工程丁在工程丙

完成后立即进行,则共有　　　　种安排这6项工程的顺序的方案(用数字

作答).
【变式7】　(2010·湖北赤壁质检)某车队有7辆车,现要调出4辆,再按一定顺序出去执

行任务,要求甲、乙两车必须参加,且甲车在乙车前面开出,则不同的调度方案

共有　　　　种(用数字作答).
【变式8】　(2008·北京朝阳一模)某市春晚原有10个节目,导演最后决定添加3个与

“抗冰救灾”有关的节目,但是救灾节目不排在第一个,也不排在最后一个,并
且已经排好的10个节目顺序不变,则该晚会共有　　　　种节目顺序单(用
数字作答).

【变式9】　1,2,3,4,5,6的一个排列a1,a2,a3,a4,a5,a6 满足a1<a3<a5,且a1≠1,

a3≠3,a5≠5的排列有　　　　个(用数字作答).
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈题型166　其他排列:双排列、同元素的排列

思路提示:(1)双排列,把特殊元素、特殊位置先排好,再排其他元素.
(2)有相同元素的排列,先排好相同元素,再排其他元素.

【例12.16】　8人排两排,前后两排各4人,成2×4方阵.
(1)甲、乙不同排有多少排法?
(2)甲、乙同排有多少排法?
(3)甲、乙同排相邻或前后相邻有多少排法?
(4)甲、乙不在两端有多少排法?
(5)任意排有多少排法?

【解析】　(1)甲选一位A1
8,乙选一位A1

4,其他6人在6位任排,共A1
8A1

4A6
6=23040(种)排法.

(2)甲、乙先选一排 A1
2,再各选一位 A1

4A1
3=A2

4,共 A1
2A2

4A6
6=17280(种)排法(或

A1
8A1

3A6
6).

(3)同排相邻,选一排 A1
2.捆绑 A2

2 ×甲乙×.
捆绑后选一位 A1

3,共 A1
2A2

2A1
3A6

6=8640(种)排法;
前后相邻,选一列 A1

4,捆绑 A2
2,共 A1

4A2
2A6

6=5760(种)排法.
故共 A1

2A2
2A1

3A6
6+A1

4A2
2A6

6=14400(种)排法.
(4)甲、乙在6位中选位 A1

6A1
5=A2

6,共 A2
6A6

6=21600(种)排法.
(5)A8

8=40320.
【变式1】　(2008·福建仙游二模)有两排座位,前排11个座位,后排12个座位.现安排2

人就坐,前排中间3位不能坐,且此2人不能左右相邻,共有(　　)种坐法.
A.234 B.346 C.350 D.363
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跳远”、“肺活量”、“握力”和“台阶”5个项目的测试,每位同学上、下午各测试

一个项目,且不重复.若上午不测“握力”项目,下午不测“台阶”项目,其余项目

上、下午都各测试1人.则不同的安排方式有　　　　种(用数字作答).
【例12.17】　3个“1”、2个“2”、1个“3”排成一行,共有　　　　种不同排法(用数字

作答).

【解析】　举例:1 2 1 1 2 3,则
“1”占1,3,4位

“2”占2,5位

“3”占6位

ì

î

í

第1步确定“1”所占3位———C3
6,

第2步确定“2”所占2位———C2
3,

图　12-20

第3步确定“3”所占1位———C1
1,

故共C3
6C2

3=60种排法.
【变式1】　如图12-20所示为一个4×5长方形表,一个“兵”从A

走到B,每步向左或向右或向上行一格,最少　　　　
步该“兵”由A 走到B.按这样的步数从A 走到B 共有

　　　　种走法(用数字作答).
【变式2】　(2008·湖南岳阳一模)一个五位数由数字0,1,1,2,3

构成,这样的五位数有　　　　个(用数字作答).
【变式3】　(2008·广东六校联考)把“good”的字母顺序写错有

　　　　种写法(用数字作答).

第三节　组合问题

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈ 　　理解组合的意义,掌握组合数公式,并能用它们解决一些简单的应用问题.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　预测2012年高考,有关组合的试题主要以选择题和填空题的形式出现,大多数

试题难度与教材相当,主要涉及单纯组合题、分选问题、选排问题、分组问题和分配

问题。

题型分类

1.单纯组合题
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①分选问题:几个集合按要求各选出若干元素并成一组的方法数.
②选排问题:分选后的元素按要求再进行排列的排列数.

3.分组问题和分配问题

①分组问题:把一个集合中的元素按要求分成若干组的方法数.
②分配问题:把一个集合中的元素按要求分到几个去处的方法数.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型167　单纯组合应用问题

思路提示:把所给问题解释为从n个不同元素中取m 个元素,确定唯一的集合数可分

类相加、分步相乘,也可总数减去不同对立数.

【例12.18】　课外活动小组共13人,其中男生8人,女生5人,并且男、女生各指定一名

队长.现从中选5人主持某项活动,依下列条件各有多少种选法?
(1)只有一名女生当选;
(2)两队长当选;
(3)至少有一名队长当选;
(4)至多有两名女生当选;
(5)既要有队长,又要有女生当选.

【分析】　注意理解组合与排列问题的不同———取出的元素有无顺序.
【解析】　(1)1名女生,4名男生,故共有C1

5C4
8=350(种).

(2)只需从剩余的11人中选择3人即可,故有C3
11=165(种).

(3)解法一:(直接法)至少有一名队长含有两类:只有一名队长和两名队长.故
共有C1

2C4
11+C2

2C3
11=825(种).

解法二:(间接法)采用排除法:C5
13-C5

11=825(种).
(4)至多有两名女生含有3类情形:有两名女生、只有一名女生、没有女生.故选

法为C2
5C3

8+C1
5C4

7+C5
8=791(种).

(5)解法一:(直接法)分两类:①女队长当选,故有C4
12种;②男队长当选,故至少

需要另外4名女生中的一名,故有C1
4C3

7+C2
4C2

7+C3
4C1

7+C4
4 种.综上可知,选法

有C4
12+C1

4C3
7+C2

4C2
7+C3

4C1
7+C4

4=790(种).
解法二:(间接法)分两类:①女队长当选,故有 C4

12种;②男队长当选,故需另外

的4名女生中的至少一名.若另外的4人全部是男生,则有 C4
7 种方法,故男队

长当选,且至少有一名女生(且为非女队长)的方法有1·(C4
11-C4

7)种,故共有

C4
12+(C4

11-C4
7)=790(种).

【变式1】　(2009·高考二轮专题测试)某单位要邀请10位教师中的6人参加一个研讨

会,10人中甲、乙不能都去,共有(　　)种邀请方法.
A.84 B.98 C.112 D.140

【变式2】　(江苏启东中学高三综测二)在平面直角坐标系中,x轴正半轴上有5个点,y
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心得体会 轴正半轴上有3个点,将x轴上5个点和y轴上3个点连成15条线段,这些

线段在第一象限最多有(　　)个交点.
A.30 B.35 C.20 D.15

【变式3】　若x∈A,则有1
x∈A,就称A 为有伙伴关系的集合,集合 M={ -1,1,2,1

3
,

1
2

,3,4} ,则M 的非空子集中,具有伙伴关系的集合有(　　)个.

A.15 B.16 C.28 D.25

【变式4】　(2007·黄冈秋季高三期末)∠AOB 的边OA 上有A1,A2,A3,A44个点,OB
边上有B1,B2,B3,B4,B55个点,共9个点,连接线段AiBj 1≤i≤4,1≤j≤5( ),
若其中两条线段不相交,则称之为和睦线对,则共有和睦线(　　)对.
A.60 B.30 C.120 D.160

【变式5】　(2008·山东实验中学高三第三次测试)在四面体的顶点和各棱中点共10个

点中选4个点不共面,共有(　　)种不同取法.
A.150 B.147 C.141 D.142

图　12-21

【变式6】　在坐标平面上有一个质点从原点出发,沿x轴跳动,每
次向正方向或负方向跳动一个单位,若经5次跳动质

点落在 3,0( )处,质点共有　　　　种跳法.若经过m
次跳动质点落在 n,0( ) 处,m≥n,m≥1,n≥0且m+n
为偶数,则质点共有　　　　种跳法.

【变式7】　(2008·天津联考)在4×5的长方形(如图12-21所

示)中,有3个格连成一个“L”形图案共有(　　)个.
A.16 B.32 C.48 D.64

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型168　分选问题和选排问题

思路提示:两个集合A,B,card(A)=n1,card(B)=n2.
A 选m1,B 选m2,共Cm1n1Cm2n2

种方法;选排为选出再排列.

【例12.19】　6女4男选出4个.
(1)女选2,男选2有多少种选法? 再安排4个不同的工作,有多少方法?
(2)至少1女有多少种选法?
(3)至多3男有多少种选法?
(4)男女都有,有多少种选法?
(5)选男甲不选女A,B,有多少种选法?

【解析】　(1)女选2,男选2有 C2
6C2

4=90种选法,再安排4个不同的工作有 C2
6C2

4A4
4=

2160(种)方法.
(2)加法:C1

6C3
4+C2

6C2
4+C3

6C1
4+C4

6=209;减法:C4
10-C4

4=209.
(3)减法:C4

10-C4
4=209.

(4)加法:C1
6C3

4+C2
6C2

4+C3
6C1

4=194.减法:C4
10-C4

6-C4
4=194.

(5)从10-3=7人中选3人,C3
7=35.

【评注】　(1)有“至多”、“至少”常用减法.



第十二章　计数原理　　　

·211　　 ·

心得体会(2)“正品”、“次品”,“白球”、“黑球”,属同一类问题.
【变式1】　有7名翻译,4人会英语,4人会日语,从中选2名英语翻译和2名日语翻译,

共多少种选法?
【变式2】　有9名水手,6人会左舵位,6人会右舵位,现选3名右舵手和3名左舵手分坐

于6个舵位,共有多少种安排方法?
【变式3】　(2008·北京宣武高三统练)从1~10这10个数字中任取4个数,其中第二大

的数字是7的取法有(　　)种.
A.18 B.20 C.45 D.84

【变式4】　(2009·全国Ⅰ理,5)甲组5男3女,乙组6男2女,两组各选2人,则选出的4
人中恰有1女,共有(　　)种选法.
A.150 B.180 C.300 D.345

【变式5】　(2009·陕西文,9)从1,2,3,4,5,6,7这7个数字中任取两个奇数和两个偶

数,组成无重复数字的四位数,其中有(　　)个奇数.
A.432 B.288 C.216 D.108

【变式6】　(2006·北京理,3)在由1,2,3,4,5这5个数字组成的没有重复数字的三位数

中,各位数字之和为奇数的有(　　)个.
A.36 B.24 C.18 D.6

【变式7】　(2009·天津理,16)由数字0,1,2,3,4,5,6组成的没有重复数字的四位数中,
个、十、百3位数字之和为偶数的有　　　　个(用数字作答).

【变式8】　(2008·天津文,16)有4张分别标有1,2,3,4的红色卡片和4张分别标有1,

2,3,4的蓝色卡片,从这8张卡片中取出4张卡片排成一行,如果取出的4张

卡片的所标数字之和为10,则共有　　　　种不同排法(用数字作答).
【变式9】　(2006·山东理,9)已知集合A= 5{ },B= 1,2{ },C= 1,3,4{ },从这3个集合

中各取一个元素构成空间直角坐标系的一个点的坐标 x,y,z( ),共可确定

(　　)个点的坐标.
A.33 B.34 C.35 D.36

【变式10】　5名乒乓球运动员,有2名老队员和3名新队员,从中选出3人排成1,2,3号参

加团体比赛,则其中至少一名老队员,且1,2号至少一名新队员,有　　　　种

排法(用数字作答).
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型169　平均分组问题和分配问题

思路提示:分组定义:把一个非空有限集A 按要求分成若干个互相没有公共元素的非

空子集的并集.
①分组三原则:一组一组地分出来(与顺序无关);

②有若干组为只含单一元素的集合,不去管它们,分出其他组即可;

③由若干(m 个)元素不为 1 的组,且元素个数相同,把 ①② 的结果除

以 Am
m.

分配定义:把一个非空有限集A 按要求分到若干个去处,每个去处分配元

素至少为1.
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心得体会 ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ 分配四类型:

①各分配去向分配数依次确定

去向 1 2 3 … m
分配元素(个) n1 n2 n3 … nm

逐方向分配即可,共有分配数N=Cn1n ·Cn2n-n1
·Cn3n-n1-n2

…Cnmnm

(额配法)

②各分配方向名额不确定先把A 按要求分成若干组(分组问题),再把每组

打包成一个元素,在m 各分配方向上排列(组排法).
③信箱问题.3封不同信任意投入4信箱,共有43种投法.
④相同元素的分配问题———不定方程组的个数———隔板问题.
x1+x2+…+xm=n
x1,x2,…,xm∈Ν∗

m,n∈Ν∗ ,m≤n

ì

î

í ,共有Cm-1
n-1 组不同的解.

【例12.20】　有编号为1,2,3,4的4张不同的卡片,按照下列方法处理,各有几种分法?
(1)甲得2张,乙得2张;
(2)平均分成2堆,每堆2张;
(3)平均分给甲、乙两人(每人2张).

【解析】　(1)解法一:甲先拿2张卡片,有C2
4=6(种)方法;乙再拿时,只有从剩余的两张

卡片中取两张,有 C2
2=1(种)方法,由分步计数原理,所求的方法有 C2

4C2
2=6

(种).
(2)把这4张不同的卡片平均分给甲、乙两人,每人2张,相当于把4张不同的卡

片平均分成两堆后,再把每次分得的两堆分给甲、乙两人,设平均分两堆的方法

有x种,则xA2
2 是将4张不同的卡片平均分给甲、乙两人的分法,由(1)知C2

4C2
2

=xA2
2.所以x=C2

4C2
2

A2
2

=3,故有3种分法.

(3)解法一:由(2)可知分组方法有C2
4C2

2

A2
2

=3(种),则再分配给甲、乙两人,共有

A2
2 种方法,由分步计数原理得,共有C2

4C2
2

A2
2

A2
2=6(种)分法.

解法二:分两步,甲先选,有 C2
4 种方法;乙再选,有 C2

2 种方法.故共有 C2
4C2

2=6
(种)分法.

【评注】　通过第(1)和(2)问的铺垫,第(3)问再对平均分组问题加深理解.
【例12.21】　按以下要求分配6本不同的书,各有几种方法?

(1)平均分配给甲、乙、丙3人,每人2本;
(2)平均分成3份,每份2本;
(3)分成3份,一份1本,一份2本,一份3本;
(4)甲、乙、丙3人中,一人得1本,一人得2本,一人得3本;
(5)分成3份,一份4本,另两份各1本;
(6)甲、乙、丙3人中,一人得4本,另外两个人每人得1本;
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心得体会(7)分给甲、乙、丙3人,每人至少1本.
【解析】　(1)解法一:(分步计数原理)因为要分给甲、乙、丙3人,可分3步完成,先从6本

书中选择2本分给甲,其方法有C2
6(种);再从余下的4本书中选2本分给乙,其

方法有C2
4(种);最后的两本分给丙,方法有C2

2(种).由分步计数原理,故所求的

分配方法有C2
6C2

4C2
2=90(种).

解法二:(定序问题全排消序法)把分配给甲、乙、丙的3堆书看成无序排列(分
到每个人的两本书是无序的)即定序问题,故考虑使用定序问题全排消序法求

解,共有 A6
6

A2
2A2

2A2
2
种分法.

解法三:(先(平均)分组后分配法)把6本书平均分成3份,每份2本的方法有

C2
6C2

4C2
2

A3
3

种,再分配给3个人的方法有 A3
3 种,故有C2

6C2
4C2

2

A3
3

A3
3=C2

6C2
4C2

2 种.

(2)把6本不同的书分成3堆,每堆2本,与把6本不同的书分给甲、乙、丙3人,
每人2本的区别在于,后者相当于把6本不同的书,平均分成3堆后,再把每次

分得的3堆书分给甲、乙、丙3个人.因此,设把6本不同的书,平均分成3堆的

方法有x种,那么把6本不同的书分给甲、乙、丙3人每人2本的分法就应有

xA3
3种,可知xA3

3=C2
6C2

4C2
2,从而x=C2

6C2
4C2

2

A3
3

=15(种).

(3)因为是不均匀分组问题,可以分为3个步骤完成,先在6本书中任取一本,
作为一堆,有C1

6 种取法;再从余下的5本书中任取2本,作为一堆,有 C2
5 种取

法;然后从余下的3本书中取3本作为一堆,有 C3
3 种取法,故共有分法C1

6C2
5C3

3

=60(种).
(4)组排可以利用先选后排的步骤完成,第1步,方法有 C1

6C2
5C3

3=60(种);第2
步,其分配方法有 A3

3 种,故所求的不同分法共有C1
6C2

5C3
3A3

3=360(种).
(5)部分均分问题,解法一:从中取4本作为一堆的方法有C4

6 种,剩余2本分成

两堆的方法只有1种,从而应有C4
6·1=15(种)方法.

解法二:分3步,第1步,从6本书中取4本,有C4
6 种方法;第2步,从剩余2本

书中取1本,有C1
2 种方法;第3步,从剩余1本书中取1本,有C1

1 种方法,由分

步计数原理,共有C4
6C1

2C1
1 种方法,但是其中每堆都是1本的两堆是不计算顺序

的,故得6本书分成3堆,每堆4本,另两堆各l本的分法有C4
6C1

2C1
1

A2
2

=15(种).

(6)组排部分均分问题,可以采用先分组后分配的步骤方法,共有C4
6C1

2C1
1

A2
2

A3
3=

90(种),也可以转化视角,即先从6本书中选4本看作一个元素,再与其余2本

作全排列,故共有C4
6A3

3=90(种).
(7)组排解法一:(分类讨论)因为分给甲、乙、丙3人,每人至少1本有3种情况:

①甲、乙、丙每人2本,有C2
6C2

4C2
2 种分法;

②甲、乙、丙3人,一人1本,一人2本,一人3本,有C1
6C2

5C3
3A3

3=360(种)分法;

③甲、乙、丙3人,一人4本,其余两人一人1本,有C4
6A3

3(种)分法,所以不同的

分法有C2
6C2

4C2
2+C1

6C2
5C3

3A3
3+C4

6A3
3=540(种).

解法二:(间接法)
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心得体会 ①6本书全部分给3人中的1个人,有C1
3 种方法;

②6本书全部分给3人中的2人,且每人至少1本,则有C2
3(26-C1

2)种方法;

③6本书全部分给甲、乙、丙3人,不管是否每人至少1本,则共有36 种方法;
由上可知,6本书全部分给甲、乙、丙3人,每人至少1本,应有36-[C1

3+C2
3(26

-C1
2)]=540(种)方法.

【评注】　解决分配问题的关键是区分是否与顺序有关,对于平均分组要注意顺序,按先

分组再分配的原则去计算.平均分组与非平均分组、无序分组与有序分组是组

合问题的常见题型,解决此类问题的关键是正确判断分组是平均分组还是非平

均分组,无序平均分组要除以平均组数的阶乘数,还要充分考虑是否与顺序有

关;有序分组要在无序分组的基础上乘以分组数的阶乘数.
【变式1】　3名医生和6名护士分配到3所学校为学生体检,每校分配1名医生和2名护

士,不同的分配方法共有(　　).
A.90种 B.180种 C.270种 D.540种

【变式2】　6人分成3组,各有多少种方法?
(1)一组3人,一组2人,一组1人;
(2)第1组3人,第2组2人,第3组1人;
(3)平均分成3组;
(4)第1组2人,第2组2人,第3组2人;
(5)任意分成3组.

【变式3】　9人分成5组,共有多少种分法?
【变式4】　8个球队中有甲、乙两个强队,现把8队平均分成两组,各有多少种分法?

(1)甲、乙不在同组;
(2)甲、乙在同组.

【变式5】　(2008·湖北随州高三模拟)把4名男乒乓球选手和4名女乒乓球选手同时平

均分成两组,进行混合双打比赛,共有　　　　种不同分配方法(混合双打时

一男一女对一男一女,用数字作答).
【变式6】　(2011·大纲全国理,7)某同学有同样的画册2本,同样的集邮册3本,从中取

出4本赠送给4位朋友,每位朋友1本,则不同的赠送方法共有(　　).
A.4种 B.10种 C.18种 D.20种

【例12.22】　9个人分到3个单位,下面各有多少种分配方法.
(1)甲单位2人,乙单位3人,丙单位4人;
(2)一个单位2人,一个单位3人,一个单位4人;
(3)每个单位3人;
(4)两个单位各2人,一个单位5人.

【解析】　(1)额配先分组C2
9C3

7C4
4=C2

9C3
7,分配去向明确不用排列,共C2

9C3
7=1260(种)方法.

(2)组排先分组C2
9C3

7,3组在3个单位排列,共C2
9C3

7A3
3=7560(种)方法.

(3)额配先分组C3
9C3

6C3
3

A3
3

=C3
9C3

6

A3
3

,再排列,共C3
9C3

6C3
3

A3
3

A3
3=C3

9C3
6=1680(种)方法.

(4)组排先分组C2
9C2

7C5
5

A2
2

=C2
9C2

7

A2
2

,再排列,共C2
9C2

7C5
5

A2
2

A3
3=

C2
9C2

7

A2
2

A3
3=2268(种)方法.
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心得体会【变式1】　6个不同的小球放入5个小盒,下面各有多少种放法.
(1)每盒至少1球;
(2)恰有1盒空;
(3)任意分.

【变式2】　(2006·湖南理,6)某外商计划在4个候选城市投资3个不同项目,且在同一

城市投资的项目不超过2个,则该外商共有(　　)种投资方案.
A.16 B.36
C.42 D.60

【变式3】　(2006·天津理,5)将4个颜色互不相同的球全部放入编号为1和2的两个盒

子中,使得放入每个盒子里的球的个数不小于该盒的编号,共有(　　)种放球

方法.
A.10 B.12
C.36 D.52

【变式4】　(2007·陕西理,16)安排3人到6所学校任教,每校至多2人,共有　　　　
种分配方案(用数字作答).

【变式5】　(2009·高考二轮冲刺)某小组4人负责周一至周五的值日,每天只安排一人,
每人至少一天,共有(　　)种安排方法.
A.480 B.300
C.240 D.120

【变式6】　(2008·河北正定中学高三月考)甲、乙、丙、丁4个公司承包8项工程,甲承包

3项,乙承包1项,丙、丁各承包2项,共有(　　)种不同的承包方案.
A.3360 B.2240
C.1680 D.1120

【变式7】　把20个相同的小球放入6个盒中.
(1)每盒至少1球有多少种方法?
(2)每盒至少2球有多少种方法?
(3)随便放(即可有若干盒中无球)有多少种方法?

【变式8】　(2008·安徽怀远)将4个相同的白球,5个相同的黑球,6个相同的红球放入4
个不同的盒中的3个中,使4盒中1盒空,其他盒球色齐全,共有　　　　种

不同方法(用数字作答).

第四节　二项式定理

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈1.能用计数原理证明二项式定理.

2.会用二项式定理解决与二项式展开式有关的简单问题.
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命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.本节内容为高考必考内容,常以一道选择题或填空题出现.

2.考查内容主要为求展开式中特定项的系数或确定具有某些条件的项及系数和有关

的问题.
3.逐个写出展开式中各项及对展开式中某项进行化简(系数与幂分离)为考试重点.

知识点精讲

一、二项式定理

a+b( )n=C0
nanb0+C1

nan-1b1+…+Cr
nan-rbr+…+Cn

na0bn n∈Ν∗( ).
展开式具有以下特点:
(1)项数:共有n+1项.
(2)系数:依次为组合数C0

n,C1
n,C2

n,…,Cn
n.

(3)每一项的次数是一样的,即为n次,展开式依a的降幂排列、b的升幂排列展开.
特别地,1+x( )n=1+C1

nx+C2
nx2+…+Cn

nxn.

二、二项展开式的通项(第r+1项)

二项展开式的通项为Tr+1=Cr
nan-rbr(r=0,1,2,3,…,n).其中Cr

n 叫Tr+1的二项式

系数.
令变量(常用x)取1,可得Tr+1的系数.

Tr+1中变量x的幂指数的形式1
xm=x-m,x=x

1
2 ,3

x=x
1
3 ,1

x
=x-1

2 .

注 (1)通项公式主要用于求二项展开式的指数、满足条件的项或系数及展开式的某

一项或系数.在应用通项公式时要注意以下几点:

①分清Ck
nan-kbk 是第k+1项,而不是第k项;

②在通项公式Tr+1=Cr
nan-rbr 中,含有Tr+1,Cr

n,a,b,r,n这6个参数,只有a,b,r,n
是独立的,在未知r,n的情况下利用通项公式解题,一般都需要先将通项公式转化为方

程组求n和r.
(2)二项式系数与项的系数的区别.
二项展开式“项的系数”与二项展开式的“二项式系数”是两个不同的概念,审题时,

必须认真加以区别.二项式系数仅指 C0
n,C1

n,…,Cn
n 而言,不包括字母a,b所表示的式子

中的系数.例如:(2+x)n 的展开式中,含有xr 的项应该是Tr+1=Cr
n2n-rxr,其中 Cr

n 叫作

该项的二项式系数,而xr 的系数应该是Cr
n2n-r(即含xr 项的系数).

(3)二项式系数的性质.
①在二项展开式中,与首末两端“等距离”的两项的二项式系数相等,即C0

n=Cn
n,C1

n=
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n ,C2

n=Cn-2
n ,…,Cr

n=Cn-r
n .

②二项展开式中的中间项的二项式系数最大.

如果二项式的幂指数n是偶数,中间项是第n
2+1项,其二项式系数C

n
2n 最大;

如果二项式的幂指数n是奇数,中间项有两项,即为第n+1
2

项和第n+1
2 +1项,它们

的二项式系数C
n-1
2n 和C

n+1
2n 相等并且最大.

三、系数和

(1)二项式系数和C0
n+C1

n+C2
n+…+Cn

n= 1+1( )n=2n.
奇数项二项式系数和等于偶数项二项式系数和,即 C0

n+C2
n+C4

n+…=C1
n+C3

n+C5
n

+…=2n-1.
(2)求系数和,令x=1;变号系数和,令x=-1;求常数项,令x=0.

四、二项式系数的函数特征

C0
n,C1

n,…,Cr
n,…,Cn

n(r=0,1,2,…,n)作为r的函数,以r=n
2

为界,左递增,右递减.

并具有对称性,即Cr
n=Cn-r

n ,其最大值:n为偶数中间一项最大,为C
n
2n ;n为奇数相邻两项

最大,C
n-1
2n =C

n+1
2n .

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型170　证明二项式定理

【例12.23】　用计数原理证明:a+b( )n=C0
nan+C1

nan-1b+C2
nan-2b2+…+Cr

nan-rbr+…

+Cn
nbn n∈Ν∗ ,r=0,1,2,…,n( ).

【解析】　 a+b( )n= a+b( )· a+b( )·…· a+b( )
■ ■■——————— ———————

n个

,其展开式的通项为Aran-rbr,是由n

个 a+b( )中的 n-r( )个 a+b( )中每一个取a,r个 a+b( ) 中每一个取b 相乘取

得的,这样的取法(只需从r个 a+b( )中取b,自然剩余 n-r( )个 a+b( )中取a)
共有Cr

n 种,即Ar=Cr
n r=0,1,2,…,n( ).

故 a+b( )n=C0
nan+C1

nan-1b+C2
nan-2b2+…+Cr

nan-rbr+…+Cn
nbn.

【变式1】　(2008·浙江理,4)在 x-1( ) x-2( ) x-3( ) x-4( ) x-5( ) 的展开式中,x的

系数为(　　).
A.-15 B.85
C.-120 D.274

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型171　Tr+1的系数与x幂指数的确定

思路提示:(1)在Tr+1中,令x=1得Tr+1的系数.
(2)把Tr+1写成Tr+1=axn 的形式.
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【例12.24】　 a

x- x
2

æ

è

ö

ø
展开式中x3 的系数为9

4
,则a=　　　　.

【解析】　Tr+1=Cr
9

a
x

æ

è

ö

ø

9-r

- x
2

æ

è

ö

ø

r

,令x=1得系数为Cr
9a9-r - 1

2
æ

è

ö

ø

r

,

x的幂= 1
x

æ

è

ö

ø

9-r

x( )
r=x- 9-r( ) .x

r
2 =x

3r
2-9⇒

Tr+1=Cr
9a9-r - 1

2
æ

è

ö

ø

r

x
3r
2-9,由展开式中x3 的系数为9

4
,

得

3r
2-9=3

Cr
9a9-r - 1

2
æ

è

ö

ø

r

=3

ì

î

í ,由3r
2-9=3,得r=8,

C8
9a9-8 - 1

2
æ

è

ö

ø

8

=9
4⇒a=4.

【变式1】　(2011·湖北理,11)x- 1
3 x

æ

è

ö

ø

18

的展开式中含x15的项的系数为　　　　(用

数字作答).

【变式2】　 x x-1
x

æ

è

ö

ø

n
展开式中存在常数项,则n的最小值为　　　　.

【变式3】　(2011·浙江理,13)设二项式 x-a
x

æ

è

ö

ø

6

a>0( ) 的展开式中的系数为A,常数

项为B,若B=4A,则a的值为　　　　.

【变式4】　 x+ 1
3
x2

æ

è

ö

ø

n

的第3项和第2项系数之比为11∶2,求展开式中有理项有多

少个?
【变式5】　 1-x2( ) 1+x( )10展开式中,x5 的系数为　　　　.
【变式6】　(2010·全国理,5)1+2 x( )

3
1-

3
x( )

5 展开式中x的系数为(　　).

A.4 B.-2
C.2 D.4

【变式7】　(2010·安徽理,12) x
y

-y
x

æ

è

ö

ø

6

展开式中x3 的系数为　　　　(用数字作

答).
【变式8】　(2010·湖北理,11)x+

4
3y( )

20展开式中系数为有理数的项共有　　　　项.
【变式9】　(2009·全国Ⅰ文,13)x-y( )10展开式中x3y7 与x7y3 的系数和为　　　　

(用数字作答).
【变式10】　(2009·北京理,6)1+ 2( )

5=a+b 2(a,b为有理数),则a+b=(　　).

A.45 B.55
C.70 D.80

【例12.25】　(1)(2008·江西理,8)1+
3
x( )

6 1+ 1
4
x

æ

è

ö

ø

10

展开式中的常数项为　　　　

(用数字作答).
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2+1

x+ 2æ

è

ö

ø

5
的展开式中整理后的常数项为

　　　　(用数字作答).

【解析】　(1)两个二项式的通项分别为Ti+1=Ci
6x

i
3 0≤i≤6( ),Sj+1=Cj

10x-j
4 (0≤j≤

10),Ti+1·Sj+1=Ci
6x

i
3Cj

10x-j
4 0≤i≤6,0≤j≤10( ),当i

3-j
4=0时,即4i=

3j,有3种情况:i=j=0;i=3,j=4;i=6,j=8;因此常数项为1+C3
6C4

10+C6
6C8

10

=4246.

(2)解法一:将x
2+1

x
看作整体, x

2+1
x

æ

è

ö

ø
+ 2[ ]

5

=Cr
5

x
2+1

x
æ

è

ö

ø

5-r
· 2( )

r,

展开式中的常数项,令5-r=0,当5-r=0时,即r=5,C5
5 2( )

5=42,当5-r

=2时,即r=3,C3
5C1

2
1
2

æ

è

ö

ø

1

2( )
3=20 2,当5-r=4时,即r=1,C1

5C2
4

1
2

æ

è

ö

ø

2

2( )
1=152

2
,则展开式中的常数项为42+202+152

2 =632
2 .

解法二:x
2+1

x+ 2æ

è

ö

ø

5

= x2+22x+2
2x

æ

è

ö

ø

5

= x+ 2( )
10

25x5 ,

展开式中的常数项为T5+1=
C5

10x5 2( )
5

25x5 =632
2 .

【评注】　在(2)的解法二中,不妨设x>0,x
2+1

x+ 2æ

è

ö

ø

5

= x
2+ 1

x
æ

è

ö

ø

2
é

ë

ù

û

5

=

x
2+ 1

x
æ

è

ö

ø

10

,常数项为C5
10

x
2

æ

è

ö

ø

5
1
x

æ

è

ö

ø

5

=632
2

,此解法更简捷.

【变式1】　在 x2+4x+2( )5的展开式中,x的系数为　　　　(用数字作答).

【变式2】　(2008·辽宁理,15)已知 1+x+x2( ) x+1
x3

æ

è

ö

ø

n
的展开式中没有常数项,n∈

Ν∗ ,且2≤n≤8,则n=　　　　.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈题型172　二项式定理中的系数和

思路提示:(1)二项式系数和为C0
n+C1

n+…+Cn
n=2n.

(2)令x=1,得系数和.
(3)构成二项式展开式.

【例12.26】　已知(1-2x)7=a0+a1x+a2x2+a3x3+…+a7x7.求:
(1)a1+a2+…+a7;
(2)a1+a3+a5+a7;
(3)a0+a2+a4+a6;
(4)a0 + a1 +…+ a7 .

【解析】　令x=1,则a0+a1+a2+…+a7=-1①;

令x=-1,则a0-a1+a2-a3+a4-a5+a6-a7=37②.
(1)因为a0=C0

7=1,所以a1+a2+a3+…+a7=-2.
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2 =-1094.

(3)(①+②)÷2得a0+a2+a4+a6=-1+37

2 =1093.

(4)解法一:因为展开式中,a0,a2,a4,a6 大于零,而a1,a3,a5,a7 小于零,
所以 a0 + a1 +…+ a7 =(a0+a2+a4+a6)-(a1+a3+a5+a7),
由(2)(3)可知,其值为2187.
解法二:a0 + a1 +…+ a7 即为展开式(1+2x)7 中各项的系数和,故只需

要令x=1即可得 a0 + a1 +…+ a7 的值等于37=2187.
【评注】　求关于展开式中系数和问题,往往根据展开式的特点赋给其中字母一些特殊的

数值,如1,-1等,此即赋值法.
【例12.27】　 已 知 二 项 展 开 式 2x+ 3( )

4 =a0 +a1x +a2x2 +a3x3 +a4x4,则

a0+a2+a4( )2- a1+a3( )2=　　　　.
【分析】　(a0+a2+a4)2-(a1+a3)2=(a0+a1+a2+a3+a4)(a0-a1+a2-a3+a4),

在 2x+ 3( )
4=a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x4 中,

令x=1,2x+ 3( )
4=a0+a1+a2+a3+a4;

令x=-1,-2+ 3( )
4=a0-a1+a2-a3+a4.

【解析】　 a0+a2+a4( )2- a1+a3( )2= 2+ 3( )
4

-2+ 3( )
4= 3+2( ) 3-2( )[ ]

4

= 3-4( )4=1.

【变式1】　(2009,陕西理,6)若(1-2x)2009=a0+a1+…+a2009x2009(x∈R),则a1

2+a2

22+

…+a2009

22009的值为(　　).

A.2 B.0
C.-1 D.-2

【变式2】　 5x-1
x

æ

è

ö

ø

n
的系数和比二项式系数和多240,则n=　　　　,其奇数项二项

式系数和为　　　　.
【变式3】　(1)数列 an{ }是等差数列,求a1C0

n+a2C1
n+a3C2

n+…+an+1Cn
n;

(2)数列 an{ }是等比数列,公比为q,求a1C0
n+a2C1

n+a3C2
n+…+an+1Cn

n.
【变式4】　n是正奇数,M=8n,N=7n+C1

n7n-1+C2
n7n-2+…+Cn-1

n 71,M 和N 被9除后

的余数分别为(　　).
A.5和4 B.6和5
C.7和6 D.8和7

【变式5】　(2010·江西理,6)2- x( )
8 展开式中不含x4 项的系数和为(　　).

A.-1 B.0
C.1 D.2

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈题型173　二项式展开式的二项式系数与系数的最值

思路提示:(1)二项式系数的最大值(见知识点精讲).
(2)系数最值:最大系数满足ak-1≤ak 且ak≥ak+1.
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(1)只有第7项的二项式系数最大,则n=　　　　;
(2)第7项二项式系数取最大值,n=　　　　.

【分析】　只有一项的二项式系数最大⇒n是偶数.
有两项二项式系数最大⇒n是奇数.

【解析】　(1)Tr+1=Cr
nan-rbr 只有T6+1二项式系数最大,n为偶数,最大值为C

n
2n =C6

n,

n
2=6,得n=12.

(2)当n为偶数时,n=12;n为奇数时,最大二项式系数为C
n-1
2n 和C

n+1
2n ⇒n-1

2 =6

或n+1
2 =6⇒n=13或n=11.所以n=11,12,13.

【变式1】　求 1-x( )10展开式的系数最大项和最小项.
【变式2】　求 1+2x( )11展开式中二项式系数最大项数和系数最大项数.

【变式3】　(2011·课标全国理,8)x+a
x

æ

è

ö

ø
2x-1

x
æ

è

ö

ø

5
的展开式中各项系数的和为2,则

该展开式中常数项为(　　).
A.-40 B.-20
C.20 D.40

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型174　二项式定理的综合应用

【例12.29】　证明:1+ 3( )
2n+ 1- 3( )

2n n∈Ν∗( )能被2n+1整除.
【解析】　因为 1+ 3( )

2n+ 1- 3( )
2n= 4+23( )

n+ 4-23( )
n

=2n 2+ 3( )
n+ 2- 3( )

n
[ ],所以只需证明 2+ 3( )

n+ 2- 3( )
n能被2整除,

而 2+ 3( )
n + 2- 3( )

n = C0
n2n 3( )

0+C1
n2n-1 3( )

1+…+Cn
n20 3( )

n
[ ] +

C0
n2n - 3( )

0+C1
n2n-1 - 3( )

1+…+Cn
n20 - 3( )

n
[ ]=2[2n+C2

n2n-2 3( )
2+

C4
n2n-4 3( )

4+…]显然能被2整除,因此,1+ 3( )
2n+ 1- 3( )

2n n∈Ν∗( ) 能

被2n+1整除.
【变式1】　若n∈Ν∗ ,证明:32n+3-24n+37能被64整除.
【例12.30】　(1)求证:2n≥2n+2n∈N,n≥3( ).

(2)求证:2< 1+1
n

æ

è

ö

ø

n

<3n≥2,n∈Ν∗( ).

【解析】　(1)因为2n= 1+1( )n=C0
n+C1

n+C2
n+C3

n+…+Cn
n,又n≥3,n∈Ν∗ ,所以

1+1( )n展开式至少有4项,即2n=C0
n+C1

n+…+Cn-1
n +Cn

n≥C0
n+C1

n+Cn-1
n +

Cn
n=1+n+n+1=2n+2.证毕.

(2)首先n≥2,显然有 1+1
n

æ

è

ö

ø

n

=1+1
nC1

n+1
n2C2

n+…+1
nnCn

n=1+1+1
2!·

nn-1( )

n2 +1
3!·

nn-1( ) n-2( )

n3 +…+1
n!·

nn-1( )…2·1
nn <1+1+1

2!+
1
3!

+…+1
n!<2+ 1

1×2+ 1
2×3+…+ 1

n-1( )n=2+ 1-1
2

æ

è

ö

ø
+ 1

2-1
3

æ

è

ö

ø
+…+
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n-1-1

n
æ

è

ö

ø
=3-1

n<3;同时 1+1
n

æ

è

ö

ø

n

=1+1
nC1

n+…+1
nnCn

n>1+1
nC1

n=2

(至少有3项).故n≥2有2< 1+1
n

æ

è

ö

ø

n

<3(n≥2,n∈Ν∗ ).

【变式1】　a,b∈R,a+b≥0,n∈Ν∗ ,求证:a
n+bn

2 ≥ a+b
2

æ

è

ö

ø

n

.

【变式2】　求证:2n+1( )n≥ 2n( )n+ 2n-1( )n n∈Ν∗( ).

【变式3】　对于n∈Ν∗ ,求证:1+1
n

æ

è

ö

ø

n

< 1+ 1
n+1

æ

è

ö

ø

n+1

.



第十三章　概率与统计

第一节　概率及其计算

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.了解随机事件发生的不确定性和频率的稳定性、概率的意义、频率与概率的区别.

2.了解两个互斥事件的概率的加法公式.
3.理解古典概型及其概率计算公式.
4.了解随机数的意义,能运用模拟方法估计概率.
5.了解几何概型的意义.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈1.本部分为高考必考内容,在选择题、填空题和解答题中都有渗透.

2.命题设置以两种概型的概率计算及互斥、对立事件的概率公式为核心内容,题型及

分值稳定,难度中等或中等以下.

知识点精讲

一、必然事件、不可能事件、随机事件

在一定条件下:

①必然要发生的事件叫必然事件;

②一定不发生的事件叫不可能事件;

③可能发生也可能不发生的事件叫随机事件.

二、概率

在相同条件下,做n次重复试验,事件A 发生m 次,测得A 发生的频率为m
n

,在大量

重复试验中,A 发生的频率在某个常数附近摆动,这个确定的常数叫作A 的概率,记作

P(A)(0≤P(A)≤1).对于必然事件A,P(A)=1;对于不可能事件A,P(A)=0.
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三、基本事件和基本事件空间

在一次试验中,不可能再分的事件,称为基本事件;所有基本事件组成的集合称为基

本事件空间.

四、两个基本概型的概率公式———除法

1.古典概型

条件
基本事件空间含有有限个基本事件

每个基本事件发生的可能性相同{
P(A)=A 包含的基本事件的个数

基本事件的总数 =card(A)
card(I)

2.几何概型

条件:每个事件都可以看作某几何区域Ω 的子集A,A 的几何度量(长度、面积或体

积)记为μA.

P(A)=μA

μΩ

五、互斥事件的概率———加法和减法

1.互斥事件

在一次试验中不能同时发生的事件称为互斥事件.A,B互斥⇒P(A∪B)=P(A)+P(B).

2.对立

A,B 互斥,且其中必有一个发生,称A,B 对立,记作B=■A 或A=■B.P(■A)=1-
P(A).A,B 互斥 A,B 对立.

六、条件概率与独立重复试验

(1)在事件A 发生的条件下,事件B 发生的概率叫作A 发生时B 发生的条件概率,

记作P B A( ),条件概率公式为P B A( )=P AB( )

P A( )
.

(2)若P B A( ) =P B( ),即P AB( ) =P A( )P B( ),称 A 与B 为相互独立事件.
A 与B相互独立即A 发生与否对B 的发生与否无影响,反之亦然.即A,B 相互独立则有

公式P AB( )=P A( )P B( ).
(3)在nn∈Ν∗( )次独立重复试验中,事件A 发生k 0≤k≤n( ) 次的概率记作Pn k( ),

记A在其中一次试验中发生的概率为P A( )=p,则Pn k( )=Ck
npk 1-p( )n-k.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈题型175　古典概型

思路提示:①确定古典概型的条件,求出card(A),card(I);②计算P(A)=card(A)
card(I).
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心得体会【例13.1】　(2008·山东理,7)在某地的奥运火炬传递活动中,有编号1,2,3,…,18的18
名火炬手,若从中任选3人,则选出的3名火炬手的编号能组成以3为公差

的等差数列的概率为(　　).

A. 1
51　　　　　B. 1

68　　　　　C. 1
306　　　　　D. 1

408

【解析】　18人任选3人的不同选法是等可能事件.cardΙ( )=C3
18=18×17×16

3×2×1
,

A:选出3人,其编号为以3为公差的等差数列1,4,7;2,5,8;…;12,15,18.

card(A)=12,则P(A)=12
1× 6

18×17×16=1
68.

故选B.

【变式1】　(2010·安徽文,10)甲从正方形四个顶点中任意选择两个顶点连成直线,乙也

从该正方形四个顶点中任意选择两个顶点连成直线,则所得的两条直线相互

垂直的概率是(　　).

A.318 B.418 C.518 D.618

【变式2】　(2007·四川理,12)已知一组抛物线y=1
2ax2+bx+1,其中a为2,4,6,8中

任取的一个数,b为1,3,5,7中任取的一个数,从这些抛物线中任意抽取两

条,它们在与直线x=1交点处的切线相互平行的概率是(　　).

A.112 B.760 C.625 D.525

图　13-1

【变式3】　(2006·江苏,10)如图13-1所示,有1个信号源和5个

接收器,若接收器和信号源在同一个串联线路中,就能

收到信号,将左、右两端各6个接线点各均分为3组,并
各自两两用导线连接,则这5个接收器能同时收到信号

源的概率为(　　).

A. 4
45 B. 1

36

C. 4
15 D. 8

15
【变式4】　(2007·湖北理,9)连抛两次骰子的点数分别为 m,n,向量a= m,n( ),b=

1,-1( ),a与b的夹角为θ,θ∈ 0,π
2

æ

è ]的概率为(　　).

A. 5
12 B.1

2 C. 7
12 D.5

6

图　13-2

【变式5】　(2007·福建理,12)如图13-2所示,3行3列的方阵中有9个数

aij(i=1,2,3,j=1,2,3),从中任取三个数,则至少有两个数位于

同行或同列的概率是(　　).

A.37 B.47 C.114 D.1314
【变式6】　(2008·江西理,11)电子钟一天显示的时间从00:00~23:59,每一时间都由4个

数字组成,则一天中任取一时刻显示的四个数字之和为23的概率为(　　).
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A. 1

180 B. 1
288 C. 1

360 D. 1
480

【变式7】　(2008·陕西文,18)一个口袋中装有大小相同的2个红球,3个黑球和4个白

球,从口袋中一次摸出一个球,摸出的球不再放回.
(1)连续摸球2次,求第一次摸出黑球,第二次摸出白球的概率.
(2)如果摸出红球,则停止摸球,求摸球次数不超过3次的概率.

【变式8】　(2010·福建文,18)设平面向量am= m,1( ),bn= 2,n( ),其中m,n∈ 1,2,3,4{ }.
(1)请列出有序数组 m,n( )的所有可能结果;
(2)若“使得am⊥ am-bn( )成立的”为事件A,求事件A 发生的概率.

【变式9】　(2011·福建理,13)盒中装有形状、大小完全相同的5个球,其中红色球3个,
黄色球2个.若从中随机取出2个球,则所取出的2个球颜色不同的概率等

于　　　　.
【变式10】　(2011·陕西理,10)甲乙两人一起去游“2011西安世园会”,他们约定,各自

独立地从1到6号景点中任选4个进行游览,每个景点参观1小时,则最后

一小时他们同在一个景点的概率是(　　).

A.136 B.19 C.536 D.16
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈题型176　几何概型的计算

思路提示:①确定为几何概型图示Ω,A;②计算μΩ,μA,求出P(A)=μA

μΩ
.

图　13-3

【例 13.2】　 (2008· 江 苏,6)在 平 面 直 角 坐 标 系 中,设 D=

x,y( ) |x|≤2,|y|≤2{ },E= x,y( ) x2+y2≤1{ },

向D中随机投一点P,P落在E中的概率为　　　.
【解析】　在平面直角坐标系中分别作出D 和E的区域.如图13-3所

示为几何概型,μΩ=μD=4×4=16,μA=μE=π,故P(A)=π
16.

【变式1】　选项A,B,C,D分别表示4个游戏盘,各正方形边长和圆

的直径均为1,撒一粒黄豆落在盘中阴影部分即可中奖,小明希望中奖,他应选

择的游戏盘为(　　).

　　A.　　　　　　　B.　　　　　　　C.　　　　　　　D.

A B

D E C

图　13-4

【变式2】　(2011·福建理,4)如图13-4所示,矩形ABCD 中,点E
为边CD 的中点,若在矩形ABCD 内部随机取一个点Q,
则点Q 取自△ABE 内部的概率等于(　　).

A.14 B.13

C.12 D.23
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心得体会【变式3】　(2011·江西理,12)小波通过做游戏的方式来确定周末活动,他随机地往单位圆

内投掷一点,若此点到圆心的距离大于1
2

,则周末去看电影;若此点到圆心的距离

小于1
4

,则去打篮球;否则,在家看书,则小波周末不
∙

在家看书的概率为　　　　.

【变式4】　A= 2,log2t[ ],B= x x2-14x+24≤0{ },x,t∈R,A⊆B.
(1)定义区间 a,b[ ]的长度为b-a,A 的长度为3,则t=　　　　.
(2)某函数f(x)的值域为B,且f(x)∈A 的概率不小于0.6,则t∈　　　　.

【变式5】　(2008·山东邹平)在一个长为 π,宽为2的矩形OABC 中,曲线y=sinx
0≤x≤π( )与x 轴围成阴影(如图13-5所示)向矩形OABC 内随机投一点

P,则P 落在阴影部分的概率为(　　).

A.1
π B.2

π C.3
π D.4

π

图　13-5

【变式6】　(2008·宁夏银川)已知f(x)=-x2+ax-b,
a,b∈ 0,4[ ],则f(1)>0的概率为　　　　.

【变式7】　(2008·江苏南通)A={x|-1≤x≤0},B={x|ax+b·2x-1<0,0≤a≤2,1
≤b≤3}.
(1)若a,b∈N,求A∩B≠∅的概率;
(2)若a,b∈R,求A∩B=∅的概率.

第二节　概率与概率分布

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.理解取有限个值的离散型随机变量及其分布列的概念,了解分布列对于刻画随机

现象的重要性.
2.理解超几何分布及其推导过程,并能进行简单的应用.
3.了解条件概率和两个事件相互独立的概念,理解n次独立重复试验的模型及二项

分布,并能解决一些简单的实际问题.
4.理解取有限个值的离散型变量均值、方差的概念,能计算简单离散型随见变量的均

值、方差、并能解决一些实际问题.
5.利用实际问题的直方图,了解正态分布曲线的特点及曲线所表示的意义.
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命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.高考命题中,该部分命题形式有选择题、填空题,但更多的是解答题.

2.命题主要以随机变量分布列为主体,计算离散型随机变量的期望和方差,其中二项

分布为重要考点,难度中等以下.
3.如有关于正态分布的考题则为一道小题.

知识点精讲

一、离散型随机变量的分布列的性质

如表13-1所示,有以下结论:
表　13-1

ξ ξ1 ξ2 ξ3 … ξn

P p1 p2 p3 … pn

　　(1)pi≥01≤i≤n( ),p1+p2+…+pn=1.
(2)Eξ表示ξ的期望:Eξ=ξ1p1+ξ2p2+…+ξnpn(Eξ表示ξ的平均水平).
(3)Dξ表示ξ的方差:Dξ= ξ1-Eξ( )2p1+ ξ2-Eξ( )2p2+…+ ξn-Eξ( )2pn

(Dξ表示ξ取值的波动性,Dξ越大,ξ取值的波动性越大).
(4)二项分布:若P(ξn)=Ck

npk 1-p( )n-k k=0,1,2,…,n,0<p<1( ),称ξ服从参数

为n,p的二项分布,记作ξ~B n,p( ),此时有公式Eξ=np,Dξ=np 1-p( ).
(5)超几何分布:总数为N 的两类物品,其中一类为 M 件,从N 中取n 件恰含M 中

的m 件,m=0,1,2,…,M,Pξ=m( )=Cm
MCn-m

N-M

Cn
N

,称ξ服从参数为N,M,n的超几何分布,

记作ξ~H(n,M,N),此时有公式Eξ=nM
N .

(6)η与ξ是两个随机变量,且η=aξ+b,则有公式Eη=aEξ+b,Dη=a2Dξ.
(7)若y和ξ是两个相互独立的随机变量,E(ξ+y)=Eξ+Ey.

图　13-6

二、正态分布

(1)若X 是连续型随机变量,且其概率密度曲线表达式为

f(x)= 1
2πσ

e-
(x-μ)2

2σ2 ,x∈R

其中,μ,σ是参数,且σ>0,-∞<μ<+∞.
其图像如图13-6所示,且有以下性质.
①曲线在x轴的上方,并且关于直线x=μ对称.
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两边低”的形状.

③曲线的形状由参数σ确定,σ越大,曲线越“矮胖”;σ越小,曲线越“高瘦”.
④f(x)图像与x轴之间的面积为1.
(2)Eξ=μ,Dξ=σ2,记ξ~N μ,σ2( ).
当μ=0,σ=1(时),ξ服从标准正态分布,即ξ~N 0,1( ).
(3)ξ~N μ,σ2( ),则ξ在 μ-σ,μ+σ( ),μ-2σ,μ+2σ( ),μ-3σ,μ+3σ( ) 上取值的概

率分别为68.3%,95.4%,99.7%,这叫作正态分布的3σ原则.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型177　概率的计算

【例13.3】　(2010·安徽理,15)甲罐中有5个红球、2个白球和3个黑球,乙罐中有4个

红球、3个白球和3个黑球.先从甲罐中随机取出一球放入乙罐,分别以A1,

A2,A3 表示由甲罐中取出的球是红球、白球和黑球的事件,再从乙罐中随机

取出一球,以B 表示从乙罐中取出的球是红球的事件,则下列结论中正确的

是　　　　.

(1)P B( )=2
5.

(2)P B A1( )=5
11.

(3)事件B 与事件A1 相互独立.
(4)A1,A2,A3 两两互斥.
(5)P B( )值不能确定,因为它与A1,A2,A3 中究竟哪一个发生有关.

【解析】　(1)P B( )=5
10×5

11+5
10×4

11=9
22

,即P B( )值确定,但P B( ) ≠2
5

,故(1)和(5)

错误.

(2)P B A1( )=P A1B( )

P A1( )
=

5
10×5

11
5
10

=5
11

,故(2)正确.

(3)A1 发生与否对B 明显有影响,故(3)错,也可由公式否定,P A1( ) =5
10=1

2
,

P B( )=9
22

,P A1∩B( ) = 5
10× 5

11= 5
22

,P A1∩B( ) ≠P A1( )P B( ) ⇒ 故(3)

错误.
(4)明显正确.故填(2)、(4).

【变式1】　甲、乙、丙射手击中目标的概率分别为0.6,0.7,0.8,求:
(1)甲、乙、丙3人各射击一次,恰一人击中目标的概率;
(2)3人各射击一次,至少一次击中目标的概率;
(3)每人射击3次,甲、乙、丙击中次数依次为1,2,3次的概率(甲、乙、丙每次
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【变式2】　甲、乙下棋,单场甲胜的概率为0.6(不同场次胜负相互独立),求:

(1)3局2胜制,乙胜的概率;
(2)5局3胜制,甲胜的概率;
(3)5局3胜制,至多4局一方胜出的概率.

【变式3】　(2010·江西理,11)一位国王的铸币大臣在每箱100枚的硬币中各掺入了一

枚劣币,国王怀疑大臣作弊,他用两种方法来检测,方法一:在10箱中各任意

抽取一枚;方法二:在5箱各任意抽取两枚.国王用方法一、二能发现至少一

枚劣币的概率分别记为p1,p2,则(　　).
A.p1=p2 B.p1<p2

C.p1>p2 D.以上三种情况都有可能

【变式4】　(2009·全国Ⅰ文,20)甲、乙二人进行一次围棋比赛,约定先胜3局者获得这

次比赛的胜利,比赛结束.假设在一局中,甲获胜的概率为0.6,乙获胜的概率

为0.4,各局比赛结果相互独立.已知前2局中,甲、乙各胜1局.
(1)求再赛2局结束这次比赛的概率;(2)求甲获得这次比赛胜利的概率.

【变式5】　(2008·湖南文,16)甲乙丙三人参加一家公司的招聘面试,面试合格者可正式

签约.甲表示只要面试合格就签约,乙、丙则约定:两人面试都合格就一同签

约,否则两人都不签约.设每人面试合格的概率都是1
2

,且面试是否合格互不

影响.求:(1)至少一人面试合格的概率;(2)没人签约的概率.
【变式6】　四枚不同的金属纪念币A、B、C、D,投掷时,A、B 两枚正面向上的概率均为

1
2

,另两枚C、D(假设为非均匀硬币)正面向上的概率均为a(0<a<1)这四枚

纪念币同时投掷一次,设ξ表示出现正面向上的枚数.
(1)若A、B 出现一正一反与C、D 出现两正的概率相等,求a的值;
(2)求ξ的分布列及数学期望(用a表示);
(3)若有2枚纪念币出现正面向上的概率最大,求a的取值范围.

【变式7】　(2011·辽宁理,5)从1,2,3,4,5中任取2个不同的数,事件A=“取到的两个

数之和为偶数”,事件B=“取到的2个数均为偶数”,则P(B|A)=(　　).

A.18 B.14
E H

O

F G

图　13-7

C.25 D.12
【变式8】　(2011·湖南理,15)如图13-7所示,EFGH 是以O 为圆心,

半径为1的圆的内接正方形.将一颗豆子随机地扔到该圆

内,用A 表示事件“豆子落在正方形EFGH 内”,B 表示事

件“豆子落在扇形 OHE(阴影部分)内”,则(1)P A( ) =
　　　　;(2)P B A( )=　　　　.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型178　离散型随机变量的数学期望与方差

【例13.4】　(2007·浙江理,15)随机变量ξ的分布如表13-2所示,其中a,b,c成等差数
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列,Eξ=1

3
,则Dξ=　　　　.

表　13-2

ξ -1 0 1

p a b c

【分析】　Pξ=-1( )+Pξ=0( )+Pξ=1( )=1,

Eξ= -1( )·Pξ=-1( )+0·Pξ=0( )+1·Pξ=1( ).

【解析】　

a+b+c=1
2b=a+c

-a+c=1
3

ì

î

í ,得

a=1
6

b=1
3

c=1
2

ì

î

í ,

Dξ= -1-1
3

æ

è

ö

ø

2

×a+ 0-1
3

æ

è

ö

ø

2

×b+ 1-1
3

æ

è

ö

ø

2

×c

=16
9×1

6+1
9×1

3+4
9×1

2=5
9.

【变式1】　(2011·浙江理,15)某毕业生参加人才招聘会,分别向甲、乙、丙三个公司投递

了个人简历.假定该毕业生得到甲公司面试的概率为2
3

,得到乙、丙两公司面

试的概率均为p,且三个公司是否让其面试是相互独立的.记X 为该毕业生得

到面试的公司个数.若P X=0( ) =1
12

,则随机变量 X 的数学期望E X( ) =

　　　　.
【变式2】　(2011·上海理,9)马老师从课本上抄录一个随机变量ξ的概率分布律如

表13-3所示:
表　13-3

x 1 2 3

P(ξ=x) ? ! ?

请小牛同学计算ξ的数学期望.尽管“!”处完全无法看清,且两个“?”处字迹模糊,
但能断定这两个“?”处的数值相同.据此,小牛给出了正确答案Eξ=　　　　.

【变式3】　(2008·湖北理,17)袋中有20个大小相同的球,其中记上0号有10个,记上n
号有n个(n=1,2,3,4),现在从袋中任取一球,ξ表示取球的标号.
(1)求ξ的分布列、期望和方差;
(2)若η=aξ+b,Eη=1,Dη=11,求a,b的值.

【变式4】　(2011·天津理,16)学校游园活动有这样一个游戏项目:甲箱子里装有3个白

球、2个黑球,乙箱子里装有1个白球、2个黑球,这些球除颜色外完全相同.每
次游戏从这两个箱子里各随机摸出2个球,若摸出的白球不少于2个,则获

奖.(每次游戏结束后将球放回原箱)
(1)求在一次游戏中,①游戏摸出3个白球的概率;②获奖的概率.
(2)求在2次游戏中获奖次数X 的分布列和数学期望E X( ).
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只申请其中一个片区的房源,且申请其中任一个片区的房源是等可能的.求该

市的任4位申请人中:
(1)恰有2人申请A 片区房源的概率;
(2)申请的房源所在片区的个数ξ的分布列和期望.

【变式6】　(2011·大纲全国理,18)根据以往统计资料,某地车主购买甲种保险的概率为

0.5,购买乙种保险但不购买甲种保险的概率为0.3.设各车主购买保险相互

独立.
(1)求该地1位车主至少购买甲、乙两种保险中的1种的概率;
(2)X 表示该地的100位车主中,甲、乙两种保险都不购买的车主数.求X 的

期望.
【变式7】　(2008·山东理,18)甲、乙两队参加奥运知识竞赛,每队3人,每人回答一个问

题,答对者为本队赢得1分,答错者得零分,假设甲队中每人答对的概率均为

2
3

,乙队3人答对的概率分别为2
3

,2
3

,1
2

,各人回答正确与否相互独立,用ξ

表示甲队的总得分.
(1)求随机变量ξ的分布列和数学期望;
(2)用A 表示“甲、乙两队总得分之和等于3”这一事件,用B 表示“甲队总得分

大于乙队总得分”这一事件,求P AB( ).
【变式8】　(2011·安徽理,20)工作人员需进入核电站完成某项具有高辐射危险的任务,

每次只派一个人进去,且每个人只派一次,工作时间不超过10分钟,如果前一

个人10分钟内不能完成任务则撤出,再派下一个人.现在一共只有甲、乙、丙
三个人可派,他们各自能完成任务的概率分别p1、p2、p3,假设p1、p2、p3互不

相等,且假定各人能否完成任务的事件相互独立.
(1)如果按甲在先,乙次之,丙最后的顺序派人,求任务能被完成的概率.若改

变三个人被派出的先后顺序,任务能被完成的概率是否发生变化?
(2)若按某指定顺序派人,这三个人各自能完成任务的概率依次为q1,q2,q3,
其中q1,q2,q3是p1,p2,p3的一个排列,求所需要派出人员数目X 的分布列和

均值(数学期望)E(X);
(3)假定1>p1>p2>p3,试分析以怎样的先后顺序派出人员,可使所需派出

的人员数目的均值(数学期望)达到最小.
【变式9】　(2011·江西理,16)某饮料公司招聘了一名员工,现对其进行一项测试,以便

确定工资级别.公司准备了两种不同的饮料共8杯,其颜色完全相同,并且其

中4杯为A 饮料,另外4杯为B 饮料,公司要求此员工一一品尝后,从8杯饮

料中选出4杯A 饮料.若4杯都选对,则月工资定为3500元;若4杯选对3
杯,则月工资定为2800元;否则月工资定为2100元.令X 表示此人选对A 饮

料的杯数.假设此人对A 和B 两种饮料没有鉴别能力.
(1)求X 的分布列;
(2)求此员工月工资的期望.
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┈题型179　正态分布

思路提示:(1)正态分布概率密度曲线:①曲线在x轴的上方,并且关于直线x=μ对

称;②曲线在x=μ时处于最高点,并由此处向左、右两边延伸时逐渐降低,
呈现“中间高,两边低”的形状;③曲线的形状由参数σ确定,σ越大,曲线越

“矮胖”;σ越小,曲线越“高瘦”.
(2)3σ原则:正态变量在区间(μ-σ,μ+σ),(μ-2σ,μ+2σ),(μ-3σ,μ+3σ)
内,取值的概率分别是68.3%,95.4%,99.7%.

图　13-8

【例13.5】　如图13-8所示为正态分布 N 0,1( ) 密度曲线图,则

①1
2-Φ(-a),②Φ(-a),③Φ(a)-1

2
,

④1
2 Φ(a)-Φ(-a)[ ] 中能表示图中阴影部分面积的

个数为(　　).
A.1个 B.2个

C.3个 D.4个

【解析】　S阴影 =P -a≤x≤0( )=P x≤0( )-P x≤-a( )=1
2-Φ -a( ),故①正确;

②若成立,则S阴影 =1
2-Φ(-a)=Φ(-a)⇒1

4=Φ(-a),不一定成立,故②不

正确;

③Φ(a)-1
2=P(x≤a)-P(x≤0)=P 0≤x≤a( ),由对称性成立,则P(0≤x≤

a=P(-a≤x≤0)),故③成立,③正确;

④1
2 Φ(a)-Φ(-a)[ ]=1

2 P(x≤a)-P(x≤-a)[ ]

=1
2P(-a<x≤a)=1

2×2×S阴影 =S阴影 成立,④正确.故选C.

【变式1】　(2009·厦门)随机变量ξ~N 2,9( ),Pξ≥c+1( )=Pξ≤c-1( ),c=(　　).
A.1 B.2 C.3 D.4

【变式2】　(2011·湖北理,5)已知随机变量ξ服从正态分布N 2,σ2( ),且P ξ<4( ) =
0.8,则P 0<ξ<2( )=(　　).
A.0.6 B.0.4 C.0.3 D.0.2

【例13.6】　某自动打包机打包商品每包重Xkg,X~N 100,1.22( ),共1500包.求:
(1)X∈ 100-1.2,100+1.2( ),X 有多少包?
(2)X∈ 100-2×1.2,100+2×1.2( ),X 有多少包?
(3)X∈ 100-3×1.2,100+3×1.2( ),X 有多少包?

【解析】　μ=100,σ=1.2,所给区间为 μ-σ,μ+σ( ),μ-2σ,μ+2σ( ),μ-3σ,μ+3σ( ),由
正态分布3σ原则有:
(1)1500×0.683=1025(包).
(2)1500×0.954=1431(包).
(3)1500×0.997=1496(包).
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图　13-9

【变式1】　(2008·安徽理,10)两个正态分布 N1 μ1,σ2
1( ),

N2 μ2,σ2
2( ) σ1>0,σ2>0( ) 的密度函数图像如图

13-9所示,则有(　　).
A.μ1<μ2,σ1<σ2

B.μ1<μ2,σ1>σ2

C.μ1>μ2,σ1<σ2

D.μ1>μ2,σ1>σ2

【变式2】　设随机变量ξ服从正态分布N 0,1( ),Pξ>1( )=p,

则P -1<ξ<0( )等于(　　).

A.1
2p B.1-p

C.1-2p D.1
2-p

【变式3】　(2007·安徽理,10)以Φ(x)表示标准正态总体在区间 -∞,x( ) 内取值的概

率,若随机变量ξ服从正态分布N μ,σ2( ),则概率P ξ-μ <σ( )等于(　　).
A.Φ μ+σ( )-Φ μ-σ( ) B.Φ 1( )-Φ -1( )

C.Φ 1-μ
σ

æ

è

ö

ø
D.2Φ μ+σ( )

第三节　统计与统计案例

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.理解随机抽样的必要性和重要性.

2.会用简单随机抽样方法从总体中抽取样本;了解分层抽样和系统抽样方法.
3.了解分布的意义和作用,会列频率分布表,会画出频率分布直方图、频率折线图、茎

叶图,理解它们各自的特点.
4.理解样本数据标准差的意义和作用,会计算数据标准差.
5.能从样本的频率分布估计总体分布,会用样本的基本数字特征估计总体的基本数

字特征,理解用样本估计总体的思想.
6.会用随机抽样的基本方法和样本估计总体的思想解决一些简单的实际问题.
7.会作两个有关联变量的数据的散点图,会利用散点图认识变量间的相关关系.
8.了解最小二乘法的思想,能根据给出的线性回归方程系数公式建立线性回归方程.
9.了解常见的统计方法,并能应用这些方法解决一些实际问题.

(1)独立性检验

了解独立性检验(只要求2×2列联表)的基本思想、方法及其简单应用.
(2)回归分析

了解回归的基本思想、方法及简单应用.
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命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.本节内容是高考必考内容,以选择题、填空题为多,文科考题中在解答题中常有涉及.

2.命题内容为:①3种抽样(以分层抽样为多);②频率分布表和频率分布直方图的制

作、识图及运用.①②常有结合趋向,考题难度中下.
3.统计案例为新增内容,考查考生解决实际问题的能力.

知识点精讲

一、抽样方法

3种抽样方式的对比如表13-4所示.
表　13-4

类别 共同点 各自特点 相互关系 使用范围

简单随

机抽样

系统

抽样

分层

抽样

每个个体被抽到

的机会均等,总
体N,样本n,每
个个体被抽到的

概率P=n
N

从总体中随机逐个抽取

总体均分几段,

每段T 个,

第1段随机取a1,

第2段取a1+T,

第3段取a1+2T,

…

将总体分成n层,

每层按比例抽取

—

第1段

简单随机抽样

每层按简单随

机抽样或系统

抽样

总体中的个体个数较少

总体中的个体个数较多

总体由差异明显的几部

分组成

二、样本分析

(1)①样本平均■x=1
n∑

n

i=1
xi;②方差s2=1

n∑
n

i=1
xi-■x( )2;

三、频率分布直方图的解读

(1)频率分布直方图的绘制.

①由频率分布表求出每组频数ni;②求出每组频率Pi=
ni

n
(n为样本容量);③列出

样本频率分布表;④画出样本频率分布直方图,直方图横坐标表示各组分组情况,纵坐标

为每组频率与组距的比值,各长方形面积即为各组频率,长方形面积总和为1.
(2)样本估计总体
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心得体会 步骤:总体→抽取样本→频率分布表→频率分布直方图→估计总体概率分布.
样本容量越大,估计越精细,样本容量无限增大,直方图无限趋近概率分布密度

曲线.

(3)用X估计总体期望EX,用s2 估计总体方差,s= s2 估计总体标准差.
公式:aX+b=aX+b,s2 aX+b( )=a2s2 X( ).

四、线性回归

线性回归是研究不具备确定的函数关系的两个变量之间的关系———相关关系的

方法.
对于一组具有线性相关关系的数据(x1,y1),(x2,y2)…(xn,yn),

其回归方程ŷ=b̂x+a的求法为

â=y--̂bx-

b̂=
∑
n

i=1
(xi-x-)(yi-y-)

∑
n

i=1
(xi-x-)2

=
∑
n

i=1
xiyi-n■x■y

∑
n

i=1
(x2

i-nx-2)
.

ì

î

í

其中,x-=1
n∑

n

i=1
xi,y-=1

n∑
n

i=1
yi,(x-,y-)称为样本点的中心.

步骤:画散点图,如散点图中的点基本分布在一条直线附近,则这条直线叫这两个变

量的回归直线,直线斜率k>0,称两个变量正相关;k<0,称两个变量负相关.

五、独立性

独立性检验是判断两个分类变量是否存在相关关系的案例分析方法.步骤为列出

2×2列联表(如表13-5所示),求出χ2= nad-bc( )2

a+b( ) c+d( ) a+c( ) b+d( )
,并判断:

表　13-5

　　　条件A
条件B　　　

A1 A2 合计

B1 a c a+c

B2 b d b+d

合计 a+b c+d n=a+b+c+d

　　若χ2>10.828,有99.9%把握称A 取A1 或A2 对B 取B1,B2 有关系;
若χ2>6.635,有99%把握称A 取A1 或A2 对B 取B1,B2 有关系;
若χ2>3.841,有95%把握称A 取A1 或A2 对B 取B1,B2 有关系.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈题型180　抽样

思路提示:见知识点精讲.

【例13.7】　(2008·广东理,3)某校共有2000名学生,各年级男、女生人数如表13-6所示,
已知在全校学生中任取一名,抽到二年级女生的概率为0.19,现用分层抽样的
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心得体会方法,在全校抽取64名学生,则应在三年级抽取的学生人数为(　　).
表　13-6

一年级 二年级 三年级

女生 373 　x y

男生 377 370 z

A.12 B.16 C.18 D.24

【解析】　依题意:x
2000=0.19⇒x=380,

⇒y+z=2000- 373+377+380+370( )=500,

依分层抽样原理有 64
2000= t

500⇒t=16(人).故选B.

【变式1】　(2011·湖北文,11)某市有大型超市200家、中型超市400家、小型超市1400
家,为掌握各类超市的营业情况,现按分层抽样方法抽取一个容量为100的样

本,应抽取中型超市　　　　家.
【变式2】　(2011·山东文,13)某高校甲、乙、丙、丁四个专业分别有150、150、400、300名

学生,为了解学生的就业倾向,用分层抽样的方法从该校这四个专业共抽取

40名学生进行调查,应在丙专业抽取的学生人数为 　　　　.
【变式3】　(2008·广东汕头)某企业三月中旬生产A,B,C 三种产品共3000件,根据分

层抽样的结果,企业统计员制作了统计表格,如表13-7所示,由于不小心,表
格中有关A,C产品的数据被污染看不清楚,统计员记得A 产品的样本容量比

C 产品的样本容量多10,由此可得C产品的数量为　　　　件.
表　13-7

产品类别 A B C

产品数量(件) 1300

样品容量(件) 130

【变式4】　(2010·安徽文,14)某地居民100000户,其中普通家庭99000户,高收入家庭

1000户,从普通家庭中以简单随机抽样方式抽取990户,从高收入家庭中以

简单随机抽样方式抽取100户进行调查,发现共有120户家庭拥有3套或3
套以上住房,其中普通家庭50户,高收入家庭70户,依据这些数据并结合所

掌握的统计知识,你认为该地拥有3套或3套以上住房的家庭所占比例的合

理估计是　　　　.

50%
20%

30%
40~50̧ Œ

50̧ Œ���ˇ

40̧ Œ��ˇ´

图　13-10

【变式5】　(2009·广东文,12)某单位200名职工的年龄

分布情况如图13-10所示,现要从中抽取40
名职工作样本,用系统抽样法,将全体职工随

机按1~200编号,并按编号顺序平均分为40
组(1~5号,6~10号,…,196~200号).若第

5组抽出的号码为22,则第8组抽出的号码应是　　　　,若用分层抽样方

法,则40岁以下年龄段应抽取　　　　人.
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┈题型181　样本分析

【例13.8】　已知样本X:10　8　8　10　13　8　10　12　11　7
8　9　11　9　12　9　10　11　12　12

,则:

(1)X=　　　　;(2)s2(X)=　　　　;
(3)0.3为下列(　　)组的频率.
A.5.5~7.5 B.7.5~9.5 C.9.5~11.5 D.11.5~13.5

【解析】　(1)取Y=X-10:0　-2　-2　0　3　-2　0　2　1　-3
-2-1　1　-1　2　-1　0　1　2　2 }⇒Y=0,

s2 Y( )=2.8⇒(1)X=Y+10=Y+10=10;

图　13-11

(2)s2(X)=s2 Y( )=2.8;

(3)只有选项C含有6个元素,6
20=0.3. 故选C.

【变式1】　(2008·山东潍坊)甲、乙两同学在5次体育测试中的

成绩如图13-11所示,则有(　　).
A.X甲 <X乙 ,乙比甲稳定

B.X甲 >X乙 ,甲比乙稳定

C.X甲 >X乙 ,乙比甲稳定

D.X甲 <X乙 ,甲比乙稳定

9

1

9

1

0

1

X

0

8 9

…��Ø ���Ø

图　13-12

【变式2】　(2011·北京理,17)茎叶图(如图13-12所示),记录

了甲、乙两组各四位同学的植树棵数,乙组记录中有

一个数据模糊,无法确认,在图中以X 表示.
(1)如果 X=8,求乙组同学植树棵树的平均数和

方差;
(2)如果X=9,分别从甲、乙两组中随机选取一名同

学,求这两名同学植树总棵数Y 的分布列和数学期望.

(注:方差s2=1
n

(x1-■x)2+(x2-■x)2+…+(xn-■x)2[ ],

其中■x为x1,x2…,xn的平均数.)
【变式3】　为检测某种产品的质量,抽取了一个容量为100的样本,数据的分组数如下:

10.75,10.85[ ),3;10.85,10.95[ ),9;10.95,11.05[ ),13;

11.05,11.15[ ),16;11.15,11.25[ ),26;11.25,11.35[ ),20;

11.35,11.45[ ),7;[11.45,11.55),4;11.55,11.65[ ),2.
(1)列出频率分布表(含累积频率);
(2)画出频率分布直方图以及频率分布折线图;
(3)据上述图表,估计数据在 10.95,11.15[ )范围内的可能性为百分之几;
(4)数据小于11.20的可能性是百分之几?

【变式4】　现有10个数,其平均数为3,且这10个数的平方和为100,则这10个数的标

准差为(　　).
A.1 B.2 C.3 D.4



第十三章　概率与统计　　　

·239　　 ·

心得体会【变式5】　(2009·上海理,17)在发生某公共卫生事件期间,有专业机构认为该事件在一

段时间内没有发生大规模群体感染的标志为“连续10天,每天新增疑似病例

不超过7人”.根据过去10天甲、乙、丙、丁四地新增疑似病例数据,一定符合

该标志的是(　　).
A.甲地:总体均值为3,中位数为4
B.乙地:总体均值为1,总体方差大于0
C.丙地:中位数为2,众数为3
D.丁地:总体均值为2,总体方差为3

【变式6】　(2011·福建理,19)某产品按行业生产标准分成8个等级,等级系数X 依次

为1,2,…,8,其中X≥5为标准A,X≥3为标准B,已知甲厂执行标准A 生产

该产品,产品的零售价为6元/件;乙厂执行标准B 生产该产品,产品的零售价

为4元/件,假定甲、乙两厂的产品都符合相应的执行标准

(1)已知甲厂产品的等级系数X1的概率分布列如下表所示:

X1 5 6 7 8

P 0.4 a b 0.1

且X1的数字期望E X1( )=6,求a,b的值;
(2)为分析乙厂产品的等级系数X2,从该厂生产的产品中随机抽取30件,相
应的等级系数组成一个样本,数据如下:

3　5　3　3　8　5　5　6　3　4
6　3　4　7　5　3　4　8　5　3
8　3　4　3　4　4　7　5　6　7

用这个样本的频率分布估计总体分布,将频率视为概率,求等级系数X2的数

学期望;
(3)在(1)、(2)的条件下,若以“性价比”为判断标准,则哪个工厂的产品更具可

购买性? 说明理由.

注:①产品的“性价比”=
产品的等级系数的数学期望

产品的零售价
;

②“性价比”大的产品更具可购买性.
【变式7】　(2011·辽宁理,19)某农场计划种植某种新作物,为此对这种作物的两个品种

(分别称为品种甲和品种乙)进行田间试验.选取两大块地,每大块地分成n小

块地,在总共2n小块地中,随机选n小块地种植品种甲,另外n小块地种植品

种乙.
(1)假设n=4,在第一大块地中,种植品种甲的小块地的数目记为X,求X 的

分布列和数学期望;
(2)试验时每大块地分成8小块,即n=8,试验结束后得到品种甲和品种乙在

各小块地上的每公顷产量(单位:kg/hm2)如下表:

品种甲 403 397 390 404 388 400 412 406

品种乙 419 403 412 418 408 423 400 413

分别求品种甲和品种乙的每公顷产量的样本平均数和样本方差;根据试验结
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心得体会 果,你认为应该种植哪一品种?

附:样本数据x1,x2,…,xn的样本方差s2=1
n

[x1-x( )2+ x2-x( )2+…+

xn-x( )2],其中x为样本平均数.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈题型182　频率分布直方图的解读

图　13-13

【例13.9】　(2007·山东理,8)某班50名同

学在一次百米测试中的成绩全

部介于13秒与19 秒之间,将测

试结果按如下方式分成6组:
第1组,成绩大于13秒且小于

14秒;
第2组,成绩大于14秒且小于

15秒;
……
第6组,成绩大于等于18秒且小

于19秒.如图13-13是由上述分

组方法得到的频率分布直方图,
设成绩小于17秒的学生占全班总人数的百分比为x,成绩大于等于15秒且

小于17秒的学生人数为y,则从频率分布直方图中可分析出x和y 分别为

(　　).
A.0.9,35 B.0.9,45
C.0.1,35 D.0.1,45

【解析】　x=Pt<17( )=1-P 17≤t≤19( )=1-0.06×1-0.04×1=0.9,

y=50P 15≤t≤17( )=50× 0.34+0.36( )=35.故选 A.
【变式1】　(2006·重庆理,6)为了了解某地区高三学生的身体状况,抽查了该地区100

名17.5~18岁的男生体重(千克),得到频率分布直方图(如图13-14所示).
由图知这100名学生在 56.5,64.5[ )的学生人数为(　　).
A.20 B.30 C.40 D.50

图　13-14
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心得体会【变式2】　(2009·江苏无锡)为了了解高三学生的身体状况,抽取调查了部分学生的体

重,得频率分布直方图(如图13-15所示),已知图中从左到右的前3个小组的

频率之比为1∶2∶3,第2小组的频数为12,则抽取的男生人数是　　　　.

图　13-15

【变式3】　(2011·课标全国理,19)某种产品的质量以其质量指标值衡量,质量指标值越

大表明质量越好,且质量指标值大于或等于102的产品为优质品.现用两种新

配方(分别成为A 配方和B 配方)做试验,各生产了100件这样的产品,并测

量了每件产品的质量指标值,得到了下面试验结果.
A 配方的频数分布表

指标值分组 90,94[ ) 94,98[ ) 98,102[ ) 102,106[ ) 106,110[ )

频数 8 20 42 22 8

B 配方的频数分布表

指标值分组 90,94[ ) 94,98[ ) 98,102[ ) 102,106[ ) 106,110[ )

频数 4 12 42 32 10

(1)分别估计用A 配方,B 配方生产的产品的优质品率;
(2)已知用B 配方生产的一件产品的利润y(单位:元)

与其质量指标值t的关系式为y=
-2,t<94,

2,94≤t<102,

4,t≥102.

ì

î

í 从用B 配方生产的产品中

任取一件,其利润记为X(单位:元),求X 的分布列及数学期望(以试验结果

中质量指标值落入各组的频率作为一件产品的质量指标值落入相应组的概

率).
【变式4】　(2011·天津文,15)编号分别为A1,A2,…,A16的16名篮球运动员在某次训

练比赛中的得分记录如下:

运动员编号 A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8

得分 15 35 21 28 25 36 18 34

运动员编号 A9 A10 A11 A12 A13 A14 A15 A16

得分 17 26 25 33 22 12 31 38

(1)将得分在对应区间内的人数填入相应的空格.

区间 10,20[ ) 20,30[ ) [30,40]

人数
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心得体会 (2)从得分在区间 20,30[ )内的运动员中随机抽取2人,

①用运动员编号列出所有可能的抽取结果;

②求这2人得分之和大于50的概率.
【变式5】　甲、乙、丙三名运动员在某次测试中各射击20次,三人测试成绩的频率分布条

形图分别如图13-16(1),(2),(3)报培育,若S甲 ,S乙 ,S丙 分别表示他们测试成

绩的标准差,则(　　).
A.S甲 <S乙 <S丙 B.S甲 <S丙 <S乙 C.S乙 <S甲 <S丙 D.S丙 <S甲 <S乙

»•˚�

˘�´˚

0.25

7 8 9 10

£¤1£'
»•˚�

˘�´˚

0.20

7 8 9 10

£¤2£'
»•˚�

˘�´˚

0.20
0.300.30

7 8 9 10

£¤3£'

图　13-16
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈题型183　线性回归方程

【例13.10】　(2007·广东理,8)如表13-8所示,其中提供了某厂节能降耗技术改造后生

产甲产品过程中记录的产量x(吨)与相应的生产耗能y(吨)标准煤的几组

对照数据.
表　13-8

x 3 4 5 6

y 2.5 3 4 4.5

(1)请画出表示数据的散点图;
(2)请根据上表提供的数据,用最小二乘法求出y 关于x 的线性回归方

程̂y=̂bx+̂a;
(3)已知该厂技改前生产100吨甲产品的生产耗能为90吨标准煤,试根据

(2)求得的回归方程,预测生产100吨甲产品耗能比技改前节省多少吨标

准煤.
(参考数值:3×2.5+4×3+5×4+6×4.5=66.5).

【解析】　(1)由题设所给数据,可得散点图(如图13-17所示)上的点基本在一条直线附

近,数据正相关,存在回归方程.

图　13-17
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心得体会表　13-9

xi xi-■x xi-■x( )2 xi-■x( ) yi-■y( ) yi-■y yi

3 -1.5 2.25 1.5 -1 2.5

4 -0.5 0.25 0.25 -0.5 3

5 0.5 0.25 0.25 0.5 4

6 1.5 2.25 1.5 1 4.5

■x=4.5 ∑
4

i=1
xi-■x( )2=5 ∑

4

i=1
xi-■x( ) yi-■y( ) =3.5 ■y=3.5

(2)由表13-9,̂b=
∑
4

i=1
(xi-■x)(yi-■y)

∑
4

i=1
(xi-■x)2

=3.5
5 =0.7,̂a=■y-̂b■x=3.5,即x,y的回

归方程为ŷ=3.5+0.7x.
(3)由(2)的回归方程及技改前生产100吨甲产品的生产能耗,得节省的生产耗

能为90- 0.7×100+0.35( )=19.65(吨标准煤).
【变式1】　(2011·山东理,7)某产品的广告费用x 与销售额y 的统计数据如表13-10

所示:
表　13-10

广告费用x(万元) 4 2 3 5

销售额y(万元) 49 26 39 54

根据上表可得回归方程ŷ=̂bx+̂a中的b̂ 为9.4,据此模型预报广告费用为6
万元时销售额为(　　).
A.63.6万元 B.65.5万元 C.67.7万元 D.72.0万元

【变式2】　(2011·辽宁理,14)调查了某地若干户家庭的年收入x(单位:万元)和年饮食

支出y(单位:万元),调查显示年收入x与年饮食支出y 具有线性相关关系,
并由调查数据得到y对x 的回归直线方程:̂y=0.254x+0.321.由回归直线

方程可知,家庭年收入每增加1万元,年饮食支出平均增加 　　　　万元.

x

l

y

l

O

图　13-18

【变式3】　(2011·陕西理,9)设(x1,y1),(x2,y2),…,(xn,

yn)是变量x和y 的n 个样本点,直线l是由这些

样本点通过最小二乘法得到的线性回归直线(如
图13-18所示),以下结论中正确的是(　　).
A.x和y 的相关系数为直线l的斜率

B.x和y 的相关系数在0到1之间

C.当n为偶数时,分布在l两侧的样本点的个数

一定相同

D.直线l过点 ■x,■y( )

【变式4】　(2011·江西文,8)为了解儿子身高与其父亲身高的关系,随机抽取5对父子

的身高数据如下:
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心得体会 父亲身高x(cm) 174 176 176 176 178

儿子身高y(cm) 175 175 176 177 177

则y对x 的线性回归方程为(　　).

A.y=x-1 B.y=x+1 C.y=88+1
2x D.y=176

【变式5】　(2011·广东理,13)某数学老师身高176cm,他爷爷,父亲,儿子的身高分别是

173cm,170cm,和182cm,因儿子的身高与父亲的身高有关,该老师用线性回归

分析的方法预测他孙子的身高是　　　　cm.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈题型184　独立性检验

【例13.11】　(2010·课标全国理,19)为调查某地区老年人是否需要志愿者提供帮助,用
简单随机抽样方式调查了500位老人,结果如表13-11所示.

表　13-11

　　　　 　 　　　性别

是否需要志愿者
男 女

需要 40 30

不需要 160 270

(1)估计该地区老年人中,需要志愿者提供帮助的老年人比例;
(2)能否有99%的把握认为该地区的老年人是否需要志愿者帮助与性别

有关?
(3)根据(2)的结论,能否提出更好的调查方法来估计该地区老年人中,需要

志愿者提供帮助的老年人比例? 说明理由.
【解析】　(1)调查的500位老年人中,有70位需要志愿者提供帮助,因此该地区老年人

中,需要帮助的老年人的比例的估计值为70
500=14

100.

(2)列出2×2列表(如表13-12所示)
表　13-12

　　　　 　 　　　性别

是否需要
男 女 合计

需要　 40 30 70

不需要 160 270 430

合计　 200 300 500

K2=500× 40×270-30×160( )2

200×300×70×430 ≈9.967,

由于9.967>6.635,所以有99%的把握认为该地区的老年人是否需要志愿者

帮助与性别有关.
(3)由(2)的结论知,该地区老年人是否需要帮助与性别有关,并且从样本数据

能看出,该地区男性老年人与女性老年人中需要帮助的比例有明显差异,因此

在调查中,先确定该地区老年人中男、女的比例,再把老年人分成男、女两层并

采用分层抽样方法比采用简单随机抽样方法更好.
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心得体会【变式1】　为比较注射A,B 两种药物产生的皮肤疱疹的面积,选200只家兔做试验,将
这200只家兔随机地分成两组,每组100只,其中一组注射药物A,另一组注

射药物B.表13-13和表13-14分别是注射药物A 和药物B 后皮肤疱疹面积

的频率分布(疱疹面积单位:mm2).
表　13-13

疱疹面积 [60,65) [65,70) [70,75) [75,80)

频数 30 40 20 10

表　13-14

疱疹面积 [60,65) [65,70) [70,75) [75,80) [80,85)

频数 10 25 20 30 15

(1)完成图13-18和图13-19所示的分别注射药物A 和B 后皮肤疱疹面积的

频率分布直方图,并比较注射两种药物后疱疹面积的中位数大小;

图　13-18

图　13-19

(2)完成表13-15所示的2×2列联表,并回答能否有99.9%的把握认为注射

药物A 后的疱疹面积与注射药物B 的疱疹面积有差异.
表　13-15

疱疹面积小于70mm2 疱疹面积不小于70mm2 合计

注射药物A a= b=

注射药物B c= d=

合计
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心得体会
附:K2= nad-bc( )2

a+b( ) c+d( ) a+c( ) b+d( )
.

P K2≥k( ) 0.100　0.050　0.025　0.010　0.010

k 2.706　3.841　5.024　6.635　10.828

【变式2】　(2011·湖南理,4)通过随机询问110名性别不同的大学生是否爱好某项运

动,得到如下的列联表(如表13-16所示).
表　13-16

男 女 总计

爱好 a=40 b=20 60

不爱好 c=20 d=30 50

总计 60 50 n( )110

由K2= n(ad-bc)2
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)算得,K2=110×(40×30-20×20)2

60×50×60×50 ≈7.8.

参照表13-17,得到的正确结论是(　　).
A.在犯错误的概率不超过0.1%的前提下,认为“爱好该项运动与性别有关”

B.在犯错误的概率不超过0.1%的前提下,认为“爱好该项运动与性别无关”

C.有99%以上的把握认为“爱好该项运动与性别有关”

D.有99%以上的把握认为“爱好该项运动与性别无关”
表　13-17

P(K2≥k) 0.050 0.010 0.001

k 3.841 6.635 10.828
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第一节　合情推理与演绎推理

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.了解合情推理的含义,能利用归纳和类比进行简单的推理,了解合情推理在数学发

现中的作用

2.了解演绎推理的重要性,掌握其基本模式,并能进行一些简单的推理.
3.了解合情推理和演绎推理的联系和差异.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　作为新课标新增加的内容,主要考查归纳推理和类比推理,在选择题、填空题和

解答题中均有渗透.主要题型结构为:根据条件,归纳、猜想一个结论,然后证明该

结论.

知识点精讲

1.合情推理

合情推理含归纳推理和类比推理两种基本推理方法.
(1)归纳推理:根据某类事物的部分对象具有的某些特征,推出该类事物的全部对象

都具有这种特征的推理,是“部分到整体,个别到一般”的推理,属不完全归纳推理.
(2)类比推理:两类对象具有某些类似特征和其中一类对象的某些已知特征,推出另

一类对象也具有相似特征的推理,是“特殊到特殊”的推理.

2.演绎推理

演绎推理就是根据一般性的真命题(或逻辑规则)导出特殊性命题为真的推理.常用

的演绎推理规则有:假言推理;三段论推理;传递性关系推理和完全归纳推理.特别是“三
段论”推理,其模式为:

(1)大前提———已知的一般结论.
(2)小前提———所研究的特殊情况.
(3)结论———根据一般结论,对特殊情况做出判断如下.
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心得体会 ①若S∈M,则S有性质P;②检验,S′∈M;③故S′具有性质P.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈题型185　归纳猜想

思路提示:举出足够多的特例,归纳出一般结论.

【例14.1】　(2008·湖北理,15)观察下列等式:

∑
n

i=1
i=1

2n2+1
2n,

∑
n

i=1
i2=1

3n3+1
2n2+1

6n,

∑
n

i=1
i3=1

4n4+1
2n3+1

4n2,

∑
n

i=1
i4=1

5n5+1
2n4+1

3n3-1
30n

,

∑
n

i=1
i5=1

6n6+1
2n5+5

12n
4-1

12n
2,

∑
n

i=1
i6=1

7n7+1
2n6+1

2n5-1
6n3+1

42n
2,

…………

∑
n

i=1
ik=ak+1nk+1+aknk+ak-1nk-1+ak-2nk-2+…+a1n+a0.

可以推测当k≥2k∈Ν∗( )时,ak+1= 1
k+1

,ak=1
2

,ak-1=　　,ak-2=　　.

【解析】　k　　　　　ak-1　　　　　ak-2

k=2 a1=1
6=2

12 a0=0

k=3 a2=1
4=3

12 a1=0

k=4 a3=1
3=4

12 a2=0　⇒ak-1=k
12

,ak-2=0.

k=5 a4=5
12 a3=0

k=6 a5=1
2=6

12 a4=0

【变式1】　观察 7+ 15<2 11, 5.5+ 16.5<2 11, 3- 3+ 19+ 3<2 11,

…,试归纳出 a+b<2 11的一个条件　　　　(考虑一下如何证明).
【变式2】　观察下列两组三角恒等式,请各归纳出一个一般三角恒等式,并思考一下如何

证明?

(1)sin215°+sin275°+sin2135°=3
2

,sin230°+sin290°+sin2150°=3
2

,

sin245°+sin2105°+sin2165°=3
2

,sin260°+sin2120°+sin2180°=3
2.
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心得体会(2)sin210°+sin10°sin50°+sin250°=3
4

,sin215°+sin15°sin45°+sin245°=3
4

,

sin220°+sin20°sin40°+sin240°=3
4

,sin225°+sin25°sin35°+sin235°=3
4.

【变式3】　f0(x)=cosx,f1(x)=f′0(x),f2(x)=f′1(x),…,fn+1(x)=f′n(x)(n∈Ν),则

f2010(x)=(　　).
A.-sinx　　　　B.-cosx　　　　C.sinx　　　　D.cosx

【变式4】　(2009·上海春,3)以下是面点师一个工作环节的数学模型:
如图14-1所示,在数轴上取闭区间 0,1[ ],对折(1与0两点重合)后再均匀地

拉成一个单位长线段(原来的3
4

和1
4

变为1
2

、1
2

变为1等)算一次操作,重复操

作,第n次操作后变为1的点有　　　　个.

图　14-1

【变式5】　(2011·山东理,15)设函数f(x)= x
x+2x>0( ),观察:

f1(x)=f(x)= x
x+2

,

f2(x)=f(f1(x))= x
3x+4

,

f3(x)=f(f2(x))= x
7x+8

,

f4(x)=f(f3(x))= x
15x+16

,

……
根据以上事实,由归纳推理可得:
当n∈Ν∗ 且n≥2时,fn(x)=f(fn-1(x))=　　　　.

【变式6】　n个自然数按规律排成下表:

0　3→4　7→8　11…

图　14-2

　　　　 ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑
1→2　5→6　9→10
依此规律,从2002→2004,箭头方向应为(　　).
A.↓→ B.→↑
C.↑→ D.→↓

【变式7】　观察如图14-2所示的3×3,4×4图中,数字规

律,在10×10图中,100个数字的总和为　　　.
【变式8】　(2011·江西理,7)观察下列各式:55=3125,56=15625,57=78125,…,则52011

的末四位数字为 (　　).
A.3125 B.5625
C.0625 D.8125
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在所有不同的着色方案中,黑色正方形互不相邻

∙∙∙∙
的着色方案如下图所示:

n=4

n=3

n=2

n=1

由此推断,当n=6时,黑色正方形互不相邻
∙∙∙∙

的着色方案共有　　　种,至少有

两个黑色正方形相邻
∙∙

的着色方案共有　　　种(结果用数值表示).
【变式10】　(2011·陕西理,13)观察下列等式

1=1
2+3+4=9
3+4+5+6+7=25
4+5+6+7+8+9+10=49
……

照此规律,第n个等式为　　　　.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈题型186　类比推理

思路提示:抓住类比推理中两类对象的类似特征,并且吃透其中一类对象的已知特征

的本质,实现类比的转化.

【例14.2】　已知正三角形内切圆半径是高的1
3

,把这个结论类比到正四面体,类似的结

论应该是　　　　　.
【解析】　正三角形内切圆和正四面体内切球这两类对象的相似特征为“正三角形内切圆

圆心到正三角形三边等距,正四面体内切球球心到正四面体四个面等距”,这就

是类比转化的条件所在,如图14-3所示,由性质知正三角形内切圆圆心O1 也

是正三角形的垂心,O1 在BC 边的高AD 上,连接O1A,O1B,O1C,△O1AB≌

△O1BC≌△O1AC,S△ABC =3S△O1BC ⇒1
2BC·AD=3×1

2BC·O1D⇒O1D=

1
3AD.如图14-4所示,类比正四面体ABCD 内切球球心O2 在四面体的高AH

上,连接O2A,O2B,O2C,O2D,O2-ADC≌O2-ABC≌O2-ABD≌O2-BCD,

VA-BCD=4VO2-BCD,1
3S△BCD·AH=4×1

3S△BCD ·O2H⇒O2H=1
4AH. 故类似

的结论为:正四面体内切球半径是高的1
4.
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图　14-3

　　　　　　
图　14-4

【变式1】　设P 为△ABC内一点,△ABC三边上的高为hA,hB,hC,P 到三边的距离为

lA,lB,lC,则有lA

hA
+lB

hB
+lC

hC
=　　　　　.

类比到空间,设P 是四面体ABCD 内一点,四顶点到对面的距离分别为hA,

hB,hC,hD,点P 到四个面的距离为lA,lB,lC,lD,则有　　　　　.
【变式2】　平面直角坐标系中,直线的一般方程为Ax+By+C=0 A2+B2>0( ),圆心在

C x0,y0( ),半径为r>0的圆的方程为 x-x0( )2+ y-y0( )2=r2,类比到空间

直角坐标系内平面的一般方程为①　　　　　,球心在C x0,y0,z0( ),半径为

r>0的球面的方程为②　　　　　.

【变式3】　(1)已知数列 an{ }为等差数列,bn=a1+a2+…+an

n
,则数列 bn{ }为　　　　

数列;
(2)正项等比数列 an{ }与(1)类比的写出一个结论,试证明之.

【变式4】　在△ABC中,∠C=90°,则cos2A+cos2B=1,用类比推理猜想三棱锥的性质,
并证明之.

【变式5】　已知△ABC 的三边长为a,b,c,内切圆半径为r,则△ABC 的面积S△ABC =
r
2 a+b+c( ),类比三棱锥A-BCD 内切球半径为R,则三棱锥的体积VA-BCD

=　　　　　.

【变式6】　在椭圆C∶x2

a2+y2

b2 =1a>b>0( ) 中,F1 与F2 为C 的两个焦点,P 为C 上动

点,过F2 作∠F1PF2 的外角平分线的垂线,则垂足的轨迹是一个圆.类比椭

圆的这一命题,写出一个关于双曲线的命题.

第二节　直接证明和间接证明

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈1.了解直接证明的两种基本方法———分析法和综合法;了解分析法和综合法的思考

过程、特点.
2.了解间接证明的一种基本方法———反证法;了解反证法的思考过程、特点.
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命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈ 　　作为新课标的新知识点,该部分内容多作为数学方法隐含在许多题中.作为证明

方法,一定要抓住证题模式,确保证明的严密性.

知识点精讲

1.直接法

　　直接法包括综合法和分析法.
(1)综合法:从已知条件和结论出发,以演绎推理中的“三段论”规则为工具,推出未

知结论,其模式为A⇒B,B⇒C,C⇒D⇒“A⇒D 成立”.
(2)分析法:从欲证结论出发,对结论进行等价变形,建立未知结论和已知“条件,结

论”的因果关系,其模式为:欲证D 成立即证C 成立,即证B 成立,即要A 成立,因A 成立

故D 成立.

2.间接法　分类讨论法(肯定或排除)

间接法即反证法,就是证明欲证命题的等价命题———逆否命题.其模式为:欲证若p
则q,等价证■q则■p,可设q不成立,推出p不成立或与某已成立的结论矛盾⇒设q不

成立为错,故q成立.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型187　综合法与分析法证明

【例14.3】　试证明对一切α∈R,sin2α+sinαsin60°-α( )+sin2 60°-α( )=3
4.

【证明】　因为sin2α=1
2 1-cos2α( ),sin2 60°-α( )=1

2 1-cos120°-2α( )[ ],

又sinαsin60°-α( )=1
2 cosαcos60°-α( )+sinαsin60°-α( )[ ]{

- cosαcos60°-α( )-sinαsin60°-α( )[ ] } =1
2cos2α-60°( )-1

2cos60°.

故sin2α+sinαsin60°-α( )+sin2 60°-α( )

=1
2 1-cos2α( )+1

2 1-cos120°-2α( )[ ]+1
2cos2α-60°( )-1

4

=3
4-1

2 cos2α+cos120°cos2α+sin120°sin2α( -cos2αcos60°-sin2αsin60°)

=3
4.

【变式1】　(2008·福建理,22)已知函数f(x)=ln1+x( )-x.
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(2)记f(x)在区间 0,n[ ] n∈Ν∗( )上的最小值为bn,令an=ln1+n( )-bn.

①对一切n∈Ν∗ ,不等式 an < an+2 - c
an+2

恒成立,求实数c的取值

范围;

②求证:a2

a1
+a1a3

a2a4
+…+a1a3…a2n-1

a2a4…a2n
< 2an+1-1.

【变式2】　(2008·浙江宁波十校联考)在数列 an{ }中,a1=a2=3且数列 an+an+1{ }和数

列 an+1-2an{ }分别是公比为2和-1的等比数列.
(1)求 an{ }的通项公式;

(2)当k为正奇数时,求证:1
ak

+ 1
ak+1

< 3
2k+1;

(3)当n∈Ν∗ 时,求证:1
a1

+1
a2

+…+ 1
a2n-1

+1
a2n

<1.

【例14.4】　给定实数a,a≠0且a≠1,设函数y=x-1
ax-1 x∈R,且x≠1

a
æ

è

ö

ø
. 求证:经过

该函数图像上任意两个不同点的直线不平行于x轴.
【解析】　用反证法.假设命题不成立,即图像上存在两点A x1,y1( ),B x2,y2( ),过AB

的直线平行于x轴,则有y1=y2 x1≠x2( ),即x1-1
ax1-1=x2-1

ax2-1
,

故 x1-1( ) ax2-1( )= x2-1( ) ax1-1( ),
即ax1x2-ax2-x1+1=ax1x2-ax1-x2+1,
即ax1-x2( )- x1-x2( )=0⇒ a-1( ) x1-x2( )=0,
因为x1≠x2,故x1-x2≠0,即a-1=0,即a=1,与已知矛盾,
故假设不成立,欲证命题成立.

【变式1】　已知a,b,c∈R,a+b+c>0,ab+bc+ac>0,abc>0,求证:a>0,b>0,c>0.
【变式2】　用反证法证明命题“三角形内角中至少有一个不大于60°的角”时,假设正确的

是(　　).
A.假设三内角都不大于60°　　　　　B.假设三内角都大于60°
C.假设三内角至多有一个大于60° D.假设三内角至多有两个大于60°

【变式3】　(2009·江苏无锡)设函数f(x)=ax2+bx+c且f(1)=-a
2

,3a>2c>2b.

求证:(1)a>0,且-3<b
a<-3

4
;

(2)函数f(x)在 0,2( )中至少有一个零点;

(3)设x1,x2 是f(x)的两个零点,则 2≤ x1-x2 < 57
4 .

【变式4】　在△ABC中,∠A,∠B,∠C成等差数列,其对边分别为a,b,c.

求证:1
a+b+ 1

b+c= 3
a+b+c.

【变式5】　(2008·江苏南通)如果a a+bb>a b+b a,则a,b满足的条件是

　　　　.
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求证:an+bn>akbn-k+bkan-k.

第三节　数学归纳法

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈ 　　了解数学归纳法的原理,能用数学归纳法证明一些简单的数学命题.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈ 　　数学归纳法是高考的一个新热点,常与不完全归纳法相结合,形成“观察—归

纳—猜想—证明”的热门考点.

知识点精讲

1.定义

数学归纳法也叫完全归纳法,可用来证明某些与自然数有关的数学命题,其直观模

型为“多米诺骨牌”.

2.数学归纳法的证题格式

数学归纳法的证题格式为:
(1)先证当n=n0(n0 为某一个初始自然数,常取n0=1)时命题成立(第一块“多米诺

骨牌”倒下).
(2)假设n=kk≥n0( ) 时命题成立,并在此前提下可以推出n=k+1时命题也成立

(每次倒下的骨牌具有“前倒推后倒”的功能).
(3)由(1)(2),命题对一切n≥n0 的自然数恒成立.
数学归纳法的完成,(1),(2),(3)步缺一不可.

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型188　数学归纳法的完善

【例14.5】　用数学归纳法证明1+a+a2+…+an+1=1-an+2

1-a a≠1,n∈Ν∗( ),在验证

n=1时等式成立时,等式左边的项应为(　　).
A.1　　　　　　　　　　　　　　　B.1+a
C.1+a+a2 D.1+a+a2+a4
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【评注】　正确认识1+a+a2+…+an+1的意义:以1为首项,an+1为末项,指数逐项加1.

【变式1】　用数学归纳法证明1-1
2+1

3-1
4+…+ 1

2n-1-1
2n= 1

n+1+ 1
n+2+…+

1
n+n

时,从n=k到n=k+1,左边要添加的项为(　　).

A. 1
2k+1 B. 1

2k+2- 1
2k+4

C. 1
2k+1- 1

2k+2 D.- 1
2k+2

【变式2】　用数学归纳法证明不等式 1
n+1+ 1

n+2+…+ 1
n+n>1

3 n∈Ν∗( ) 时,由n=k

推导n=k+1,不等式左边应增加的式子为　　　　.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈题型189　证明恒等式

【例14.6】　用数学归纳法证明:

1-1
2+1

3-1
4+…+ 1

2n-1-1
2n= 1

n+1+ 1
n+2+…+ 1

n+nn∈Ν∗( ).

【解析】　①n=1时,左边=1-1
2=1

2
,右边= 1

1+1=1
2

,左边=右边.

②假设当n=k时,等式成立,即1-1
2+1

3-1
4+…+ 1

2k-1-1
2k= 1

k+1+

1
k+2+…+ 1

k+k
,则当n=k+1时,

左边=1-1
2+1

3-1
4+…+ 1

2k-1-1
2k+ 1

2k+1- 1
k+1( )+ k+1( )

= 1
k+1+ 1

k+2+…+ 1
k+k+ 1

2k+1- 1
2k+2

= 1
k+1( )+1+ 1

k+1( )+2+…+1
2k+ 1

2k+1+ 1
k+1- 1

2k+2
æ

è

ö

ø

= 1
k+1( )+1+ 1

k+1( )+2+…+ 1
k+1( )+k+ 1

k+1( )+ k+1( )
=右边.

故n=k+1时等式也成立.

由①,②得,1-1
2+1

3-1
4+…+ 1

2n-1-1
2n= 1

n+1+ 1
n+2+…+ 1

n+n
对一切n∈Ν∗ 成立.

【变式1】　证明:1+a+a2+…+an+1=1-an+2

1-a n∈Ν∗ ,a≠1( ).

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型190　整除问题

【例14.7】　证明当n为正奇数时,xn+yn 能被x+y整除.
【解析】　①当n=1时,x1+y1 能被x+y整除.

②假设n=2k-1n∈Ν∗( )时,x2k-1+y2k-1能被x+y整除,
即x2k-1+y2k-1=m x+y( )(m 为整式),则x2k-1=m x+y( )-y2k-1.
当n=2k+1( )-1=2k+1时,
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心得体会 x2k+1+y2k+1=x2k-1·x2+y2k+1= m x+y( )-y2k-1[ ]x2+y2k+1

=mx2 x+y( )-y2k-1 x2-y2( )= x+y( ) mx2+y2k-1 y-x( )[ ].
因为mx2+y2k-1 y-x( )是整式,所以x2k+1+y2k+1能被 x+y( )整除.
由①,②知,当n为正奇数时,xn+yn 能被x+y整除.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型191　不等式证明

【例14.8】　用数学归纳法证明:1+1
2+1

3+…+ 1
2n-1<nn∈Ν∗ ,n≥2( ).

【解析】　①n=2时,左边=1+1
2+1

3=11
6

,右边=2,左边小于右边.

②假设当n=kk≥2,k∈Ν∗( )时,不等式成立,即1+1
2+1

3+…+ 1
2k-1<k,

则当n=k+1时,左边=1+1
2+1

3+…+ 1
2k-1+1

2k+…+ 1
2k+1-1

<k+1
2k+ 1

2k+1+…+ 1
2k+1-1

■ ■■—————— ——————
2k个

<k+2k

2k=k+1=右边,

即1+1
2+…+ 1

2k+1-1<k+1也成立.

由①,②知,对一切n∈Ν∗ ,n≥2,1+1
2+…+ 1

2n-1<n成立.

【变式1】　对一切n∈Ν∗ ,1
n+1+ 1

n+2+…+ 1
n+n>1

3.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型192　递推公式导出{an}通项公式的猜证及有关问题的证明

【例14.9】　(2008·辽宁理,21)在数列 an{ },bn{ }中,a1=2,b1=4,且an,bn,an+1成等差

数列,bn,an+1,bn+1成等比数列.
(1)求a2,a3,a4,b2,b3,b4,猜想 an{ },bn{ }的通项公式,并证明之.

(2)证明: 1
a1+b1

+ 1
a2+b2

+…+ 1
an+bn

<5
12.

【解析】　(1)a2=6,a3=12,a4=20;b2=9,b3=16,b4=25,
猜得an=nn+1( ),bn= n+1( )2.
①n=1时,a1=1×2=2,b1= 1+1( )2=4成立.
②设当n=kk∈Ν∗( )时,ak=kk+1( ),bk= k+1( )2,
依题意,ak+ak+1=2bk,则ak+1=2bk-ak

=2k+1( )2-kk+1( )= k+1( ) k+1( )+1[ ],

bkbk+1=a2
k+1⇒ 1+k( )2bk+1= k+1( )2 k+2( )2,则bk+1= k+1( )+1[ ]2.

由①,②知,an=nn+1( ),bn= n+1( )2 对一切n∈Ν∗ 成立.
(2)an+bn=nn+1( )+ n+1( )2= n+1( ) 2n+1( )>2nn+1( ),

1
a1+b1

=1
6

, 1
a2+b2

<1
2× 1

2×3
,…, 1

an+bn
<1

2× 1
nn+1( )

.
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a1+b1

+ 1
a2+b2

+…+ 1
an+bn

<1
6+1

2
1

2×3+ 1
3×4+…+ 1

nn+1( )[ ]

=1
6+1

2
1
2- 1

n+1
æ

è

ö

ø
<1

6+1
4=5

12.

【评注】　(1)不能用数学归纳法证明,原因是:右边为常数,左边前面 1
a1+b1

固定,后面通

项加正数.

(2)不能从 1
a1+b1

<1
1

1
1-1

2
æ

è

ö

ø
开始,否则无法证明.

【变式1】　(2006·陕西理,22)已知函数f(x)=x3-x2+x
2+1

4
,存在x0∈ 0,1

2
æ

è

ö

ø
,

f(x0)=x0.
(1)证明:函数f(x)在R上是单调增函数;

(2)设x1=0,y1=1
2

,xn+1=f(xn),yn+1=f(yn)(n∈N∗ ).

证明:xn<xn+1<x0<yn+1<yn.

【变式2】　已知数列 an{ }中,Sn 表示其前n 项和,a1=1,当n≥2时,an,Sn,Sn-1
2

成等比

数列.
(1)求a2,a3,a4,猜想 an{ }的通项公式;
(2)证明(1)的结论.

【变式3】　(2008·天津南开)设f(x)满足2f(x)-f(1
x

)=4x-2
x +1,数列 an{ },

bn{ }满足a1=1,an+1-2an=f(n),bn=an+1-an n∈Ν∗( ).
(1)求f(x)的解析式;
(2)求数列 bn{ }的通项公式;
(3)试比较2an 和bn 的大小,并证明结论.



第十五章　复数

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.理解复数的基本概念.

2.理解复数相等的充要条件.
3.了解复数的代数表示法及其几何意义.
4.会进行复数代数形式的四则运算.
5.了解复数代数形式的加、减运算的几何意义.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈ 　　复数的代数运算、代数表示及几何意义是高考的必考内容,题型为选择题与填空

题,考题难度为低档.

知识点精讲

一、基本概念

(1)i叫虚数单位,满足i2=-1,当k∈Ζ时,i4k=1,i4k+1=i,i4k+2=-1,i4k+3=-i.
(2)形如a+bia,b∈R( )的数叫复数,记作a+bi∈C.
①复数z=a+bia,b∈R( )与复平面上的点za,b( )一一对应.
a叫z的实部,b叫z 的虚部;b=0⇔z∈R,z点组成实轴;b≠0,z叫虚数;b≠0且

a=0,z叫纯虚数,纯虚数对应点组成虚轴(不含原点).

②两个复数a+bi,c+dia,b,c,d∈R( )相等⇔
a=c
b=d{ (两复数对应同一点).

二、基本运算、性质

1.复数运算

(1)a+bi( )± c+di( )= a±c( )+ b±d( )i.
(2)a+bi( )· c+di( )= ac-bd( )+ ad+bc( )i.
a+bi( )· a-bi( )=z·■z=a2+b2= z 2(注意|z|2≠z2)

z+■z=2a∈R{ .
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(3)a+bi
c+di= a+bi( ) c-di( )

c+di( ) c-di( )
= ac+bd( )+ bc-ad( )i

c2+d2 c2+d2≠0( ).

实数的全部运算律(加法和乘法的交换律、结合律、分配律及整数指数幂运算法则)
都适用于复数.

2.复数的几何意义

如图15-1所示,复数的几何意义为:

(1)z=a+bi=OZ→ a,b∈R( ),z1-z2 = z2z1
→ = a1-a2( )2+ b1-b2( )2 ,

图　15-1

z = OZ→ = a2+b2.
(2)OZ→=OZ1

→+OZ2
→=z1+z2,Z1Z2

→=OZ1
→-OZ2

→=z1-z2.
z1 - z2 ≤ z1±z2 ≤ z1 + z2 (三角不等式:三角形

边的不等关系推广).

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ 题型193　复数的概念、代数运算和两个复数相等的条件

【例15.1】　(2008·山东理,2)设复数z的共轭复数为■z,z+■z=4,z■z=8,则■z
z=(　　).

A.i B.-i C.±1 D.±i
【解析】　设z=a+bia,b∈R( ),则■z=a-bi,

由z+■z=4,z■z=8,得

a+bi+a-bi=2a=4
a+bi( ) a-bi( )=a2+b2=8{ ,解得

a=2
b=±2{ .

⇒■z
z=■z2

z■z= a-bi( )2

a2+b2 = 2±2i( )2

8 =±8i
8 =±i.故选D.

【变式1】　(2008·宁夏、海南理,2)已知复数z=1-i,则z2-2z
z-1 =(　　).

A.2i B.-2i　　　　　C.2　　　　　D.-2

【变式2】　(2008·天津理,1)i是虚数单位,i
3 i+1( )

i-1 =(　　).

A.-1 B.1 C.-i D.i

【变式3】　(2008·辽宁理,4) 1
-2+i+ 1

1-2i
的虚部为(　　).

A.1
5i B.1

5 C.-1
5i D.-1

5

【变式4】　(2008·浙江理,1)a∈R,a-i
1+i

是纯虚数,则a=(　　).

A.1 B.-1 C. 2 D.- 2
【变式5】　(2008·全国Ⅱ理,2)a,b∈R,且b≠0,复数 a+bi( )3∈R,则(　　).

A.b2=3a2 B.a2=3b2 C.b2=9a2 D.a2=9b2
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A.±2 2i B.-2 2i C.-2 2 D.2 2i
【变式7】　sin2θ-1+i 2cosθ+1( )是纯虚数,则θ=(　　).

A.2kπ-π
4 k∈Ζ( ) B.2kπ+π

4 k∈Ζ( )

C.2kπ±π
4 k∈Ζ( ) D.kπ

2+π
4 k∈Ζ( )

【变式8】　(2008·江苏,3)1+i
1-i=a+bia,b∈R( ),则a+b=　　　　.

【例15.2】　(2011·大纲全国理,1)复数z=1+i,■z为z 的共轭复数,则z■z-z-1等于

(　　).
A.-2i B.-i C.i D.2i

【解析】　z■z-z-1= 1+i( ) 1-i( )- 1+i( )-1=1-i2-1-i-1=-i.故选B.

【变式1】　(2011·课标全国理,1)复数2+i
1-2i

的共轭复数是(　　).

A.-3
5i B.35i C.-i D.i

【变式2】　(2011·江苏,3)设复数i满足i(z+1)=-3+2i(i为虚数单位),则z的实部

是　　　　.
【变式3】　(2011·湖南理,1)若a,b∈R,i为虚数单位,且(a+i)i=b+i,则(　　).

A.a=1,b=1 B.a=-1,b=1
C.a=-1,b=-1 D.a=1,b=-1

【变式4】　(2011·江西文,1)若 x-i( )i=y+2i,y∈R,则复数x+yi等于(　　).
A.-2-i B.2+i C.1-2i D.1+2i

【变式5】　(2011·上海理,19)已知复数z1满足(z1-2)(1+i)=1-i(i为虚数单位),复
数z2的虚部为2,且z1z2是实数,求z2.

【变式6】　(2011·北京理,2)复数i-2
1+2i=(　　).

A.i B.-i C.-4
5-3

5i D.-4
5+3

5i

【变式7】　(2011·重庆理,1)复数i2+i3+i4

1-i
等于(　　).

A.-1
2-1

2i B.-1
2+1

2i C.12-1
2i D.12+1

2i

【变式8】　(2011·湖北理,1)i为虚数单位,则 1+i
1-i

æ

è

ö

ø

2011
等于(　　).

A.-i B.-1 C.i D.1
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈题型194　复数的几何意义

思路提示:结合复数的几何意义,运用数形结合的思想,可把复数、解析几何有机地结

合在一起.

【例 15.3】　 (2007· 辽 宁 理,5)已 知 θ∈ 3π
4

,5π
4

æ

è

ö

ø
,则 复 数 z= cosθ+sinθ( ) +
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A.第一象限　　B.第二象限　　C.第三象限　　D.第四象限

【解析】　解法一:赋值法.在θ∈ 3π
4

,5π
4

æ

è

ö

ø
取特殊值θ=π⇒

cosθ=-1
sinθ=0{ ,

则z=-1+i在复平面上的对应点在第二象限.
解法二:图解法.

图　15-2

cosθ+sinθ=0,tanθ=-1,把复平面分成两块,
一块cosθ+sinθ>0,另一块cosθ+sinθ<0;

sinθ-cosθ=0,tanθ=1,把复平面分成两块,
一块sinθ-cosθ>0,另一块sinθ-cosθ<0.
依图15-2所示,z的实部cosθ+sinθ<0,
虚部sinθ-cosθ>0.
则复数z在复平面上的对应点在第二象限.

解法三:θ∈ 3π
4

,5π
4

æ

è

ö

ø
,θ+π

4∈ π,3π
2

æ

è

ö

ø
,θ-π

4∈ π
2

,πæ

è

ö

ø

则cosθ+sinθ= 2sin(θ+π
4

)<0,sinθ-cosθ= 2sin(θ-π
4

)>0,故z=(cosθ+

sinθ)+i(sinθ-cosθ)在复平面上对应的点在第二象限.故选B.
【评注】　解法一便捷,判断cosθ+sinθ>0(或<0)取一个θ值验证即可.
【变式1】　(2008·广东理,1)0<a<2,z=a+i,z 的取值范围为(　　).

A. 1,3( ) B. 1,5( ) C. 1,3( ) D. 1,5( )

【变式2】　(2011·辽宁理,1)a为正实数,i为虚数单位,a+i
i =2,则a等于(　　).

A.2 B.3 C.2 D.1
【变式3】　(2008·上海春,16)已知z∈C,且 z-2-2i =1,则 z+2-2i 的最小值为

(　　).
A.2 B.3 C.4 D.5

【变式4】　设z是复数,w=z+1
z∈R,-1<w<2.

(1)求 z 及z的实部的取值范围;

(2)若u=1-z
1+z

,分析u是否为纯虚数,并说明理由;

(3)求w-u2 的最小值.
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第一节　几何证明选讲(选修4-1)

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.了解平行线截割定理,会证明并应用直角三角形射影定理.

2.会证明并应用圆周角定理、圆的切线的判定定理及性质定理.
3.会证明并应用相交弦定理,圆内接四边形的性质定理与判定定理、切割线定理.
4.了解平行投影的含义、通过圆柱与平面的位置关系了解平行投影;会证平面与圆柱

面的截线是椭圆(特殊情形是圆).

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈ 　　主要考查圆周角定理、圆的切线的判定定理与性质定理以及圆内接四边形的性质.

知识点精讲

一、平行截割定理

1.平行线等分线段定理及其推论

(1)定理:如果一组平行线在一条直线上截得的线段相等,那么在任一条(与这组平

行线相交的)直线上截得的线段也相等.
(2)推论:经过梯形一腰的中点而平行于底边的直线平分另一腰.

2.平行截割定理及其推论

(1)定理:两条直线与一组平行线相交,它们被这组平行线截得的对应线段成比例.
(2)推论:平行于三角形一边的直线截其他两边,截得的三角形与原三角形的对应边

成比例.

二、相似三角形

1.相似三角形的判定

(1)判定定理:
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b.两边对应成比例且夹角相等的两个三角形相似.
c.三边对应成比例的两个三角形相似.
(2)推论:平行于三角形一边的直线和其他两边相交,所构成的三角形与原三角形

相似.
(3)直角三角形相似的特殊判定:斜边与一条直角边对应成比例的两个直角三角形

相似.

2.相似三角形的性质

相似三角形对应线段的比等于相似比,面积比等于相似比的平方.

3.直角三角形射影定理

直角三角形一条直角边的平方等于该直角边在斜边上的射影与斜边的乘积,斜边上

的高的平方等于两条直角边在斜边上的射影的乘积.

三、圆的切线

1.切线的性质及判定

(1)切线的性质定理:圆的切线垂直于经过切点的半径.
(2)切线的判定定理:经过半径的外端且与这条半径垂直的直线是圆的切线.

2.切线长定理

从圆外一点引圆的两条切线长相等.

四、相交弦定理

圆的两条相交弦,被交点分成的两段的积相等.

五、切割线定理

从圆外一点引圆的一条割线与一条切线,切线长是这点到割线与圆的两个交点的线

段长的等比中项.

六、圆内接四边形

1.圆内接四边形性质定理

圆内接四边形对角互补.

2.圆内接四边形判定定理

(1)如果四边形的对角互补,则此四边形内接于圆.
(2)若两点在一条线段同侧且对该线段张角相等,则此两点与线段两个端点共圆,特

别地,对定线段张角为直角的点共圆.
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题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

图　16-1

题型195　圆和直角三角形中长度与角的计算

思路提示:同圆中同弧上的圆周角相等(直径上圆周角为直角);直
线l切圆于点T⇔OT⊥l;若 NT1,NT2 切圆于 T1 和

T2⇒NT1=NT2;弦切角 ∠ATM 等于AT︵上的圆周角

∠ABT(如图16-1所示).

图　16-2

【例16.1】　如图16-2所示,AB 为圆O 的直径,MN 切圆O 于点

C,AD⊥MN 于D,BE⊥MN 于E,BE 交圆O 于F,

AD=3,BE=7.求:
(1)圆O 的半径;
(2)DE 的长.

【解析】　(1)连接OC,

图　16-3

MN 切圆O 于点C,OC⊥MN
AD⊥MN,BE⊥MN }⇒AD∥OC∥BE,

AO=BO⇒OC为梯形ABED 的中位线.

故半径OC=1
2 AD+BE( )=1

2× 3+7( )=5.

(2)如图 16-3 所示,连接 AF,因为 AB 为直径,所以

∠AFB=90°,所以DE=AF,又在Rt△ABF 中,

图　16-4

AF= AB2-BF2 = 102-42 =2 21.所以DE=2 21.
【变式1】　在△ABC中,AB=AC,∠C=72°,圆O过A,B两点,与BC切于

点B,与AC交于点D,连接BD,BC=5-1,则AC=　　　　.
【变式2】　(广东惠州一模)如图16-4所示,EB,EC是圆O 的两切线,

图　16-5

B,C为切点,A,D 是圆O 上两点,∠E=46°,∠DCF=32°,
则∠A=　　　　.

【变式3】　(2008·广东珠海)如图16-5所示,PA 切圆O 于A,PCB
为圆O 的割线且不过圆心O,∠BPA=30°,PA=2 3,PC
=1,则圆O 的半径为　　　　.

图　16-6

【变式4】　(2008·广东深圳)如图16-6所示,PT 为圆O的切线,

T为切点,PA交圆O于A,B 两点,∠TPA 的角平分线

交TA,TB于D,E,PT=2,PB= 3,则PA=　　　　,

TE
AD=　　　　.

【变式5】　(2011·北京理,5)如图16-7所示,AD,AE,BC 分别与圆O 切于点D,E,F,
延长AF 与圆O 交于另一点G,给出下列三个结论:①AD+AE=AB+BC+
CA;②AF·AG=AD·AE;③ △AFB∽ △ADG.其中正确结论的 序 号
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A.①② B.②③ C.①③ D.①②③

E

O
G

F

B DA

C

图　16-7

　　

O

A

C

BP

图　16-8

　　

A

D

F B E

C

图　16-9

【变式6】　(2011·广东理,15)如图16-8所示,过圆O 外一点P 分别作圆的切线和割线

交圆于A,B 两点,且PB=7,C是圆上一点使得BC=5,∠BAC=∠APB,则

AB=　　　　.
【变式7】　(2011·天津理,12)如图16-9所示,已知圆中两条弦AB 与CD 相交于点F,

E 是AB 延长线上一点,且DF=CF= 2,AF∶FB∶BE=4∶2∶1.若CE 与圆相

切,则线段CE 的长为　　　　.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈题型196　证明题

图　16-10

【例16.2】　(2008·江苏苏、锡、常、镇二模)如图16-10所示,圆O 外

一点P,PA 切圆O 于A,点M 为AP 的中点,MBC 为圆

O 的割线.求证:∠MCP=∠MPB.
【分析】　若∠MCP=∠MPB,必有△MPB∽△MCP.

【解析】　证:由切割线定理,得MA2=MB·MC
MA=MP }⇒MP2=MB·MC

图　16-11

⇒
MP
MB=MC

MP
∠PMB=∠CMP

{ ⇒△MPB∽△MCP

⇒∠MPB=∠MCP.
【变式1】　(2008·江苏,21)如图16-11所示,△ABC 外接圆的切

图　16-12

线AE 与BC 延长线交于点E,∠BAC 的平分线交BC 于

D. 求证:ED2=EC·EB.
【变式2】　(2008·宁夏、海南,22)如图16-12所示,过圆O 外一点

M 作圆的一条切线,切点为A,过点A 作直线AP 垂直于

直线OM,垂足为P.

图　16-13

(1)证明:OM·OP=OA2;
(2)N 为线段AP 上一点,直线NB 垂直于直线ON,且
交圆O 于点B,过B 点的切线交直线ON 于K.
证明:∠OKM=90°.

【变式3】　(2007·宁夏、海南,22)如图16-13所示,已知AP是圆O
的切线,P为切点,AC是圆O的割线,与圆O交于B,C两点,圆心O在∠PAC的

内部,点M 是BC的中点.
(1)证明:A,P,O,M 四点共圆;
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图　16-14

(2)求∠OAM+∠APM 的大小.
【变式4】　(2009·江苏,无锡)如图16-14所示,已知PA 与圆O相

切,A为切点,PBC为割线,弦CD∥AP,AD,BC相交于点

E,F为CE上一点,且DE2=EF·EC.
(1)求证:∠P=∠EDF;
(2)求证:CE·EB=EF·EP;
(3)若CE∶EB=3∶2,DE=6,EF=4,求PA 的长.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型197　空间图形问题转化为平面问题

【例16.3】　从球外一点引球的切线,则(　　).
A.可以引无数条切线,所有切点组成球的一个大圆

B.可以引无数条切线,所有切点组成球的一个小圆

C.只可以引两条切线,两切点的连线过球心

D.只可以引两条切线,两切点的连线不过球心

图　16-15

【解析】　如图16-15所示,圆O 为球的大圆,PT1、PT2 为圆O 的两条切

线,把圆O 以PO 为旋转轴,旋转得球O,因为OT1>O1T1,所以

切点T1 随之旋转为球O 的一个小圆.故选B.
【变式1】　若平面α与球O 相切,切点为M,则(　　).

A.经过点M 的直线都与球O 相切

B.不经过点M 的直线都与球O 相离

C.平面α内不经过点M 的直线有可能与球O 相切

D.平面α内经过点M 的直线都与球O 相切

【变式2】　已知球的半径R=6,过球外一点P 作球的切线长为8,则点P 到球面上任一

点Q 的最短距离为(　　).
A.3　　　　　　B.4　　　　　　C.5　　　　　　D.6

【变式3】　将一个圆柱形水杯(内有半杯水)倾斜成母线与桌面成60°时,杯内的水平面

(水不溢出)呈椭圆形,则该椭圆的离心率为(　　).

A.1
2 B. 2

2 C. 3
3 D. 3

2

第二节　坐标系与参数方程(选修4-4)

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.理解坐标系的作用.

2.了解在直角坐标系伸缩变换作用下平面图形的变化情况.
3.能在极坐标中用极坐标表示点的位置,理解在极坐标系和平面直角坐标系中表示

点的位置的区别,能进行极坐标和直角坐标的互化.
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┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈4.能在极坐标系中给出简单图形(如过极点的直线、过极点或圆心在极点的圆)的方

程.通过比较这些图形在极坐标和平面直角坐标系中的方程,理解用方程表示平面

图形时选择适当坐标系的意义.
5.了解柱坐标系、球坐标系中表示空间中的点的位置的方法,并与空间直角坐标系中

表示点的位置方法相比较,了解它们的区别.
6.了解参数方程,了解参数的意义.
7.能选择适当的参数写出直线、圆和圆锥曲线的参数方程.
8.掌握参数方程化普通方程的方法.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　本章是新课标新增内容,属选考内容,在高考中可能有所体现.

参数方程是解析几何、平面向量、三角函数、圆锥曲线与方程等知识的综合应用

和进一步深化,是研究曲线的工具,值得特别关注.

知识点精讲

一、极坐标系

在平面上取一个定点O,由点O 出发的一条射线Ox、一个长度单位及计算角度的正

方向(通常取逆时针方向),合称为一个极坐标系.点O 称为极点,Ox称为极轴.平面上

任一点M 的位置可以由线段OM 的长度ρ和从Ox 到OM 的角度θ来刻画(如图16-16
和图16-17所示).

图　16-16　　　　　　　　　　图　16-17

这两个实数组成的有序实数对 ρ,θ( )称为点M 的极坐标.ρ称为极径,θ称为极角.

二、极坐标与直角坐标的互化

设M 为平面上的一点,其直角坐标为 x,y( ),极坐标为 ρ,θ( ),由图16-16和图16-17
可知,下面的关系式成立:

x=ρcosθ
y=ρsinθ{ 　 或　

ρ2=x2+y2

tanθ=y
x x≠0( ){ 　(上式对ρ<0也成立).
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三、极坐标的几何意义

ρ=r———表示以O 为圆心,r为半径的圆;

θ=θ0———表示过原点(极点)倾斜角为θ0 的直线,θ=θ0 ρ≥0( )为射线;

ρ=2acosθ———表示以 a,0( )为圆心过O 点的圆.
(可化直角坐标:ρ2=2aρcosθ⇒x2+y2=2ax⇒ x-a( )2+y2=a2.)

O

y

x

t M (x,y)

0 0 0( , )M x y

图　16-18

四、直线的参数方程

直线的参数方程可以从其普通方程转化而来,设直线的点斜式

方程为y-y0=kx-x0( ),其中k=tanα(α为直线的倾斜角),代入

点斜式方程:y-y0=sinα
cosαx-x0( )(α≠π

2
),即x-x0

cosα =y-y0

sinα .

记上式的比值为t,整理后得
x=x0+tcosα
y=y0+tsinα{ ,α=π

2
时也成立,

故直线的参数方程为
x=x0+tcosα
y=y0+tsinα{ 　(t为参数,α为倾斜角,直线上定点M0(x0,y0),动

点M(x,y),t为M0M→的数量,向上向右为正(如图16-18)).

五、圆的参数方程

若圆心在点M x0,y0( ),半径为r,则圆的参数方程为
x=x0+rcosθ
y=y0+rsinθ{ (0≤θ≤2π).

六、椭圆的参数方程

椭圆C:x
2

a2+y2

b2=1的参数方程为
x=acosθ
y=bsinθ{ (θ为参数,0≤θ≤2π).

七、双曲线的参数方程

双曲线C:x
2

a2-y2

b2=1的参数方程为
x=asecθ
y=btanθ{ (θ≠kπ+π

2
,k∈Z).

八、抛物线的参数方程

抛物线y2=2px的参数方程为
x=2pt2

y=2pt{ (t为参数,参数t的几何意义是抛物线上的

点与抛物线的顶点连线的斜率的倒数).

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈题型198　参数方程化普通方程

思路提示:代入消参、加减消参、平方和或差消参.
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【例16.4】　(2008·福建理,14)若直线3x+4y+m=0与圆

x=1+cosθ
y=-2+sinθ{ (θ为参数)

没有公共点,则实数m 的取值范围是　　　　.

【解析】　将圆的参数方程
x=1+cosθ
y=-2+sinθ{ (θ为参数)化为普通方程 x-1( )2+ y+2( )2=

1,圆心 1,-2( ),半径r=1. 直线与圆无公共点,则圆心到直线的距离大于半

径,d= 3-8+m
5 >1⇒ m-5 >5,即m 的范围是(-∞,0)∪(10,+∞).

【变式1】　(2007·广东理,13)在平面直角坐标系xOy中,直线l的参数方程为
x=t+3
y=3-t{

(参数t∈R),圆C 的参数方程为
x=2cosθ
y=2sinθ+2{ (参数θ∈ 0,2π[ ] ),则圆C 的

圆心坐标为　　　　,圆心到直线l的距离为　　　　.

【变式2】　(2008·宁夏、海南理,23)已知曲线C1:
x=cosθ
y=sinθ{ (θ为参数),

曲线C2:
x= 2

2t- 2

y= 2
2t

ì

î

í (t为参数).

(1)指出C1,C2 各是什么曲线,并说明C1 与C2 公共点的个数;
(2)若把C1,C2 上各点的纵坐标都压缩为原来的一半,分别得到曲线C1′,C2′,
写出C1′,C2′的参数方程.C1′与C2′公共点的个数和C1 与C2 公共点的个数

是否相同? 说明理由.

【变式3】　椭圆C:
x=4cosα

y=23sinα{ (α为参数)上一点P,O 为坐标原点,直线OP 的倾斜角

为π
3

,求点P 的坐标.

【变式4】　参数方程
x=sinθ+cosθ
y=sinθcosθ{ (θ是参数)的普通方程是　　　　.

【例16.5】　(2008·广东惠州一模)已知动圆C:x2+y2-2axcosθ-2bysinθ=0(a,b是正

常数,a≠b,θ是参数),则圆心的轨迹是　　　　.
【解析】　由动圆 C:x2 +y2 -2axcosθ-2bysinθ=0 得 x-acosθ( )2 + y-bsinθ( )2 =

a2cos2θ+b2sin2θ.圆心坐标为 acosθ,bsinθ( )(θ为参数),设x=acosθ,y=bsinθ,

则 x
a

æ

è

ö

ø

2

+ y
b

æ

è

ö

ø

2

=1,即x2

a2+y2

b2=1为所求轨迹方程,所以圆心的轨迹是椭圆.

【变式1】　方程
x=3t2+2
y=t2-1{ 0≤t≤5( )表示的曲线是(　　).

A.线段 B.双曲线的一支

C.圆弧 D.射线

【变式2】　(2010·课标全国理,23)已知直线C1:
x=1+tcosα
y=tsinα{ (t为参数),C2:

x=cosθ
y=sinθ{
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(1)当α=π
3

时,求C1 与C2 的交点坐标;

(2)过坐标原点O 作C1 的垂线,垂足为A,P 为OA 的中点.当α变化时,求点

P 轨迹的参数方程,并指出它是什么曲线.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈题型199　普通方程化参数方程

【例16.6】　(2008·江苏,21)在平面直角坐标系xOy中,设P x,y( ) 是椭圆x2

3+y2=1

上的一个动点,求S=x+y的最大值.
【分析】　利用椭圆的参数方程,建立x,y与参数θ的关系,运用三角函数最值的求解,求

解x+y的最大值.

【解析】　点P x,y( ) 是椭圆x2

3+y2=1上的一个动点,则 x= 3cosθ
y=sinθ{ (θ为 参 数 ),

θ∈ 0,2π[ ],x+y= 3cosθ+sinθ=2sinθ+π
3

æ

è

ö

ø
,θ∈ 0,2π[ ].

故 x+y( )max=2.
【变式1】　已知抛物线C:y2=4ax上动点Q 处的法线交x 轴、y轴于R,S,过R,S分别

作x 轴、y轴的垂线l1,l2,l1∩l2=P,求点P 的轨迹方程.
【变式2】　(2009·宁夏石嘴山)已知点P x,y( )是圆x2+y2-2y=0上的动点.

(1)求2x+y的取值范围;
(2)若x+y+a≥0恒成立,求实数a的取值范围.

【变式3】　(2009·江苏无锡)直线l过P 1,1( ),倾斜角α=π
6.

(1)写出l的参数方程;
(2)l与圆x2+y2=4相交于两点A,B,求点P 到A,B 两点的距离之积.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型200　极坐标方程化直角坐标方程

【例16.7】　(2008·广东理,13)已知曲线C1,C2 的极坐标分别为ρcosθ=3,ρ=4cosθ

ρ≥0,0≤θ<π
2

æ

è

ö

ø
,则曲线C1 与C2 交点的极坐标为　　　　.

【解析】　C1:x=3,C2:ρ2=4ρcosθ,x2+y2=4x　 θ∈ 0,π
2[ ö

ø
,ρ≥0æ

è

ö

ø
(圆在第一象限的部

限).联立C1 与C2 的方程,由 x=3
x2+y2=4x{ 得

x=3

y=± 3{ ,因为交点在第一象

限,所以曲线C1 与C2 的交点为(3,3),极坐标为(23,π
6

).

【变式1】　(2007·海南、宁夏,22)圆O1 和圆O2 的极坐标方程分别为ρ=4cosθ,ρ=
-4sinθ.
(1)把圆O1 和圆O2 的极坐标方程分别化为直角坐标方程;
(2)求经过圆O1 和圆O2 交点的直线的直角坐标方程.

【变式2】　已知一个圆的极坐标方程是ρ=53cosθ-5sinθ,求此圆的圆心和半径.
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a=0相切,求实数a的值.

【例16.8】　(2010·北京理,5)极坐标方程 ρ-1( ) θ-π( )=0ρ≥0( )表示的图形是(　　).
A.两个圆 B.两条直线

C.一个圆和一条射线 D.一条直线和一条射线

【分析】　将极坐标方程化为直角坐标方程.
【解析】　因为 ρ-1( ) θ-π( )=0ρ≥0( ),所以ρ=1或θ=πρ≥0( ).

ρ=1⇒ x2+y2 =1,得x2+y2=1,表示圆心在原点的单位圆;θ=πρ≥0( ) 表示

x轴的负半轴,是一条射线.故选C.

【变式1】　(2010·湖南理,3)极坐标方程ρ=cosθ和参数方程
x=-1-t
y=2+3t{ (t为参数)所

表示的图形分别是(　　).
A. 圆、直线 B. 直线、圆

C. 圆、圆 D. 直线、直线

【变式2】　(2009·江苏无锡)极坐标方程ρ=sinθ+2cosθ所表示的曲线的直角坐标方程

是　　　　.

【变式3】　(2010·福建福州)在极坐标系中,点P 2,-π
6

æ

è

ö

ø
到直线l:ρsinθ-π

6
æ

è

ö

ø
=1的

距离是　　　　.

第三节　不等式选讲(选修4-5)

考纲解读

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈

┈
┈1.了解绝对值的几何意义,会利用绝对值的定义解不等式,利用绝对值不等式证明不

等式和求最值.
2.了解柯西不等式及其几何意义,会用它来证明不等式和求最值.
3.了解均值不等式,会用它来证明不等式和求最值.
4.会用综合法、分析法、反证法及数学归纳法证明不等式.

命题趋势探究

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈

┈
┈

┈
┈ 　　本节内容为新课标新增内容,是高考选考内容.题型以含绝对值的不等式的解法

和证明为重要考点,不等式的应用为次重考点,不等式证明放在一般位置,难度为

中档.
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知识点精讲

一、不等式的性质

1.同向合成

(1)a>b,b>c⇒a>c;
(2)a>b,c>d⇒a+c>b+d;
(3)a>b>0,c>d>0⇒ac>bd.
(合成后为必要条件)

2.同解变形

(1)a>b⇔a+c>b+c;
(2)a>b⇔c>0,ac>bc⇔c<0,ac<bc;

(3)a>b>0⇔1
b>1

a>0⇔ a>b>0.

(变形后为充要条件)

3.作差比较法

a>b⇔a-b>0,a<b⇔a-b<0.

二、含绝对值的不等式

1.a>0,x <a⇔-a<x<a;x >a⇔x>a或x<-a

2. a > b ⇔a2>b2

3.零点分段讨论

三、基本不等式

1.a2+b2≥2ab(等号成立条件为a=b)

2.a>0,b>0,a+b
2 ≥ ab(等号成立条件为a=b);a>0,b>0,c>0,a+b+c

3 ≥
3
abc

(当且仅当a=b=c时取等号)

3.柯西不等式

a2+b2( ) c2+d2( )≥ ac+bd( )2(当且仅当ad=bc时取等号).①几何意义:a·b ≤

a b ⇔ ac+bd ≤ a2+b2 c2+d2.
②推广:a2

1+a2
2+…+a2

n( ) b2
1+b2

2+…+b2
n( )≥ a1b1+a2b2+…+anbn( )2. 等号成立

当且仅当向量a=(a1,a2,…,an)与向量b=(b1,b2,…,bn)共线.

四、不等式的证明

1.作差比较法
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3.分析法,逆推法

4.数学归纳法

题型归纳及思路提示

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型201　含绝对值的不等式

【例16.9】　(2008·广东理,14)已知a∈R,关于x的方程x2+x+ a-1
4 + a =0有

实根,求a的取值范围.
【分析】　由Δ≥0得含绝对值的不等式.

【解析】　方程x2+x+ a-1
4 + a =0有实根,Δ=1-4 a-1

4 + aæ

è

ö

ø
≥0⇒

a-1
4 + a ≤1

4.

(1)求出绝对值的零点,a-1
4 =0,a=1

4
;a =0,a=0.

(2)数轴标根,

(3)分段讨论:①
a<0

- a-1
4

æ

è

ö

ø
-a≤1

4
{ ⇒无解.

②
0≤a<1

4

- a-1
4

æ

è

ö

ø
+a≤1

4

ì

î

í ⇒a∈ 0,1
4[ ö

ø
.

③
a≥1

4

a-1
4+a≤1

4

ì

î

í ⇒a=1
4.

综上可得,a∈ 0,1
4[ ].

【变式1】　(2011·山东理,4)不等式 x-5 + x+3 ≥10的解集是(　　).
A.-5,7[ ] B.-4,6[ ]

C.-∞,-5( ]∪ 7,+∞[ ) D.-∞,-4( ]∪ 6,+∞[ )

【变式2】　(2011·辽宁理,24)已知函数f x( )= x-2 -|x-5|.
(1)证明:-3≤f x( )≤3;
(2)求不等式f x( )≥x2-8x+15的解集.

【变式3】　(2011·课标全国理,24)设函数f(x)= x-a +3x,其中a>0.
(1)当a=1时,求不等式f(x)≥3x+2的解集;
(2)若不等式f(x)≤0的解集为{x|x≤-1},求a的值.
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解,则实数a的取值范围是　　　　.
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈题型202　 不等式的证明

【例16.10】　(2011·安徽理,19)(1)设x≥1,y≥1,证明x+y+1
xy≤1

x+1
y+xy;

(2)1<a≤b≤c,证明logab+logbc+logca≤logba+logcb+logac.

【解析】　(1)1
x+1

y+xy-x-y-1
xy=1

xy x2y2-1- x+y( ) xy-1( )[ ]=

1
xy xy-1( ) x-1( ) y-1( ),因为x≥1,y≥1,所以xy-1≥0,x-1≥0,

y-1≥0,所以1
xy xy-1( ) x-1( ) y-1( )≥0⇒x+y+1

xy≤1
x+1

y+xy.

(2)令logab=x≥1,logbc=y≥1,则logba=1
x

,logcb=1
y

,xy=logab·logbc=

lgb
lga

·lgc
lgb=lgc

lga=logac,得logca=1
xy.原不等式等价于证明:x≥1,y≥1时,x+

y+1
xy≤1

x+1
y+xy,由(1)问过程可知此不等式成立,故logab+logbc+logca

≤logba+logcb+logac.
【变式1】　已知n∈Ν+ ,n>1,证明:logn+1n·logn+1 n+2( )<1.
【变式2】　已知3个正数x1,x2,x3,且x1+x2+x3=1.

求证:1+1
x1

æ

è

ö

ø
1+1

x2

æ

è

ö

ø
1+1

x3

æ

è

ö

ø
≥64.

【例16.11】　已知a+b+c=1,a>0,b>0,c>0.

求证: 3a+1+ 3b+1+ 3c+1≤32.
【解析】　由柯西不等式有 3a+1·1+ 3b+1·1+ 3c+1·1( )

2≤

3a+1+3b+1+3c+1( )·(1+1+1)=18.

当且仅当 3a+1= 3b+1= 3c+1,

即a=b=c=1
3

时等号成立.故 3a+1+ 3b+1+ 3c+1≤32.

【变式1】　(2008·江苏盐城)已知a>0,b>0,c>0,acos2θ+bsin2θ<c.

求证:acos2θ+bsin2θ<c.

【变式2】　已知a>0,b>0,c>0.求证:1
2a+1

2b+1
2c≥ 1

a+b+ 1
b+c+ 1

c+a.

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈题型203　一般综合法和分析法(含比较法)

【例16.12】　已知正数a,b,c互不相等,求证:a4+b4+c4>a2b2+b2c2+a2c2>abca+b+c( ).
【解析】　证明:正数a≠b,a4+b4>2a2b2,a2b2+a2c2>2a2bc;

同理可得a4+c4>2a2c2,b2c2+a2c2>2c2ab;b4+c4>2b2c2,a2b2+b2c2>2b2ac.
故a4+b4+c4>a2b2+b2c2+a2c2,a2b2+b2c2+a2c2>abca+b+c( ).

【变式1】　已知a>b>0,x= a+b- a,y= a- a-b,试比较x,y的大小.
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┈题型204　 数学归纳法

【例16.13】　已知n∈Ν∗ ,n>1,求证:1+1
3

æ

è

ö

ø
· 1+1

5
æ

è

ö

ø
… 1+ 1

2n-1
æ

è

ö

ø
> 2n+1

2 .

【解析】　解法一:放缩法. 1+1
3

æ

è

ö

ø
· 1+1

5
æ

è

ö

ø
·…· 1+ 1

2n-1
æ

è

ö

ø[ ]
2

= 42·62… 2n( )2

32·52·72… 2n-1( )2

>3·5·5·7… 2n-1( ) 2n+1( )

32·52·72… 2n-1( )2
=2n+1

3 .

1+1
3

æ

è

ö

ø
· 1+1

5
æ

è

ö

ø
… 1+ 1

2n-1
æ

è

ö

ø
> 2n+1

3
> 2n+1

2 .

解法二:数学归纳法.

①n=2时,左边=4
3= 64

36
,右边= 5

2= 45
36

,左边>右边.

②假设当n=kk≥2( )时,1+1
3

æ

è

ö

ø
· 1+1

5
æ

è

ö

ø
… 1+ 1

2k-1
æ

è

ö

ø
> 2k+1

2
,

当n=k+1时,

左边= 1+1
3

æ

è

ö

ø
· 1+1

5
æ

è

ö

ø
… 1+ 1

2k-1
æ

è

ö

ø
1+ 1

2k+1
æ

è

ö

ø
> 2k+1

2
·2k+2
2k+1.

即证 2k+1 2k+2( )

22k+1( )
> 2k+1( )+1

2
,即证 2k+1( ) 2k+2( )2

2k+1( )2
>2k+3.

即证 2k+2( )2> 2k+1( ) 2k+3( ),即证4k2+8k+4>4k2+8k+3(∗)
式(∗)成立⇒当n=k+1时,左边>右边.
由①,②得,对一切n∈Ν∗ ,n≥2,

都有 1+1
3

æ

è

ö

ø
· 1+1

5
æ

è

ö

ø
… 1+ 1

2n-1
æ

è

ö

ø
> 2n+1

2 .

【变式1】　对一切n∈Ν∗ ,求证 sinnx ≤n sinx .


