
 

 

第 3 章 数 学 基 础 
 
 
 
 

3.1   函数增长与复杂性分类 

3.1.1  渐进符号 

【基本概念】 

计算算法的时间复杂度时，往往并不需要花很大的力气算出太精确的结果，对于足够

大的输入规模来说，我们只需要关心运行时间的增长量级，也就是研究算法的渐进效率。

以下介绍几种渐进符号。 

 记号ࢨ

൫݃ሺ݊ሻ൯߆ ൌ ሼ݂ሺ݊ሻ| ݊׌଴, ܿଵ, ܿଶ ൐ 0, s. t. ݊׊ ൐ ݊଴ ,0≤ܿଵgሺ݊ሻ≤݂ሺ݊ሻ≤ܿଶ݃ሺ݊ሻሽ 

对于߆记号，݃ሺ݊ሻ本身必须是渐进非负的，否则集合就是空集了。所以在考虑渐进符

号时，一般都要求݃ሺ݊ሻ本身为渐进非负。߆记号一般用来表示一个算法对于某些输入的运

行时间的确界。因为߆൫݃ሺ݊ሻ൯是集合，可以写成݂ሺ݊ሻ א ሺ݃ሺ݊ሻ ሻ，通常也记为݂ሺ݊ሻ߆ ൌ 。൫݃ሺ݊ሻ൯߆

可以看出，对于任意函数݂ሺ݊ሻ א 。൫݃ሺ݊ሻ൯，那么ܿଶgሺ݊ሻ和ܿଵ݃ሺ݊ሻ分别是݂ሺ݊ሻ的上界和下界߆

所以߆记号渐进地给出了函数的上界和下界。 

比如݂ሺ݊ሻ ൌ 3݊ െ 1  א ሺ݊ሻ，取常数݊଴߆ ൌ 1, ܿଵ ൌ 2, ܿଶ ൌ 3，满足0≤2݊≤3݊ െ 1≤3݊对

݊ ൐ 1成立，所以3݊ െ 1 ൌ  。ሺ݊ሻ߆

 记号ࡻ

ܱ൫݃ሺ݊ሻ൯ ൌ ሼ݂ሺ݊ሻ| ݊׌଴, ܿ ൐ 0, s. t. ݊׊ ൐ ݊଴ ,0≤݂ሺ݊ሻ≤ܿ݃ሺ݊ሻሽ 

ܱ记号表示的是一个渐进上界，有时也被非正式地用来描述渐进上确界。当用它来表

示算法的最坏情况运行时间界限时，就隐含地给出了对于任意输入的时间的上界，即

݂ሺ݊ሻ ൌ ൫݃ሺ݊ሻ൯隐含着݂ሺ݊ሻ߆ ൌ ܱ൫݃ሺ݊ሻ൯。比如，对于插入排序，最坏情况下运行时间上界

ܱሺ݊ଶሻ对于所有输入均成立，而界߆ሺ݊ଶሻ却不是对每种输入都成立的，比如当输入已经是排

好序的数列时，运行时间为߆ሺ݊ሻ ്  。ሺ݊ଶሻ߆

o记号 

൫݃ሺ݊ሻ൯݋ ൌ ሼ݂ሺ݊ሻ| ܿ׊ ൐ 0, ଴݊׌ ൐ 0, s. t. ݊׊ ൐ ݊଴ ,0≤݂ሺ݊ሻ ൏ ܿ݃ሺ݊ሻሽ 
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也可以理解为  
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 。记号表示的非渐进紧确的上界݋。

比 如 ݊ ൌ ，ሺ݊ଶሻ݋ 因 为   
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f n a n ， 那 么

݂ሺ݊ሻ א ሺ݊௞ାଵሻ݋ ك ሺ݊௞ାଶሻ݋ ك  。ڮ

 记号ࢹ

൫݃ሺ݊ሻ൯ߗ ൌ ሼ݂ሺ݊ሻ| ݊׌଴, ܿ ൐ 0, s. t. ݊׊ ൐ ݊଴ ,0≤ܿ݃ሺ݊ሻ≤݂ሺ݊ሻሽ 

正如ܱ记号给出了一个函数的渐进上界，ߗ记号则给出了函数的渐进下界。研究函数的

渐进下界对改善算法复杂度的研究有重要意义。 

比如2݊ଶ ൌ ሺ݊ଶሻ，取ܿߗ ൌ 2，即可证得。与ܱ记号对称的，݂ሺ݊ሻ ൌ ൫݃ሺ݊ሻ൯隐含着߆

݂ሺ݊ሻ ൌ ൫݃ሺ݊ሻ൯。进一步，对任意两个函数݂ሺ݊ሻ和݃ሺ݊ሻ，݂ሺ݊ሻߗ ൌ ൫݃ሺ݊ሻ൯当且仅当߆

݂ሺ݊ሻ ൌ ܱ൫݃ሺ݊ሻ൯且 ݂ሺ݊ሻ ൌ  。൫݃ሺ݊ሻ൯ߗ

࣓记号 

߱൫݃ሺ݊ሻ൯ ൌ ሼ݂ሺ݊ሻ| ܿ׊ ൐ 0, ଴݊׌ ൐ 0, s. t. ݊׊ ൐ ݊଴ ,0≤ܿ݃ሺ݊ሻ ൏ ݂ሺ݊ሻሽ 

也可以理解为   
( )

lim
( )n

f n
g n

 

߱记号与ߗ记号的关系，正如݋记号与ܱ记号的关系一样，表示的是非渐进紧确的下界。

比如݊ଶ ൌ ߱ሺ݊ሻ，因为   
2

lim limn n
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f n a n ，那么 ݂ሺ݊ሻ א

߱ሺ݊௞ିଵሻ ك ߱ሺ݊௞ିଶሻ ك ڮ ك ߱ሺ1ሻ。 

【性质】 

1. ܱሺ݃1ሺ݊ሻሻ ൅ ܱሺ݃2ሺ݊ሻሻ ൌ ܱሺmaxሼ݃1ሺ݊ሻ, ݃2ሺ݊ሻሽሻ。同样，对于߆和ߗ记号也成立。 

2.  ܱ൫݃1ሺ݊ሻ൯ ൉ ܱሺ݃2ሺ݊ሻሻ ൌ ܱሺ݃1ሺ݊ሻ݃2ሺ݊ሻሻ。同样，对于߆和ߗ记号也成立。 

3.1.2  阶的计算 

【基本概念】 

在计算中，通常有如下复杂度关系： 

ܿ ൏ log ݊ ൏ ݊ ൏ ݊ log ݊ ൏ ݊௔ ൏ ܽ௡ ൏ ݊! 
其中ܿ是常数，ܽ是大于 1的常数。 

对于递归算法的时间复杂度的阶的计算，一般使用主定理计算 

ܶሺ݊ሻ ൌ ܽܶሺ݊/ܾሻ ൅ ݂ሺ݊ሻ 
ܶሺ݊ሻ的阶需要分三种情况讨论： 

߳׌（1） ൐ 0, s. t. ݂ሺ݊ሻ ൌ ܱሺ݊୪୭୥್ ௔ିఢሻ，则ܶሺ݊ሻ ൌ ሺ݊୪୭୥್߆ ௔ሻ。 
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（2）݂ሺ݊ሻ ൌ ሺ݊୪୭୥್߆ ௔ሻ，则ܶሺ݊ሻ ൌ ሺ݊୪୭୥್߆ ௔ log ݊ሻ。 

߳׌ （3） ൐ 0, s. t. ݂ሺ݊ሻ ൌ ሺ݊୪୭୥್ߗ ௔ାఢሻ，且      
 

1, ,s.t.
n

c n af
b

≤݂ܿሺ݊ሻ，则ܶሺ݊ሻ ൌ  。ሺ݂ሺ݊ሻሻ߆

一般来说，݂ሺ݊ሻ的执行时间是多项式时间，即ܶሺ݊ሻ ൌ ܽܶሺ݊/ܾሻ ൅ ܱሺ݊ௗሻ，此时主定理

可以写成更简单的形式： 

（1）若݀ ൐ log௕ܽ，则ܶሺ݊ሻ ൌ ܱሺ݊ௗሻ。 

（2）若݀ ൌ log௕ܽ，则ܶሺ݊ሻ ൌ ܱሺ݊ௗlog݊ሻ。 

（3）若݀ ൏ log௕ܽ，则ܶሺ݊ሻ ൌ ܱሺ݊୪୭୥್௔ሻ。 

在满二叉树的中序（前序、后序也成立）遍历中，对一颗大小为݊的子树，先在左子树

上遍历，经过根，再在右子树上遍历。也就是说把规模为݊的问题分成两个相似的子问题，

规模皆为݊/2，而分解和合并的时间为݂ሺ݊ሻ ൌ  ሺ1ሻ，所以时间复杂度的计算式为߆

ܶሺ݊ሻ ൌ 2ܶሺ݊/2ሻ ൅ ݂ሺ݊ሻ 
满足主定理的第一种情况，得ܶሺ݊ሻ ൌ  。ሺ݊ሻ߆

在归并排序中，规模为݊的问题分成两个相似的子问题，规模皆为݊/2，再加上分解和

合并的复杂度݂ሺ݊ሻ ൌ  ሺ݊ሻ。将其写成主定理计算的标准形式，即߆

ܶሺ݊ሻ ൌ 2ܶሺ݊/2ሻ ൅ ݂ሺ݊ሻ 
运用情况（2）的结论，得ܶሺ݊ሻ ൌ ሺ݊߆ log ݊ሻ。 

【用途】 

对于一般的递归形式的程序，皆可使用主定理计算其时间复杂度的阶。 

3.1.3  复杂性分类 

【图灵机】 

图灵机是一种抽象的计算模型。它有 k 个磁带，每个磁带都有一个磁头，可以对磁带

的某个位置进行读或写操作。有一个磁带是输入磁带，该磁带只能进行读操作。剩下的 k1
个磁带是工作磁带，可以读也可以写。 

图灵机有一个寄存器，可以存储当前机器的状态。图灵机的状态集是有限的。 

根据图灵机的当前状态，机器执行每一步时，会首先读取 k 个磁带上磁头对应位置的

内容，然后对 k1个工作磁带磁头位置的内容进行修改（修改的内容可以保持不变），接着

改变寄存器中的状态（可以保持不变），最后分别将每个磁头移动一个位置或保持不变。对

于确定性图灵机来说，如果确定了当前状态以及 k 个磁头位置的内容，则机器执行的步骤

是确定的，即机器有一套确定的规则。 

可以把图灵机看做一种简化的电脑。磁带对应了内存，而规则和寄存器对应于中央处

理器。   
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【复杂度分类】 

P复杂度类是指这样一类问题，这些问题都存在相应的确定性图灵机可以在输入长度

的多项式时间内计算出结果。例如，两个整数的加法就是属于 P的。 

NP复杂度类是指这样一类问题，这些问题都存在相应的确定性图灵机可以在输入长度

的多项式时间内判断一个结果是否正确。 

以子集和问题为例：给定一个整数集合，需要判断该集合是否存在一个子集，该子集

中的数加起来正好为 0。例如，ሼ1, 2, െ3, 4, െ10ሽ是一个满足条件的集合，因为子集ሼ1, 2, െ3ሽ

里的数加起来为 0。虽然给定输入很难有一个多项式时间的算法来判断是否存在这样一个

子集，但是只需要设计一个能做加法的机器，就能判断一个子集是不是加起来为 0。所以，

子集和问题是属于NP的。 

不难发现，所有属于 P的问题也属于 NP，因此 P是 NP的一个子集。但是，P是否是

NP的一个真子集，即P ് NP，却是计算机理论界尚未解决的一个很重要的问题。 

NPC（NP‐Complete）复杂度类也是NP的一个子集，它包含了NP里面最难的问题。如

果能够证明某一个NPC问题是属于 P的，就可以证明 P是等于NP的。 

【扩展】 

除了图灵机，还有其他一些抽象计算模型，如递归函数、λ演算、生命游戏等。这些模

型的计算能力与图灵机完全等价，因此有著名的邱奇‐图灵论题：一切直觉上认为可以计算

的函数都能构造出图灵机进行计算，反之亦然。 

3.2   概   率   论 

3.2.1  事件与概率 

【概念】 

1.  样本空间：一个随机试验的所有可能结果组成的集合，标记为ܵ。 

2.  事件：ܵ的一个子集ܣ，ܣ ك ܵ，称为事件。 

3.  ܣ ׫  。或者两者都发生ܤ或ܣ的并，即发生ܤ与ܣ，ܤ

ܣ ת  。都发生ܤ与ܣ的交，即ܤ与ܣ，ܤ

 。不发生ܣ的补，即ܣ，௖ܣ

 。不发生ܤ，发生ܣ的差，即ܤ与ܣ，ܤ\ܣ

 。空集，不可能事件，׎

4.  概率公理：满足以下 3个条件的函数称为概率函数。 

（a）0≤ܲሺܣሻ≤1。 
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（b）ܲሺܵሻ ൌ 1。 
（c）如果ܣଵܣଶܣଷ ,是一系列两两无关的事件，即对于任何݅ڮ ݆, ݅ ് ௜ܣ，݆ ת ௝ܣ ൌ  则，׎

 



 
 

 


11

( )k k
kk

P A P A  

5.  条件概率：令ܤ为一个事件满足ܲሺܤሻ ൐ 0，对于任一事件ܣ，定义ܣ的关于ܤ的条件

概率。 

ܲሺܤ|ܣሻ ൌ
ܲሺܣ ת ሻܤ

ܲሺܤሻ
 

6.  独立：如果ܤ，ܣ满足ܲሺܣ ת ሻܤ ൌ ܲሺܣሻܲሺܤሻ，称ܤ，ܣ独立。 

并且可以推出ܲሺܣሻ ൌ ܲሺܤ|ܣሻ。 

【性质】 

1.  概率的加法公式： 

ܲሺܣ ׫ ሻܤ ൌ ܲሺܣሻ ൅ ܲሺܤሻ െ ܲሺܣ ת  ሻܤ
2.  并的界： 

ܲሺܣ ׫ ሻܣሻ≤ܲሺܤ ൅ ܲሺܤሻ 
3.  全概率公式： 

设ܤଵܤଶܤଷ ௡是样本空间ܵ中互不相交的一系列事件，并且满足ܵܤڮ ൌ ڂ ௞ܤ
௡
௞ୀଵ ，那么对

于任意事件ܣ 




1

( ) ( | ) ( )
n

k k
k

P A P A B P B  

【举例】 

1.  假设有一枚硬币，对于任意一次投掷，正面朝上的概率为݌。显而易见，正面朝下

的概率为1 െ  。݌

投掷这枚硬币两次，两次都朝上的概率为݌ଶ。因为ܲሺ两次都朝上ሻ ൌ ܲሺ第一次朝上 ת

第二次朝上ሻ。由于两次硬币投掷是独立的（互不影响的），所以ܲሺ第一次朝上 ת

第二次朝上ሻ ൌ ܲሺ第一次朝上ሻ ൈ ܲሺ第二次朝上ሻ ൌ  。ଶ݌

两次中至少一次朝上的概率ܲሺ至少一次朝上ሻ ൌ ܲሺ第一次朝上 第二次朝上ሻ。由加法׫

公式知概率为2݌ െ ，ଶ。也可以从补的角度思考，两次中至少一次朝上的反面是两次都朝下݌

概率为ሺ1 െ ሻଶ，所以至少一次朝上的概率为1݌ െ ሺ1 െ ሻଶ݌ ൌ ݌2 െ  。ଶ݌

2.  掷两次骰子，求两次和为 5的概率。 

掷两次骰子，总共有6 ൈ 6种可能情况，其中和为 5 的有1 ൅ 4，2 ൅ 3，3 ൅ 2，4 ൅ 1，

所以概率为 
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
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36 9

 

3.2.2  期望与方差 

【概念】 

1.  随机变量 

在样本空间ܵ上的一个随机变量ܺ是ܵ上的一个取值为实数的函数。只取有限个或者可

数无穷多个值的随机变量称为离散随机变量。 

例如，假设ܺ是表示骰子点数的随机变量。那么对于一个公平的骰子来说，  
1

( 1)
6

P X 。 

2.  数学期望 

对于取值有限的离散型随机变量ܺ，假设ܺ有概率分布݌௝ ൌ ܲሺܺ ൌ ௝ሻ，则称ݔ



1

( )
n

j j
j

E X x p

为ܺ的数学期望，其中݊为ܺ不同取值的个数。 

例如对于一个公平的骰子来说，ܺ是表示骰子点数的随机变量，则 

       
1

( ) (1 2 3 4 5 6) 3.5
6

E X  

3.  方差 

定义离散随机变量ܺ的方差为varሺܺሻ ൌ ሺܺܧ െ ௑ߪሺܺሻሻଶ。称ܧ ൌ ඥvarሺܺሻ为ܺ的标准差。 

【性质】 

1.  期望的线性性 

对于任意一组有限个离散随机变量来说 ଵܺ, ܺଶ,ڮ , ܺ௡ 

 

 
 

 
 
1 1

( )
n n

i i
i i

E x E x  

例如假设 X 是表示骰子点数的随机变量，ܻ表示骰子投掷两次的点数和，由期望的线

性性知ܧሺܻሻ ൌ ሺܺܧ ൅ ܺሻ ൌ ሺܺሻܧ2 ൌ 7。 

2.  如果ܺ和ܻ是两个独立的随机变量，那么 

ሺܻܺሻܧ  ൌ  ሺܻሻܧሺܺሻܧ 
3.  马尔科夫不等式 

假设ܺ是只取非负数值的随机变量，对于任意ܽ ൐ 0，有 

≥ ≤
( )

( )
E X

P X a
a

 

4.  切比雪夫不等式 

对任意随机变量ܺ及任意ܽ ൐ 0，有 
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 ≥ ≤
2

var( )
(| ( )| )

X
P X E X a

a
 

【概率分布】 

1.  二项分布，这个分布源于投硬币݊次，假设每一次有݌的概率正面朝上，那么这݊次

中总共出现݇次正面朝上的概率。也可以解释为有一个事件ܣ，它发生的概率为݌，进行݊次

实验，事件ܣ发生݇次的概率。 

二项分布的概率函数满足 

ሺ݇ሻ݌ ൌ ቀ
݊
݇
ቁ ௞ሺ1݌ െ  ሻ௡ି௞݌

称为以݊, ݌为参数的二项分布。 

随机变量ܺ表示݊次试验中正面朝上的次数，由期望的线性性知， 

ሾܺሿܧ ൌ ൅ڮଵሾܺሿ൅ܧ ௡ሾܺሿܧ ൌ ݊ሺ0 ൈ ሺ1 െ ሻ݌ ൅ 1 ൈ ሻ݌ ൌ  ݌݊
其中ܧ௜ሾܺሿ表示第݅次朝上的期望。 

ܺ的方差varሾܺሿ ൌ ሺ1݌݊ െ  。ሻ݌

2.  几何分布，这个分布源于投硬币݊次，假设每一次有݌的概率正面朝上，直到第݇次

才投出正面的概率。也可以解释为，一个事件ܣ发生概率为݌，第݇次实验事件才发生的         

概率。 

概率函数满足： 

ሺ݇ሻ݌ ൌ ሺ1݌ െ  ሻ௞ିଵ݌
称做参数为݌的几何分布。 

随机变量ܺ表示第一次朝上时掷了多少次。可以通过递归的思路列出方程求解ܧሺܺሻ 

ሾܺሿܧ ൌ ݌ ൅ ሺ1 െ ሾܺሿܧሻሺ݌ ൅ 1ሻ 

解的期望为 
1

[ ]E X
p
。X的方差




2

1
var[ ]

p
X

p
。 

3.3   代   数   学 

3.3.1  矩阵 

【基本概念】 

一个݊ ൈ ݉的矩阵是݊行݉列的矩形阵列，一般由数组成，下面是一个2 ൈ 3的矩阵。 

ቀ1 2 3
4 5 6

ቁ 

矩阵 A的第݅行，第݆列，通常记为ܣ௜,௝，上面例子中ܣଵ,ଶ ൌ 2。 



ACM 国际大学生程序设计竞赛：知识与入门 

 

32 

单位矩阵ܫ ؝ ൭
1 … 0
ڭ ڰ ڭ
0 … 1

൱，也就是对角线上为 1，其他都为 0的矩阵。 

矩阵加（减）法： 

矩阵的加法定义为每行每列的元素分别相加（减），即 

࡯ ൌ ࡭ േ ࡮ ൌ ቌ
ଵ,ଵܣ േ ଵ,ଵܤ … ଵ,௠ܣ േ ଵ,௠ܤ

ڭ ڰ ڭ
௡,ଵܣ േ ௡,ଵܤ … ௡,௠ܣ േ ௡,௠ܤ

ቍ 

矩阵乘法： 

当一个矩阵的列数等于另一个的行数时，可定义该两个矩阵的乘积。 

设࡭是݊ ൈ ݉的矩阵，B是݉ ൈ 是一个݊ܥ的矩阵，他们的乘积݌ ൈ  ，的矩阵。其中݌



 , , ,
1

m

i j i k k j
k

C A B  

矩阵的幂： 

଴࡭ ൌ  ܫ

௡࡭ ൌ ௡ିଵ࡭ ൈ ሺ݊ ࡭ ൐ 0ሻ 
矩阵的转置： 
݊ ൈ ݉的矩阵 A的转置࡭T是个݉ ൈ ݊的矩阵，可以通过 A交换行列得到，即࡭௜,௝

T ൌ  。௝,௜࡭

矩阵的逆： 

只有݊ ൈ ݊的矩阵可能存在逆，矩阵࡭的逆࡮满足 

࡭ ൈ ࡮ ൌ ࡮ ൈ ࡭ ൌ  ܫ
如果逆存在，则 B是唯一的，一般记做ି࡭ଵ。 

【性质】 

1.  矩阵乘法满足分配率、结合律，不一定满足交换率。 

2.  矩阵加法满足交换率和结合律。 

【算法】 

矩阵满足结合律，所以在求矩阵的幂的时候可以使用快速幂加速。 

【用途】 

递推可以表示成向量乘以矩阵，然后用快速幂优化，比如求 Fibonacci数列。 

Fibonacci数列为，ܽ଴ ൌ 1, ܽଵ ൌ 1, ܽ௡ ൌ ܽ௡ିଵ ൅ ܽ௡ିଶ 

每次递推可以看为ቀ
ܽ௡
ܽ௡ାଵ

ቁ ൌ ቀ
ܽ௡

ܽ௡ିଵ ൅ ܽ௡
ቁ ൌ ቀ0 1

1 1
ቁ ൈ ቀ

ܽ௡ିଵ
ܽ௡

ቁ，令࡭ ൌ ቀ0 1
1 1

ቁ，求数列

第݊项，等价于求ܣ௡ ൈ ቀ1
1
ቁ。该式可以用快速幂来加速。   
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3.3.2  行列式 

【基本概念】 

行列式是一个定义域为݊ ൈ ݊的矩阵，值域为一个标量的函数，通常记为detሺܣሻ或者|ܣ|。 

行列式也可以表示为݊维广义欧几里得空间中的有向体积。 

一个݊ ൈ ݊的行列式定义为 




 

  
def

( )
, ( )

1

det( ) ( 1)
n

n
n

i i
S i

A a  

其中ܵ௡表示集合ሼ1,2,ڮ , ݊ሽ上的置换的全体，݊ ሺߪሻ是对于一个置换中逆序对的个数，逆序对

的定义为满足1≤݅ ൏ ݆≤݊且ߪሺ݅ሻ ൐ ,ሺ݆ሻ的ሺ݅ߪ ݆ሻ。 

比如一个三阶行列式： 

อ
ܽଵ,ଵ ܽଵ,ଶ ܽଵ,ଷ
ܽଶ,ଵ ܽଶ,ଶ ܽଶ,ଷ
ܽଷ,ଵ ܽଷ,ଶ ܽଷ,ଷ

อ ൌ ܽଵ,ଵܽଶ,ଶܽଷ,ଷ ൅ ܽଵ,ଶܽଶ,ଷܽଷ,ଵ ൅ ܽଵ,ଷܽଶ,ଵܽଷ,ଶ 

                                          െܽଵ,ଷܽଶ,ଶܽଷ,ଵ െ ܽଵ,ଵܽଶ,ଷܽଷ,ଶ െ ܽଵ,ଶܽଶ,ଵܽଷ,ଷ 

【性质】 

1.  若矩阵中一行或一列全为 0，那么该矩阵行列式为 0。 

2.  若矩阵中某一行有公因子݇，那么可以提出݇，比如： 

ࡰ ൌ ቮ
݇ܽଵ,ଵ ڮ ݇ܽଵ,௡
ڭ ڰ ڭ

ܽ௡,ଵ ڮ ܽ௡,௡
ቮ ൌ ݇ อ

ܽଵ,ଵ ڮ ܽଵ,௡
ڭ ڰ ڭ

ܽ௡,ଵ ڮ ܽ௡,௡
อ ൌ  ଵܦ݇

3.  在矩阵中某一行可拆分成两个数和，那么该行列式可拆分成两个行列式相加。 

ࡰ ൌ ቮ
ܽଵ,ଵ ൅ ܾଵ,ଵ ڮ ܽଵ,௡ ൅ ܾଵ,௡

ڭ ڰ ڭ
ܽ௡,ଵ ڮ ܽ௡,௡

ቮ ൌ อ
ܽଵ,ଵ ڮ ܽଵ,௡
ڭ ڰ ڭ

ܽ௡,ଵ ڮ ܽ௡,௡
อ ൅ ቮ

ܾଵ,ଵ ڮ ܾଵ,௡
ڭ ڰ ڭ

ܽ௡,ଵ ڮ ܽ௡,௡
ቮ 

4.  交换矩阵的两行，行列式取反。 

ࡰ ൌ อ
ܽଵ,ଵ ڮ ܽଵ,௡
ڭ ڰ ڭ

ܽ௡,ଵ ڮ ܽ௡,௡
อ ൌ െ อ

ܽ௡,ଵ ڮ ܽ௡,௡
ڭ ڰ ڭ
ܽଵ,ଵ ڮ ܽଵ,௡

อ 

5.  将一行的݇倍加到另一行上，行列式不变。 

ࡰ ൌ อ
ܽଵ,ଵ ڮ ܽଵ,௡
ڭ ڰ ڭ

ܽ௡,ଵ ڮ ܽ௡,௡
อ ൌ ቮ

ܽଵ,ଵ ൅ ݇ܽ௡,ଵ ڮ ܽଵ,௡ ൅ ݇ܽ௡,௡
ڭ ڰ ڭ

ܽ௡,ଵ ڮ ܽ௡,௡
ቮ 

6.  转置，行列式不变，|࡭| ൌ  |T࡭|

7.  由上述性质可以得出，当矩阵是上三角矩阵或者是下三角矩阵时，行列式的值等于

对角线的乘积。   



ACM 国际大学生程序设计竞赛：知识与入门 

 

34 

 

【算法】 

一个常见的求解矩阵行列式的算法是利用性质 5 对矩阵做行变换，将矩阵转化成为上

三角矩阵，再利用性质 7得出行列式的值。 

例如要求以下矩阵的行列式： 

อ
1 1 1
1 3 2
1 5 6

อ 

通过行变换可以将矩阵消成上三角阵： 

อ
1 1 1
0 2 1
0 0 3

อ 

由性质 7可以知道，矩阵的行列式为1 ൈ 2 ൈ 3 ൌ 6。 

3.3.3  解线性方程组 

【基本概念】 

解线性方程组即求解方程组 

ቐ
ܽଵ,ଵݔଵ ൅ ܽଵ,ଶݔଵ ൅ ൅ڮ ܽଵ,௡ݔ௡ ൌ ܾଵ

ڭ
ܽ௠,ଵݔଵ ൅ ܽ௠,ଶݔଵ ൅ ൅ڮ ܽ௠,௡ݔ௡ ൌ ܾ௠

 

也可以表示为࢞࡭ ൌ 其中，࢈ A是݉ ൈ ݊的矩阵，࢞是 n维列向量，b是 m维列向量，即 

൭
ܽଵ,ଵ ڮ ܽଵ,௡
ڭ ڰ ڭ

ܽ௠,ଵ ڮ ܽ௠,௡

൱൭
ଵݔ
ڭ
௡ݔ
൱ ൌ ൭

ܾଵ
ڭ
ܾ௠
൱ 

【算法】 

1.  高斯消元 

矩阵的初等变换： 

（1）行初等变换： 

a.  互换矩阵的两行。 

b.  用非零的常数乘矩阵的某一行。 

c.  某行的݇倍加到另一行。 

（2）列初等变换： 

a.  互换矩阵的两列。 

b.  用非零的常数乘矩阵的某一列。 

c.  某行的݇倍加到另一列。 

对于上述的方程组，可以用一个增广矩阵表示出来： 
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