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集合论概述

集合论!

:.//;.4<

=

%作为数学中最富创造性的伟大成果之一"是在
"2

世纪末由德国

的康托尔!

"1$,

.

"2"1

%创立起来的&但是"它萌发(孕育的历史却源远流长"至少可以追

溯到两千多年前&

集合论是关于无穷集合和超穷数的数学理论&在数理哲学中"有两种无穷方式历来

为数学家和哲学家所关注)一种是无穷过程"称为潜在无穷$另一种是无穷整体"称为实

在无穷&集合论的全部历史都是围绕无穷集合而展开的&

埃利亚学派的哲学家芝诺!

>.?4-.

"约公元前
$2!

.公元前
$(!

%一共提出
$,

个悖论"

其中关于运动的四个悖论...二分法悖论(阿基里斯追龟悖论(飞矢不动悖论与运动场

悖论尤为著名"前三个悖论都与无穷直接有关&芝诺在悖论中虽然没有明确使用无穷集

合的概念"但问题的实质却与无穷集合有关&

希腊哲学家亚里士多德!

@<5:/4/A.

"公元前
(1$

.前
(##

%考虑过无穷集合"例如整数

集合"但他不承认一个无穷集合可以作为固定的整体而存在"对他来说"集合只能是潜在

的无穷&他最先提出要把潜在的无穷和实在的无穷加以区别"这种思想在当今仍有重要

意义&他认为只存在潜在无穷"如地球的年龄是潜在无穷"但任意时刻都不是实在无穷&

他承认正整数是潜在无穷的"因为任何正整数加上
"

总能得到一个新数&对他来说"无

穷集合是不存在的&哲学权威亚里士多德把无穷限于潜在无穷之内"如同下了一道禁

令"没人敢冒天下之大不韪"以至于影响对无穷集合的研究达两千多年之久&

其实"集合论里的中心难点是无穷集合这个概念本身&从希腊时代以来"这样的集

合很自然地引起数学界与哲学界的注意"而这种集合的本质以及看来是矛盾的性质"使

得对这种集合的理解没有任何进展&

!#

无穷集合

到了中世纪"随着无穷集合的不断出现"部分能够同整体构成一一对应这个事实也

就越来越明显地暴露出来&例如"数学家们注意到把两个同心圆上的点用公共半径连接
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起来"就构成两个圆上的点之间的一一对应关系&

近代科学的开拓者伽利略!

",+$

.

"+$#

%注意到)两个不等长的线段上的点可以构成

一一对应&他又注意到)正整数与它们的平方可以构成一一对应"这说明无穷大有不同

的/数量级0&不过伽利略认为这是不可能的&他说"所有无穷大量都一样"不能比较大

小&法国大数学家柯西!

"012

.

"1,0

%也同他的前人一样"不承认无穷集合的存在&他认

为部分同整体构成一一对应是自相矛盾的事&

科学家们接触到无穷"却又无力去把握和认识它"这的确是向人类提出的尖锐挑战&

正如大卫-希尔伯特!

"1+#

.

"2$(

%在他
"2#+

年题为1论无穷2的讲演中所说的那样)/没

有任何问题像无穷那样深深地触动人的情感"很少有别的观念能像无穷那样激励理智产

生富有成果的思想"然而也没有任何其他概念能像无穷那样需要加以阐明&0面对/无穷0

的长期挑战"数学家们不会无动于衷"他们为解决无穷问题而进行的努力"首先是从集合

论的先驱者开始的&

数学分析严格化的先驱波尔查诺!

"01"

.

"1$1

%也是一位探索实无穷的先驱"他是第

一个为了建立集合的明确理论而作出积极努力的人&他明确谈到实在无穷集合的存在"

强调两个集合等价的概念"也就是后来的一一对应的概念&他知道"无穷集合的一个部

分或子集可以等价于其整体"他认为这个事实必须接受&例如
!

#

,

的实数通过公式
;

&

"#2

3

,

可与
!

#

"#

的实数构成一一对应的关系"尽管后面的集合包含前面的集合&为此"

他为无穷集合指定超限数"使不同的无穷集合超限数不同&不过"后来康托尔指出"波尔

查诺指定无穷集合的超限数的具体方法是错误的&另外"波尔查诺还提出了一些集合的

性质"并将它们视为悖论&因此"波尔查诺关于无穷的研究哲学意义大于数学意义&应

该说"他是康托尔集合论的先驱&

)#

集合论初创阶段

集合论问世以来"有些数学家拒绝将集合论当作数学的基础"认为这只是一场含有

奇幻元素的游戏&

埃里特-比修普驳斥集合论是/上帝的数学"应该留给上帝0&路德维希-维特根斯

坦特别对无限的操作有疑问"这也和策梅洛.弗兰克尔集合论有关&维特根斯坦对于数

学基础的观点曾被保罗-贝奈斯所批评"且被克里斯平-赖特等人密切研究过&

对集合论最常见的反对意见来自结构主义者"他们认为数学和计算息息相关"但朴

素集合论却加入了非计算性的元素&

曾几何时"拓扑理论曾被认为是传统公理化集合论的另一种选择&拓扑理论可以被

用来解释各种集合集的替代方案"如结构主义(模糊集合论(有限集合论和可计算集合

论等&

按现代数学观点"数学各分支的研究对象或者本身是带有某种特定结构的集合!如
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群(环(拓扑空间%"或者是可以通过集合来定义的!如自然数(实数(函数%&从这个意义

上说"集合论可以说是整个现代数学的基础&

集合论或集论是研究集合!由一堆抽象物件构成的整体%的数学理论"包含集合(元

素和成员关系等最基本的数学概念&在大多数现代数学的公式化中"集合论提供了如何

描述数学物件的语言&

集合论和逻辑与一阶逻辑共同构成了数学的公理化基础"以未定义的/集合0与/集

合成员0等术语来形式化地建构数学物件&

在朴素集合论中"集合被当作一堆物件构成的整体之类的自证概念&在公理化集合

论中"集合和集合成员并不直接被定义"而是先规范可以描述其性质的一些公理&在此

想法之下"集合和集合成员犹如在欧式几何中的点和线"而不被直接定义&

第
$

节
!

集合的基本概念

$#

集合的概念

!!

集合作为数学中最原始的概念之一"通常是指按照某种特征或规律结合起来的事物

的总体&

定义
$#)#$

!

集合是具有某种属性的事物的全体"或是一些确定对象的汇总&构成

集合的事物或对象"称为集合的元素&

集合用大写字母表示"集合的元素用小写字母表示&

简单地说"集合就是指作为整体的一堆东西"例如全班同学(方程组解的全体(一条

直线上的所有点等&

由有限个元素构成的集合称为有限集合"由无限多个元素构成的集合称为无限

集合&

!#

集合的表示法

"

%列举法

按任意顺序列出集合的所有元素"并用花括号45括起来&如
1

由
!

"

,

"

.

"

5

四个元素

组成"写成
1&

4

!

"

,

"

.

"

5

5&

#

%描述法

设
6

!

!

%为某个与
!

有关的条件或法则"

1

为满足
6

!

!

%的一切
!

构成的集合"则记为

1

$

4

!

*

6

!

!

%5

当元素
!

是集合
1

的元素时"记成
!

6

1

$当元素
!

不是集合
1

的元素时"记成
!

6

3

1

&

对于集合要注意)
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"

%集合中的元素是确定的"也就是说"对于集合
1

"元素
!

或属于此集合"或不属于

此集合"两者必属其一$

!

#

%集合中的每个元素均相同则两集合相同"如集合4

!

"

,

"

.

"

5

5与集合4

!

"

.

"

5

"

,

5是

一样的&

)#

全集与空集

由所研究的所有事物构成的集合称为全集"记为
A

&全集是相对的"例如"讨论的问

题仅限于正整数"则全体正整数的集合为全集$当讨论的问题包括正整数与负整数时"则

全体正整数的集合就不是全集&

不包括任何元素的集合!即元素个数为零的集合%称为空集&若
1

为空集"则记作

1&

8

&

第
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集合间的关系

定义
$#)#!

!

如果集合
1

的每一个元素都是集合
B

的元素"即如果有
!

6

1

"则有
!

6

B

"则称
1

为
B

的子集&记作
1

9

B

或
B

:

1

"读作
1

包含于
B

或
B

包含
1

&如果
B

:

1

"且存在元素"使得
,

6

B

"但
,

6

3

1

"则称
1

是
B

的真子集"记以
B

;

1

或
1

<

B

&若集合

1

"

B

不满足
1

9

B

"则称
B

不包含
1

"记以
1

=

B

&

空集及集合
1

本身都可看成是集合
1

的子集&

定义
$#)#)

!

集合
1

与集合
B

有相同的元素"则称这两个集合是相等的"记以
1&

B

"否则称这两个集合不相等"记以
1

*

B

&

对于集合的相等与包含关系"可用文氏图!

B.??C58

9

<8D

%表示!图
"3(3"

%&

图
"E(E"

!

相等与包含关系之文氏图

对于集合的相等与包含关系"有以下几个结论&

!

"

%对任一集合
1

"必有
89

1

"即空集是任意集合的子集&



第
)

章
!

集合论
&'

!!!

!

#

%对任一集合
1

"有
1

9

1

"即集合
1

是自己的子集&

!

(

%对任一集合
1

"必有
A

:

1

&

!

$

%对任一集合
1

"必有
89

1

&

!

,

%对于集合
1

"

B

"

1&B

的充分必要条件是
1

:

B

且
B

:

1

&

!

+

%如果
1

9

B

"

B

9

4

"则
1

9

4

"即集合的包含关系有传递性&
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集 合 代 数

$#

集合的基本运算

!!

定义
$#)#"

!

由集合
1

"

B

的所有元素合并组成的集合"称为集合
1

与集合
B

的并

集"记以
1

>

B

&

定义
$#)#*

!

由集合
1

"

B

的所有公共元素所组成的集合"称为集合
1

与集合
B

的

交集"记以
1

?

B

定义
$#)#+

!

集合
1

"

B

若满足
1

?

B&

8

"则称
1

与
B

是分离的&

定义
$#)#%

!

由集合
1

"

B

中所有属于
1

而不属于
B

的元素所组成的集合"称为集

合
1

对集合
B

之差"记作
1'B

&

例如"

1&

4

!

"

,

"

.

"

5

"

C

"

D

5"

B&

4

5

"

C

"

D

"

E

"

F

5则

1

+

B

$

4

!

"

,

"

.

5

!!

定义
$#)#&

!

全集
A

中所有不属于
1

的元素构成的集合"称为
1

的补集"记作
1G

"

1G&

4

2

+

2

6

A

且
2!

6

3

1

5&

定义
$#)#'

!

集合
1

"

B

之对称差!或叫布尔和%

1)B

可定义为

1

-

B

$

!

1

+

B

%

>

!

B

+

1

%&

例如"

1&

4

"

"

#

"

(

"

$

5"

B&

4

(

"

$

"

,

"

+

5则
1)B&

4

"

"

#

"

,

"

+

5&

由此可见
1)B

即
1

(

B

之所有非公共元素所组成的集合&

以上
,

种运算可用如图
"3(3#

所示的文氏图表示&

图
"E(E#

!

基本运算文氏图
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!#

并(交(补的基本运算公式

!

"

%并(交运算满足交换律"即

1

>

B

$

B

>

1

!

"3(3"

%

1

?

B

$

B

?

1

!

"3(3#

%

!!

!

#

%并(交运算满足结合律"即

1

>

!

B

>

4

%

$

!

1

>

B

%

>

4

!

"3(3(

%

1

?

!

B

?

4

%

$

!

1

?

B

%

?

4

!

"3(3$

%

!!

!

(

%并(交运算满足分配律"即

1

>

!

B

?

4

%

$

!

1

>

B

%

?

!

1

>

4

% !

"3(3,

%

1

?

!

B

>

4

%

$

!

1

?

B

%

>

!

1

?

4

% !

"3(3+

%

!!

!

$

%摩根律!

C.F4<

9

8?G:38H

%)

!

1

>

B

%

G

$

1G

?

BG

!

"3(30

%

!

1

?

B

%

G

$

1G

>

BG

!

"3(31

%

关于摩根律!

"3(30

%的证明可见文氏图
"3(3(

&

图
"E(E(

!

摩根律文氏图

)#

其他常用运算结论

!

"

%

1

>8

&1

"

1

?

A&1

"

1

>

1G&A

"

1

?

1G&

8

!

"3(32

%

!

#

%

1

>

!

1

?

B

%

&1

"

1

?

!

1

>

B

%

&1

!

"3(3"!

%

!

(

%

A

>8

&A

"

A

?8

&

8

!

"3(3""

%

"#

应用实例

设某图书馆藏书
"!!

万册"有一读者前往查阅"他希望能了解所有英国
"0

世纪以前

描写资产阶级革命的长篇小说以及我国
"22!

年以前出版的不是描写/文化大革命0的长

篇小说"将满足此要求的书用集合论表示&

解)此题中
A

为该图书馆全部藏书的书名集$

H

)所有英国书的书名集$
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I

)所有
"0

世纪以前的书的书名集$

J

)所有描写资产阶级革命的书名集$

K

)所有长篇小说的书名集$

L

)所有
"22!

年以前出版的书名集$

4

)所有中国书的书名集$

M

)所有描写/文化大革命0的书名集&

则读者要了解的书的集合可描述为

K

?

+!

I

?

J

?

H

%

>

!

L

?

4

?

MG

%,

第
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幂集(

)

重有序组及笛卡儿乘积

$#

幂集

!!

定义
$#)#$(

!

由集合
1

的所有子集!包括空集及集合
1

本身%所组成的集合叫作
1

的幂集"记以
#

1 或
+

!

1

%&

定理
$#)#$

!

若集合
1

为由
%

个元素所组成的有限集"则
+

!

1

%为有限"且由
#

% 个元

素组成&

例如"

1&

4

!

"

,

"

.

"

5

5"则
+

!

1

%

&

4

,

"

!

"

,

"

.

"

5

"4

!

"

,

5"4

!

"

.

5"4

!

"

5

5"4

,

"

.

5"4

,

"

5

5"

4

.

"

5

5"4

!

"

,

"

.

5"4

!

"

,

"

5

5"4

!

"

.

"

5

5"4

,

"

.

"

5

5"4

!

"

,

"

.

"

5

55"共有
#

$

&"+

个元素&

!#)

重有序组

定义
$#)#$$

!

两个按一定次序排列的客体)

!

"

,

组成一个有序序列"我们叫作有序

偶"记以!

!

"

,

%&

有序偶!

!

"

,

%中"

!

"

,

分别称为!

!

"

,

%的第一客体与第二客体&

定义
$#)#$!

!

有序偶!

!

"

,

%与!

.

"

5

%"若有
!&.

"

,&5

"则称!

!

"

,

%与!

.

"

5

%是相

等的&

将有序偶推广到
%

重有序组)

定义
$#)#$)

!

%

个!

%

"

"

%按一定次序排列的客体
!

"

"

!

#

"#"

!

%

组成一个有序序列"

称为
%

重有序组"记以!

!

"

"

!

#

"#"

!

%

%"并称
!

"

为该有序组的第
"

个客体&

两个
%

重有序组!

!

"

"

!

#

"#"

!

%

%与!

,

"

"

,

#

"#"

,

%

%"若有
!

"

&,

"

"

"&"

"

#

"#"

%

则称

!

!

"

"

!

#

"#"

!

%

%与!

,

"

"

,

#

"#"

,

%

%是相等的&

)#

笛卡儿乘积

设有两个集合
1

与
B

"我们用
1

"

B

的元素组成有序偶"以
1

的元素作为有序偶的第



定量分析方法
'*

!!!

一个客体"以
B

的元素作为第二个客体"用这种方法所组成的所有有序偶的全体构成的

一个集合"称为
1

与
B

的笛卡儿乘积&

定义
$#)#$"

!

集合
1

"

B

之笛卡儿乘积为

1

&

B

$

4!

!

"

,

%

*

!

6

1

"

,

6

B

5

!!

例如"平面上直角坐标中所有点的集合"可用笛卡儿乘积表示)

K

&

K

$

4!

2

"

;

%

*

2

6

K

"

;

6

K

5

其中
K

表示实数集&

定义
$#)#$*

!

集合
1

"

"

1

#

"#"

1

%

的笛卡儿乘积可表示为

1

"

&

1

#

#

&

1

%

$

4!

2

"

"

2

#

"#"

2

%

%

*

2

"

6

1

"

"

2

#

6

1

#

"#"

2

%

6

1

%

5

!!

例如"计算机内的字是由固定的
%

个有序二进制所组成的"它的全体可表示成
%

重

有序组形式

1

%

$

1

&

1

&

#

&

1

$

4!

!

"

&

!

#

&

#

&

!

%

%

*

!

"

6

1

"

"

"

$

"

"

#

"#"

%

5

其中
1&

4

!

"

"

5&

第
*

节
!

实数集(数域

$#

实数集

!!

定义
$#)#$+

!

设
8

"

9

为整数"且
9

*

!

"则所有可由
8

3

9

表示的数称为有理数$在数

轴上不能由
8

3

9

表示的数称为无理数&

有理数可以表示为有穷小数或无穷循环小数&而无理数为无穷不循环小数&

有理数在数轴上处处稠密"即对数轴任意两个有理点"不论它们的差多么小"都可在

它们之间找到无穷多个有理点&但有理点并未充满数轴"有理点之间尚有无穷多个空

隙"这些空隙处的点就是无理点"它们对应的数就是无理数&

定义
$#)#$%

!

有理数与无理数全体的集合称为实数集"实数充满数轴而且没有

空隙&

!#

数域(实数域

定义
$#)#$&

!

设
6

是由一些复数组成的集合"其中包括
!

与
"

"如果
6

中任意两个

数!这两个数也可以相同%的和(差(积(商!除数不为零%仍然是
6

中的数"那么
6

就称为

一个数域&

例如"所有具有形式
!),槡#的数!其中

!

"

,

为任何有理数%"构成一个数域"所有整数

构成的集合不构成一个数域&



第
)

章
!

集合论
'"

!!!

所有实数集合构成一个数域"称为实数域"记作
K

&由全体复数组成的集合构成复

数域"记为
4

&

所有数域都包含有理数域
<

作为它的一部分&

按照所研究的问题"我们常常需要明确规定所考虑的数的范围&数域就是我们规定

的所讨论的数的范围&




