
9.1 知识网络图
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9.2 精品课堂
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9.3 达标实训

本节从实际例子的微元法求解出发,引入二重积分和三重积分的概念,不加证明地指

出重积分存在的充分条件。对重积分的性质只加以叙述,省略证明。进而,重点介绍了重

积分的经典计算方法及其拓展应用。重积分的计算最终都归结为定积分。学习中要抓住

它与定积分之间的联系,注意比较它们的共同点与不同点。通过完成本节达标实训练习,
可使读者达到以下要求。

一级达标要求。必须深刻理解重积分的概念和性质;学会利用对称性简化计算;掌

握在不同坐标系下化重积分为累次积分的经典计算方法,包括利用直角坐标和极坐标计

算二重积分的方法,利用直角坐标、柱面坐标计算三重积分的方法。
二级达标要求。会选择合适的坐标系和恰当的积分次序进行积分;掌握分段函数的

二重积分方法;会利用极坐标计算一些特殊积分区域下的二重积分;掌握三重积分的拓

展计算方法,包括向不同坐标面方向投影的柱坐标计算方法,利用球坐标和广义球坐标计

算三重积分的方法;会计算综合型的重积分问题及某些应用问题。
一级、二级标准是学习“重积分”必须达到的基本要求。
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9-1 改变下列积分次序。

(1)∫
1

0
dx∫

x

x-x2
f(x,y)dy

【解】 由积分上下限画出积分区域 D,如图9.1所示积分区域 D 是由上半圆周

x-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2

+y2=14
,y>0,抛物线y2=x,y>0;与直线x=1三者所围成。

原式=∫
1
2

0
dy∫

1
2- 1

4-y2

y2
f(x,y)dx+∫

1
2

0
dy∫

1

1
2+ 1

4-y2
f(x,y)dx+∫

1

1
2
dy∫

1

y2
f(x,y)dx

(2)∫
a

0
dx∫

a2-x2

a2-x2
2a

f(x,y)dy  

【解】 如图9.2所示

原式 =∫
a
2

0
dy∫

a2-y2

a2-2ay
f(x,y)dx+∫

a

a
2
dy∫

a2-y2

0
f(x,y)dx

(3)∫
1

0
dx∫

x2

0
f(x,y)dy+∫

3

1
dx∫

3-x
2

0
f(x,y)dy

图  9.1

   

图  9.2

【解】 如图9.3所示

原式 =∫
1

0
dy∫

3-2y

y
f(x,y)dx

(4)∫
0

-1
dx∫

2-x2

-x
f(x,y)dy+∫

1

0
dx∫

2-x2

x
f(x,y)dy

【解】 如图9.4所示

原式 =∫
1

0
dy∫

y

-y
f(x,y)dx+∫

2

1
dy∫

2-y

- 2-y
f(x,y)dx

图 9.3

   

图 9.4
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  9-2 计算二重积分∬
D

yexydxdy,其中D 是由直线x=1,x=2,y=2及双曲线xy=1

所围成的区域。
【解】 采用先x后y 的次序积分(先y后x 将带来困难)

原式 =∫
1

1
2
dy∫

2

1
y
yexydx+∫

2

1
dy∫

2

1
yexydx

=∫
1

1
2

(exy)
2

1
y

dy+∫
2

1
exy

2

1
dy=∫

1

1
2

(e2y -e)dy+∫
2

1
(e2y -ey)dy= 12e

4-e2

9-3 化二重积分I=∬
D

f(x,y)dσ为二次积分,其中D是由|x|+|y|≤1所围成的区域。

【解】 I=∬
D

f(x,y)dσ=∫
0

-1
dx∫

x+1

-x-1
f(x,y)dy+∫

1

0
dx∫

1-x

x-1
f(x,y)dy

=∫
0

-1
dy∫

y+1

-y-1
f(x,y)dx+∫

1

0
dy∫

1-y

y-1
f(x,y)dx

9-4 计算二重积分∬
D

dσ,其中D是由直线y=2x,x=2y及x+y=3围成的三角形区域。

【解】 ∬
D

dσ=∫
1

0
dx∫

2x

x
2
dy+∫

2

1
dx∫

3-x

x
2
dy

=∫
1

0
2x-xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx+∫
2

1
3-x-xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx= 3
4x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1

0
+ 3x-34x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

1
= 32

9-5 计 算∬
D

e
y
xdxdy,D 是由曲 线y=x2,y=0,x=1所围成的区域。

【解】 原式=∫
1

0
dx∫

x2

0
e

y
xdy

=∫
1

0
xe

y
( )x

x2

0
dx=∫

1

0
(xex -x)dx

=∫
1

0
xdex -∫

1

0
xdx=xex

1

0
-∫

1

0
exdx-x2

2
1

0
=e-(e-1)-12 = 12

9-6 若区域D 由x2+y2=-2x所围成,则∬
D

(x+y) x2+y2dxdy=(  )。

(A)∬
D

(x+y) 2xdxdy       (B)∫
-π2

π
2

(sinθ+cosθ)dθ∫
-2cosθ

0
ρ3dρ

(C)2∫
π

π/2
(sinθ+cosθ)dθ∫

-2cosθ

0
ρ3dρ (D)∫

3π
2

π
2

(sinθ+cosθ)dθ∫
-2cosθ

0
ρ3dρ

【解】 答案是(D),极坐标系下圆的方程为ρ=-2cosθ,由ρ≥0可得π
2≤θ≤

3π
2
。

9-7 若区域D 由x2+y2=2y所围成,则∬
D

(x+y) x2+y2dxdy= 。

(A)∫
π

0
(sinθ+cosθ)dθ∫

2sinθ

0
ρ3dρ (B)∫

π
2

-π2

(sinθ+cosθ)dθ∫
2sinθ

0
ρ3dρ

(C)2∫
π
2

0
(sinθ+cosθ)dθ∫

2sinθ

0
ρ3dρ (D)∬

D

(x+y) 2ydxdy
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【解】 (A)极坐标系下圆的方程为ρ=2sinθ,由ρ≥0可得0≤θ≤π。
9-8 设D 是y=x3,y=1,x=-1围成的有限区域,而D1 为D 的第一象限部分,则

∬
D

(xy+e-x2siny)dxdy=(  )。

(A)2∬
D1

e-x2sinydxdy      (B)2∬
D1

xydxdy 

(C)4∬
D1

(xy+e-x2siny)dxdy (D)0

【解】 答案是(A),如图9.5所示由对称性可得。

9-9 选择适当的坐标系计算下列二重积分。

(1)∬
D

xy
x2+y2

dxdy,D:y≥x,1≤x2+y2≤2。

【解】 利 用 极 坐 标 进 行 计 算,∬
D

xy
x2+y2

dxdy =∫
5π
4

π
4
dθ∫

2

1

ρcosθρsinθ
ρ2 ρdρ =

1
2∫

5π
4

π
4
sin2θdθ∫

2

1
ρdρ=0

(2)∬
D

|x|dσ,其中D:x2+y2≤2y。

【解】 ∬
D

|x|dσ=2∫
π
2

0
dθ∫

2sinθ

0
|ρcosθ|ρdρ=2∫

π
2

0
dθ∫

2sinθ

0
ρ2cosθdρ

=163∫
π
2

0
sin3θcosθdθ=163×14 = 43

(3)∬
D

x(y+1)dxdy,其中D:x2+y2≥1,x2+y2≤2x。

【解】 积分区域关于x轴对称,xy是关于y 的奇函数,因此

∬
D

xydxdy=0

  如图9.6所示

D:-π3 ≤θ≤ π3
, 1≤ρ≤2cosθ

图 9.5

    

图 9.6



111  

于是∬
D

xdxdy=∫
π
3

-π3
dθ∫

2cosθ

1
ρcosθ·ρdρ= 3

4 +23π

故,原式= 34+
2
3π
。

(4)∬
D

x+y
x2+y2

dxdy,其中D:x2+y2≤1,x+y≥1。

【解】 可利用极坐标系,如图9.7所示,

原式 =∬
D

ρsinθ+ρcosθ
ρ2

·ρdθdρ=∫
π
2

0
dθ∫

1

1
sinθ+cosθ

(sinθ+cosθ)dρ=2-π2

9-10 求 ∬
|x|+|y|≤1

|xy|dxdy。

【解】 由于积分区域D 是一个正方形,坐标轴将D 分成四个对称的子区域,被积函

数|xy|是x与y 的偶函数,设D1 为D 在第1象限部分,故

原式=4∬
D1

|xy|dxdy=4∫
1

0
xdx∫

1-x

0
ydy

=4∫
1

0
x 1
2y

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1-x

0
dx=2∫

1

0
(x-2x2+x3)dx= 16

9-11 计算二重积分∬
D

|x2+y2-1|dσ,其 中D={(x,y)|0≤x≤1,0≤y≤1}。

【分析】 由于被积函数不是初等函数,所以需将积分区域D 分块后再积分。

图 9.7

    

图 9.8

【解】 如图9.8所示,将积分区域D 分成D1 和D2 两部分,则

∬
D

|x2+y2-1|dσ=∬
D1

(1-x2-y2)dσ+∬
D2

(x2+y2-1)dσ

由于

∬
D1

(1-x2-y2)dσ=∫
π
2

0
dθ∫

1

0
(1-ρ2)ρdρ= π8

∬
D2

(x2+y2-1)dσ=∬
D

(x2+y2-1)dσ-∬
D1

(x2+y2-1)dσ

=∫
1

0
dx∫

1

0
(x2+y2-1)dy- -πæ

è
ç

ö

ø
÷

8
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=-13+π8

所以,∬
D

|x2+y2-1|dσ= π8+ -13+πæ

è
ç

ö

ø
÷

8 = π4 -
1
3
。

9-12 ∬
D

(x2+y2 +2y3)dσ,其中D 是由圆x2+y2=4和(x-1)2+y2=1所围成

的平面区域。
【解】 如图9.9所示,设D1:(x-1)2+y2=1,D2:x2+y2=4,由积分区域的对称性

图 9.9

和被积函数的奇偶性得∬
D

2y3dσ=0。

故原式=∬
D

x2+y2dσ+0

=∬
D2

x2+y2dσ-∬
D1

x2+y2dσ

=∫
2π

0
dθ∫

2

0
ρ2dρ-∫

π
2

-π2
dθ∫

2cosθ

0
ρ2dρ

=16π3 -329
9-13 设函数f(x)连续,f(0)=0,且在x=0处可导,求极限

lim
t→0+

1
t4 ∬

x2+y2≤t2

f(x2+y2)dxdy

  【解】 ∬
x2+y2≤t2

f(x2+y2)dxdy=∫
2π

0
dθ∫

t

0
f(ρ2)ρdρ=2π∫

t

0
f(ρ2)ρdρ

于是原式 =lim
t→0+

2π∫
t

0
f(ρ2)ρdρ
t4 =2πlim

t→0+

f(t2)t
4t3 =2π4limt→0+

f(t2)
t2

= π2limt→0+

f(t2)-f(0)
t2-0 = π2f′

(0)

9-14 计算下列三重积分。

(1)∭
Ω

xdV,其中Ω 由三个坐标面与平面2x+y+z=1所围成。

【解】 先对z积分,z的变化范围是0≤z≤1-2x-y,D 可表示为0≤x≤12
,0≤

y≤1-2x,

原式 =∫
1
2

0
dx∫

1-2x

0
dy∫

1-2x-y

0
xdz

=∫
1
2

0
dx∫

1-2x

0
x(1-2x-y)dy= 12∫

1
2

0
x(1-2x)2dx= 1

96

(2)∭
Ω

sin(x+y+z)dxdydz,其中Ω是平面x+y+z= π2
和三个坐标平面所围成

的区域。
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【解】 原式=∫
π
2

0
dx∫

π
2-x

0
dy∫

π
2-x-y

0
sin(x+y+z)dz

=∫
π
2

0
dx∫

π
2-x

0
cos(x+y)dy=∫

π
2

0
(1-sinx)dx= π2-1

9-15 计算三重积分∭
Ω

zdV,其中Ω是由曲面z=x2+y2 与z= 2-x2-y2 所围

成的区域。

【解】 
z=x2+y2

z= 2-x2-y{ 2
得投影区域Dxy:x2+y2≤1,利用柱坐标求解,有

∭
Ω

zdV=∫
2π

0
dθ∫

1

0
dρ∫

2-ρ
2

ρ
2 zρdz=2π·12∫

1

0
ρ(2-ρ2-ρ4)dρ

=π1-14-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
6 = 7

12π

  9-16 计算三重积分∭
Ω

(x2+y)dxdydz,其中Ω 是由z=x2+y2,z=4所围成的

立体。

【解】 Ω 关于y=0对称,y是关于y 的奇函数,所以∭
Ω

ydxdydz=0

∭
Ω

(x2+y)dxdydz=∭
Ω

x2dxdydz+∭
Ω

ydxdydz=∭
Ω

x2dxdydz

投影区域为
x2+y2=4
 
z{ =0 ,选择柱坐标,Ω

0≤θ≤2π
0≤ρ≤2

ρ2≤z≤

ì

î

í

ïï

ïï 4

∭
Ω

(x2+y)dxdydz=∫
2π

0
cos2θdθ∫

2

0
ρ3dρ∫

4

ρ
2dz=163π

  9-17 计算积分∭
Ω

(x+y+z2)dxdydz其中Ω 为立体x2+y2+z2 ≤4的上半部。

【解】 ∭
Ω

(x+y+z2)dxdydz,其中Ω 为立体x2+y2+z2≤4的上半部。

∭
Ω

(x+y+z2)dxdydz=∭
Ω

xdxdydz+∭
Ω

ydxdydz+∭
Ω

z2dxdydz

=0+0+∫
2

0
z2dz∬

D

dxdy=π∫
2

0
z2(4-z2)dz=6415π

  9-18 计算I=∭
Ω

zdxdydz,Ω 是由锥面z = x2+y2 与平面z=1所围成的闭

区域。

【解】 Ω:
(x,y)∈Dz,Dz:x2+y2≤z2
 
0≤z≤{ 1

,利用截面法,有
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I=∭
Ω

zdxdydz=∫
1

0
dz∬

Dz

zdxdy

=∫
1

0
zdz∬

Dz

dxdy=∫
1

0
zS(Dz)dz

其中S(Dz)是圆域Dz:x2+y2≤z2 的面积

I=∫
1

0
πz3dz= π4

。

9-19 设空间区域Ω:z≥ 3(x2+y2),x2+y2+z2≤1,则∭
Ω

z2dV = (  )。

(A)∫
2π

0
dθ∫

π
3

0
sinφcos2φdφ∫

1

0
ρ4dρ (B)∫

2π

0
dθ∫

π
6

0
sinφcos2φdφ∫

1

0
ρ4dρ

(C)∫
2π

0
dθ∫

π
3

0
sinφcosφdφ∫

1

0
ρ3dρ (D)∫

2π

0
dθ∫

π
6

0
sinφcosφdφ∫

1

0
ρ2dρ

【解】 (B)

9-20 设空间区域Ω1:x2+y2+z2≤R2,z≥0,Ω2:x2+y2+z2≤R2,x≥0,y≥0,

z≥0,则(  )。

(A)∭
Ω1

zdV =4∭
Ω2

dV      (B)∭
Ω1

dV =4∭
Ω2

dV

(C)∭
Ω1

ydV =2∭
Ω2

ydV (D)∭
Ω1

dV =∭
Ω2

zdV

【解】 (B)

9-21 计算∭
Ω

(x2+z2)dV,其中Ω 是 球x2+y2+z2≤4。

【解】 因为积分区域Ω 关于x,y,z具有轮换对称性,
于是

 ∭
Ω

(x2+z2)dV

= 13∭
Ω

[(x2+z2)+(x2+y2)+(y2+z2)]dV

= 23∭
Ω

(x2+y2+z2)dV

= 23∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

2

0
ρ2·ρ2sinφdρ=256π15

  9-22 Ω 是由z=x2+y2 与z=1围成的闭区域,计算∭
Ω

(x+y+2z)dV。

提示:利用对称性可简化计算。
【解】 Ω 关于yOz面和xOz面对称,故

∭
Ω

(x+y+2z)dV=∭
Ω

xdV+∭
Ω

ydV+2∭
Ω

zdV
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=0+0+2∭
Ω

zdV =2∭
Ω

zdV

=2∫
1

0
dz∬

Dz

zdxdy=2∫
1

0
z·πzdz= 23π

(其中Dz 为平面Z=z与z=x2+y2 所截得的圆)

9-23 计 算∭
Ω

(3x2+y2+2z2)dV,其中Ω 是球x2+y2+z2≤R2。

【解】 由轮换对称性可知

∭
Ω

x2dV =∭
Ω

y2dV =∭
Ω

z2dV

则

 ∭
Ω

(3x2+y2+2z2)dV

=3∭
Ω

x2dV+∭
Ω

y2dV+2∭
Ω

z2dV

=6∭
Ω

z2dV =12∫
R

0
z2 ∬

x2+y2≤R2-z2

dxdy

=12∫
R

0
z2π(R2-z2)dz= 85πR

5

  9-24 求下列曲面所围成立体的体积。
(1)由z=x+y,z=xy,x+y=1,x=0,y=0所围成的立体体积。

【解】 由题意,V =∭
Ω

dV =∬
D

(x+y-xy)dxdy,积分区域D 是x 轴,y轴及直线

x+y=1围成的三角形,于是

V=∫é

ë
ê
ê

1

0∫
1-x

0
(x+y-xy)d

ù

û
ú
úy dx

=∫
1

0
xy+(1-x)·12y[ ]2

1-x

0
dx

=∫
1

0
x(1-x)+(1-x)·12

(1-x)[ ]2 dx

= 12-13+12∫
1

0
(1-x)3dx= 7

24

  (2)由曲面x2+y2+z2=R2 与曲面x2+y2+z2=4R2 所围成的立体体积。
【解】 利用球面坐标系计算比较简便,

此时两曲面所围区域Ω:
R≤r≤2R
0≤φ≤π
0≤θ≤2

ì

î

í

ïï

ïï
π

所以体积
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V=∭
Ω

dV =∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

2R

R
r2sinφdr

=2π·∫
π

0
sinφdφ·∫

2R

R
r2dr

=2π·(-cosφ)
π

0
·r

3

3
2R

R

=283πR
3

  (3)由椭圆抛物面z=4-x2-y
2

4
与平面z=0所围成的立体体积。

【解】 考虑到图形的对称性,只需计算第一卦限部分即可

V =∭
Ω

dV =4∬
D

4-x2-y2æ

è
ç

ö

ø
÷

4 dxdy

故

V=4∫
2

0
dx∫

16-4x2

0
4-x2-y2æ

è
ç

ö

ø
÷

4 dy

=4∫
2

0
4y-x2y-112y

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
16-4x2

0
dx

=163∫
2

0
(4-x2)

3
2dx=16π

  9-25 求由y=2x,y=x
2
,xy=2围成的平面图形的面积。

【解】 设所求面积为S,由
y=x
2

xy
{
=2
,得交点(2,1),

S=∫
1

0
dy∫

2y

y
2
dx+∫

2

1
dy∫

2
y

y
2
dx=∫

1

0

3y
2dy+∫

2

1

2
y -yæ

è
ç

ö

ø
÷

2 dy

= 32
·1
2y

2
1

0
+2lny

2

1
-12

·1
2y

2
2

1

= 34+2ln2-14
(4-1)=2ln2

9-26 根据二重积分性质,比较∬
D

ln(x+y)dσ与∬
D

[ln(x+y)]2dσ的大小,其中D 是

三角形区域,三顶点分别为(1,0),(1,1),(2,0)。
【分析】 利用保序性求解。可先画出积分区域,在积分区域上比较被积函数的大小,

进而判断积分值的大小。
【解】 经过顶点(1,1)与(2,0)的直线方程为x+y=2,由于区域D 在该直线下方,



117  

所以区域D 中的点满足x+y≤2,因而满足ln(x+y)≤1。类似地又知区域D 中的点满

足x≥1,y≥0,因而满足x+y≥1,进一步可知ln(x+y)≥0,在不等式ln(x+y)≤1两边

乘以ln(x+y)≤1得[ln(x+y)]2≤ln(x+y),因而有

∬
D

[ln(x+y)]2dσ≤∬
D

ln(x+y)dσ

  9-27 估计积分I=∬
D

(x+y+10)dσ的值,其中D是由圆周x2+y2=4围成的区域。

【分析】 利用积分估值定理求解。可先求被积函数f(x,y)=x+y+10在区域D
的最大值,最小值,即利用拉格朗日乘数法求解。

【解】 在D 内部,fx=1,fy=1,因此f(x,y)在区域内设有驻点,故最值一定在边界

上达到,作F-函数:

F(x,y)=x+y+10+λ(x2+y2-4)

  令

Fx=1+2λx=0
Fy=1+2λy=0
x2+y2

ì

î

í

ïï

ïï
-4=0

,解得驻点为(2,2),(- 2,- 2),比较得m=10-22,M=

10+22,积分区域的面积σ=πR2=π·22=4π
于是

8π(5- 2)≤I≤8π(5+ 2)。

9-28 改变积分次序∫
1

0
dy∫

3-y2

1
2y
2 f(x,y)dx。

图 9.10

【分析】 可先根据题中的 Y-型积分画出积分区域图,如
图9.10所示,再转化成关于X-型积分区域。

【解】 积分区域D:
1
2y

2≤x≤ 3-y2

0≤y≤
{

1

积分区域D=D1∪D2∪D3,D1:
0≤x≤12

0≤y≤ 2

ì

î

í

ïï

ïï x

D2:
1
2≤x≤ 2

0≤y≤
{

1
,D3:

2≤x≤ 3
 
0≤y≤ 3-x{ 2

,则

I=∫
1
2

0
dx∫

2x

0
f(x,y)dy+∫

2

1
2
dx∫

1

0
f(x,y)dy+∫

3

2
dx∫

3-x2

0
f(x,y)dy

  9-29 计算下列二次积分。

(1)∫
1

0
dx∫

x

0
e-y2

2dy

【分析】 先对y积分有困难,被积函数e-
y2
2 的原函数不是初等函数,故需要先交换积

分次序,再求解。
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【解】 原式=∫
1

0
e-y2

2dy∫
1

y2
dx=∫

1

0
e-y2

2(1-y2)dy

=∫
1

0
e-y2

2dy-∫
1

0
y2e-y2

2dy

=∫
1

0
e-y2

2dy+∫
1

0
yde-y2

2

=∫
1

0
e-y2

2dy+ye-y2
2

1

0
-∫

1

0
e-y2

2dy=e-12

(2)∫
1

0
x2dx∫

1

x
e-y2dy

【分析】 先对y积分有困难,被积函数e-y
2
的原函数不是初等函数,故需要先交换积

分次序,再求解。

【解】 原式=∬
D

x2e-y2dxdy=∫
1

0
e-y2dy∫

y

0
x2dx

= 13∫
1

0
y3e-y2dy= 16∫

1

0
y2e-y2dy2

u=y
————

2 1
6∫

1

0
ue-udu= 16 -ue-u -e-( )u

1

0

= 16 1-2e-( )1

(3)∫
1

0
dy∫

1

y
x2sinxydx

【分析】 按原式所给的次序计算积分,需进行二次分部积分,若交换积分次序,求积

分较易,将D:
y≤x≤1
0≤y≤{ 1

,重新表示为D:
0≤y≤x
0≤x≤{ 1

。

【解】 原式=∫
1

0
dx∫

x

0
x2sinxydy=∫

1

0
x(-cosxy)

x

0
dx

=∫
1

0
x(1-cosx2)dx

= 12
(x2-sinx2)

1

0
= 12

(1-sin1)

9-30 计 算∬
-1≤x≤1
0≤y≤1

|y-x2|dxdy。

【分析】 根据绝对值,将积分区域分成两部分,

|y-x2|=
y-x2,y≥x2
 
x2-y,y<x{ 2

,记区域D 为-1≤x≤1,0≤y≤1,D=D1∪D2,D1:x2≤

y≤1,-1≤x≤1;D2:-1≤x≤1,0≤y<x2。

【解】 原式=∬
D1

|y-x2|dxdy+∬
D2

|y-x2|dxdy

=∫
1

-1
dx∫

1

x2
(y-x2)dy+∫

1

-1
dx∫

x2

0
(x2-y)dy
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=∫
1

-1

y2
2-x2æ

è
ç

ö

ø
÷y
1

x2
dx+∫

1

-1
x2y-y2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
x2

0
dx

=∫
1

-1

1
2-x2+xæ

è
ç

ö

ø
÷

4 dx=2∫
1

0

1
2-x2+xæ

è
ç

ö

ø
÷

4 dx

=2 12x-x3
3+x5æ

è
ç

ö

ø
÷

5
1

0
=1115

图 9.11

9-31 求∬
D

(x2+y2+y)dσ,其中D 是由圆x2+y2=4和

(x+1)2+y2=1所围成的平面区域(如图9.11所示)。
【分析】 利用对称性,在极坐标系下计算二重积分。首

先,将积分区域D 分为大圆D1={(x,y)|x2+y2≤4}减去小

圆D2={(x,y)|(x+1)2+y2≤1},如图,再求解。
【解】 令 D1={(x,y)|x2+y2≤4},D2={(x,y)|

(x+1)2+y2≤1}。

由对称性,∬
D

ydσ=0。

 ∬
D

x2+y2dσ=∬
D1

x2+y2dσ-∬
D2

x2+y2dσ

=∫
2π

0
dθ∫

2

0
ρ2dρ-∫

3π
2

π
2
dθ∫

-2cosθ

0
ρ2dρ

=16π3 -329 =169
(3π-2)

所以,∬
D

(x2+y2 +y)dσ=169
(3π-2)。

9-32 ∬
D

(x2+y2)dxdy,其中D:x2+y2 ≤ax,x2+y2 ≤ay(a>0)的公共部分。

【分析】 利用极坐标求解,画出积分区域图,将积分区域分成两部分求解。
【解】 积分区域如图9.12所示

图 9.12

由
ρ=acosθ
 

ρ=asin
{ θ

⇒θ=π4

设D=D1+D2,其中

D1:
0≤ρ≤asinθ

0≤θ≤ π{
4

, D2:
0≤ρ≤acosθ
π
4 ≤θ≤ π{

2

  于是,原式 =∫
π
4

0
dθ∫

asinθ

0
ρ3dρ+∫

π
2

π
4
dθ∫

acosθ

0
ρ3dρ=a4

64
(3π-8)

9-33 设f(x),g(x)在[a,b]上连续且单调增加,求证:

(b-a)∫
b

a
g(x)f(x)dx≥∫

b

a
f(x)dx∫

b

a
g(x)dx

  【分析】 右端出现了两个积分,若将两个积分的积分变量换成不同符号则可化为二



120  

重积分。

∫
b

a
f(x)dx∫

b

a
g(x)dx=∫

b

a
f(y)dy∫

b

a
g(x)dx=∫

b

a∫
b

a
f(y)g(x)dxdy

=∫
b

a∫
b

a
f(x)g(y)dxdy

而左边亦可化为二重积分。

(b-a)∫
b

a
g(x)f(x)dx=∫

b

a∫
b

a
f(x)g(x)dxdy=∫

b

a∫
b

a
f(y)g(y)dxdy

这样就化为二重积分的比较了。

【证】 令I= (b-a)∫
b

a
g(x)f(x)dx-∫

b

a
f(x)dx∫

b

a
g(x)dx

则I=∫
b

a∫
b

a
f(x)g(x)dxdy-∫

b

a∫
b

a
f(x)g(y)dxdy=∫

b

a∫
b

a
f(x)[g(x)-g(y)]dxdy

同样可得I=∫
b

a∫
b

a
f(y)[g(y)-g(x)]dxdy

两式相加得2I=∫
b

a∫
b

a
[f(x)-f(y)][g(x)-g(y)]dxdy≥0

故I= (b-a)∫
b

a
g(x)f(x)dx-∫

b

a
f(x)dx∫

b

a
g(x)dx≥0

结论得证。

9-34 设函数f(x)为 0,[ ]1 上的单调减少且大于0的连续函数,求证:

∫
1

0
xf2(x)dx

∫
1

0
xf(x)dx

≤∫
1

0
f2(x)dx

∫
1

0
f(x)dx

  【分析】 从结论出发,做恒等变形,即证明∫
1

0
xf(x)dx∫

1

0
f2(x)dx-∫

1

0
xf2(x)dx∫

1

0
f(x)dx≥

0成立。

【证】 令I=∫
1

0
xf(x)dx∫

1

0
f2(x)dx-∫

1

0
xf2(x)dx∫

1

0
f(x)dx

=∫
1

0
xf(x)dx∫

1

0
f2(y)dy-∫

1

0
xf2(x)dx∫

1

0
f(y)dy

=∫
1

0∫
1

0
xf(y)f(x)[f(y)-f(x)]dxdy

同理I=∫
1

0∫
1

0
yf(x)f(y)[f(x)-f(y)]dxdy两边相加整理得

2I=∫
1

0∫
1

0
f(y)f(x)[x-y][f(y)-f(x)]dxdy

∵f(x)>0且在[0,1]上单调减少

∴(x-y)[f(y)-f(x)]≥0
∴I≥0命题得证。

9-35 曲线
x2=2z
y{ =0 绕z轴一周生成的曲面与z=1,z=2所围成的立体区域Ω。
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(1)求∭
Ω

1
x2+y2+z2dxdydz

。

(2)求∭
Ω

(x2+y2+z2)dxdydz。

【分析】 两题都可利用柱坐标系求解。先写出旋转曲面方程,分别找出柱坐标系下

三个参数的取值范围,将直角坐标系下的三重积分转化成柱坐标系下的三次积分求解。

【解】 (1)曲面方程为x2+y2=2z,记D(z):x2+y2≤(2z)
2,则

原式=∫
2

1
dz∬

D(z)

1
x2+y2+z2dxdy=∫

2

1
dz∫

2π

0
dθ∫

2z

0

ρ
ρ2+z2dρ

=2π∫
2

1

1
2ln
(ρ2+z2)

2z

0
dz=π∫

2

1
ln1+2æ

è
ç

ö

ø
÷

z dz

=πzln1+2æ

è
ç

ö

ø
÷

z
2

1
+π∫

2

1

2
2+zdz

=πln43+2πln43 =3πln43

(2)方法1 曲面方程为x2+y2=2z,记D(z):x2+y2≤(2z)
2,则

原式 =∫
2

1
dz∬

D(z)

(x2+y2+z2)dxdy=∫
2

1
dz∫

2π

0
dθ∫

2z

0
(ρ2+z2)ρdρ

=2π∫
2

1
(z2+z3)dz=736π

方法2 原式=∫
2π

0
dθ∫

2

0
ρdρ∫

2

ρ2
2

(ρ2+z2)dz-∫
2π

0
dθ∫

2

0
ρdρ∫

1

ρ2
2

(ρ2+z2)dz

=2π∫
2

0
2ρ3-

1
2ρ

5+83ρ-124ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

7 dρ-2π∫
2

0
ρ3-

1
2ρ

5+13ρ-124ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

7 dρ

=403π-76π=736π

9-36 求椭球面x2
a2+

y2
b2+

z2
c2=1

所围之椭球的体积。

【分析】 利用三重积分求解可考虑对称性,所求积分是第一卦限的8倍,V =

8∬
D

z(x,y)dxdy,D 表示椭球面在xOy 坐标面第一卦限的投影区域,再转化成极坐标系

求解。
【解】 由于椭球体在空间直角坐标系8个卦限上的体积是对称的。令D 表示椭球

面在xOy 坐标面第一卦限的投影区域,则

D = (x,y)x2
a2+y2

b2 ≤1
,x≥0,y≥{ }0

体积V =8∬
D

z(x,y)dxdy。做广义极坐标变换x=aρcosθ,y=bρsinθ,则dxdy=abρdρdθ

与D 相对应的积分区域

D* = (ρ,θ)0≤ρ≤1,0≤θ≤π/{ }2
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此时z=z(x,y)=c 1-ρ2,从而

V=8∬
D*

z(aρcosθ,bρsinθ)abρdρdθ=8∫
π
2

0
dθ∫

1

0
c 1-ρ2abρdρ

=8abc·π2∫
1

0
ρ 1-ρ2dρ= 43πabc

  【注】 本题若用三重积分求解可选择广义球坐标变换。

9-37 求∭
Ω

x2
a2+y2

b2 +z2
c

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dxdydz,其中Ω 为x2

a2+y2
b2 +z2

c2 ≤1
。

【分析】 可利用截面法求解。将所求积分分成三部分求解,每部分求解时再利用截

面法,因为每个截面都是椭圆,相当于截面上的二重积分是相应椭圆的面积,最后计算定

积分即可。

【解】 I=∭
Ω

x2

a2dxdydz+∭
Ω

y2

b2dxdydz+∭
Ω

z2
c2dxdydz

而∭
Ω

x2

a2dxdydz=∫
a

-a

x2

a2dx∬
Rx

dydz,其中Rx 为区域y
2

b2+
z2
c2≤1-

x2
a2
,即 y2

b2 1-x
2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+

z2

c2 1-x
2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

≤1,其面积为πbc1-x
2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,故

∭
Ω

x2

a2dxdydz=∫
a

-a

x2

a2πbc
1-x2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx= 4
15πabc

同理可得

∭
Ω

y2

b2dxdydz=∭
Ω

z2
c2dxdydz= 4

15πabc

所以

I=3×415πabc= 45πabc

  9-38 计算∭
Ω

(x2+y2+z2)dV,其中Ω 为x2

a2+
y2
b2+

z2
c2≤1

。

【分析】 利用广义球坐标变换求解,令
x=rsinφcosθ
y=rsinφsinθ
z=rcosφ

ì

î

í

ïï

ïï  
 其中  

0≤r≤1
0≤θ≤2π
0≤φ≤

ì

î

í

ïï

ïï π
  【解】 

 ∭
Ω

(x2+y2+z2)dV

=∭
Ω

r2(a2sin2φcos2θ+b2sin2φsin2θ+c2cos2φ)·abcr2sinφdθdφdr

=∫
2π

0
dθ∫

1

0
r4dr∫

π

0
(a2sin2φcos2θ+b2sin2φsin2θ+c2cos2φ)·abcsinφdφ
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= 4
15πabc

(a2+b2+c2)

  9-39 求I=∭
Ω

zdxdydz,其中Ω 为由x2

a2+
y2
b2+

z2
c2≤1

与z≥0所围区域。

【分析】 做广义球坐标变换。

T:
x=arsinφcosθ 0≤r<+∞
y=brsinφsinθ 0≤θ≤2π
z=crcosφ 0≤φ≤

ì

î

í

ïï

ïï π

Ω′= (r,φ,θ)0≤r≤1,0≤φ≤
π
2
,0≤θ≤2{ }π

  【解】 I=∭
Ω

zdxdydz=∭
Ω

abc2r3sinφcosφdrdθdφ

=∫
2π

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

1

0
abc2r3sinφcosφdr= π4abc

2

9-40 设F(t)= ∭
x2+y2+z2≤t2

f(x2+y2+z2)dxdydz,其中f(u)为连续函数,f′(0)存

在,且f(0)=0,f′(0)=1,求lim
t→0

F(t)
t5
。

【分析】 先用球坐标系求解三重积分,再用洛必达法则求出极限。

【解】 F(t)=∫
2π

0
dθ∫

π

0
sinφdφ∫

t

0
r2f(r2)dr

=4π∫
t

0
r2f(r2)dr

F′(t)=4πt2f(t2), F(0)=0

lim
t→0

F(t)
t5 =lim

t→0

F′(t)
5t4 =lim

t→0

4πt2f(t2)
5t4 =4π5limt→0

f(t2)
t2 =4π5limt→0

f(t2)-f(0)
t2

=4π5limu→0

f(u)-f(0)
u =4π5f′

(0)= 45π

  9-41 设平面薄片所占的闭区域D 是由螺线r=2θ上一段弧 0≤θ≤πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
与直线θ=

π
2

所围成的,它的面密度为ρ(x,y)=x2+y2,求该薄片的质量。

【分析】 利用薄片质量公式,直接代入质量公式求解即可。

【解】 M =∬
D
ρdσ=∫

π
2

0
dθ∫

2θ

0
ρ2·ρdρ=∫

π
2

0

ρ4
4

2θ

0
dθ=π

5

40

9-42 求密度均匀半球体的质心。
【分析】 利用质心公式,建立适当的坐标系,代入公式求解。
【解】 取半球体的对称轴为z轴,原点取在球心上,又设球半径为a,则半球体所占

空间闭区域

Ω= {(x,y,z)|x2+y2+z2 ≤a2,z≥0}
显然,质心在z轴上,故x-=y-=0
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z- = 1M∭
Ω

zρdV = 1V∭
Ω

zdV

其中V=23πa
3 为半球体的体积

∭
Ω

zdV=∭
Ω

rcosφ·r2sinφdrdφdθ=∫
2π

0
dθ∫

π
2

0
cosφsinφdφ∫

a

0
r3dr

=2π· sin
2φæ

è
ç

ö

ø
÷

2

π
2

0
·a

4

4 =πa
4

4

因此,z-=38a
,质心为 0,0,38

æ

è
ç

ö

ø
÷a 。

9-43 求质量为M,长和宽分别为a,b的长方形均匀薄板对长边的转动惯量。
【分析】 利用转动惯量公式,直接代入公式即可求解。

【解】 面密度为M
ab
,任取子区域dσ,则该子区域对x轴的转动惯量

Ix =∬
D

M
aby

2dσ= M
ab∫

a

0
dx∫

b

0
y2dy=b2

3M

  9-44 求密度为ρ的均匀球体对于过球心的一条轴l的转动惯量。
【分析】 建立适当的坐标系后直接代入转动惯量公式即可求解。
【解】 取球心为坐标原点,z轴与轴l重合,又设球的半径为a,则球体所占空间闭区域

Ω= (x,y,z)x2+y2+z2 ≤a{ }2

所求转动惯量即球体对于z轴的转动惯量为

Iz=∭
Ω

(x2+y2)ρdV

=ρ∭
Ω

(r2sin2φcos2θ+r2sin2φsin2θ)r2sinφdrdφdθ

=ρ∭
Ω

r4sin3φdrdφdθ

=ρ∫
2π

0
dθ∫

π

0
sin3φdφ∫

a

0
r4dr

=ρ·2π·
a5
5∫

π

0
sin3φdφ

= 25πa
5ρ·

4
3

= 25a
2M

其中M=43πa
3ρ为球体的质量。

9-45 设面密度为μ,半径为R 的圆形薄片x2+y2≤R2,z=0,求它对位于 M0(0,0,

a)(a>0)处的单位质量的质点的引力。
【分析】 利用引力公式,直接代入公式即可求解。
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【解】 由对称性可知引力F
→

=(0,0,Fz)

FZ=-Gaμ∬
D

1
(x2+y2+a2)

3
2
dσ

=-Gaμ∫
2π

0
dθ∫

R

0

ρdρ
(ρ2+a2)

3
2
=2πGaμ

1
R2+a2

-1æ

è
ç

ö

ø
÷a

1.二次积分∫
1

0
dx∫

x

0
x 1-x2+y2dy的值为(  )。

(A)2       (B)12      
(C)4      (D)14

2.计算二重积分∬
D

dxdy
(x+y+1)2

,其中D:0≤x≤1,0≤y≤1(  )。

(A)ln32
(B)ln23

(C)ln43
(D)ln34

3.二次积分∫
π
2

0
dx∫

1

cosx
y4dy的值为(  )。

(A)π10+
8
75

(B)875
(C)π10

(D)π10-
8
75

4.已知Ω是由z=x,z=-x,z=-y及z=1所围的有界闭区域,则I=∭
Ω

zdv=(  )。

(A)1 (B)2 (C)3 (D)5

5.计算二重积分∬
D

1
1+y2

dσ,其中D:|x|≤2,|y|≤1。(  )

(A)1 (B)π (C)2π (D)3π

6.二次积分∫
3

1
dx∫

2

x-1
siny2dy的值为(  )。

(A)12
(1-cos4) (B)12

(1-cos2) (C)13
(1-cos4) (D)13

(1-cos2)

7.计算∭
Ω

xydV 其中Ω 是由z=xy,x+y=1,z=0所围的有界闭区域。(  )

(A)1160
(B)1180

(C)3170
(D)7160

8.计算二重积分∬
D

sinxsinydxdy,D:0≤x≤π2
,0≤y≤π2

。(  )

(A)1 (B)2 (C)3 (D)4

9.设Ω是由x2+y2≤1及0≤z≤1所确定的闭区域,计算I=∭
Ω

(z- x2+y2)dV=

(  )。
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(A)-π6
(B)π6

(C)-π3
(D)π2

10.二重积分∬
D

(x2+y2)dσ(其中D 是由x2+y2=2ax与x 轴所围成的上半部分的

闭区域)的值为(  )。

(A)34πa
4 (B)πa4 (C)32πa

4 (D)2πa2

11.Ω 是x≥0,y≥0部分由曲面z=3-x2-y2 及z=x2+y2-5所围成的闭区域,

则∭
Ω

ydV =(  )。

(A)12815
(B)4915

(C)539
(D)12

12.二重积分∬
D

sin x2+y2dxdy(其 中D 是由x2+y2=π2,x2+y2=4π2,y=x,

y=2x所围成的在第一象限内的闭区域)的值是(  )。

(A)-3πarctan2-πæ

è
ç

ö

ø
÷

4
(B)-34π

2arctan2

(C)-4π2arcsin2 (D)-2πarccos3

13.设Ω 是由bz≤x2+y2+z2≤az(a>b>0)所确定的闭区域,则∭
Ω

zdV =(  )。

(A)π12
(a4-b4) (B)π12

(a4+b4) (C)π12
(a2-b2) (D)π5

(a3-b4)

14.设Ω 是由z =0,x2+y2 =1以及z=x2+y2+1所围成的有界闭区域,则

∭
Ω

2zdV = (  )。

(A)7π3  
(B)π3  

(C)3π2  
(D)5π3

15.三重积分∭
Ω

x2+y2+z2dxdydz(其中Ω是由x2+y2+z2 =z所围成的闭区

域)的值为(  )。

(A)π2   
(B)π5  

(C)π8   
(D)π10

16.设Ω 是由x2+y2+z2≤π,x2+y2≤π2
,z≥0所确定的闭区域,则∭

Ω

sin(π-x2-

y2)·zdz=(  )。

(A)π2
(π-1)  (B)π2

(π+1)  (C)π4
(π-1)  (D)π3

(π-1)

17.二重积 分∬
D

ln(1+x2+y2)dσ(其中D是x2+y2=4及坐标轴所围成的在第一象

限内的闭区域)的值为(  )。

(A)π2
(3ln5-2)  (B)π4

(5ln5-4) (C)πln3-2  (D)π4ln5-3



127  

18.设积分区域D 是由y=x,y=x
2
,x=2所围成的区域,则∬

D

dσ的值是(  )。

(A)2 (B)1  (C)0  (D)e

19.二重积 分∬
D

ex
2+y2dσ(其 中D 是由x2+y2=9所围成的闭区域)的值为(  )。

(A)π(e9-1) (B)πe7-e  (C)π(e5+1)  (D)πe3+e

20.三重积分∭
Ω

zlnx2+y2+z2+( )1
x2+y2+z2+1

dxdydz(其中积分区域Ω={(x,y,z)x2+

y2+z2≤1})的值为(  )。
(A)-1 (B)0  (C)1  (D)2

21.设区域Ω 由锥面z= x2+y2 与球面z= 1-x2-y2 所围成,则三重积分

∭
Ω

zdV 的值为R=(  )。

(A)0 (B)π8  
(C)1  (D)π4

9.4 拓展实训

重积分与曲线积分和曲面积分共同构成多元函数积分学,重积分是以一元函数的积

分学为基础的,是定积分向多元函数的推广,同时,曲线积分和曲面积分又通过积分学的

基本公式转化成重积分,所以,重积分在积分学中占有很重要的地位。重积分分为二重积

分和三重积分,通过本部分的拓展实训练习,读者应达到研究生入学数学考试的要求,这
部分在近十一年的考研数学中约占到高等数学部分题量10%的比例,历年考研试题的题

型大致可归纳为以下几点。

1.重积分的概念与重积分值的比较;  
2.利用区域对称性与被积函数的奇偶性化简多元函数的积分;

3.交换积分次序与累次积分的转换;

4.选用适当的方法计算二重积分;

5.选用适当的方法计算三重积分;

6.重积分的综合应用问题。

9-46 设函数f(u)连续,区域D= (x,y)x2+y2≤2{ }y ,则∬
D

f(xy)dxdy等 于(  )。

(A)∫
1

-1
dx∫

1-x2

- 1-x2
f(xy)dy (B)2∫

2

0
dy∫

2y-y2

0
f(xy)dx
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(C)∫
π

0
dθ∫

2sinθ

0
f(ρ2sinθcosθ)dρ (D)∫

π

0
dθ∫

2sinθ

0
f(ρ2sinθcosθ)ρdρ

【2004数二】
【分析】 
将二重积分化为累次积分的方法是:先画出积分区域的示意图,再选择直角坐标系

和极坐标系,并在两种坐标系下化为累次积分。

图 9.13

【详解】
积分区域见图9.13。
在直角坐标系下,

∬
D

f(xy)dxdy=∫
2

0
dy∫

1-(y-1)2

- 1-(y-1)2
f(xy)dx

=∫
1

-1
dx∫

1+ 1-x2

1- 1-x2
f(xy)dy

故应排除(A),(B)。

在极坐标系下,
x=ρcosθ
 
y=ρsin

{ θ
,∬

D

f(xy)dxdy=∫
π

0
dθ∫

2sinθ

0
f(ρ2sinθcosθ)ρdρ。

故选(D)。

9-47 设区域D={(x,y)x2+y2≤4,x≥0,y≥0},f(x)为D 上的正值连续函数,

a,b为常数,则∬
D

a f(x)+b f(y)
f(x)+ f(y)

dσ= (  )。 【2005数二】

(A)abπ (B)ab2π
(C) (a+b)π (D)a+b2 π

【分析】 
由于未知f(x)的具体形式,直接化为用极坐标计算显然是困难的。本题可考虑用轮

换对称性。
【详解】
由轮换对称性,有

∬
D

a f(x)+b f(y)
f(x)+ f(y)

dσ=∬
D

a f(y)+b f(x)
f(y)+ f(x)

dσ

= 12∬
D

a f(x)+b f(y)
f(x)+ f(y)

+a f(y)+b f(x)
f(y)+ f(x

é

ë
êê

ù

û
úú)
dσ

=a+b
2∬

D

dσ=a+b
2
·1
4π
·22 =a+b

2 π

  应选(D)。

9-48 设I1 =∬
D

cos x2+y2dσ,I2 =∬
D

cos(x2+y2)dσ,I3 =∬
D

cos(x2+y2)2dσ,其

中D = {(x,y)x2+y2 ≤1},则 (  )。 【2005数三】
(A)I3>I2>I1 (B)I1>I2>I3
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(C)I2>I1>I3 (D)I3>I1>I2
【分析】 

关键在于比较 x2+y2,x2+y2 与(x2+y2)2 在区域D={(x,y)|x2+y2≤1}上的大小。
【详解】 
在区域D={(x,y)x2+y2≤1}上,有0≤x2+y2≤1,从而有

π
2 >1≥ x2+y2 ≥x2+y2 ≥ (x2+y2)2 ≥0

  由于cosx在 0,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
上为单调减函数,于是

0≤cos x2+y2 ≤cos(x2+y2)≤cos(x2+y2)2

因此 ∬
D

cos x2+y2dσ<∬
D

cos(x2+y2)dσ<∬
D

cos(x2+y2)2dσ,故应选(A)。

9-49 设f(x,y)为连续函数,则∫
π
4

0
dθ∫

1

0
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ等于(  )。 【2006数一】

(A)∫
2
2

0
dx∫

1-x2

x
f(x,y)dy (B)∫

2
2

0
dx∫

1-x2

0
f(x,y)dy

(C)∫
2
2

0
dy∫

1-y2

y
f(x,y)dx (D)∫

2
2

0
dy∫

1-y2

0
f(x,y)dx

【分析】 
本题首先由题设画出积分区域的图形,然后化为直角坐标系下累次积分即可。

图9.14 积分区域

【详解】 
由题设可知积分区域 D 如图9.14所示,显然是 Y-型

域,则

原式=∫
2
2

0
dy∫

1-y2

y
f(x,y)dx

故选(C)。

9-50 设函 数f(x,y)连续,则二次积分∫
π

π
2
dx∫

1

sinx
f(x,

y)dy等 于(  )。 【2007数二】

(A)∫
1

0
dy∫

π

π+arcsiny
f(x,y)dx (B)∫

1

0
dy∫

π

π-arcsiny
f(x,y)dx

(C)∫
1

0
dy∫

π+arcsiny

π
2

f(x,y)dx (D)∫
1

0
dy∫

π-arcsiny

π
2

f(x,y)dx

【分析】
这是交换积分顺序的问题。
【详解】

先将二次积分表成I=∫
π

π
2
dx∫

1

sinx
f(x,y)dy=∬

D

f(x,y)dσ,由累次积分限确定区域D,

如图9.15所示。记y=sinx x∈ π
2
,[ ]æ

è
ç

ö

ø
÷π 的反函数是x=φ(y),则改换积分顺序得I=
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图 9.15

∫
1

0
dy∫

π

φ(y)
f(x,y)dx。由此知(C),(D)不正确。现在的关键是求

出y=sinxx∈ π
2
,[ ]æ

è
ç

ö

ø
÷π 的反函数。

y=sinx=sin(π-x),当π2≤x≤π时0≤π-x≤π2⇒

π-x= arcsiny,即 x = π - arcsiny。 因 此 I =

∫
1

0
dy∫

π

π-arcsiny
f(x,y)dx,选 (B)。

9-51 设f(x)是连续奇函数,g(x)是连续偶函数,D={(x,y)0≤x≤1,- x≤y≤ x}
则正确的是(  )。 【2008数一】

(A)∬
D

f(y)g(x)dxdy=0 (B)∬
D

f(x)g(y)dxdy=0

(C)∬
D

[f(x)+g(y)]dxdy=0 (D)∬
D

[f(y)+g(x)]dxdy=0

【分析】 
本题考查二重积分的对称性。
【详解】

(A)中f(y)为奇函数,所以∬
D

f(y)g(x)dxdy=0。

9-52 设f连续且可导,区域D如图9.16所示阴影部分,则Fu,( )v =∬
D

f u2+v( )2

u2+v2
dudv,

则∂F
∂u = (  )。 【2008数三】

(A)vf′(u2) (B)uf′(u2) (C)vf′(v2) (D)uf′(v2)
【分析】

用极坐标得F(u,v)=∬
D

f(u2+v2)
u2+v2

dudv=∫
v

0
dv∫

u

1

f(ρ2)
ρ ρdρ=v∫

u

1
f(ρ2)dρ,

∂F
∂u=vf′

(u2)。

图 9.16

    

图9.17 正方形被对角线划分

9-53 如图9.17所示,正方形{(x,y)||x|≤1,|y|≤1}被其对角线划分为四个区

域,DK(k=1,2,3,4),IK =∬
DK

ycosxdxdy,则 max
1≤K≤4

{IK}=(  )。 【2009数一】
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(A)I1 (B)I2 (C)I3 (D)I4
【分析】 
本题利用二重积分区域的对称性及被积函数的奇偶性。
【详解】 
D2 和D4 都关于x轴对称,而被积函数是关于y的奇函数,所以I2=I4=0;D1 和

D3 两区域都关于y轴对称,ycos(-x)=ycosx即被积函数是关于x 的偶函数,由积分的

保号性,I1 =2 ∬
{(x,y)|y≥x,0≤x≤1}

ycosxdxdy>0,I3 =2 ∬
{(x,y)|y≤-x,0≤x≤1}

ycosxdxdy<0,所 以

正确答案为(A)。

9-54 设函数f(x,y)连续,则∫
2

1
dx∫

2

x
f(x,y)dy+∫

2

1
dy∫

4-y

y
f(x,y)dx= (  )。

【2009数二】

(A)∫
2

1
dx∫

4-y

1
f(x,y)dy (B)∫

2

1
dx∫

4-x

x
f(x,y)dy

(C)∫
2

1
dx∫

4-y

1
f(x,y)dx (D)∫

2

1
dx∫

2

y
f(x,y)dx

【分析】 

∫
2

1
dx∫

2

x
f(x,y)dy+∫

2

1
dy∫

4-y

y
f(x,y)dx的积分区域为两部分。

D1 = {(x,y)|1≤x≤2,x≤y≤2},D2 = {(x,y)|1≤y≤2,y≤x≤4-y}
将其写成一块D={(x,y)|1≤y≤2,1≤x≤4-y}

故二重积分可以表示为∫
2

1
dy∫

4-y

1
f(x,y)dx,故答案 为(C)。

9-55 设区域D 由曲线y=sinx,x=±π2
,y=1围成,则∬(x5y-1)dxdy=(  )。

【2012数二】
(A)π (B)2 (C)-2 (D)-π
【分析】 
本题考查二重积分的对称性,需要进行区域分割。
【详解】

图9.18 区域D

区域D 如图9.18中的阴影部分所示,为了便于讨论,
再引入曲线y=-sinx将区域分为D1,D2,D3,D4 四部分。
由于D1,D2 关于y轴对称,可知在D1∪D2 上关于x的奇

函数积分为零,故∬
D1∪D2

x5ydxdy=0;又由于D3,D4 关于

x轴对称,可知在 D3 ∪D4 上关于y 的奇函数为零,故

∬
D3∪D4

x5ydxdy=0。

因此∬
D

(x5y-1)dxdy=-∬
D

dxdy=-∫
π
2

-π2
dx∫

1

sinx
dy=-π,故选 (D)。
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9-56 设函数f(t)连续,则二次积分∫
π
2

0
dθ∫

2

2cosθ
f(ρ2)ρdρ= (  )。 【2012数三】

(A)∫
2

0
dx∫

4-x2

2x-x2
x2+y2f(x2+y2)dy

(B)∫
2

0
dx∫

4-x2

2x-x2
f(x2+y2)dy

(C)∫
2

0
dx∫

4-x2

1+ 2x-x2
x2+y2f(x2+y2)dy

(D)∫
2

0
dx∫

4-x2

1+ 2x-x2
f(x2+y2)dy

【分析】 

由x≤ x2+y2 解 得 y 的 下 界 为 2x-x2,由 x2+y2 ≤2解 得 y 的 上 界 为

4-x2,故排除答案(C),(D)。将极坐标系下的二重积分化为X-型区域的二重积分得

到被积函数为f(x2+y2),故选(B)。

9-57 设a>0,f(x)=g(x)=
a,

{0
若0≤x≤1

其他
,而D 表示全平面,则I=∬

D

f(x)g(y-

x)dxdy=     。 【2003数三】
【分析】 
本题积分区域为全平面,但只有当0≤x≤1,0≤y-x≤1时,被积函数才不为零,因

此实际上只需在满足此不等式的区域内积分即可。
【详解】 

I=∬
D

f(x)g(y-x)dxdy= ∬
0≤x≤1,0≤y-x≤1

a2dxdy

=a2∫
1

0
dx∫

x+1

x
dy=a2∫

1

0
[(x+1)-x]dx=a2

  9-58 ∫
2

1
dx∫

1

0
xylnxdy= 。 【2008数四】

【分析】 
本题为二次积分计算的积分题型。
【详解】

∫
2

1
dx∫

1

0
xylnxdy=∫

2

1
dx∫

1

0
dxy =∫

2

1
x-( )1dx=x2

2
2

1
-x

2

1
= 12

  9-59 ∬
D

(x2-y)dxdy= ,其中D:x2+y2≤1。 【2008数三】

【分析】 
本题可利用二重积分的对称性和轮换对称性简化积分计算。
【详解】

∬
D

(x2-y)dxdy=∬
D

x2dxdy= 12∬
D

x2+y( )2 dxdy
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= 12∫
1

0
2πρ2·ρdρ= 14πρ

4
1

0
= π4

  9-60 设Ω= {(x,y,z)|x2+y2+z2 ≤1},则∭
Ω

z2dxdydz= 。

【2009数一】
【分析】 
本题考查三重积分的计算,可以用轮换对称性,也可以直接计算。
【详解】

(方法一)由轮换对称性,∭
Ω

x2dxdydz=∭
Ω

y2dxdydz=∭
Ω

z2dxdydz

∭
Ω

z2dxdydz= 13∭
Ω

(x2+y2+z2)dxdydz= 13∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

1

0
r2·r2sinφdr= 4

15π

  (方法二)

∭
Ω

z2dxdydz=∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

1

0
r2sinφr2cos2φdr

=∫
2π

0
dθ∫

π

0
cos2φd(-cosφ)∫

1

0
r4dr

=2π·15
-cos3φæ

è
ç

ö

ø
÷

3
π

0
= 4
15π

  9-61 设 平 面 区 域 D 由y=x,圆 x2+y2=2y 及y 轴 所 组 成,则 二 重 积 分

∬
D

xydσ= 。 【2011数二】

【详解】

图9.19 平面区域D

积分区域如图9.19所示,选择X-型积分。

∬
D

xydσ=∫
1

0
xdx∫

1+ 1-x2

x
ydy

=∫
1

0
x y2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1+ 1-x2

x
dx

=∫
1

0
x(1+ 1-x2 -x2)dx

= 7
12

9-62 求∬
D

(x2+y2 +y)dσ,其中D 是由圆x2+y2 =4和(x+1)2+y2 =1所围

成的平 面区域(如图9.20所示)。 【2004数三】
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图 9.20

【分析】 见达标实训9-31。

9-63 计算二重积 分∬
D

x2+y2-1dσ,其中D=

{(x,y)0≤x≤1,0≤y≤1}。 【2005数二】
【分析】 
被积函数含有绝对值,应当作分区域函数看待,利

用积分的可加性分区域积分即可。
【详解】
记D1={(x,y)x2+y2≤1,(x,y)∈D},D2={(x,

y)x2+y2>1,(x,y)∈D}
于是 

∬
D

x2+y2-1dσ=-∬
D1

(x2+y2-1)dxdy+∬
D2

(x2+y2-1)dxdy

=-∫
π
2

0
dθ∫

1

0
(ρ2-1)ρdρ+∬

D

(x2+y2-1)dxdy-∬
D1

(x2+y2-1)dxdy

= π8+∫
1

0
dx∫

1

0
(x2+y2-1)dy-∫

π
2

0
dθ∫

1

0
(ρ2-1)ρdρ= π4-13

  9-64 设区域D= (x,y)x2+y2≤1,x≥{ }0 ,计算二重积分∬
D

1+xy
1+x2+y2

dxdy。

【2006数一】
【分析】 
由于积分区域D 关于x 轴对称,故可先利用二重积分的对称性结论简化所求积分,

又积分区域为圆域的一部分,则将其化为极坐标系下累次积分即可。
【详解】

积分区域D 关于x 轴(y=0)对称,函数f(x,y)= 1
1+x2+y2

是变量y的偶函数,函

数g(x,y)= xy
1+x2+y2

是变量y的奇函数,则

∬
D

1
1+x2+y2

dxdy=2∬
D1

1
1+x2+y2

dxdy=2∫
π
2

0
dθ∫

1

0

ρ
1+ρ2

dρ=πln22

∬
D

xy
1+x2+y2

dxdy=0

故∬
D

1+xy
1+x2+y2

dxdy=∬
D

1
1+x2+y2

dxdy+∬
D

xy
1+x2+y2

dxdy=πln22

9-65 计算二重积分∬
D

y2-xydxdy,其中D 是由直线y=x,y=1,x=0所围成的

平面区域。 【2006数三】
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图9.21 积分区域

  【分析】 
画出积分域,将二重积分化为累次积分即可。
【详解】
积分区域如图9.21所示。因为根号下的函数为关于x的一

次函数,“先x后y”积分较容易,所以

∬
D

y2-xydxdy=∫
1

0
dy∫

y

0
y2-xydx

        =-23∫
1

0

1
y y2-x( )y

3
2

y

0
dy= 23∫

1

0
y2dy= 29

  9-66 求二重积 分∬
D

max(xy,1)dxdy,其中D = {(x,y)0≤x≤2,0≤y≤2}。

【2008数二】
【分析】 
本题考查二重积分的计算。
【详解】

 ∬
D

maxxy,( )1dxdy

=∫
1
2

0
dx∫

2

0
1dy+∫

2

1
2
dx∫

1
x

0
1dy+∫

2

1
2
dx∫

2

1
x
xydy=1+2ln2+154-ln2=194+ln2

  9-67 求二 重积分∬
D

(x-y)dxdy,其中D={(x,y)|(x-1)2+(y-1)2≤2,y≥x}。

【2009数二、数三】
【分析】 
本题考查极坐标系下二重积分的计算。
【详解】
由(x-1)2+(y-1)2≤2得ρ≤2(sinθ+cosθ),
所以

∬
D

(x-y)dxdy=∫
3π
4

π
4
dθ∫

2(sinθ+cosθ)

0
(ρcosθ-ρsinθ)ρdρ

=∫
3π
4

π
4

1
3
(cosθ-sinθ)ρ3

2(sinθ+cosθ)

[ ]0
dθ

=∫
3π
4

π
4

8
3
(cosθ-sinθ)·(sinθ+cosθ)3dθ

= 83∫
3π
4

π
4

(sinθ+cosθ)3d(sinθ+cosθ)= 83×14
(sinθ+cosθ)4

3π
4

π
4
=-83

  9-68 计算二重积分∬
D

(x+y)3dxdy,其中D由曲线x= 1+y2 与直线x+ 2y=0

及x- 2y=0围成。 【2010数三】
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图9.22 积分区域草图

  【分析】
画出积分区域的草图,先利用积分区域的对称性和被

积函数的奇偶性简化计算后再求解。
【详解】
画出积分域草图如图9.22所示。
由上 可 知,积 分 域 关 于 x 轴 对 称,又 被 积 分 函 数

(x+y)3=x3+3x2y+3xy2+y3,其中3x2y+y3 是y的奇

函数。x3+3xy2 是y的偶函数,所以

∬
D

(x+y)3dxdy=2∫
1

0
dy∫

1+y2

2y
(x3+3xy2)dx    

          =2∫
1

0

(1+y2)2-4y4
4 +3y

2(1+y2-2y2)[ ]2 dy

= 12∫
1

0
(-9y4+8y2+1)dy=1415         

  9-69 计算二重积分∬
D

xydσ,其中区域D 为曲线ρ=1+cosθ(0≤θ≤π)与极轴围成。

【2012数二】
【详解】

∬
D

xydσ=∫
π

0
dθ∫

1+cosθ

0
ρcosθ·ρsinθ·ρdρ

= 14∫
π

0
sinθ·cosθ·(1+cosθ)4dθ

=-14∫
π

0
cosθ·(1+cosθ)4dcosθ

  令u=cosθ得,原式 = 14∫
1

-1
u(1+u)4du=1615

。

9-70 由曲线y=4x
和直线y=x及y=4x在第一象限中所围图形的面积为多少?

【2012数三】
【详解】
以被积函数为1的二重积分来求,所以

S=∫
2

0
dy∫

y

y
4
dx+∫

4

2
dy∫

4
y

y
4
dx= 32+4ln2-32 =4ln2

  9-71 设平面内区域D 由直线x=3y,y=3x及x+y=8围成,计算∬
D

x2dxdy。

【2013数二】
【详解】

∬
D

x2dxdy=∫
2

0
x2dx∫

3x

x
3
dy+∫

6

2
x2dx∫

8-x

x
3
dy=4163
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  9-72 设函数f(x)连续且恒大于零,

F(t)=
∭
Ω(t)

f(x2+y2+z2)dv

∬
D(t)

f(x2+y2)dσ
, G(t)=

∬
D(t)

f(x2+y2)dσ

∫
t

-t
f(x2)dx

其中Ω(t)={(x,y,z)x2+y2+z2≤t2},D(t)={(x,y)x2+y2≤t2}。

(1)讨论F(t)在区间(0,+∞)内的单调性。(2)证明当t>0时,F(t)>2πG
(t)。

【2003数一】
【分析】 
(1)首先利用球坐标和极坐标把分子、分母分别化为累次积分进行计算,再根据导函

数F′(t)的符号确定单调性;(2)将待证的不等式做适当的恒等变形后,构造辅助函数,再
用单调性进行证明即可。

【详解】
(1)因为

F(t)=∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

t

0
f(r2)r2sinφdr

∫
2π

0
dθ∫

t

0
f(r2)rdr

=
2∫

t

0
f(r2)r2dr

∫
t

0
f(r2)rdr

  F′(t)=2
tf(t2)∫

t

0
f(r2)r(t-r)d

[

r

∫
t

0
f(r2)rd ]r

2 ,所以 在(0,+∞)上F′(t)>0,故F(t)在(0,+∞)内

单调增加。

(2)因G(t)=
π∫

t

0
f(r2)rdr

∫
t

0
f(r2)dr

,要证明t>0时F(t)> 2πG
(t),只需证明t>0时,

F(t)-2πG
(t)>0,即∫

t

0
f(r2)r2dr∫

t

0
f(r2)dr [-∫

t

0
f(r2)rd ]r

2

>0。令

g(t)=∫
t

0
f(r2)r2dr∫

t

0
f(r2)dr [-∫

t

0
f(r2)rd ]r

2

则g′(t)=f(t2)∫
t

0
f(r2)(t-r)2dr>0,故g(t)在(0,+∞)内单调增加。因为g(t)在

t=0处连续,所以当t>0时,有g(t)>g(0)。又g(0)=0,故当t>0时,g(t)>0,因此,

当t>0时,F(t)>2πG
(t)。

9-73 计算二重积分I=∬
D

e-(x
2+y2-π)sin(x2+y2)dxdy,其中积分区域D={(x,y)|x2+y2≤π}。

【2003数三】
【分析】 
从被积函数与积分区域可以看出,应该利用极坐标进行计算。
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【详解】
做极坐标变换,x=ρcosθ,y=ρsinθ,有

I=eπ∬
D

e-(x2+y2)sin(x2+y2)dxdy

=eπ∫
2π

0
dθ∫

π

0
ρe-ρ

2
sinρ2dρ

=e
π

2∫
2π

0
dθ∫

π

0
e-ρ

2
sinρ2dρ2

令t=ρ2,则I=πeπ∫
π

0
e-tsintdt,记A =∫

π

0
e-tsintdt,则

A=-∫
π

0
sintde-t

=- e-tsint
π

0
-∫

π

0
e-tcostd( )t

=-∫
π

0
costde-t

=- e-tcost
π

0
+∫

π

0
e-tsintd( )t

=e-π+1-A

因此A=12
(1+e-π),I=πe

π

2
(1+e-π)=π2

(1+eπ)。

9-74 设D={(x,y)x2+y2≤ 2,x≥0,y≥0},[1+x2+y2]表示不超过1+x2+y2

的最大整数。计算二重积分∬
D

xy[1+x2+y2]dxdy。 【2005数一】

【分析】 
首先应设法去掉取整函数符号,为此将积分区域分为两部分即可。
【详解】
令 D1={(x,y)|0≤x2+y2<1,x≥0,y≥0},

D2 = {(x,y)|1≤x2+y2 ≤ 2,x≥0,y≥0}
则

∬
D

xy[1+x2+y2]dxdy=∬
D1

xydxdy+2∬
D2

xydxdy

=∫
π
2

0
sinθcosθdθ∫

1

0
ρ3dρ+2∫

π
2

0
sinθcosθdθ∫

2
1
4

1
ρ3dρ

= 18+14 = 38
  9-75 设二元函数

f(x,y)=
x2, |x|+|y|≤1

1
x2+y2

, 1<|x|+|y|≤

ì

î

í

ïï

ïï 2
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计算二重积分∬
D

f(x,y)dσ,其中D= (x,y)|x|+|y|≤{ }2 。 【2007数二】

图9.23 积分区域

【详解】

D 如图9.23所示,它关于x 轴,y 轴对称,又f(x,y)对

x,y均为偶函数⇒∬
D

f(x,y)dσ=4∬
D1

f(x,y)dσ,其中D1 是D

的第一象限部分。
由于被积函数分块表示,将 D1 分成 D1=D11∪D12,且

D11:|x|+|y|≤1,x≥0,y≥0,D12:1≤|x|+|y|≤2,x≥0,

y≥0。

于是∬
D1

f(x,y)dσ=∬
D11

f(x,y)dσ+∬
D12

f(x,y)dσ,而

∬
D11

f(x,y)dσ=∫
1

0
dx∫

1-x

0
x2dy=∫

1

0
x2(1-x)dx= 1

12

∬
D12

f(x,y)dσ=∬
D12

1
x2+y2

dσ
极坐标
————变换∫

π
2

0
dθ∫

2
cosθ+sinθ

1
cosθ+sinθ

1
rrdr

=∫
π
2

0

1
cosθ+sinθdθ= 1

2∫
π
2

0

1

sinθ+πæ

è
ç

ö

ø
÷

4

dθ

= 2ln(2+1)

⇒ ∬
D1

f(x,y)dσ= 1
12+ 2ln(2+1)

  因此

∬
D

f(x,y)dσ=4 112+ 2ln(2+1[ ])

  9-76 f(x)是周期为2的连续函数,(1)证明对任意实数t都有∫
t+2

t
f(x)dx=∫

2

0
f(x)dx

(2)证明g(x)=∫
x

0
2f(t)-∫

t+2

t
f(s)d[ ]sdt是周期为2的周期函数。

【2008数三、数四】
【详解】

(1)∫
t+2

t
f(x)dx=∫

0

t
f(x)dx+∫

2

0
f(x)dx+∫

t+2

2
f(x)dx

对于∫
t+2

2
f(x)dx,令x=2+u,则∫

t+2

2
f(x)dx=∫

t

0
f2+( )udu

因为f(x)的周期为2,所以∫
t+2

2
f(x)dx=∫

t

0
f(x)dx

所以∫
t+2

t
f(x)dx=∫

0

t
f(x)dx+∫

2

0
f(x)dx+∫

t+2

2
f(x)dx=∫

2

0
f(x)dx
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(2)g(x+2)=∫
x+2

0
2f(t)-∫

t+2

t
f(s)d[ ]sdt

=∫
x

0
2f(t)-∫

t+2

t
f(s)d[ ]sdt+∫

x+2

x
2f(t)-∫

t+2

t
f(s)d[ ]sdt

=g(x)+∫
x+2

x
2f(t)-∫

t+2

t
f(s)d[ ]sdt

=g(x)+2∫
x+2

x
f(t)dt-∫

x+2

x∫
t+2

t
f(s)dsdt

因为

∫
t+2

t
f(x)dx=∫

2

0
f(x)dx

所以

∫
x+2

x∫
t+2

t
f(s)dsdt=∫

x+2

x∫
2

0
f(s)dsdt

      =t·∫
2

0
f(s)ds

x+2

x
=2·∫

2

0
f(s)ds

2∫
x+2

x
f(x)dx=2∫

2

0
f(x)dx

所以

g(x+2)=g(x)+2∫
2

0
f(t)dt-2∫

2

0
f(s)ds=g(x)

所以g(x)是周期为2的周期函数。

9-77 椭球面S1 是椭圆x2
4+

y2
3=1

绕x轴旋转而成的,圆锥面S2 是过点(4,0)且与

椭圆x2
4+

y2
3=1

相切的直线绕x轴旋转而成的。(Ⅰ)求S1 与S2 的方程;(Ⅱ)求S1 与

S2 之间的立体体积。 【2009数一】
【详解】

(Ⅰ)S1 的方程为x2
4+

y2+z2
3 =1,过点(4,0)与x2

4+
y2
3=1

的切线为两条,由线绕x

轴旋转体的几何意义,只需求一条即可,切线xx0
4 +

yy0
3 =1

过点(4,0),斜率为k=-3x04y0
,

得到切点为x0=1,y0=±32
,k=±12

,取一条切线y=12x-2
。

得到S2 的方程为y2+z2= 1
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷-2
2
。

(Ⅱ)记y1=12x-2
,y2= 31-x

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

4
,则

V =V1-V2 = 13π
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

2

·3-∫
2

1
πy21dx=9π4-π∫

2

1
31-x2æ

è
ç

ö

ø
÷

4 dx=9π4-5π4 =π

  9-78 已知函数 f(x,y)具有二阶连续偏导数,且 f(1,y)=0,f(x,1)=0,

∬
D

f(x,y)dxdy=a,其中D = {(x,y)|0≤x≤1,0≤y≤1},计 算 二 重 积 分 I =
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∬
D

xyf″xy(x,y)dxdy。 【2011数一、数二】

【分析】 
本题考查二重积分的计算。计算中主要利用分部积分法将需要计算的积分式化为已

知的积分式,出题形式较为新颖,有一定的难度。
【详解】

将二重积 分∬
D

xyf″xy(x,y)dxdy转化为累次积分可得

∬
D

xyf″xy(x,y)dxdy=∫
1

0
dy∫

1

0
xyf″xy(x,y)dx

首先考虑∫
1

0
xyf″xy(x,y)dx,注意这里是把变量y看做常数的,故有

∫
1

0
xyf″xy(x,y)dx=y∫

1

0
xdf′y(x,y)=xyf′y(x,y)1

0-∫
1

0
yf′y(x,y)dx

=yf′y(1,y)-∫
1

0
yf′y(x,y)dx

由f(1,y)=f(x,1)=0易知f′y(1,y)=f′x(x,1)=0。故∫
1

0
xyf″xy(x,y)dx=-∫

1

0
yf′y(x,y)dx。

∬
D

xyf″xy(x,y)dxdy=∫
1

0
dy∫

1

0
xyf″xy(x,y)dx=-∫

1

0
dy∫

1

0
yf′y(x,y)dx

对该积分交换积分次序可得

-∫
1

0
dy∫

1

0
yf′y(x,y)dx=-∫

1

0
dx∫

1

0
yf′y(x,y)dy

再考虑积 分∫
1

0
yf′y(x,y)dy,注意这里是把变量x看做常数的,故有

∫
1

0
yf′y(x,y)dy=∫

1

0
ydf(x,y)=yf(x,y)

1

0
-∫

1

0
f(x,y)dy=-∫

1

0
f(x,y)dy

因此

∬
D

xyf″xy(x,y)dxdy=-∫
1

0
dx∫

1

0
yf′y(x,y)dy=∫

1

0
dx∫

1

0
f(x,y)dy=∬

D

f(x,y)dxdy=a

  9-79 计算二重积分∬
D

exxydxdy,其中 D 为由曲线y = x,y = 1
x

及y 轴所围

区域。 【2012数三】
【分析】 
本题考查二重积分的基本计算。
【详解】

由题意知,区域D = (x,y)|0<x≤1,x <y< 1{ }x
,如图9.24所示,所以

∬
D

exxydxdy=∫
1

0
dx∫

1
x

x
exxydy
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图9.24 积分区域

=∫
1

0
exx 1

2y
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1
x

x
dx

=∫
1

0
exx 1

2x-xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

= 12∫
1

0
exdx-∫

1

0
exx2d( )x

= 12
  9-80 设直线L过A(1,0,0),B(0,1,1)两点,将L 绕z 轴

旋转一周得到曲面Σ,Σ 与平面z=0,z=2所围成的立体为Ω。(1)求曲面Σ 的方程;
(2)求Ω 的形心坐标。 【2013数一】

【分析】
本题考查空间解析几何中关于旋转曲面的方程问题和三重积分的应用中关于求形心

坐标的问题。
【详解】

(1) →AB= -1,1,{ }1 ,曲线L:x-1-1=
y
1=

z
1

∀M(x,y,z)∈Σ,对应于L上的M0(x0,y0,z),则

x2+y2 =x20+y20,由
x0 =1-z
y0 ={ z

得Σ 为x2+y2 = 1-( )z 2+z2

  即旋转曲面方程为Σ:x2+y2=2z2-2z+1。

(2)由对称性和形心坐标公式,显然x- =0,y- =0,z- =
∭

Ω

zdv

∭
Ω

dv

∭
Ω

dv=∫
2

0
dz∬

2z2-2z+1

dxdy=π∫
2

0
2z2-2z+( )1dz=π163-4+æ

è
ç

ö

ø
÷2 =103π

∭
Ω

zdv=∫
2

0
zdz∬

2z2-2z+1

dxdy=π∫
2

0
2z3-2z2+( )zdz=π8-163+æ

è
ç

ö

ø
÷2 =143π

  ∴z-=75

形心坐标为 0,0,æ

è
ç

ö

ø
÷

7
5
。

9.5 应用实训

重积分的应用十分广泛,在学习重积分基本理论的基础上,将重积分的应用进行推

广,给出它在薄片边长、薄片质量、水桶容量、薄片重心、转动惯量、火山喷发高度、飓风能

量、质点引力、卫星覆盖和血液循环等方面的应用。对待每个知识点,可以从不同的角度

去理解,并与实际生活结合,真正做到理论与实际相结合。
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通过本节的学习,使读者具备三方面能力。掌握重积分的几何和物理意义,并能应用

于实际计算;对于重积分的应用领域和常见应用问题有全面的了解,并能利用重积分解

决应用问题;具备空间想象能力,娴熟的重积分计算技巧和将理论转化为应用的能力。

图 9.25

9-81 薄片边长问题

在均匀半圆形薄片的直径上,要接上一个一边与直径等

长的均匀矩形薄片,为了使整个均匀薄片的重心恰好落在圆

心上,问接上去的均匀矩形薄片另一边的长度应是多少?
【解】 设旁接矩形的宽度为b,建立坐标系,如图9.25

所示,由于要求拼接的平面块形的重心在圆心(坐标原点),
故平面块对y轴的静力矩应为0,即有关系式My=0。

     My=∬
D

xdσ=∬
D1

xdσ+∬
D2

xdσ

=∫
0

-b
dx∫

R

-R
xdy+∫

π
2

-π2
dφ∫

R

0
rcosφ·rdr

=-2R·
(-b)2
2 +R3

3sinφ
π
2

-π2

=-Rb2+23R
3

由此推出b= 2
3R。

9-82 薄片质量问题

设平面薄片所占的闭区域 D 由直线x+y=2,y=x 和x 轴所围成,它的面密度

ρ(x,y)=x2+y2,求该薄片的质量。
【解】 设该薄片的质量为M,则质量元素dM=ρ(x,y)dσ

M=∬
D
ρ(x,y)dσ

=∫
1

0
dy∫

2-y

y
(x2+y2)dx

=∫
1

0

x3
3+xyæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2-y

y
dy

=∫
1

0

(2-y)3
3 +2y2-73y[ ]3 dy

= -
(2-y)4
12 +23y

3-712y[ ]4
1

0

= 43
  9-83 水桶容量问题

某仪器上有一只圆柱形的无盖水桶,桶高6cm,半径为1cm。在桶壁上钻有两个小孔

用于安装支架,使水桶可以自由倾斜。两个小孔距桶底2cm,且两孔连线恰为直径,水可

以从两个小孔向外流出。当水桶以不同角度倾斜放置且没有水漏出时,这只水桶最多可
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装多少水?
【解】 如图9.26所示建立直角坐标系。设 M(0,1,t)为圆柱母线CD 上任意一点,

图9.26 建立直角坐标系

两孔位置分别为A(1,0,2),B(-1,0,2)。
设当水桶倾斜时,水平面恰好通过A,B,M 三点,此平

面的方程为

x-1 y-0 z-2
-2 0 0
-1 1 t-2

=0

整理可得 z=(t-2)y+2,由z≥0知y≥-2t-2
。

水桶容量为圆柱位于水平面下方的体积,故

  V(t)= ∬
x2+y2≤1

y≥- 2
t-2

[(t-2)y+2]dxdy

=∫
1

- 2
t-2
dy∫

1-y2

- 1-y2
[(t-2)y+2]dx

=2∫
1

- 2
t-2

[(t-2)y+2] 1-y2dy

=2t∫
1

- 2
t-2
y 1-y2dy+4∫

1

- 2
t-2

(1-y) 1-y2dy

于是

dV
dt=2∫

1

- 2
t-2
y 1-y2dy

 -2t -2
t-
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 1- 4
(t-2)2

· 2
(t-2)2

 -41+ 2
t-

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 1- 4
(t-2)2

· 2
(t-2)2

=2∫
1

- 2
t-2
y 1-y2dy

=-23
(1-y2)3/2

1

- 2
t-2

= 23
1- 4

(t-2)[ ]2

3/2

= 23
[t(t-4)]3/2
(t-2)3

(2≤t≤6)

由于2<t<4时dV
dt<0

,4<t≤6时,dV
dt>0

,可知在驻点t=4处,V(t)取得极小值,因此最

大值只能在t=2或t=6处取得。经过计算可知

V(2)=πr2h=2π
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V(6)= ∬
x2+y2≤1

y≥ 1
2

(4y+2)dxdy=332 +43π

所以,水桶的最大容水量Vmax=332 +43π
。

9-84 薄片重心问题

设均匀薄片所占的闭区域D 由y= 2px,x=x0,y=0所围成,求此薄片的重心。
【解】 不妨设该薄片的面密度为1,则该薄片的质量

M =∬
D

1dxdy=∫
x0

0
dx∫

2px

0
dy

=∫
x0

0
2pxdx= 23 2px

3
2
0

静矩Mx =∬
D

ydxdy=∫
x0

0
dx∫

2px

0
ydy= p

2x
2
0

My =∬
D

xdxdy=∫
x0

0
xdx∫

2px

0
1dy= 25 2px

5
2
0

重心坐标x- = Mx

M = 38 2px0,y- = My

M = 35x0
。

即重心在点 3
8 2px0,35x

æ

è
ç

ö

ø
÷0 。

9-85 转动惯量问题

设半径为1的半圆形薄片上各点处的面密度等于该点到圆心的距离,求此半圆的重

心坐标及关于x轴(直径边)的转动惯量。

【解】 依题意,面密度ρ(x,y)= x2+y2。由对称性知,重心必在y轴,即x-=0,故
只需计算y-。

M =∬
D

x2+y2dxdy=∫
π

0
dθ∫

1

0
r2dr= π3

My =∬
D

y x2+y2dxdy=∫
π

0
dθ∫

1

0
r3sinθdr= π2

所以,y-=
My

M =32
,即重心坐标为 0,æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2
。

对于x轴的转动惯量为

Ix =∬
D

y2 x2+y2dxdy=∫
π

0
dθ∫

1

0
r4sin2θdr= π

10

  9-86 火山喷发高度问题

某火山的形状可以用曲面z=he
- x2+y2

4h (z>0)来表示。在一次喷发后,有体积为V
的熔岩黏附在山上,使它具有和原来一样的形状,求火山高度变化的百分比。

【解】 以V0 记火山喷发前的体积,V1 为喷发后的体积,h1 为喷发后火山的高度。
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于是V=V1-V0,要求的是h1-h
h
。先计算火山喷发前的火山 体积V0=∬

D

h·e- x2+y2
4h dxdy,

由于火山的底很大,把它看成无限大,用极坐标计算,有

V0=∫
2π

0
dθ∫

+∞

0
h·e-r

4hrdr

=2πh·(-4h)r·e-r
4h

+∞

0
-∫

+∞

0
e-r

4hd[ ]r

=8πh2·(-4h)e-r
4h

+∞

0 =32πh3

于是V1=32πh3,V=32π(h31-h3)

h1 = h3+ V
32

æ

è
ç

ö

ø
÷

π

1
3, h1-h

h = 1h
V
32π+hæ

è
ç

ö

ø
÷

3
1
3

-1

  9-87 飓风能量问题

在一个简化的飓风模型中,假设速度只取单纯的圆周方向,其大小为V(r,z)=

Ωre-
z
h-

r
a,其中r,z是柱坐标的两个坐标变量,Ω,h,a为常量。以海平面飓风中心处作为

坐标原点,如果大气密度ρ(z)=ρ0e-
z
h,求运动的全部动能以及在哪一位置速度具有最

大值?

【解】 求动能E。∵E=12mv2,微元素

dE= 12v
2·Δm = 12v

2·ρ·dV

故

E= 12∭(v)ρ0e
-z

h· Ωre-z
h-r

( )a 2dV

因为飓风活动空间很大,在选用柱坐标计算中z由0→+∞,r由0→+∞。

E= 12ρ0Ω
2∫
2π

0
dθ∫

+∞

0
r2e-2rardr∫

+∞

0
e-3zhdz

其中∫
+∞

0
r3e

2r
adr用分部积分法 算得为3

8a
4,

∫
+∞

0
e-3zhdz=-h

3
·e-3zh

+∞

0
= h
3

最后有

E= 12ρ0Ω
2·2π·38a

4·h
3

=hρ0π
8 Ω2a4

下面计算何处速度最大。

v(r,z)=Ωre-z
h-r

a

∂v
∂z=Ωr -1æ

è
ç

ö

ø
÷

h e-z
h-r

a =0

∂v
∂r=Ω e-z

h-r
a +r· -1æ

è
ç

ö

ø
÷

a
·e-z

h-r

[ ]a =

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0



147  

由方程组的第一个方程得r=0,显然,当r=0时v=Ωre-
z
h-

r
a=0不是最大值(实际上是

最小值),舍去。由方程组的第二个方程解得r=a。此时v(a,z)=Ωa·e-1e-
z
h,它是z

的单调下降函数。故r=a,z=0处速度最大,也即海平面上风眼边缘边速度最大。

9-88 质点引力问题

设有半径为R 的均匀球体(μ=1),球外一点P 放置一个单位质点,试求球体对该质

点的引力。
【解】 设球心为原点,建立直角坐标系,使P 点在z轴上,坐标为(0,0,h)(h>R),由

对称性知Fx=Fy=0,

Fz=∭
V

Kμ(z-h)
[x2+y+(z-h)2]

3
2
dV

=∭
V

Kμ(rcosφ-h)
(r2+h2-2hrcosφ)3

/2·r2sinφdrdφdθ

=Kμ∫
2π

0
dθ∫

R

0
r2dr∫

π

0

(rcosφ-h)
(r2+h2-2hrcosφ)3

/2sinφdφ

=-Kμπ
h∫

R

0
r2dr∫

π

0

1
(r2+h2-2hrcosφ)1

/2+ h2-r2
(r2+h2-2hrcosφ)3

/[ ]2 sinφdφ

=-Kμπ
2h2∫

R

0
r2(r2+h2-2hrcosφ)1

/2- 2h2-r( )2

(r2+h2-2hrcosφ)1
/[ ]2

π

0
dr

=-Kμπ
2h2∫

R

0
8r2dr=-Kμ

h2 ·
4
3πR

3 =-KM
h2

  故所求引力F
⇀

=-KM
h2 ,其中M 为球的质量,K 为引力常数,上式负号表示引力的方

向与轴的正方向相反。

9-89 卫星覆盖问题

设有一颗地球同步轨道通信卫星,距地面的高度为h=36000km,运行的角速度与地

球自转的角速度相同。试计算该通信卫星的覆盖面积与地球表面积的比值(地球半径

R=6400km)。
【解】 取地心为坐标原点,地心到通信卫星中心的连线为z轴,建立坐标系。
通信卫星覆盖的曲面Σ是上半球面被半顶角为α的圆锥面所截得的部分。Σ的方程为

z= R2-x2-y2, x2+y2 ≤R2sin2α
于是通信卫星的覆盖面积为

A =∬
Dxy

1+ ∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2

+ ∂z
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2

dxdy=∬
Dxy

R
R2-x2-y2

dxdy

式中,Dxy={(x,y)x2+y2≤R2sin2α}是曲面Σ在xOy 面上的投影区域。
利用极坐标,得

A =∫
2π

0
dθ∫

Rsinα

0

R
R2-ρ2

ρdρ=2πR∫
Rsinα

0

ρ
R2-ρ2

dρ=2πR2(1-cosα)

由于cosα= R
R+h

,代入上式得
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A =2πR2 1- R
R+

æ

è
ç

ö

ø
÷

h =2πR2 h
R+h

由此,得这颗通信卫星的覆盖面积与地球表面积之比为

A
4πR2 = h

2(R+h)=
36×106

2(36+6.4)×106 ≈
42.5%

  由以上结果可知,卫星覆盖了全球1
3

以上的面积,故使用三颗相隔2
3π

角度的通信卫

星就可以覆盖几乎地球全部表面。

9-90 血液循环问题

泊萧叶(Poiseuille)公式即单位时间内的血流量正比于血管半径的四次方。下面我

们用重积分更自然地导出泊萧叶公式。
【解】 假设血管有一个半径为R(单位为cm)的圆截面,如图9.27所示。把注意力

放在这个圆截面上,并测量1s内流过此截面的血流量。圆截面上P 点的位置由r(单位

为cm)和θ决定,可以写成P=(r,θ),0≤r≤R,0≤θ≤2π。
用一组以极点为圆心的同心圆r=常数和一组从极点出发的射线θ=常数,将血管的

圆截面分成很多小的区域,如图9.28所示。每一个小区域可被近似地看成长为dr、宽为

rdθ的矩形,每个小区域的面积dA=rdrdθ。根据牛顿片流公式,血液的流速为

V =P1-P2

4ηL
(R2-r2)

因此,1s内通过面积为dA 的小区域的血流量为

VdA =P1-P2

4ηL
(R2-r2)rdrdθ

图9.27 半径为R的血管的圆截面

  

图9.28 把截面圆分成许多小的区域

这里把通过面积为dA 的小区域的血的流速V 看成一个常数。那么在1s内流过圆

截面的血的总流量Q 就是所有这些小的流量VdA 之和。

Q=∬
S

VdA= ∬
0≤r≤R
0≤θ≤2π

P1-P2

4ηL
(R2-r2)rdrdθ

=P1-P2

4ηL∫
2π

0∫
R

0
(R2r-r3)drdθ

=P1-P2

4ηL∫
2π

0

1
2R

2r2-14r
æ

è
ç

ö

ø
÷

4
R

0
dθ
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=P1-P2

4ηL∫
2π

0

1
4R

4dθ=π
(P1-P2)
8ηL

R4

这就是泊萧叶公式。
需要指出的是,泊萧叶公式在血液循环力学中的应用是一种理想化的近似。泊萧叶

公式一般应用于小血管,而且通常是用于定性的描述。

思考题

1.设容器壁上液体表面下深为h的位置P 处,有一个孔口,它的面积为q,那么根据

托里斯利(Torricelli)原理,液体在P 处的水平流速v 就用公式v= 2gh来表示,通过灌

注液体的办法,可以使h保持不变,那么在孔口处流速为常数。于是单位时间内通过q流

出的液体量(密度设为1)等于qv,其中v是孔口某点P 处的平均速度。今设孔口是铅直

于底且是xOy面上的域(D)。如何求单位时间内通过孔口D 的总流量Q?

2.一个由曲面x2+y2=z2 与z=H(H>0)围成的漏斗盛满液体,斗内任一点M(x,

y,z)处液体的密度为 1
a2+x2+y2

(a>0),求斗中液体的质量(m)。

3.某均匀物体(密度ρ为常量)占有的闭区域Ω 由曲面z=x2+y2 和平面z=0,

|x|=a,|y|=a,所围成,
(1)求物体的重心;
(2)求物体关于z轴的转动惯量。

4.密度均匀的平面薄片,由曲线y=x2,x=0,y=t>0,(x>θ,t可变)所围成,求该

可变面积平面薄片的重心轨迹。

5.试证明立方体绕其对角线转动时的回转半径为k= d
32

,式中d为对角线的长度。

数学实验八

【实验目的】

1.进一步学习求积分的命令Integrate,学会用画图的手段化重积分为累次积分。

2.了解 Mathematica软件在重积分运算的重要作用。
【基本语句】

1.Integrate[f(x,y),{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}]
功能 计算二元函数f(x,y)在区域上的二重积分。

2.Integrate[f(x,y,z),{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax},{z,zmin,zmax}]
功能 计算三元函数f(x,y)在区域上的二重积分。
【实验内容】

9-91 计算∬
D

xy2dxdy,其中D:0≤x≤1,2x≤y≤x2+1。
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Mathematica语句

  Integrate[x*yÙ2,{x,0,1},{y,2*x,xÙ2+1}]

运行结果

  11
120

9-92 计算∬
D

e-(x2+y2)dxdy,其中D:x2+y2≤1。(由积分区域和被积函数的结构可

知,此积分用极坐标计算简单,从而可把二重积分化为二次积分。)

Mathematica语句

  x=r*Cos[t];y=r*Sin[t];z=EÙ(-xÙ2-yÙ2)
Integrate[z*r,{r,0,1},{t,0,2*Pi}]

运行结果

  π-πe

9-93 计算抛物面z= x2+y2在平面z=1下方的面积。(先画图,由积分区域和被

积函数的结构可知,此积分用极坐标计算简单,从而可把二重积分化为二次积分)

Mathematica语句

  c=ParametricPlot3D[{u*Sin[v],u*Cos[v],u},{u,0,1.2},{v,0,2*Pi},AxesLabel-{x,y,z}];
d=Plot3D[1,{x,-1,1},{y,-1,1},AxesLabel- {x,y,z}];
Show[c,d,AxesLabel- {Style[x,15,Bold],Style[y,15,Bold],Style[z,15,Bold]}]
Eliminate[{z==Sqrt[xÙ2+yÙ2],z==1},z]
z=Sqrt[xÙ2+yÙ2];
f=Sqrt[1+D[z,x]Ù2+D[z,y]Ù2]
x=r*Cos[t];
y=r*Sin[t];
s=Integrate[f*r,{r,0,1},{t,0,2*Pi}]

运行结果

  1-y2==x2

1+ x2

x2+y2+
y2

x2+y2

2π

图 9.29
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9-94 计 算∭
Ω

z x2+y2dxdydz,其中Ω由柱面x2+y2-2x=0,平面z=0,z=

a>0,y≥0所围成。(先画图,再把三重积分化为三次积分求解。)

Mathematica语句

  g1=ParametricPlot3D[{1+Cos[u],Sin[u],v},{u,0,2Pi},{v,-2,2}];
g2=Plot3D[1.5,{x,-0.5,2.5},{y,-1,1}];
g3=Plot3D[0,{x,-0.5,2.5},{y,-1,1}];
Show[g1,g2,g3,AxesLabel- {Style[x,15,Bold],Style[y,15,Bold],Style[z,15,Bold]}]
Integrate[z*Sqrt[xÙ2+yÙ2],{x,0,2},{y,0,Sqrt[2x-xÙ2]},{z,0,a}]

运行结果

  8a2

9

图 9.30

【练习】
计算下列三重积分的值。

1.I=∭
Ω

(x+y+z)dV,其中Ω:x2+y2+z2 ≤4。

2.I=∭
Ω

zln(1+x+y+z)dV,其中Ω:0≤x≤1,0≤y≤1,0≤z≤1。


