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第一章
!

极限与连续

!本章导读"

初等数学是用有限的方法研究常量的数学!高等数学是用极限的方法研究函数的数
学

!

因此!极限是高等数学区别初等数学的一个标志!是初等数学向高等数学飞跃的阶梯
!

极
限概念以及极限的思想方法将贯穿高等数学的始终

!

微积分学中的其他几个重要概念!如连
续"导数"定积分等!都是用极限表述的!并且微积分学中的很多定理也是用极限方法推导出
来的!所以准确理解极限的概念"熟练掌握极限的计算方法是学好高等数学的基础

!

这一章
我们在对函数概念进行复习的基础上将介绍数列与函数极限的概念!求极限的方法及函数
的连续性

!

!学习目标"

"

了解反函数"函数的单调性"奇偶性"有界性"周期性的概念#左"右极限的概念#无
穷小"无穷大的概念#闭区间上连续函数的性质

!

"

理解函数"基本初等函数"复合函数"初等函数"分段函数的概念#函数极限的定
义#无穷小的性质#函数在一点连续的概念#初等函数的连续性

!

"

掌握复合函数的复合过程#极限四则运算法则
!

"

会对无穷小进行比较#用两个重要极限求极限#判断间断点的类型#求连续函数和
分段函数的极限#用极限解决经济中的问题

!

第一节
!

初等函数
一!函数的有关概念

!"

函数的定义
定义

!

!

设
"

是一个数集
!

如果对属于
"

的每一个数
#

!按照某种对应关系
$

!都有
确定的数值

%

和它对应!那么
%

就叫做定义在数集
"

上的
#

的函数!记为
%

!

$

"

#

#

!#

叫
做自变量!数集

"

叫做函数的定义域!当
#

取数值
#

"

#

"

时!与
#

"

对应的
%

的数值称为
函数在点

#

"

处的函数值!记为
$

"

#

"

#$当
#

取遍
"

中的一切实数值时!与它对应的函数值
的集合

&!

% %

!

$

"

#

#!

#

#

% &

"

叫做函数值的值域
!

在函数的定义中!如对于每一个
#

#

"

!都有唯一确定的
%

与它对应!那么这种函数
称为单值函数!否则称为多值函数

!

如无特别说明!我们以后研究的函数都指单值函数
!

#"

函数的定义域
研究函数时!必须注意函数的定义域

!

在实际问题中!应根据问题的实际意义来确定
定义域

!

对于用数学式子表示的函数!它的定义域可由函数表达式本身来确定!即要使运
算有意义!一般应考虑以下几点

!
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"

#

#在分式中!分母不能为零$

"

$

#在根式中!负数不能开偶次方根$

"

%

#在对数式中!真数不能取零和负数!底数大于零且不等于
#

$

"

&

#在三角函数式中!

'

!

'

!

$

"

'

#

"

#不能取正切!

'

!

"

'

#

"

#不能取余切$

"

(

#在反三角函数式中!要符合反三角函数的定义域$

"

)

#如函数表达式中含有分式'根式'对数式或反三角函数式!则应取各部分定义域
的交集

!

例
!

!

求下列函数的定义域
!

"

#

#

%

!

#

&*#

$

' #槡'$

$"

$

#

%

!+

,

#

#*#

$"

%

#

%

!-./012

#'#

%

$"

&

#

%

!+2/30#!

解
!

"

#

#要使函数有意义!必须满足&*#

$

$

"

#'$

%

%

"

!解得
#

&

*$

且
#

$

$

!所以函数的定
义域为"

*$

!

$

#

'

"

$

!

'

4

#

!

"

$

#要使函数有意义!必须满足#

#*#

&

"

!解得
#

&

#

或
#

(

"

!所以函数的定义域为
"

*

4

!

"

#

'

"

#

!

'

4

#

!

"

%

#要使函数有意义!必须满足
*#

)

#'#

%

)

#

!解得
*%

)

#'#

)

%

!即
*&

)

#

)

$

!所
以函数的定义域为

*&

!

( )

$ !

"

&

#要使函数有意义!必须满足
/30#

&

"

!所以
*

!

$

'$'

!(

#

(

!

$

'$'

!

"

'

#

"

#!故函

数的定义域为"

*

!

$

'$'

!

!

!

$

'$'

!

#"

'

#

"

#

!

两个函数只有当它们的定义域和对应关系完全相同时!这两个函数才被认为是相
同的

!

例如!函数
%

!012

$

#'/30

$

#

与
%

!#

!是两个相同的函数
!

又如!函数
%

!

#

$

*#

#*#

与
%

!#'#

!是两个不同的函数
!

$"

邻域
定义

#

!

设
(

#

$

!

!&

"

!称开区间"

(*

!

!

('

!

#为点
(

的
!

邻域!记为
)

"

(

!

!

#!即
)

"

(

!

!

#

!

"

(*

!

!

('

!

#

! #

*

#*(

(

% &

!

!称
(

为邻域的中心!

!

为邻域的半径$将
(

的
!

邻域中心
(

去掉后得
(

的
!

空心邻域!记为
)

*

"

(

!

!

#!即
)

*

"

(

!

!

#

!

"

(*

!

!

(

#

'

"

(

!

('

!

#

!

#

*

"

(

#*(

(

% &

!

!

点
(

的
!

邻域及点
(

的
!

空心邻域有时又分别简记为
)

"

(

#与
)

*

"

(

#

!

%"

函数的表示法
常用的函数表示法有公式法"解析法#'表格法和图像法三种

!

有时!会遇到一个函数
在自变量不同的取值范围内用不同的式子来表示

!

例如!函数

$

"

#

#

!

槡#!

#

%

"

*#

!

#

(

+

,

-

"

!

是定义在区间"

*

4

!

'

4

#内的一个函数
!

在定义域的不同范围内用不同的式子来表示
的函数称为分段函数

!

#
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&"

函数的几种特性
我们已学过函数的四种特性!即奇偶性'单调性'有界性'周期性!将这四个特性做个

归纳!如表
#+#

所示
!

表
!+!

特
!

性 定
!

义 几何特性

奇偶性

如果函数
$

"

#

#的定义域关于原
点对称!且对任意的

#

!如果
$

"

*#

#

!*

$

"

#

#!那么
$

"

#

#为
奇函数$如果

$

"

*#

#

!

$

"

#

#!那
么

$

"

#

#为偶函数 奇函数的图像关于原点对称$

偶函数的图像关于
%

轴对称

单调性

对于任意的
#

#

!

#

$

#

"

(

!

,

#!且
#

#

(

#

$

!如果
$

"

#

#

#

(

$

"

#

$

#!那么
$

"

#

#在"

(

!

,

#内单调增加$如果
$

"

#

#

#

&

$

"

#

$

#!那么
$

"

#

#在
"

(

!

,

#内单调减少 单调增函数图像沿
#

轴正向上升$

单调减函数图像沿
#

轴正向下降

有界性

对于任意的
#

#

"

(

!

,

#!存在
&

&

"

!有
$

"

#

#

)

&

!那么
$

"

#

#在
"

(

!

,

#内有界$如果这样的数
&

不存在!那么
$

"

#

#在区间"

(

!

,

#

内无界 区间"

(

!

,

#内的有界函数的图像全部
夹在直线

%

!&

与
%

!*&

之间

周期性

对于任意的
#

#

"

!存在正数
-

!

使
$

"

#'-

#

!

$

"

#

#!那么
$

"

#

#为
"

上的周期函数!

-

叫做这个函
数的周期 一个以

-

为周期的周期函数的图像在定义域内
每隔长度为

-

的区间上有相同的形状

二!反函数

定义
%

!

设函数
%

!

$

"

#

#!它的定义域是
"

!值域为
&

!如果对值域
&

中任意一个值
%

!都能由
%

!

$

"

#

#确定
"

中唯一的
#

值与之对应!由此得到以
%

为自变量的函数叫做
%

!

$

"

#

#的反函数!记为
#!

$

*#

"

%

#!

%

#

&!

在习惯上!自变量用
#

表示!函数用
%

表示!所以又将它改写成
%

!

$

*#

"

#

#!

#

#

&!

由定义可知!函数
%

!

$

"

#

#的定义域和值域分别是其反函数
%

!

$

*#

"

#

#的值域和定

$
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义域
!

函数
%

!

$

"

#

#和
%

!

$

*#

"

#

#互为反函数
!

例
#

!

求函数
%

!%#*$

的反函数
!

解
!

由
%

!%#*$

解得
#!

%

'$

%

!将
#

与
%

互换!得
%

!

#'$

%

!所以
%

!%#*$

"

#

#

$

#

的反函数是
%

!

#'$

%

"

#

#

$

#

!

另外!函数
%

!

$

"

#

#和它的反函数
%

!

$

*#

"

#

#的图像关于直线
%

!#

对称
!

三!基本初等函数

幂函数
%

!#

"

"

"#

$

#'指数函数
%

!(

#

"

(

&

"

且
(

$

#

#'对数函数
%

!+3

,

(

#

"

(

&

"

且
(

$

#

#'三角函数和反三角函数统称为基本初等函数
!

现把一些常用的基本初等函数的定义域'值域'图像和特性列表!如表
#+$

所示
!

表
!+#

函
!

数 定义域与值域 图
!

像 特
!

性

幂
函
数

%

!#

#

#

"

*

4

!

'

4

#

%

#

"

*

4

!

'

4

#

奇函数!

单调增加

%

!#

$

#

#

"

*

4

!

'

4

#

%

#

(

"

!

'

4

#

偶函数在"

*

4

!

"

#内
单调减少$在"

"

!

'

4

#

内单调增加

%

!#

%

#

#

"

*

4

!

'

4

#

%

#

"

*

4

!

'

4

#

奇函数!

单调增加

%

!#

*#

#

#

"

*

4

!

"

#

'

"

"

!

'

4

#

%

#

"

*

4

!

"

#

'

"

"

!

'

4

#

奇函数在"

*

4

!

"

#内
单调减少$在"

"

!

'

4

#

内单调减少

%

!#

#

$

#

#

(

"

!

'

4

#

%

#

(

"

!

'

4

#

单调增加

%
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续表

函
!

数 定义域与值域 图
!

像 特
!

性

指
数
函
数

%

!(

#

"

(

&

#

#

#

#

(

*

4

!

'

4

#

%

#

(

"

!

'

4

#

单调增加

%

!(

#

"

"

(

(

(

#

#

#

#

"

*

4

!

'

4

#

%

#

"

"

!

'

4

#

单调减少

对
数
函
数

%

!+3

,(

#

"

(

&

#

#

#

#

"

"

!

'

4

#

%

#

"

*

4

!

'

4

#

单调增加

%

!+3

,(

#

"

"

(

(

(

#

#

#

#

"

"

!

'

4

#

%

#

"

*

4

!

'

4

#

单调减少

三
角
函
数

%

!012#

#

#

"

*

4

!

'

4

#

%

#

(

*#

!

#

)

奇函数!周期为
$

!

!有
界!在"

$'

!

*

!

$

!

$'

!

'

!

$

#内单调增加!在
"

$'

!

'

!

$

!

$'

!

'

%

!

$

#内
单调减少"

'

#

"

#

%

!/30#

#

#

"

*

4

!

'

4

#

%

#

(

*#

!

#

)

偶函数!周期为
$

!

!有
界!在"

$'

!

!

$'

!

'

!

#内
单调减少!在"

$'

!

'

!

!

$'

!

'$

!

#内单调增加
"

'

#

"

#

%

!5-2#

#!

*

'

!

'

!

$

"

'

#

"

#

%

#

(

*

4

!

'

4

)

奇函数!周期为
!

!在
"

'

!

*

!

$

!

'

!

'

!

$

#内单
调增加"

'

#

"

#

%

!/35#

#

$

'

!

"

'

#

"

#

%

#

"

*

4

!

'

4

#

奇函数!周期为
!

!在
"

'

!

!

'

!

'

!

#内单调增
加"

'

#

"

#

&
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续表
函

!

数 定义域与值域 图
!

像 特
!

性

反
三
角
函
数

%

!-./012#

#

#

(

*#

!

#

)

%

#

(

*

!

$

!

!

$

)

奇函数!单调增
加!有界

%

!-.//30#

#

#

(

*#

!

#

)

%

#

(

"

!

!

)

单调减少!有界

%

!-./5-2#

#

#

"

*

4

!

'

4

#

%

#

"

*

!

$

!

!

$

#

奇函数!单调增
加!有界

%

!-.//35#

#

#

"

*

4

!

'

4

#

%

#

"

"

!

!

#

单调减少!有界

四!复合函数!初等函数

!"

复合函数
定义

&

!

设
%

是
.

的函数
%

!

$

"

.

#$而
.

又是
#

的函数
.!

#

"

#

#!其定义域为数集
/!

如
果在数集

/

或
/

的子集上!对于
#

的每一个值所对应的
.

值!都能使函数
%

!

$

"

.

#有定义!

那么
%

就是
#

的函数
!

这个函数叫做函数
%

!

$

"

.

#与
.!

#

"

#

#复合而成的函数!简称为
#

的
复合函数!记为

%

!

$

#

"

#

( )

#!其中
.

叫做中间变量!其定义域为数集
/

或
/

的子集
!

例如!

%

!5-2

$

#

是由
%

!.

$与
.!5-2#

复合而成的函数$函数
%

!+2

"

#*#

#是由
%

!

+2.

与
.!#*#

复合而成的函数!它们都是
#

的复合函数
!

注意#"

#

#不是任何两个函数都可以复合成一个函数的
!

例如
%

!-./012.

与
.!$'#

$

就不能复合成一个函数
!

"

$

#复合函数也可以由两个以上的函数复合构成
!

例如
%

!$

.

!

.!0120

!

0!

#

#

!由这

三个函数可得复合函数
%

!$

012

#

#

!这里
.

和
0

都是中间变量
!

例
%

!

指出下列各复合函数的复合过程
!

"

#

#

%

! #'#槡 $

$

!!

"

$

#

%

!-./012

"

+2#

#$

!!

"

%

#

%

!6

012#

$

!

解
!

"

#

#

%

! #'#槡 $是由
%

!槡.与.!#'#

$复合而成
!

'
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"

$

#

%

!-./012

"

+2#

#是由
%

!-./012.

与
.!+2#

复合而成
!

"

%

#

%

!6

012#

$是由
%

!6

.

!

.!0120

!

0!#

$复合而成
!

#"

初等函数
定义

'

!

由基本初等函数和常数经过有限次四则运算以及有限次的复合步骤所构成
的!并能用一个式子表示的函数称为初等函数

!

例如!

%

!+2/30

$

#

!

%

!

%

5-2槡#

!

%

!

$#

%

*#

#

$

'#

!

%

!6

$#

012

"

$#'#

#都是初等函数
!

在初等函数的定义中!明确指出是用一个式子表示的函数!如果一个函数必须用几个

式子表示时!它就不是初等函数
!

例如!

1

"

#

#

!

$槡#!

"

)

#

)

#

#'#

!

#

&

+

,

-

#

就不是初等函数!而称为非初

等函数
!

五!建立函数关系举例

在解决实际问题时!通常要先建立问题中的函数关系!然后进行分析和计算
!

下面举
一些简单的实际问题!说明建立函数关系的过程

!

例
&

!

某工厂生产人造钻石!年生产量为
#7

,

!其固定成本为
%#$

万元!每生产
#7

,

人造钻石!可变成本均匀地增加
("

元!试将总成本
2总"单位+元#和平均单位

7

,

成本
2均

"单位+元*
7

,

#表示成产量
#

"单位+

7

,

#的函数
!

解
!

由于总成本
!

固定成本
'

可变成本!平均成本
!

总成本*产量!所以
2总!%#$""""'("#

!

2均!
%#$""""'("#

#

!

%#$""""

#

'("!

例
'

!

某运输公司规定货物的吨千米运价为+在
(

千米以内!每千米
'

元$超过
(

千
米时超过部分每千米&

(

'

元
!

求运价
3

与里程
4

之间的函数关系
!

解
!

根据题意可列出函数关系如下!

3!

'4

!

!!!!!! !

"

(

4

)

(

'('

&

(

'

"

4*(

#!

!!

4

&

(

+

,

-

!!

!

这里运价
3

和里程
4

的函数关系是用分段函数表示的!定义域为"

"

!

'

4

#

!

图
#+#

例
(

!

将直径为
5

的圆木料锯成截面为矩形的木材"见图
#+#

#!列出矩
形截面两条边长之间的函数关系

!

解
!

设矩形截面的一条边长为
#

!另一条边长为
%

!由勾股定理得
#

$

'

%

$

!5

$

!

解出
%

!8 5

$

*#槡 $

!由于
%

只能取正值!所以
%

! 5

$

*#槡 $

!这就
是矩形截面的两条边长之间的函数关系!它的定义域为"

"

!

5

#

!

一般地!建立函数关系式应根据题意!先分析问题中哪些是变量!哪些是常量$在变
量中!哪个是自变量!哪个是函数!并用不同的字母表示$再根据问题中给出的条件!运用
数学'物理等方面的知识!确定等量关系$必要时!还须根据所给条件!确定关系式中需要
确定的常数或消去式中出现的多余变量!从而得出函数关系式!并根据题意写出函数的
定义域

!

如果变量之间的关系式在自变量的各个取值范围内各不相同!则需进行分段考
察!并将结果写成分段函数

!

(
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思考题

#!

分段函数的图像如何作, 作出分段函数
$

"

#

#

!

#'#

!

#

(

"

$

#

!

#

%

%

"

的图像
!

$!

几个函数能复合成一个函数的条件是什么,

%

!+2.

!

.!/30#

!

#

#

"

!

$

!

!

#能否复
合成一个函数, 为什么,

%!

基本初等函数的特点是什么,

习题
!)!

#!

下列各题中所给的两个函数是否相同, 为什么,

"

#

#

%

!#

和
%

! #槡$

$

!!!!!!!!!!!

"

$

#

%

!#

和
%

!

"槡##

$

$

"

%

#

%

!

"

#*/30

$

#

#

#

$和
%

!012#

$ "

&

#

%

!+

,

#

%和
%

!%+

,

#!

$!

求下列函数的定义域
!

"

#

#

%

! %#槡'&

$

!!!!!!

"

$

#

%

! #*槡 #

$

!!!!!!

"

%

#

%

!

$

#

$

*%#'$

$

"

&

#

%

! (*槡#'+

,

"

#*#

#$ "

(

#

%

! $'槡#'

#

+

,

"

#'#

#

$ "

)

#

%

!-.//30 $槡#!

%!

设
$

"

#

#

!(#',

!

$

"

"

#

!*$

!

$

"

%

#

!(

!求
$

"

#

#和
$

"

$

#

!

&!

已知
$

"

#'#

#

!#

$

'%#'(

!求
$

"

#

#

!

(!

判断下列函数的奇偶性
!

"

#

#

$

"

#

#

!#

&

*$#

$

'%

$

!!!!!!!!!!

"

$

#

1

"

#

#

!#

$

/30#

$

"

%

#

$

"

#

#

!

#

$

"

6

#

'6

*#

#$ "

&

#

$

"

#

#

!+2

"

#' #'#槡 $

#

!

)!

证明函数
%

!

#

#

在区间"

*#

!

"

#内单调减少
!

9!

将下列各题中的
%

表示为
#

的函数
!

"

#

#

%

!槡.!

.!#

$

*#

$ "

$

#

%

!槡.!

.!#'012#!

:!

指出下列函数的复合过程
!

"

#

#

%

!/30(#

$

!!!!!

"

$

#

%

!

"

$*%#

#

#

$

$

!!!!!

"

%

#

%

!+2

"

0126

#'#

#$

"

&

#

%

!(

/35

#

#

$ "

(

#

%

!012

%

#

$槡'#

$ "

)

#

%

!+

,

-./012

"

#'#

#$

"

9

#

%

!

%

5-2

$

"

#'

#

)槡 #

!

;!

国际航空信件的邮资标准是
#"

克以内邮资
&

元!超过
#"

克超过的部分每克收取
"!%

元!且信件重量不能超过
$""

克!试求邮资
%

与信件重量
#

的函数关系式
!

#"!

用铁皮做一个容积为
6

的圆柱形罐头筒!试将它的表面积表示为底半径的函数!并
求其定义域

!

)
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!

极限与连续

第二节
!

数列的极限
一!数列极限的定义

前面已经学过数列的概念!现在进一步考察当自变量
7

无限增大时!数列
#

7

!

$

"

7

#

的变化趋势!先看下面两个数列+

"

#

#

#

$

!

#

&

!

#

:

!

#

#)

!-!

#

$

7

!-$

!!!!

"

$

#

$

!

#

$

!

&

%

!

%

&

!-!

7'

"

*#

#

7*#

7

!-

!

为清楚起见!把这两个数列的前几项在数轴上表示出来!分别如图
#+$

和图
#+%

所示.

图
#+$

!

图
#+%

由图
#+$

可以看出!当
7

无限增大时!表示数列
#

7

!

#

$

7

的点逐渐密集在
#!"

的右
侧!即数列

#

7

无限接近于
"

$由图
#+%

可以看出!当
7

无限增大时!表示数列
#

7

!

7'

"

*#

#

7*#

7

的点逐渐密集在
#!#

的附近!即数列
#

7

无限接近于
#!

归纳这两个数列的变化趋势!可知当
7

无限增大时!

#

7

都分别无限接近于一个确定
的常数

!

一般地!有如下定义
!

定义
(

!

如果当
7

无限增大时!数列
#

% &

7

无限接近于一个确定的常数
-

!那么
-

就叫
做数列

#

% &

7

!当
7

趋向无穷大时的极限!记为
+1<

7

.4

#

7

!-

或当
7

.4

时!

#

7

.

-=

因此!数列"

#

#和数列"

$

#的极限分别记为
+1<

7

.4

#

$

7

!"

$

+1<

7

.4

7'

"

*#

#

7*#

7

!#!

例
*

!

观察下列数列的变化趋势!写出它们的极限
!

"

#

#

#

7

!

#

7

$

!!

"

$

#

#

7

!$*

#

7

$

$

!!

"

%

#

#

7

!

"

*#

#

7

#

%

7

$

!!

"

&

#

#

7

!*%!

解
!

列表考察这四个数列的前几项!以及当
7

.4

时!它们的变化趋势如表
#+%

所示
!

表
!+%

7 # $ % & (

-

.4

"

#

#

#

7

!

#

7

#

#

$

#

%

#

&

#

(

-

.

"

"

$

#

#

7

!$*

#

7

$

$*

#

#

$*

#

&

$*

#

;

$*

#

#)

$*

#

$(

-

.

$

"

%

#

#

7

!

"

*#

#

7

#

%

7

*

#

%

#

;

*

#

$9

#

:#

*

#

$&%

-

.

"

"

&

#

#

7

!*%

*% *% *% *% *%

-

.

*%

*
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!!

由表
#+%

中各数列的变化趋势!根据数列极限的定义可知
!

"

#

#

+1<

7

.4

#

7

!+1<

7

.4

#

7

!"

$

!!!!!!!!

"

$

#

+1<

7

.4

#

7

!+1<

7

.4

"

$*

#

7

$

#

!$

$

"

%

#

+1<

7

.4

#

7

!+1<

7

.4

"

*#

#

7

#

%

7

!"

$ "

&

#

+1<

7

.4

#

7

!+1<

7

.4

"

*%

#

!*%!

注意#并不是任何数列都有极限
!

例如!数列
#

7

!$

7

!当
7

无限增大时!

#

7

也无限增
大!不能无限接近于一个确定的常数!所以这个数列没有极限

!

又如!数列
#

7

!

"

*#

#

7'#

!

当
7

无限增大时!

#

7

在
#

与
*#

两个数上来回跳动!不能无限接近于一个确定的常数!所
以这个数列也没有极限

!

没有极限的数列!也说数列的极限不存在
!

二!数列极限的四则运算

设有数列
#

7

和
%7

!且
+1<

7

.4

#

7

!(

!

+1<

7

.4

%7

!,

!则
"

#

#

+1<

7

.4

"

#

7

8

%7

#

!+1<

7

.4

#

7

8+1<

7

.4

%7

!(8,!

"

$

#

+1<

7

.4

"

#

7

/

%7

#

!+1<

7

.4

#

7

/

+1<

7

.4

%7

!(

/

,!

"

%

#

+1<

7

.4

#

7

%7

!

+1<

7

.4

#

7

+1<

7

.4

%7

!

(

,

"

,

$

"

#

!

这里"

#

#和"

$

#可推广到有限个数列的情形
!

推论
!

若
+1<

7

.4

#

7

存在!

>

为常数!

'

#

+

!则
"

#

#

+1<

7

.4

"

>

/

#

7

#

!>

/

+1<

7

.4

#

7

$"

$

#

+1<

7

.4

"

#

7

#

'

!

"

+1<

7

.4

#

7

#

'

!

例
,

!

已知
+1<

7

.4

#

7

!(

!

+1<

7

.4

%7

!$

!求+

"

#

#

+1<

7

.4

"

%#

7

#$"

$

#

+1<

7

.4

%7

(

$"

%

#

+1<

7

.4

"

%#

7

*

%7

(

#

!

解
!

"

#

#

+1<

7

.4

"

%#

7

#

!%+1<

7

.4

#

7

!%?(!#(!

"

$

#

+1<

7

.4

%7

(

!

#

(

+1<

7

.4

%7

!

$

(

!

"

%

#

+1<

7

.4

"

%#

7

*

%7

(

#

!+1<

7

.4

"

%#

7

#

*+1<

7

.4

%7

(

!#(*

$

(

!#&

%

(

!

例
-

!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

7

.4

"

&*

#

7

'

%

7

$

#$"

$

#

+1<

7

.4

%7

$

*7'#

#'7

$

$

"

%

#

+1<

7

.4

"

#'

#

$

'

#

&

'

-

'

#

$

7

#$"

&

#

+1<

7

.4

"

7槡'#*槡7#

!

解
!

"

#

#

+1<

7

.4

"

&*

#

7

'

%

7

$

#

!+1<

7

.4

&*+1<

7

.4

#

7

'%+1<

7

.4

#

7

$

!&*"'%?"!&!

"

$

#

+1<

7

.4

%7

$

*7'#

#'7

$

!+1<

7

.4

%*

#

7

'

#

7

$

#

7

$

'#

!

+1<

7

.4

%*+1<

7

.4

#

7

'+1<

7

.4

#

7

$

+1<

7

.4

#

7

$

'+1<

7

.4

#

!

%*"'"

"'#

!%!

"

%

#

+1<

7

.4

"

#'

#

$

'

#

&

'

-

'

#

$

7

#

!+1<

7

.4

#*

" #

#

$

7

#*

#

$

!$+1<

7

.4

#*

#

$

( )

7

!$!

!+
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"

&

#

+1<

7

.4

"

7槡'#*槡7#

!+1<

7

.4

"

7槡'#*槡7#"

7槡'#'槡7#

7槡'#'槡7
!+1<

7

.4

#

7槡'#'槡7!"!

三!无穷递缩等比数列的求和公式

等比数列
(

#

!

(

#8

!

(

#8

$

!-!

(

#8

7*#

!-当
8

(

#

时!称为无穷递缩等比数列
!

现在来求
它的前

7

项的和
4

7

当
7

.4

时的极限
!

@9

7

!

(

#

"

#*

8

7

#

#*

8

!

A+1<

7

.4

9

7

!+1<

7

.4

(

#

"

#*

8

7

#

#*

8

!+1<

7

.4

(

#

#*

8

/

+1<

7

.4

"

#*

8

7

#

!

(

#

#*

8

"

+1<

7

.4

#*

+1<

7

.4

8

7

#

!

@

当
8

(

#

时!

+1<

7

.4

8

7

!"

!

A+1<

7

.4

9

7

!

(

#

#*

8

"

#*"

#

!

(

#

#*

8

!

我们把无穷递缩等比数列前
7

项的和当
7

.4

时的极限叫做这个无穷递缩等比数列
的和!并用符号

9

表示!从而有公式
9!

(

#

#*

8

!

这个公式叫做无穷递缩等比数列的求和公式
!

例
!.

!

求数列#

$

!

#

&

!

#

:

!-!

#

$

7

!-各项的和
!

解
!

因为
8

!

#

$

(

#

!所以它是无穷递缩等比数列!因此有
9!

#

$

#*

#

$

!#!

思考题
#!

0对数列
#

% &

7

!如果当
7

无限增大时!

#

7

越来越接近于常数
B

!则称数列
#

% &

7

以
B

为极限1!这种说法正确吗,

$!

数列
#

!

$

!

#

$

!

%

$

!

#

%

!

&

%

!-!

#

7

!

7'#

7

!-是否有极限,

习题
!)#

#!

观察下列数列当
7

.4

时的变化趋势!写出极限
!

"

#

#

#

7

!

#

$

7

$

!!!!!!!

"

$

#

#

7

!

"

*#

#

7

#

7

$

!!!!!!!

"

%

#

#

7

!$*

#

7

$

$

"

&

#

#

7

!

7*#

7'#

$ "

(

#

#

7

!#*

#

(

7

$ "

)

#

#

7

!*(

$

"

9

#

#

7

!

"

*#

#

7

7

$ "

:

#

#

7

!

#'

"

*#

#

7

$

!

$!

已知
+1<

7

.4

#

7

!

#

$

!

+1<

7

.4

%7

!*

#

$

!求下列各极限
!

!!
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"

#

#

+1<

7

.4

"

$#

7

'%

%7

#$ "

$

#

+1<

7

.4

#

7

*

%7

#

7

!

%!

求下列各数列的极限
!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

"

#

#

+1<

7

.4

"

%*

#

7

$

#$

!!!!!!

"

$

#

+1<

7

.4

$7*#

%7

$

!!!!!!

"

%

#

+1<

7

.4

97

$

'#

97

$

*%

$

"

&

#

+1<

7

.4

*%7

%

'7*(

%'7

%

$ "

(

#

+1<

7

.4

"

%*

%

$

7

'

#

7

$

#$ "

)

#

+1<

7

.4

"

#*

%

$

7

#"

)*

9

7

#$

"

9

#

+1<

7

.4

&7

$

'(

%*$7

$

$ "

:

#

+1<

7

.4

"

7

$

*%

7'#

*7

#$ "

;

#

+1<

7

.4

$

7

*#

#'$

7

$

"

#"

#

+1<

7

.4

"

#'$'%'

-

'7

7'$

*

7

$

#

!

&!

求下列无穷递缩等比数列的和
!

"

#

#

%

!

#

!

#

%

!

#

;

!-$

!

"

$

#

#

!

*

#

%

!

#

%

$

!

*

#

%

%

!-$

!

"

%

#

#

!

*#

!

#

$

!

*#

%

!-"

#

(

#

#

!

第三节
!

函数的极限
本节将讨论一般函数

%

!

$

"

#

#的极限!主要研究以下两种情形
!

"

#

#当自变量
#

的绝对值
#

无限增大!即
#

趋向无穷大"记为
#

.4

#时!函数
$

"

#

#

的极限
!

"

$

#当自变量
#

任意接近于
#

"

!即
#

趋向于定值
#

"

"记为
#

.

#

"

#时!函数
$

"

#

#的
极限

!

一!当
#

.4

时"函数
$

#

#

$的极限

先看下面的例子+

考察当
#

.4

时!函数
$

"

#

#

!

#

#

的变化趋势
!

由图
#+&

可以看出!当
#

的绝对值无限

图
#+&

增大时!

$

"

#

#的值无限接近于零!即当
#

.4

时!

$

"

#

#

.

"!

对于这种当
#

.4

时!函数
$

"

#

#的变化趋势!给出下面的定义
!

定义
*

!

如当
#

的绝对值无限增大"即
#

.4

#时!函数
$

"

#

#无限
接近于一个确定的常数

B

!那么
B

就叫做函数
$

"

#

#当
#

.4

时的极
限!记为

+1<

#

.4

$

"

#

#

!B

!

或
!

当
#

.4

时!

$

"

#

#

.

B!

根据上述定义可知!当
#

.4

时!

$

"

#

#

!

#

#

的极限是
"

!可记为

+1<

#

.4

$

"

#

#

!+1<

#

.4

#

#

!"!

注意#自变量
#

的绝对值无限增大指的是
#

既取正值而无限增大"记为
#

.

'

4

#!同
时也取负值而绝对值无限增大"记为

#

.

*

4

#

!

但有时
#

的变化趋势只能或只需取这两
种变化中的一种情形

!

下面给出当
#

.

'

4

或
#

.

*

4

时函数极限的定义
!

定义
,

!

如果当
#

.

'

4

"或
#

.

*

4

#时!函数
$

"

#

#无限接近于一个确定的常数
B

!

那么
B

就叫做函数
$

"

#

#当
#

.

'

4

"或
#

.

*

4

#时的极限!记为

!#
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!

极限与连续
+1<

#

.

'

4

"

#

.

*

4

#

$

"

#

#

!B

!

或
!

当
#

.

'

4

"

#

.

*

4

#时!

$

"

#

#

.

B!

例如!如图
#+(

所示!

+1<

#

.

'

4

-./5-2#!

!

$

及
+1<

#

.

*

4

-./5-2#!*

!

$

!

由于当
#

.

'

4

和
#

.

*

4

时!函数
%

!-./5-2#

不是无限接近于同一个确定的常数!

所以
+1<

#

.4

-./5-2#

不存在
!

一般地!

+1<

#

.4

$

"

#

#

!B

的充分必要条件是
+1<

#

.

'

4

$

"

#

#

!+1<

#

.

*

4

$

"

#

#

!B!

例
!!

!

求
+1<

#

.

*

4

6

#和
+1<

#

.

'

4

6

*#

!

解
!

如图
#+)

所示!可知
+1<

#

.

*

4

6

#

!"

!

+1<

#

.

'

4

6

*#

!"!

!!!!!!

图
#+(

!!!!!!!!!!!

图
#+)

例
!#

!

讨论当
#

.4

时!函数
%

!-.//35#

的极限
!

解
!

因为
+1<

#

.

'

4

-.//35#!"

!

+1<

#

.

*

4

-.//35#!

!

!虽然
+1<

#

.

'

4

-.//35#

和
+1<

#

.

*

4

-.//35#

都存在!

但不相等!所以
+1<

#

.4

-.//35#

不存在
!

二!当
#

.

#

"

时"函数
$

#

#

$的极限

定义
-

!

如果当
#

无限接近于定值
#

"

!即
#

.

#

"

"

#

可以不等于
#

"

#时!函数
$

"

#

#无
限接近于一个确定的常数

B

!那么
B

就叫做函数
$

"

#

#当
#

.

#

"

时的极限!记为
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!B

或当
#

.

#

"

时!

$

"

#

#

.

B!

注意#"

#

#在上面的定义中!0

#

.

#

"

1表示既从
#

"

的左侧同时也从
#

"

的右侧趋近于
#

"

$

"

$

#定义中考虑的是当
#

.

#

"

时!

$

"

#

#的变化趋势!并不考虑
$

"

#

#在点
#

"

是否有定义
!

例
!%

!

考察极限
+1<

#

.

#

"

>

"

>

为常数#和
+1<

#

.

#

"

#!

解
!

设
$

"

#

#

!>

!

#

"

#

#

!#!

@

当
#

.

#

"

时!

$

"

#

#的值恒等于
>

!

A+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!+1<

#

.

#

"

>!>!

@

当
#

.

#

"

时!

#

"

#

#的值无限接近于
#

"

!

A+1<

#

.

#

"

#

"

#

#

!+1<

#

.

#

"

#!#

"

!

三!当
#

.

#

"

时"

$

#

#

$的左极限与右极限

前面讨论的当
#

.

#

"

时函数的极限中!

#

既从
#

"

的左侧无限接近于
#

"

"记为
#

.

#

"

*

"

或
#

"

*

#!也从
#

"

的右侧无限接近于
#

"

"记为
#

.

#

"

'"

或
#

"

'

#

!

下面再给出当
#

.

#

"

*

或
#

.

#

"

'时函数极限的定义
!

定义
!.

!

如果当
#

.

#

"

*时!函数
$

"

#

#无限接近于一个确定的常数
B

!那么
B

就叫
做函数

$

"

#

#当
#

.

#

"

时的左极限!记为

!$
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+1<

#

.

#

"

*

$

"

#

#

!B

或
$

"

#

"

*"

#

!B!

如果当
#

.

#

"

'时!函数
$

"

#

#无限接近于一个确定的常数
B

!那么
B

就叫做函数
$

"

#

#当
#

.

#

"

时的右极限!记为
+1<

#

.

#

"

'

$

"

#

#

!B

或
$

"

#

"

'"

#

!B!

一般地!

+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!B

的充分必要条件是
+1<

#

.

#

"

*

$

"

#

#

!+1<

#

.

#

"

'

$

"

#

#

!B!

图
#+9

例
!&

!

讨论函数
$

"

#

#

!

#*#

!

!!

#

(

"

"

!

!!!

#!"

#'#

!

!

#

&

+

,

-

"

!当
#

.

"

时的极限
!

解
!

作出这个分段函数的图像"见图
#+9

#!由图可知函数
$

"

#

#当
#

.

"

时的左极限为
+1<

#

.

"

*

$

"

#

#

!+1<

#

.

"

*

"

#*#

#

!*#

!

右极限为
+1<

#

.

"

'

$

"

#

#

!+1<

#

.

"

'

"

#'#

#

!#!

因为当
#

.

"

时!函数
$

"

#

#的左极限与右极限虽各自存在但不相等!所以极限
+1<

#

.

"

$

"

#

#不存在
!

图
#+:

例
!'

!

讨论函数
%

!

#

$

*#

#'#

当
#

.

*#

时的极限
!

解
!

函数的定义域为"

*

4

!

*#

#

'

"

*#

!

'

4

#$因为
#

$

*#

!所以
%

!

#

$

*#

#'#

!#*#!

作出这个函数的图像"见图
#+:

#!

由图
#+:

可知!

+1<

#

.

*#

*

#

$

*#

#'#

! +1<

#

.

*#

*

"

#*#

#

!*$

$

+1<

#

.

*#

'

#

$

*#

#'#

! +1<

#

.

*#

'

"

#*#

#

!*$

$

由于
+1<

#

.

*#

*

#

$

*#

#'#

! +1<

#

.

*#

'

#

$

*#

#'#

!所以
+1<

#

.

*#

#

$

*#

#'#

!*$!

思考题
#!

若
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#存在!则
$

"

#

"

#必存在!对吗, 二者之间是否有关系,

$!

由
+1<

#

.

'

4

$

"

#

#

!#

!画图说明曲线
%

!

$

"

#

#的几何特征
!

习题
!)%

#!

观察并写出下列极限
!

"

#

#

+1<

#

.4

$

#

%

$

!!!!!!

"

$

#

+1<

#

.

*

4

%

#

$

!!!!!!

"

%

#

+1<

#

.

*

4

#""

#

$

"

&

#

+1<

#

.

'

4

"

#

$

#

#

$ "

(

#

+1<

#

.

'

4

"

#

%"

#

#

$ "

)

#

+1<

#

.4

"

$*

#

#

$

#

!

!%
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!

极限与连续
!!

$!

观察并写出下列极限
!

"

#

#

+1<

#

.

!

$

/35#

$

!!!

"

$

#

+1<

#

.

!

$

012#

$

!!!

"

%

#

+1<

#

.

#

+2

"

$*#

#$

!!!

"

&

#

+1<

#

.

#

%

#*#

$

"

(

#

+1<

#

.

*%

#

$

*;

#'%

$ "

)

#

+1<

#

.

$

"

$#

$

*)

#$ "

9

#

+1<

#

.

!

&

/35#

$ "

:

#

+1<

#

.

%

"

#

$

*)#':

#

!

%!

设
$

"

#

#

!

#

$

!

!

#

&

"

#

!

!

#

)

%

"

!画出图像!并求当
#

.

"

时
$

"

#

#的左右极限!从而说明当

#

.

"

时
$

"

#

#的极限是否存在
!

&!

设
$

"

#

#

!

#'#

!

!

#

(

"

$

#

!

#

%

%

"

!求当
#

.

"

时
$

"

#

#的左右极限!并指出当
#

.

"

时极限
是否存在

!

(!

讨论函数
$

"

#

#

!

$

#

!

!!!

#

(

"

$

!

!!!

"

)

#

(

#

*#'%

!

!

#

%

+

,

-

#

!当
#

.

"

和
#

.

#

时是否有极限,

)!

证明函数
$

"

#

#

!

#

$

'#

!

!

#

(

#

#

!

!!!

#!#

*#

!

!!

#

&

+

,

-

#

!当
#

.

#

时极限不存在
!

9!

设函数
$

"

#

#

!

#'#

!

!

#

%

#

-#

$

!

#

(

%

#

!当
#

.

#

时极限存在!求常数
-

的值
!

第四节
!

极限的运算
与数列极限相仿!比较复杂的函数极限也需要用到极限的运算法则来进行计算

!

下
面给出函数极限的四则运算法则"证明从略#

!

设
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!B

!

+1<

#

.

#

"

1

"

#

#

!C

!则
"

#

#

+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

8

1

"

#

( )

#

!+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

8+1<

#

.

#

"

1

"

#

#

!B8C

$

"

$

#

+1<

#

.

#

"

$

"

#

#/

1

"

#

( )

#

!+1<

#

.

#

"

$

"

#

#/

+1<

#

.

#

"

1

"

#

#

!B

/

C!

特别地!有
+1<

#

.

#

"

>

$

"

#

#

!>

/

+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!>B

"

>

为常数#$

+1<

#

.

#

"

$

"

#

( )

#

7

! +1<

#

.

#

"

$

"

#

( )

#

7

!B

7

"

7

是正整数#

!

"

%

#

+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

1

"

#

#

!

+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

+1<

#

.

#

"

1

"

#

#

!

B

C

"

C

$

"

#

=

上述极限运算法则对于
#

"

*

!

#

"

'

!

#

.4

!

#

.

'

4

!

#

.

*

4

的情形也是成立的!而且
法则"

#

#和法则"

$

#可以推广到有限个具有极限的函数的情形
!

例
!(

!

求
+1<

#

.

$

"

%#

$

*$#')

#

!

解
!

+1<

#

.

$

"

%#

$

*$#')

#

!%

(

+1<#

#

.

$

)

$

*$+1<

#

.

$

#'+1<

#

.

$

)!%?$

$

*$?$')!#&!

例
!*

!

求
+1<

#

.

#

#

$

*$#'(

#

$

'9

!

解
!

当
#

.

#

时!分母的极限不为
"

!因此应用法则"

%

#!得

!&
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+1<

#

.

#

#

$

*$#'(

#

$

'9

!

+1<

#

.

#

"

#

$

*$#'(

#

+1<

#

.

#

"

#

$

'9

#

!

+1<

#

.

#

#

$

*+1<

#

.

#

$#'+1<

#

.

#

(

+1<

#

.

#

#

$

'+1<

#

.

#

9

!

#*$'(

#'9

!

#

$

!

例
!,

!

求
+1<

#

.

%

#*%

#

$

*;

!

解
!

当
#

.

%

时!分母极限为
"

!不能应用法则"

%

#!在分式中约去极限为
"

的公因子
#*%

!所以

+1<

#

.

%

#*%

#

$

*;

!+1<

#

.

%

#

#'%

!

+1<

#

.

%

#

+1<

#

.

%

#'+1<

#

.

%

%

!

#

)

!

例
!-

!

求
+1<

#

.4

"

#'

#

#

#"

$*

#

#

$

( )

#

!

解
!

+1<

#

.4

"

#'

#

#

#"

$*

#

#

$

( )

#

!+1<

#

.4

"

#'

#

#

#/

+1<

#

.4

"

$*

#

#

$

#

! +1<

#

.4

#'+1<

#

.4

#

" #

#

/

+1<

#

.4

$*+1<

#

.4

#

#

" #

$

!

"

#'"

#"

$*"

#

!$!

例
#.

!

求
+1<

#

.4

%#

%

*&#

$

'$

9#

%

'(#

$

*%

!

解
!

先用
#

%同除分子及分母!然后取极限!得

+1<

#

.4

%#

%

*&#

$

'$

9#

%

'(#

$

*%

!+1<

#

.4

%*

&

#

'

$

#

%

9'

(

#

*

%

#

%

!

+1<

#

.4

%*+1<

#

.4

&

#

'+1<

#

.4

$

#

%

+1<

#

.4

9'+1<

#

.4

(

#

*+1<

#

.4

%

#

%

!

%*&?"'$?"

9'(?"*%?"

!

%

9

!

例
#!

!

求
+1<

#

.4

%#

$

*$#*#

$#

%

*#

$

'(

!

解
!

先用
#

%同除分子及分母!然后取极限!得

+1<

#

.4

%#

$

*$#*#

$#

%

*#

$

'(

!+1<

#

.4

%

#

*

$

#

$

*

#

#

%

$*

#

#

'

(

#

%

!

%+1<

#

.4

#

#

*$+1<

#

.4

#

#

$

*+1<

#

.4

#

#

%

+1<

#

.4

$*+1<

#

.4

#

#

'(+1<

#

.4

#

#

%

!

"

$

!"!

例
##

!

求
+1<

7

.4

#'$'%'

-

'

"

7*#

#

7

$

!

解
!

因为
#'$'%'

-

'

"

7*#

#

!

7

$

"

7*#

#!所以

+1<

7

.4

#'$'%'

-

'

"

7*#

#

7

$

!+1<

7

.4

7

$

"

7*#

#

7

$

!

#

$

+1<

7

.4

7*#

7

!

#

$

+1<

7

.4

"

#*

#

7

#

!

#

$

!

例
#%

!

求
+1<

7

.4

$

7

*#

&

7

'#

!

解
!

+1<

7

.4

$

7

*#

&

7

'#

!+1<

7

.4

$

7

*#

$

$7

'#

!+1<

7

.4

$

7

*#

$

$7

$

$7

'#

$

$7

!+1<

7

.4

#

$

7

*

#

$

$7

#'

#

$

$7

!

+1<

7

.4

#

$

7

*

"

+1<

7

.4

#

$

7

#

$

#'

"

+1<

7

.4

#

$

7

#

$

!

"

#

!"!

思考题
#!+1<

#

.4

"

#

$

*%#

#

!+1<

#

.4

#

$

*%+1<

#

.4

#!

4

*

4

!"

!计算是否正确,

!'
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$!

为什么说
+1<

#

.

$

#

$

$*#

!

+1<

#

.

$

#

$

+1<

#

.

$

"

$*#

#

!

&

"

!

4

是错误的,

习题
!)&

#!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

#

.

#

"

$#

$

'&#*&

#$

!

"

$

#

+1<

#

.

$

#

$

'#*)

#

$

*&

$

!

"

%

#

+1<

#

.

$

#'$

#*#

$

!

"

&

#

+1<

#

.槡%
#

$

*%

#

&

'#

$

'#

$

"

(

#

+1<

#

.

*$

#*$

#

$

*#

$ "

)

#

+1<

#

.

"

"

#*

$

#*%

#$"

9

#

+1<

#

.

#

槡#*#

#*#

$"

:

#

+1<

#

.

#

#

$

*$#'#

#

$

*#

!

$!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

#

.4

$#

%

'%

&#

%

'#*#

$ "

$

#

+1<

#

.4

%#

&

'$#'#

#

&

'$#

$

'(

$

"

%

#

+1<

#

.4

$#

%

*#

$

#

(

*%#

&

'#

$ "

&

#

+1<

#

.4

$#

%

'%#

$

*#

%#

&

'$#

$

*(

!

%!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

#

.

*$

#

$

*&

#'$

$ "

$

#

+1<

#

.

(

#

$

*)#'(

#*(

$ "

%

#

+1<

#

.

&

#

$

*)#':

#

$

*(#'&

$

"

&

#

+1<

#

.

#

#

$

*$#'#

#

%

*#

$ "

(

#

+1<

#

.

"

&#

%

*$#

$

'#

%#

$

'$#

$ "

)

#

+1<

:

.

"

"

#':

#

%

*#

%

:

$

"

9

#

+1<

#

.

%

"

#

#*%

*

)

#

$

*;

#$ "

:

#

+1<

#

.

"

#'%#槡 $

*#

#

$

&!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

#

.4

$#

$

*&#':

#

%

'$#

$

*#

$ "

$

#

+1<

#

.4

:#

%

*#

)#

%

*(#'#

$ "

%

#

+1<

#

.

'

4

(

#'#

'$

(

#

'#

$

"

&

#

+1<

7

.4

"

#'

#

%

'

#

;

'

-

'

#

%

7

#$ "

(

#

+1<

7

.4

7

"

7'#

#

"

7'$

#"

7'%

#

$ "

)

#

+1<

#

.4

#

&

'%#

$

'(

"

#'$

#

(

!

第五节
!

无穷小与无穷大
研究函数的变化趋势时!经常遇到两种情形+一是函数的绝对值0无限变小1$二是函

数的绝对值0无限变大1

!

下面分别介绍这两种情形
!

一!无穷小

!"

无穷小的定义
定义

!!

!

如果当
#

.

#

"

"或
#

.4

#时!函数
$

"

#

#的极限为零!那么函数
$

"

#

#叫做当
#

.

#

"

"或
#

.4

#时的无穷小量!简称无穷小
!

例如!因为
+1<

#

.

#

"

#*#

#

!"

!所以函数
#*#

是当
#

.

#

时的无穷小
!

又如!因为
+1<

#

.4

#

#

!

"

!所以函数#

#

是当
#

.4

时的无穷小
!

注意#"

#

#说一个函数
$

"

#

#是无穷小!必须指明自变量
#

的变化趋势
!

例如!函数

!(
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#*#

是当
#

.

#

时的无穷小!而当
#

趋向其他数值时!

#*#

就不是无穷小
!

"

$

#不要把一个绝对值很小的常数"如
"!""""#

#"""""或
*"!""""#

#"""""

#说成是无穷小
!

"

%

#常数中只有0

"

1可以看成是无穷小!因为
+1<

#

.

#

"

"

#

.4

#

"!"!

#"

无穷小的性质
无穷小运算时除了可以应用极限运算法则外!还可以应用以下一些性质进行运算

!

性质
!

!

有限个无穷小的代数和是无穷小
!

性质
#

!

有界函数与无穷小的乘积是无穷小
!

性质
%

!

有限个无穷小的乘积是无穷小
!

以上各性质证明从略
!

例
#&

!

求
+1<

#

.

"

#012

#

#

!

解
!

因为
+1<

#

.

"

#!"

!所以
#

是当
#

.

"

时的无穷小
!

而
012

#

#

)

#

!所以
012

#

#

是有界
函数

!

由无穷小的性质
$

!可知
+1<

#

.

"

#012

#

#

!"!

$"

函数极限与无穷小的关系
下面的定理将说明函数'函数的极限与无穷小三者之间的重要关系

!

定理
!

!

在自变量的同一变化过程
#

.

#

"

"或
#

.4

#中!

+1<

$

"

#

#

!B

的充分必要条
件是+

$

"

#

#

!B'

"

!其中
B

为常数!

"

为无穷小"证明从略#

!

这里0

+1<

1符号下面的下标为
#

.

#

"

或
#

.4

!表示所述结果对两者都适用!以后不
再说明

!

二!无穷大

!"

无穷大的定义
定义

!#

!

如果当
#

.

#

"

"或
#

.4

#时!函数
$

"

#

#的绝对值无限增大!那么函数
$

"

#

#

叫做当
#

.

#

"

"或
#

.4

#时的无穷大量!简称无穷大
!

如果函数
$

"

#

#当
#

.

#

"

"或
#

.4

#时为无穷大!那么它的极限是不存在的
!

但为了
描述函数的这种变化趋势!也说0函数的极限是无穷大1!并记为

+1<

#

.

#

"

"

#

.4

#

$

"

#

#

!

4

!

如果在无穷大的定义中!对于
#

"

左右近旁的
#

"或对于绝对值相当大的
#

#!对应的函
数值都是正的或都是负的!就分别记为

+1<

#

.

#

"

"

#

.4

#

$

"

#

#

!'

4

!

+1<

#

.

#

"

"

#

.4

#

$

"

#

#

!*

4

!

例如!

+1<

#

.

'

4

6

#

!'

4

!

+1<

#

.

'"

+2#!*

4

!

注意#"

#

#说一个函数
$

"

#

#是无穷大!必须指明自变量的变化趋势
!

例如!函数#

#

是
当
#

.

"

时的无穷大
!

"

$

#无穷大是变量!不要把绝对值很大的常数"如
#""""""""

#""""""或
*#""""""""

#""""""

#

说成是无穷大
!

!)
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#"

无穷大与无穷小的关系
一般地!无穷大与无穷小之间有以下倒数关系

!

在自变量的同一变化过程中!如果
$

"

#

#为无穷大!则#

$

"

#

#

是无穷小$反之!如果
$

"

#

#

为无穷小!且
$

"

#

#

$

"

!则#

$

"

#

#

为无穷大
!

下面利用无穷大与无穷小的关系来求一些函数的极限
!

例
#'

!

求极限
+1<

#

.

#

#'&

#*#

!

解
!

当
#

.

#

时!分母的极限为零!所以不能应用极限运算法则"

%

#!但因为
+1<

#

.

#

#*#

#'&

!"

!所以
+1<

#

.

#

#'&

#*#

!

4

!

例
#(

!

求
+1<

#

.4

"

#

$

*%#'$

#

!

解
!

因为
+1<

#

.4

#

$和
+1<

#

.4

%#

都不存在!所以不能应用极限的运算法则!但因为

+1<

#

.4

#

#

$

*%#'$

!+1<

#

.4

#

#

$

#*

%

#

'

$

#

$

!"

!所以
+1<

#

.4

"

#

$

*%#'$

#

!

4

!

例
#*

!

求
+1<

#

.4

$#

%

*#

$

'(

#

$

'9

!

解
!

因为分子及分母的极限都不存在!所以不能应用极限运算法则!但因为

+1<

#

.4

#

$

'9

$#

%

*#

$

'(

!+1<

#

.4

#

$

'9

#

%

$#

%

*#

$

'(

#

%

!+1<

#

.4

#

#

'

9

#

%

$*

#

#

'

(

#

%

!"

!

所以
+1<

#

.4

$#

%

*#

$

'(

#

$

'9

!

4

!

归纳上节的例
$#

'例
$$

及本节的例
$9

!可得出以下的一般结论!即当
(

"

$

"

!

,

"

$

"

时有

+1<

#

.4

(

"

#

3

'(

#

#

3*#

'(

$

#

3*$

'

-

'(

3

,

"

#

7

',

#

#

7*#

',

$

#

7*$

'

-

',

7

!

(

"

,

"

!当
7!3

"

!当
7

&

3

4

!当
7

(

+

,

-

3

!

例
#,

!

求
+1<

#

.

*$

"

#

#'$

*

#$

#

%

':

#

!

解
!

因为#

#'$

*

#$

#

%

':

!

"

#

$

*$#'&

#

*#$

"

#'$

#"

#

$

*$#'&

#

!

"

#'$

#"

#*&

#

"

#'$

#"

#

$

*$#'&

#

!

#*&

#

$

*$#'&

!

所以
+1<

#

.

*$

"

#

#'$

*

#$

#

%

':

#

!+1<

#

.

*$

#*&

#

$

*$#'&

!

*)

&'&'&

!*

#

$

!

例
#-

!

求
+1<

#

.4

#

$

'#

#

%

*9

/30

"

(#

$

'#

#

!

解
!

因为
+1<

#

.4

#

$

'#

#

%

*9

!"

!而
/30

"

(#

$

'#

#

)

#

为有界函数!故

!*
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+1<

#

.4

#

$

'#

#

%

*9

/30

"

(#

$

'#

#

!"!

三!无穷小的比较

已经知道!两个无穷小的代数和及乘积仍然是无穷小
!

但是两个无穷小的商却会出
现不同的情况

!

例如!当
#

.

"

时!

#

'

%#

'

#

$都是无穷小!而
+1<

#

.

"

#

$

%#

!"

!

!!

+1<

#

.

"

%#

#

$

!

4

!

!!

+1<

#

.

"

%#

#

!%!

两个无穷小之比的极限的各种情况!反映了不同的无穷小趋向零的快慢程度
!

当
#

.

"

时!

#

$比
%#

更快地趋向零!反过来
%#

比
#

$较慢地趋向零!而
%#

与
#

趋向零的快慢
相仿

!

下面就以两个无穷小之商的极限所出现的各种情况来说明两个无穷小之间的比较
!

定义
!%

!

设
"

和
$

都是在同一个自变量的变化过程中的无穷小!又
+1<

$

"

也是在这
个变化过程中的极限

!

"

#

#如果
+1<

$

"

!"

!就说
$

是比
"

较高阶的无穷小
!

"

$

#如果
+1<

$

"

!

4

!就说
$

是比
"

较低阶的无穷小
!

"

%

#如果
+1<

$

"

!>

"

>

为不等于零的常数#!就说
$

与
"

是同阶无穷小
!

"

&

#如果
+1<

$

"

!#

!就说
$

与
"

是等价无穷小!记为
""

$

!

显然!等价无穷小是同阶无穷小的特例!即
>!#

的情形
!

以上定义对于数列的极限也同样适用
!

根据以上定义!可知当
#

.

"

时!

#

$是比
%#

较高阶的无穷小!

%#

是比
#

$较低阶的无
穷小!

%#

是与
#

同阶无穷小
!

例
%.

!

比较当
#

.

"

时!无穷小#

#*#

*#*#

与
#

$阶数的高低
!

解
!

因为
+1<

#

.

"

#

#*#

*#*#

#

$

!+1<

#

.

"

#*

"

#'#

#"

#*#

#

#

$

"

#*#

#

!+1<

#

.

"

#

$

#

$

"

#*#

#

!+1<

#

.

"

#

#*#

!#

!所以
#

#*#

*#*#

"

#

$

!即#

#*#

*#*#

与
#

$是等价无穷小
!

思考题

#!

指出函数
$

"

#

#

!

#

#槡'#

是无穷小或无穷大的变化过程
!

$!

为什么说
+1<

#

.

"

6

#

#

!'

4

是错误的, 请予以验证
!

习题
!)'

#!

下列变量在给定的变化过程中!哪些是无穷小, 哪些是无穷大,

#+
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!

极限与连续

"

#

#

#012

#

#

"

#

.

"

#$

!

"

$

#

+2#

"

#

.

"

'

#$

!

"

%

#

#

#'#

"

#

.

"

#$

!

"

&

#

6

#

*#

"

#

.4

#$

"

(

#

/35&#

"

#

.

"

#$ "

)

#

5-2#

"

#

.

"

#$ "

9

#

$

*#

"

#

.

'

4

#

!

$!

下列函数在自变量怎样变化时是无穷小'无穷大,

"

#

#

%

!

#

#

$ "

$

#

%

!

#

#'#

$ "

%

#

%

!5-2#

$ "

&

#

%

!+2#!

%!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

#

.

"

"

$#

$

*012#

#$

!!!

"

$

#

+1<

#

.

"

"

/30#*&012#

#$

!!!

"

%

#

+1<

#

.

#

"

#*#

#

/30#

$

"

&

#

+1<

#

.4

012#

#

$

$ "

(

#

+1<

#

.

#

#

#*#

$ "

)

#

+1<

#

.

$

#

%

'$#

$

"

#*$

#

$

!

&!

当
#

.4

时!

#

#

和#

#

$

相比!哪一个是较高阶的无穷小,

(!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

#

.4

#

$

$#

%

*#'#

$ "

$

#

+1<

#

.4

&#

%

*$#':

%#

$

'#

$

"

%

#

+1<

#

.4

$#

%

'#'#

(#

%

*#*$

$ "

&

#

+1<

#

.

!

$

"

!

$

*#

#

/30

"

!

$

*#

#$

"

(

#

+1<

#

.

"

#

$

012

#

#

"

)

#

+1<

#

.4

"

%#'#

#

%"

"

#*;

#

$"

"

$#'(

#

("

!

)!

当
#

.

"

时!

#

与
+2

"

#'#

#是否等价,

9!

当
#

.

#

时!无穷小
#*#

和#

$

"

#*#

$

#是否同阶, 是否等价,

:!

当
#

.

"

时!

#

与
$

"

#'槡#* #*槡#

#是否等价,

第六节
!

两个重要极限
一!极限

+1<

#

.

"

012#

#

!#

我们先列表考察当
#

.

"

时!函数012#
#

的变化趋势!如表
#+&

所示
!

表
!+&

! 8"!( 8"!# 8"!"# 8"!""# 8"!"""#

$

.

"

/01!

!

"D;(::(# "D;;:%%& "D;;;:%% "D;;;;;; "D;;;;;;

$

.

#

!!

由表
#+&

可见!当
#

.

"

时!

012#

#

.

#!

可以证明!

+1<

#

.

'"

012#

#

!+1<

#

.

*"

012#

#

!#

$所以
+1<

#

.

"

012#

#

!#!

例
%!

!

求"

#

#

+1<

#

.

"

012$#

#

$"

$

#

+1<

#

.

"

5-2#

#

!

解
!

"

#

#

+1<

#

.

"

012$#

#

!+1<

#

.

"

"

012$#

$#

/

$

#

!$+1<

#

.

"

012$#

$#

!$+1<

$#

.

"

012$#

$#

!$?#!$!

#!
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"

$

#

+1<

#

.

"

5-2#

#

!+1<

#

.

"

"

012#

#

/

#

/30#

#

!+1<

#

.

"

012#

#

/

+1<

#

.

"

#

/30#

!#!

例
%#

!

求
+1<

#

.

"

#*/30#

#

$

!

解
!

+1<

#

.

"

#*/30#

#

$

!+1<

#

.

"

$012

$

#

$

#

$

!+1<

#

.

"

#

$

012

#

$

#

/

0

1

2

$

$

!

#

$

!

例
%%

!

求
+1<

".

!

$

/30

"

!

$

*

"

!

解
!

因为
/30

"

!012

"

!

$

*

"

#!所以
+1<

".

!

$

/30

"

!

$

*

"

!+1<

".

!

$

012

"

!

$

*

"

#

!

$

*

"

!#!

例
%&

!

求"

#

#

+1<

#

.

$

012

$

"

#*$

#

#*$

$"

$

#

+1<

#

.

"

#'#'#槡 $

*#

012$#

!

解
!

"

#

#

+1<

#

.

$

012

$

"

#*$

#

#*$

!+1<

#

.

$

012

"

#*$

#

012

"

#*$

#

#*$

!"?#!"!

"

$

#

+1<

#

.

"

#'#'#槡 $

*#

012$#

!+1<

#

.

"

#'#

$

"

#'#'#槡 $

'#

#

012$#

!+1<

#

.

"

#

"

#'#

#

"

#'#'#槡 $

'#

#

012$#

!+1<

#

.

"

$#

$012$#

/

#'#

#'#'#槡 $

'#

!

#

$

?#?

#

$

!

#

&

!

二!极限
+1<

#

.4

#

#'

#

#

$

#

!6

先列表考察当
#

.

'

4

及
#

.

*

4

时!函数"

#'

#

#

#

#的变化趋势!分别如表
#+(

和
表

#+)

所示
!

表
!+'

! # $ ( #" #"" #""" #"""" #"""""

$

.

'

4

%

!2

!

!

&

!

$ $!$( $!&; $!(; $!9"( $!9#9 $!9#: $!9#:$9

$

表
!+(

! *#" *#"" *#""" *#"""" *#"""""

$

.

*

4

%

!2

!

!

&

!

$!:: $!9%$ $!9$" $!9#:% $!9#:$:

$

!!

从表
#+(

和表
#+)

可以看出!当
#

.

'

4

或
#

.

*

4

时!函数"

#'

#

#

#

#的对应值无限
地趋近于一个确定的数

$!9#:$:

-

!

可以证明!当
#

.

'

4

及
#

.

*

4

时!函数"

#'

#

#

#

#的极限都存在而且相等!我们用
6

表示这个极限值!即
+1<

#

.

4

"

#

;

#

#

#

#

<

6!

"

#!#

#

##
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!

极限与连续
其中

6

是个无理数!它的值是+

6!$!9#:$:#:$:&(;"&(

-

!

在式"

#!#

#中!设
=!

#

#

!则当
#

.4

时!

=

.

"

!于是式"

#!#

#又可以写成

+1<

=

.

"

"

#

;

=

#

#

=

<

6!

"

#!$

#

!!

式"

#!#

#和式"

#!$

#可以看成一个重要极限的两种不同形式
!

例
%'

!

求
+1<

#

.4

"

#'

$

#

#

#

!

解
!

先将
#'

$

#

写成下列形式
#'

$

#

!#'

#

#

$

!从而

+1<

#

.4

"

#'

$

#

#

#

!+1<

#

.4

"

#'

#

#

$

#

#

!

+1<

#

.4

"

#'

#

#

$

#

#

/

0

1

2

$

$

!

+1<

#

$

.4

"

#'

#

#

$

#

#

/

0

1

2

$

$

!6

$

!

例
%(

!

求极限+"

#

#

+1<

#

.4

"

#*

#

#

#

#

$"

$

#

+1<

#

.

"

"

#'5-2#

#

/35#

!

解
!

"

#

#

+1<

#

.4

"

#*

#

#

#

#

!+1<

#

.4

"

#'

#

*#

#

#

!+1<

#

.4

"

#'

#

*#

#

*

( )

#

*#

!+1<

*#

.4

"

#'

#

*#

#

*

( )

#

*#

! +1<

*#

.4

"

#'

#

*#

#

*

( )

#

*#

!6

*#

!

#

6

!

"

$

#

+1<

#

.

"

"

#'5-2#

#

/35#

!+1<

#

.

"

"

#'5-2#

#

#

5-2#

!+1<

5-2#

.

"

"

#'5-2#

#

#

5-2#

!6!

例
%*

!

求"

#

#

+1<

#

.

#

#

#

#*#

$"

$

#

+1<

#

.

"

#*#

#'

" #

#

#

#

!

解
!

"

#

#

+1<

#

.

#

#

#

#*#

!+1<

#

.

#

#'

"

#*#

( )

#

#

#*#

!6!

"

$

#

+1<

#

.

"

#*#

#'

" #

#

#

#

!+1<

#

.

"

"

#*#

#

#

#

"

#'#

#

#

#

!

+1<

#

.

"

"

#*#

#

*

#

( )

#

*#

+1<

#

.

"

"

#'#

#

#

#

!

6

*#

6

!

#

6

$

=

例
%,

!

求极限
+1<

#

.4

$#*#

$#

" #

'#

#'

#

$

!

解
!

+1<

#

.4

$#*#

$#

" #

'#

#'

#

$

!+1<

#

.4

#*

$

$#

" #

'#

#'

#

$

!+1<

#

.4

#'

#

*

$#'#

,

-

3

4

$

#'

#

$

!+1<

#

.4

#'

#

*#*

,

-

3

4

#

$

#'

#

$

!+1<

#

.4

#'

#

*#*

,

-

3

4

#

$

*#*

/

0

1

2

#

$

*#

! +1<

#

.4

#'

#

*#*

,

-

3

4

#

$

*#*

/

0

1

2

#

$

*#

! +1<

"

*#*

#

$

#

.4

#'

#

*#*

,

-

3

4

#

$

*#*

/

0

1

2

#

$

*#

!6

*#

!

#

6

=

一般地!在自变量
#

的某个变化过程中!如有
#

"

#

#

.4

!那么
#'

#

#

"

#

" #

#

#

"

#

#

的极限
便是

6

$如果
#

"

#

#

.

"

!那么
#'

#

"

#

( )

#

#

#

"

#

#的极限便是
6!

#$
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思考题

#!

极限
+1<

#

.

"

012

#

#

#

#

!#

是否正确!为什么,

$!

极限
+1<

#

.

'

4

*#'

#

" #

#

#

!6

是否正确!为什么,

习题
!)(

#!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

#

.

"

012(#

%#

$

!!!!

"

$

#

+1<

#

.!

012#

!

*#

$

!!!!

"

%

#

+1<

#

.

"

012%#

012$#

$

!!!!

"

&

#

+1<

#

.

"

#/35#

$

"

(

#

+1<

#

.

#

012

"

#*#

#

#

$

*#

$ "

)

#

+1<

#

.

"

012

"

012#

#

012#

$ "

9

#

+1<

#

.

"

#

"

#'%

#

012#

!

$!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

#

.4

"

#'

#

$#

#

#

$ "

$

#

+1<

#

.4

"

#'

#

#

#

*#

$ "

%

#

+1<

#

.4

"

#'

#

#

#

#

%

$ "

&

#

+1<

#

.

"

"

#*#

#

#

#

$

"

(

#

+1<

#

.

"

"

#'$#

#

#

#

$ "

)

#

+1<

#

.

"

"

#*%#

#

$

#

$ "

9

#

+1<

#

.4

#'#

" #

#

$#

$ "

:

#

+1<

#

.4

"

#'

&

#

#

#'&

$

"

;

#

+1<

7

.4

#'

#

7

" #

'$

7

!

%!

求下列各极限
!

"

#

#

+1<

#

.

"

#*/30$#

#012#

$

!!!!!!!

"

$

#

+1<

#

.

"

#*012#

#'012#

$

!!!!!!

"

%

#

+1<

#

.

"

012%#

#* #槡'#

$

"

&

#

+1<

#

.

!

$

"

#'/30#

#

%06/#

$ "

(

#

+1<

#

.4

$#'%

$#

" #

'#

#

$ "

)

#

+1<

#

.4

#*#

#

" #

'$

#'#

!

第七节
!

函数的连续性
一!函数连续性的概念

!"

函数的增量
设变量

#

从它的一个初值
#

"

变到终值
#

#

!则终值与初值的差
#

#

*#

"

就称为变量
#

的增量或改变量
!

记为
#

#

!即
#

#!#

#

*#

"

!

为了叙述方便!这时也说!自变量
#

在
#

"

处有增量
#

#!

这里
#

#

可以是正的!也可以
是负的

!

当
#

#

&

"

时!变量
#

从
#

"

变到
#

#

!#

"

'

#

#

时是增大的$当
#

#

(

"

时!变量
#

从
#

"

变到
#

#

!#

"

'

#

#

时是减少的
!

注意#记号
#

#

并不表示
#

与
#

的乘积!而是一个不可分割的整体符号
!

设函数
%

!

$

"

#

#在点
#

"

及近旁有定义
!

当自变量
#

从
#

"

变到
#

"

'

#

#

!即
#

在
#

"

有

#%
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增量

#

#

时!函数
%

!

$

"

#

#相应地从
$

"

#

"

#变到
$

"

#

"

'

#

#

#!那么将
#

%

!

$

"

#

"

'

#

#

#

*

$

"

#

"

#称为函数
%

!

$

"

#

#在
#

"

处的增量
!

例
%-

!

设
%

!

$

"

#

#

!%#

$

*#

!求适合下列条件的自变量的增量
#

#

和函数的增量
#

%

+

"

#

#当
#

由
#

变到
#D(

时$"

$

#当
#

由
#

变到
"!(

时$"

%

#当
#

由
#

变到
#'

#

#

时
!

解
!

"

#

#

#

#!#!(*#!"!(

!

#

%

!

$

"

#!(

#

*

$

"

#

#

!(!9(*$!%!9(!

"

$

#

#

#!"!(*#!*"!(

!

#

%

!

$

"

"!(

#

*

$

"

#

#

!"!9(*#*$!*$!$(!

"

%

#

#

#!

"

#'

#

#

#

*#!

#

#

!

#

%

!

$

"

#'

#

#

#

*

$

"

#

#

!

(

%

"

#'

#

#

#

$

*#

)

*$!)

#

#'%

"

#

#

#

$

!

#!

函数
%

3

$

!

#

"在点
#

.

处的连续性
由图

#+;

"

-

#可以看出!如果函数
%

!

$

"

#

#的图像在点
#

"

及其近旁没有断开!那么当
#

"

保持不变而让
#

#

趋近于零时!曲线上的点
>

就沿着曲线趋近于点
&

!这时
#

%

也趋近
于零$而在图

#+;

"

E

#中!如果函数
%

!

$

"

#

#的图像在点
#

"

断开了!那么当
#

"

保持不变而
让

#

#

趋近于零时!曲线上的点
>

就沿着曲线趋近于点
&

"

!并不趋近于点
&

!显然!这时
#

%

不能趋近于零
!

下面给出函数在点
#

"

处连续的定义
!

定义
!&

!

设函数
%

!

$

"

#

#在点
#

"

及其近旁有定义!如果当自变量
#

在点
#

"

处的增
量

#

#

趋近于零时!函数
%

!

$

"

#

#相应的增量
#

%

!

$

"

#

"

'

#

#

#

*

$

"

#

"

#也趋近于零!那么
就叫做函数

%

!

$

"

#

#在点
#

"

处连续!点
#

"

称为函数
$

"

#

#的连续点!用极限来表示!就是
+1<

#

#

.

"

#

%

!"

!

或
!

+1<

#

#

.

"

(

$

"

#

"

'

#

#

#

*

$

"

#

"

#)

!"!

图
#+;

例
&.

!

证明函数
%

!%#

$

*#

在点
#!#

处连续
!

证
!

因为函数
%

!%#

$

*#

的定义域为"

*

4

!

'

4

#!所以函数在
#!#

及其近旁有
定义

!

设自变量在点
#!#

处有增量
#

#

!则函数相应的增量为
#

%

!)

#

#'%

"

#

#

#

$

!

因为
+1<

#

#

.

"

#

%

!+1<

#

#

.

"

(

)

#

#'%

"

#

#

#

$

)

!"

!所以根据定义
#&

可知函数
%

!%#

$

*#

在点
#

!#

处连续
!

在定义
#&

中!设
#!#

"

'

#

#

!则
#

#

.

"

就是
#

.

#

"

!

#

%

.

"

就是
$

"

#

#

.

$

"

#

"

#!

+1<

#

#

.

"

#

%

!"

就是
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!

$

"

#

"

#

!

因此!函数
%

!

$

"

#

#在点
#

"

处连续的定义又可叙述如下
!

定义
!'

!

设函数
%

!

$

"

#

#在点
#

"

及其近旁有定义!如果函数
$

"

#

#当
#

.

#

"

时的极
限存在!且等于它在点

#

"

处的函数值
$

"

#

"

#!即若
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!

$

"

#

"

#!就叫做函数在点
#

"

处连续!点
#

"

称为函数
$

"

#

#的连续点
!

这个定义指出了函数
%

!

$

"

#

#在点
#

"

处连续要满足三个条件+

#&
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"

#

#函数
$

"

#

#在点
#

"

及其近旁有定义
!

"

$

#

+1<

#

.

#

"

$

"

#

#存在
!

"

%

#函数
$

"

#

#在
#

.

#

"

时的极限值等于在点
#!#

"

的函数值!即
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!

$

"

#

"

#

!

例
&!

!

根据定义
#(

证明函数
$

"

#

#

!%#

$

*#

在点
#!#

处连续
!

证
!

"

#

#函数
$

"

#

#

!%#

$

*#

的定义域为"

*

4

!

'

4

#!故函数在点
#!#

及其近旁有
定义!且

$

"

#

#

!$!

"

$

#

+1<

#

.

#

$

"

#

#

!+1<

#

.

#

"

%#

$

*#

#

!$!

"

%

#

+1<

#

.

#

$

"

#

#

!$!

$

"

#

#

!

根据定义
#(

可知函数
$

"

#

#

!%#

$

*#

在点
#!#

处连续
!

$"

函数
%

,

$

!

#

"在区间上的连续性
"

#

#函数的左连续'右连续
设函数

%

!

$

"

#

#在点
#

"

处及其左"或右#近旁有定义!如果
+1<

#

.

#

"

*

$

"

#

#

!

$

"

#

"

#"或

+1<

#

.

#

"

'

$

"

#

#

!

$

"

#

"

##!称函数
$

"

#

#在点
#

"

处左连续"或右连续#

!

"

$

#函数在区间上的连续性
如果函数

$

"

#

#在开区间"

(

!

,

#内每一点都连续!称函数
$

"

#

#在区间%

(

'

,

&内连续!或
称函数

$

"

#

#为区间"

(

!

,

#内的连续函数!区间"

(

!

,

#称为函数
$

"

#

#的连续区间
!

如果函数
$

"

#

#在闭区间(

(

!

,

)上有定义!在区间"

(

!

,

#内连续!且在右端点
,

处左连
续!在左端点

(

处右连续!即
+1<

#

.

,

*

$

"

#

#

!

$

"

,

#!

+1<

#

.

(

'

$

"

#

#

!

$

"

(

#!则称函数
$

"

#

#在闭区间
(

(

'

,

)上连续
!

二!函数的间断点

如果函数
%

!

$

"

#

#在点
#

"

处不连续!那么称函数
$

"

#

#在点
#

"

处是间断的!并将点
#

"

称为函数
$

"

#

#的间断点或不连续点
!

由函数
%

!

$

"

#

#在点
#

"

处连续的定义
#(

可知!当函数
$

"

#

#有下列三种情形之一+

"

#

#在点
#!#

"

近旁有定义!但在点
#

"

处没有定义$

"

$

#虽在点
#

"

处有定义!但
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#不存在$

"

%

#虽在点
#

"

处有定义!且
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#存在!但
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

$

$

"

#

"

#!那么函数
$

"

#

#在点
#

"

处是间断的
!

例
&#

!

函数
$

"

#

#

!

#

$

*#

#*#

!由于在
#!#

处没有定义!故
$

"

#

#在
#!#

处不连续!如
图

#+#"

所示
!

例
&%

!

函数
$

"

#

#

!

#'#

!

#

&

#

"

!

#!#

#*#

!

#

(

+

,

-

#

虽在
#!#

处有定义!但由于
+1<

#

.

#

$

"

#

#不存在!故

$

"

#

#在
#!#

处不连续!如图
#+##

所示
!

#'
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!

极限与连续

图
#+#"

!!!!!!

图
#+##

例
&&

!

函数
$

"

#

#

!

#'#

!

#

$

#

"

!

!!

#

%

!#

虽在
#!#

处有定义!且
+1<

#

.

#

$

"

#

#

!$

存在!但

+1<

#

.

#

$

"

#

#

$

$

"

#

#!故
$

"

#

#在
#!#

处不连续
!

函数的间断点按其单侧极限是否存在!分为第一类间断点与第二类间断点
!

定义
!(

!

若点
#

"

为函数
%

!

$

"

#

#的间断点!且
+1<

#

.

#

"

*

$

"

#

#和
+1<

#

.

#

"

'

$

"

#

#都存在!则称
点

#

"

为
$

"

#

#的第一类间断点$如果
+1<

#

.

#

"

*

$

"

#

#和
+1<

#

.

#

"

'

$

"

#

#至少有一个不存在!则称点
#

"

为
$

"

#

#的第二类间断点
!

例
&'

!

证明
#!"

为函数
$

"

#

#

!

*#

#

的第一类间断点
!

证
!

$

"

#

#在
#!"

无定义!又因为
+1<

#

.

"

*

*#

#

!+1<

#

.

"

*

*#

*#

!#

!

+1<

#

.

"

'

*#

#

!+1<

#

.

"

'

*#

#

!*#

!

所以
#!"

为函数的第一类间断点!在
#!"

处的左'右极限不相等!使函数图形在
#!"

处产生跳跃现象!因而这类间断点又称为跳跃间断点
!

例
&(

!

证明
$

"

#

#

!

012#

#

!

#

$

"

"

!

#

+

,

-

!"

在
#!"

处是第一类间断点
!

证
!

+1<

#

.

"

012#

#

!#

即函数在
#!"

处的左'右极限存在!但是由于
+1<

#

.

"

$

"

#

#

$

$

"

"

#!所以
#!"

为函数的第一类间断点!这类间断点又称为可去间断点
!

例
&*

!

%

!5-2#

在
#!

!

$

处无定义!且
+1<

#

.

!

$

5-2#!

4

!知左'右极限都不存在!所以

#!

!

$

是函数的第二类间断点
!

三!初等函数的连续性

!"

基本初等函数的连续性
在几何上!连续函数的图像是一条连续不间断的曲线!因为基本初等函数的图像在

其定义域内是连续不间断的曲线!所以有如下结论
!

定理
#

!

基本初等函数在其定义域内是连续的
!

#"

连续函数的和#差#积#商的连续性
定理

%

!

如果函数
$

"

#

#和
1

"

#

#都在点
#

"

处连续!那么它们的和'差'积'商"分母不
等于零#也都在点

#

"

处连续!即

#(
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+1<

#

.

#

"

(

$

"

#

#

8

1

"

#

#)

!

$

"

#

"

#

8

1

"

#

"

#$

+1<

#

.

#

"

(

$

"

#

#/

1

"

#

#)

!

$

"

#

"

#/

1

"

#

"

#$

+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

1

"

#

#

!

$

"

#

"

#

1

"

#

"

#

"

1

"

#

"

#

$

"

#

!

例如!函数
%

!012#

和
%

!/30#

在点
#!

!

&

处是连续的!显然它们的和'差'积'商

012#8/30#

!

012#

/

/30#

!

012#

/30#

!在
#!

!

&

处也是连续的
!

$"

复合函数的连续性
如果函数

.!

#

"

#

#在点
#

"

处连续!且
#

"

#

"

#

!.

"

!而函数
%

!

$

"

.

#在点
.

"

处连续!那
么复合函数

%

!

$

(

#

"

#

#)在点
#

"

处也是连续的
!

例如!函数
.!$#

在点
#!

!

&

处连续!当
#!

!

&

时!

.!

!

$

!函数
%

!012.

在点
.!

!

$

处

连续$显然!复合函数
%

!012$#

在点!

&

处也是连续的
!

%"

初等函数的连续性
由基本初等函数的连续性!连续函数和'差'积'商的连续性以及复合函数的连续性

可知+

定理
&

!

初等函数在其定义区间内都是连续的
!

根据函数
$

"

#

#在点
#

"

处连续的定义!如果
$

"

#

#是初等函数!且点
#

"

是
$

"

#

#定义区
间内的点!那么求

$

"

#

#当
#

.

#

"

时的极限!只要求
$

"

#

#在点
#

"

处的函数值就可以了!即
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!

$

"

#

"

#

!

例
&,

!

求
+1<

#

.

"

#*#槡 $

!

解
!

设
$

"

#

#

! #*#槡 $

!这是一个初等函数!它的定义域是(

*#

!

#

)!而
#!"

在该区
间内!所以

+1<

#

.

"

#*#槡 $

!

$

"

"

#

!#!

例
&-

!

求
+1<

#

.

&

#槡'(*%

#*&

!

解
!

+1<

#

.

&

#槡'(*%

#*&

!+1<

#

.

&

"

#槡'(*%

#"

#槡'('%

#

"

#*&

#"

#槡'('%

#

!+1<

#

.

&

#

#槡'('%

!

#

槡&'('%

!

#

)

!

四!闭区间上连续函数的性质

!"

函数最大值和最小值的概念
定义

!*

!

设
$

"

#

#在区间
?

上有定义!如果至少存在一点
#

"

#

?

!使得每一个
#

#

?

!

都有
$

"

#

#

)

$

"

#

"

#"或
$

"

#

#

%

$

"

#

"

##!则称
$

"

#

"

#是函数
$

"

#

#在区间
?

上的最大值"或
最小值#

!

例如!函数
$

"

#

#

!012#'#

在区间(

"

!

$

!

)上有最大值
$

及最小值
"!

#"

最大值与最小值定理
定理

'

!

如果函数
$

"

#

#在闭区间(

(

!

,

)上连续!那么函数
$

"

#

#在(

(

!

,

)上一定有最大

#)
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!

极限与连续

图
#+#$

值与最小值
!

如图
#+#$

所示!设函数
$

"

#

#在闭区间(

(

!

,

)上连续!那么
在(

(

!

,

)上至少有一点
%

#

"

(

)

%

#

)

,

#!使得函数值
$

"

%

#

#为最
大!即

$

"

%

#

#

%

$

"

#

#"

(

)

#

)

,

#$又至少有一点
%

$

"

(

)

%

$

)

,

#!使
得函数值

$

"

%

$

#为最小!即
$

"

%

$

#

%

$

"

#

#"

(

)

#

)

,

#

!

这样的函
数值

$

"

%

#

#和
$

"

%

$

#分别叫做函数
$

"

#

#在区间(

(

!

,

)上的最大
值和最小值

!

例如!函数
%

!012#

在闭区间(

"

!

$

!

)上是连续的!在
%

#

!

!

$

处!它的函数值
012

!

$

!#

为最大值$在
%

$

!

%

!

$

处!它的函数值
012

%

!

$

!*#

为最小值
!

注意#如果函数在开区间"

(

!

,

#内连续!或函数在闭区间上有间断点!那么函数在该
区间上就不一定有最大值或最小值

!

例如!函数
%

!#

在开区间"

(

!

,

#内是连续的!而这个
函数在开区间"

(

!

,

#既无最大值!又无最小值!如图
#+#%

所示
!

又如!函数
$

"

#

#

!

*#'#

!

"

)

#

(

#

#

!

#!#

*#'%

!

#

(

#

)

+

,

-

$

!在闭区间(

"

!

$

)上有间断点
#!#

!这时函数在闭区间(

"

!

$

)上既无最

大值又无最小值!如图
#+#&

所示
!

$"

根的存在性质
定理

(

!

设函数
$

"

#

#在闭区间(

(

!

,

)上连续!且
$

"

(

#和
$

"

,

#异号!那么在开区间
"

(

!

,

#内至少有一点
%

!使得
$

"

%

#

!"

"

(

(

%

(

,

#

!

由图
#+#(

可以看出!如果
$

"

(

#与
$

"

,

#异
号!那么在(

(

!

,

)上连续的曲线
%

!

$

"

#

#与
#

轴至少有一个交点!交点的坐标为"

%

!

"

#

!

由上述定理可知!

#!

%

是方程
$

"

#

#

!"

的一个根!且
%

位于开区间"

(

!

,

#内!因而!利
用这个定理可判断方程

$

"

#

#

!"

在某个开区间内的实根的存在
!

图
#+#%

!!

图
#+#&

!!

图
#+#(

例
'.

!

证明方程
#

%

'%#

$

*#!"

在区间"

"

!

#

#内至少有一个根
!

证
!

设
$

"

#

#

!#

%

'%#

$

*#

!它在闭区间(

"

!

#

)是连续的!并且在区间端点的函数值
为

$

"

"

#

!*#

(

"

与
$

"

#

#

!%

&

"!

由根的存在性质可知!在"

"

!

#

#内至少有一点
%

"

"

(

%

(

#

#使得
$

"

%

#

!"

!即
%

%

'%

%

$

*

#!"

"

"

(

%

(

#

#

!

这个等式说明方程
#

%

'%#

$

*#!"

在"

"

!

#

#内至少有一个根
%

!

#*
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思考题
#!

试说明函数
$

"

#

#在点
#

"

处有定义'有极限和连续这三个概念间的区别与联系.

$!

若函数
$

"

#

#在点
#!(

处连续!试问当
#

.

(

时!函数是否有极限, 若有极限!它
的值是什么,

习题
!)*

#!

设函数
%

!

$

"

#

#

!#

$

'#

!求适合下列条件的自变量的增量和对应的函数的增量
!

"

#

#

#

由
#

变到
$

$

!!!!!!!!!!

"

$

#

#

由
$

变到
#

$

"

%

#

#

由
#

变到
#'

#

#

$ "

&

#

#

由
#

"

变到
#!

$!

利用定义
#&

证明函数
%

!#

$

*#

在
#!#

处连续
!

%!

利用定义
#(

证明函数
%

!

$

"

#

#

!%#*$

在
#!"

处的连续性
!

&!

利用定义
#(

证明
$

"

#

#

!

#

$

012

#

#

!

#

$

"

"

!

#

+

,

-

!"

在
#!"

处连续
!

(!

讨论函数
$

"

#

#

!

#

$

*#

!

"

)

#

)

#

#'%

!

#

&

%

#

在
#!#

!

#!$

处的连续性
!

)!

求下列函数的间断点
!

"

#

#

$

"

#

#

!

#

#'$

$

!!!!!!!!!!

"

$

#

$

"

#

#

!

#

$

*#

#

$

*%#'$

$

"

%

#

$

"

#

#

!/30

#

#

$ "

&

#

%

!

#*#

!

#

)

#

$*#

!

#

&

%

#

!

9!

求下列函数的极限
!

"

#

#

+1<

#

.

$

"

%#

$

*$#'%

#$

!!!!

"

$

#

+1<

#

.

$

#

$

*;

#

$

*#*)

$

!!!!

"

%

#

+1<

#

.

"

6

*#

'#

#'/30#

$

"

&

#

+1<

#

.

"

#槡'&*$

012(#

$ "

(

#

+1<

#

.

#

6

#

$

#'#

$ "

)

#

+1<

#

.

"

#'槡#*#

#

$

"

9

#

+1<

#

.

$

#+2#'

$

" #

( )

#

!

:!

求函数
$

"

#

#

!

#

%

'%#

$

*#*%

#

$

'#*)

的连续区间
!

;!

若函数
$

"

#

#

!

#

#

012#

!

#

(

"

'

!

!!!

#!"

#012

#

#

!

#

&

+

,

-

"

!在
#!"

处连续!求
'

的值
!

#"!

证明方程
#

/

$

#

!#

至少有一个小于
#

的正实根
!

第八节
!

极限在经济工作中的应用
在日常生活工作中特别是在经济领域!企业或个人在进行经济管理决策或经营决策

$+



第一章
!

极限与连续
时!经常需要对贷款或投资的可行性进行分析

!

一!复利问题

复利是计算利息的一种方法
!

复利是指不仅对本金计算利息!而且要计算利息的利
息

!

也就是说!本期的本金加上利息作为下期计算利息的的基数!俗称0利滚利1

!

设
/

"

是本金!

@

是计息期的利率!

/

是本利和!则
第一个计息期末本利和为

/!/

"

"

#'@

#$

第二个计息期末本利和为
/!/

"

"

#'@

#

' /

"

"

#'@

( )

#

@!/

"

"

#'@

#

$

$

如此下去!

第
A

个计息期末本利和为
/!/

"

"

#'@

#

A

!

因此!本金为
/

"

!计息期利率为
@

!计息期数为
A

的本利和为
/

<

/

"

"

#

;

@

#

A

!

"

#!%

#

若每期结算
3

次!则此时每期的利率可认为是@

3

!容易推得
A

期末本利和为

/

<

/

"

"

#

;

@

3

#

3A

!

"

#!&

#

若每期结算次数
3

.4

"即每时每刻结算#!

A

期末本利和为
/

<

+1<

3

.

4

/

"

#

;

@

" #

3

3A

<

/

"

+1<

3

.

4

#

;

@

" #

3

( )

3A

<

/

"

6

@A

!

即
/

<

/

"

6

@A

!

"

#!(

#

!!

式"

#!%

#和式"

#!&

#称为离散复利公式!式"

#!(

#称为连续复利公式!其中
/

"

称为现值
"或初值#!

/

称为终值"或未来值#

!

显然利用式"

#!(

#计算的结果比用式"

#!%

#和式"

#!&

#

计算的结果要大些
!

同理!若用
@

表示人口的年平均增长率!

/

"

表示原有人口数!则
/

"

6

@A表示
A

年末的人口数
!

例
'!

!

现将
#""

元现金投入银行!年利率为
#!;:F

!分别用离散性和连续性的复利
公式计算

#"

年末的本利和"不扣利息税#

!

解
!

若一年结算一次!

#"

年末的本利和为
/

<

#""

"

#

;

"!"#;:

#

#"

5

#$#!))

"元#

!

!!

由连续复利公式计算!

#"

年末的本利和为
/!#""6

"!"#;:?#"

5

#$#!;"

"元#

!

例
'#

!

某厂
#;:"

年的产值为
#"""

万元!到
$"""

年末产值翻两番!利用连续复利公
式求出每年的平均增长率

!

解
!

已知
/!&"""

万元!

/

"

!#"""

万元!

A!$"

!将它们代入公式
/!/

"

6

@A

!得
&"""

<

#"""6

$"@

!

6

$"@

<

&

!

$"@

<

+2&

<

$+2$

!

!!

解得
@!)D;%F

!即为所求增长率
!

若已知未来值
/

!求现值
/

"

!称为现值问题
!

由式"

#!%

#和式"

#!&

#!得离散现值公式为
/

"

<

/

"

#

;

@

#

B

A

! "

#!)

#

/

"

<

/

"

#

;

@

3

#

B

3A

!

"

#!9

#

!!

连续现值公式为

$!
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/

"

<

/6

B

@A

!

"

#!:

#

!!

例
'%

!

设年投资收益率为
;F

!按连续复利计算!现投资多少元!

#"

年末可达
$""

万元,

解
!

由
/

"

!/6

*@A

!

/!$""

万元!

@!"!";

!

A!#"

!由此
/

"

!$""6

*"!;

5

:#!%#&

"万元#

!

二!抵押贷款问题

设两室一厅商品房价值
#"""""

元!王某自筹了
&""""

元!要购房还需贷款
)""""

元!贷款月利率为
#F

!条件是每月还一些!

$(

年内还清!假如还不起!房子归债权人
!

问
王某具有什么能力才能贷款购房,

分析
!

起始贷款
)""""

元!贷款月利率
@!"!"#

!贷款
7

"月#

!$(

"年#

?#$

"月*年#

!

%""

"月#!每月还
#

元!

%7

表示第
7

个月仍欠前债主的钱
!

建立模型+

%"

!)""""

%#

!

%"

"

#'@

#

*#

%$

!

%#

"

#'@

#

*#!

%"

"

#'@

#

$

*#

"

#'@

#

( )

'#

%%

!

%$

"

#'@

#

*#!

%"

"

#'@

#

%

*#

"

#'@

#

$

'

"

#'@

#

( )

'#

-

%7

!

%"

"

#'@

#

7

*#

"

#'@

#

7*#

'

"

#'@

#

7*$

'

-

'

"

#'@

#

( )

'# !

%"

"

#'@

#

7

*

#

"

#'@

#

7

( )

*#

@

当贷款还清时!

%7

!"

!可得
#!

%"

@

"

#'@

#

7

"

#'@

#

7

*#

!

把
7!%""

!

@!"!"#

!

%"

!)""""

代入得
#

5

)%#!;%

"元#!

即王某如不具备每月还贷
)%$

元的能力!就不能贷款购房
!

三!融资问题

某企业获投资
("

万元!该企业将投资作为抵押品向银行贷款!得到相当于抵押品价
值的

"!9(

倍的贷款!该企业将此贷款再进行投资!并将再投资作为抵押品又向银行贷
款!仍得到相当于抵押品的

"!9(

倍的贷款!企业又将此贷款再进行投资!这样贷款2投
资2再贷款2再投资!如此反复进行扩大再生产

!

问该企业共可获得投资多少万元,

分析
!

设企业获得投资本金为
/

!贷款额占抵押品价值的百分比为
@

"

"

(

@

(

#

#!第
7

次投资或再投资"贷款#额为
(

7

!

7

次投资与再投资的资金总和为
9

7

!投资与再投资的资
金总和为

9!(

#

!/

!

(

$

!/@

!

(

%

!/@

$

!-!

(

7

!/@

7*#

!则
9

7

<

(

#

;

(

$

;

(

%

;

-

;

(

7

<

/

;

/@

;

/@

$

;

-

;

/@

7

B

#

<

/

"

#

B

@

7

#

#

B

@

!

9

<

+1<

7

.

4

9

7

<

+1<

7

.

4

/

"

#

B

@

7

#

#

B

@

<

/

#

B

@

"

+1<

7

.

4

@

7

<

"

#

!

!!

在本题中!

/!("

万元!

@!"!9(

!代入上式得
9!

("

#*"!9(

!$""

"万元#

!

思考题
什么叫单利和复利, 如何计算单利和复利,

$#



第一章
!

极限与连续

习题
!),

#!

试完成表
#+9

"按连续复利计算#

!

表
!+*

起初账户资金%元& 利息率 翻一番时间%年&

'

年后的总量%元&

%(""" )!$F

(""" 9#%"!;"

:!&F ##&#&!9#

!!

$!

若按复利计算!

$""

元钱在
#"

年后得到的本利和为
(""

元!那么年利率是多少,

%!

某企业计划发行公司债券!若以年利率
:!(F

的连续复利计息!发行时每份债券的
面值是

(""

元!问
(

年后每份债券一次偿还本息是多少元,

&!

一台机器的原价为
$)"""

元!因逐年变旧!每年价值减少
)F

!问
(

年后机器的价
值是多少元,

本章知识结构

$$
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复习题一
#!

判断题
!

"

#

#

$

"

#

#

!012#

与
1

"

#

#

! #*/30

$槡 #

是同一函数
!

"

!!

#

"

$

#

$

"

#

#

!#

$是单调函数
!

"

!!

#

"

%

#函数
$

"

#

#

!#

%

/30#

是奇函数
!

"

!!

#

"

&

#

%

!012

$

#

由
%

!012.

!

.!012#

复合而成
!

"

!!

#

"

(

#零是无穷小量
!

"

!!

#

"

)

#

$

"

#

#

!

#

#*#槡 $

的定域是(

*#

!

#

)

!

"

!!

#

"

9

#

$

"

#

#在
#

"

处无定义!则
+1<

#

.

#

"

$

"

#

#不存在
!

"

!!

#

"

:

#

$

"

#

#当
#

.

#

"

时有极限!则
$

"

#

#在
#

"

处一定连续
!

"

!!

#

"

;

#

$

"

#

#在区间"

(

!

,

#内连续!则对区间"

(

!

,

#内的每一点
#

"

!当
#

.

#

"

时
$

"

#

#都有极限
!

"

!!

#

"

#"

#在"

(

!

,

#内的连续函数
$

"

#

#一定有最大值和最小值
!

"

!!

#

$!

填空题
!

"

#

#函数
$

"

#

#

!+2

"

&#*%

#

*-./012

"

$#*#

#的定义域是
!!!!

!

"

$

#若
$

"

#

#

!

#'#

!

#

&

"

!

!

#!"

"

!

#

(

+

,

-

"

!则
$ $

(

$

"

*#

% &

#)

!

!!!!

!

"

%

#函数
$

"

#

#

!#

$

'(

!当
#

.

$

时极限为
#

!则
(!

!!!!

!

"

&

#

+1<

#

"

#

#

.

"

012

(

$

#

"

#

#)

#

"

#

#

!

!!!!

!

"

(

#函数
$

"

#

#

!

#*%

#

$

*;

的间断点有
!!!!

个
!

"

)

#函数
%

!

"

-./012槡##

$是由
!!!!

复合而成的复合函数
!

"

9

#

+1<

#

.

"

"

#012

#

#

'

#

#

012#

#

!

!!!!

!

"

:

#

+1<

#

.4

"

#*

#

#

#

#'#

!

!!!!

!

"

;

#当
#

.!!!!

时!

$

"

#

#

!

#

"

#*#

#

$

是无穷大
!

"

#"

#

$

"

#

#

!

#

$

'#

!

#

)

"

/30#

!

#

&

%

"

!则
+1<

#

.

"

$

"

#

#

!

!!!!

!

%!

选择题
!

"

#

#下列各对函数中!为偶函数的是"

!!

#

!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

B=

$

"

#

#

!6

#

C=

$

"

#

#

!#

%

012#

>=

$

"

#

#

!#

%

'# G=

$

"

#

#

!#

%

/30#

$%
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!

极限与连续
"

$

#下列
%

能成为
#

的复合函数的是"

!!

#

!

B=

%

!+2.

!

.!*#

$

C=

%

!

#

槡.!

.!$#*#

$

*#

>=

%

!012.

!

.!*#

$

G=

%

!-.//30.

!

.!%'#

$

"

%

#若
+1<

#

.

#

"

*"

$

"

#

#

!/

!

+1<

#

.

#

"

'"

$

"

#

#

!/

!则下列说法正确的是"

!!

#

!

B=

$

"

#

"

#

!/ C=+1<

#

.

#

"

$

"

#

#

!/

>=

$

"

#

#在点
#

"

处有定义
G=

$

"

#

#在点
#

"

处连续
"

&

#下列极限值等于
#

的是"

!!

#

!

B!+1<

#

.4

012#

#

C!+1<

#

.

"

012$#

#

>!+1<

#

.

$

!

012#

#

G!+1<

#

.!

012#

!

*#

"

(

#设
$

"

#

#

!

#

#

!则
+1<
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在点
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有定义
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设
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#
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"

!讨论
$

"

#
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处是否连续, 并写出连续区间
!
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一种商品进价每件
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元!卖出价每件
#"

元时!每天可卖出
#$"

件!今想提高售价来增加
利润!已知价格每件每升高

"!(

元!每天少卖
#"

件.

"

#

#求出这种商品每天的利润
%

与售价
#

之间的函数关系$

"

$

#当售价为
#$

元时!商家每天获利多少元,
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