
第一章 三 角 函 数

高考数学中,三角函数的考点有三角函数的概念、图像、性质、三角恒等变换与解三角形.其中核

心考点有三角恒等变换、三角函数图像与性质及解三角形.为什么说它们是核心考点呢? 因为在许多

省市的高考试题中都是以这些内容为载体去考查学生基础知识的掌握及运算能力与化归能力的.

核心考点一 三角函数的图像和性质

方向一:三角恒等变换及性质讨论

解法突破:用公式把已知函数化成同一个角的同种类型的三角函数(简称同角同函),常见方法有:
(1)用同角关系或诱导公式统一函数名或角;
(2)用倍角公式(降幂、升幂)变换次数或角;
(3)用两角和与差公式(辅助角公式)化asinx+bcosx为Asin(ωx+φ)或Acos(ωx+φ)的形式.

【例1.1】 设函数f(x)=cos2x-π3
æ

è
ç

ö

ø
÷-2sin2x.

(1)求f(x)的最小正周期;

(2)若x∈ 0,π2
é

ë
êê

ù

û
úú,求f(x)的最大值及相应的x的值.

解析 f(x)=cos2x-π3
æ

è
ç

ö

ø
÷-2sin2x=12cos2x+

3
2sin2x-

(1-cos2x)

=32cos2x+
3
2sin2x-1= 3sin2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷-1.

(1)因为f(x)= 3sin2x+π3
æ

è
ç

ö

ø
÷-1,所以f(x)的最小正周期T=2π2=π.

(2)因为0≤x≤π2
,所以π

3≤2x+
π
3≤
4π
3
,

故当2x+π3=
π
2
,即x=π12

时,f(x)有最大值f(x)max=f(π12
)= 3-1.

评注 求解三角函数的值域(最值)、周期、单调性、奇偶性、对称性等性质的问题,首先要考虑将所给

函数进行变形,但未必能变为上述y=Asin(ωx+φ)或y=Acos(ωx+φ)的形式,有时可能会化简为

y=asin2x+bsinx+c或y=acos2x+bcosx+c型函数,参见变式2.一般地,三角函数问题需要转

换到“双同”问题,而“双同”问题指的是“同一个角的同一个三角函数值”问题.

变式1 (2014福建理16)已知函数f(x)=cosx(sinx+cosx)-12.

(1)若0<α<π2
,且sinα= 22

,求f(α)的值;

(2)求函数f(x)的最小正周期及单调递增区间.
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变式2 已知函数f(x)=2cos2x+sin2x-4cosx.

(1)求f π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值;

(2)求f(x)的最大值和最小值.

方向二:对函数图像的研究,“知图求式”,即已知三角函数图像的一部分,求函数解析式

解法突破:对f(x)=Asin(ωx+φ)中“A”,“ω”,“φ”的确定.
(1)由最大(小)值,可推出A(A>0);
(2)由周期,可推出ω的值或范围;
(3)由特征点,可形成三角方程,以求φ的值.

【例1.2】 已知函数y=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0,|φ|<π)的一段图像如图1-1所示,求函数的解

析式.

图1-1

分析 从振幅与最大(小)值的关系求A,从五点作图法的逆过程求ω,φ.

解析 由图1-1得T=16=2πω
,ω=π8

,A=2,则y=2sin π8x+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷,

代入点(2,- 2),得 2sin π4+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷=- 2,则π4+φ=-

π
2+2kπ

(k∈Z),

得φ=2kπ-
3π
4
(k∈Z),又φ∈(-π,π),得φ=-

3π
4.

故函数的解析式为y= 2sin π8x-
3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

评注 (1)注意数与形的结合及A,ω,φ在图像中的作用.

(2)若将点(6,0)代入y= 2sin π8x+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 中,求取的结果是不是一致的呢?

由 2sin3π4+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷=0,得3π4+φ=kπ

(k∈Z),即φ=kπ-
3π
4
(k∈Z),又-π<φ<π,则φ=-

3π
4

或π
4.

而本题中求解得φ=-
3π
4
,为什么要舍去φ=

π
4

呢? 大家要注意,点(6,0)位于函数y=Asin(ωx+φ)

(A>0,ω>0)图像的增区间,据“五点描图法”知3π
4+φ=2kπ

(k∈Z),得φ=2kπ-
3π
4
,又-π<φ<π,

则φ=-
3π
4
,故函数的解析式为y= 2sin π8x-

3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ .
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(3)一般地,我们把函数f(x)=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0)图像上从左到右的五个关键点依次称为

“第一上零点”、“最大值点”、“下零点”、“最小值点”、“第二上零点(在不同时出现两个上零点的情形

下,不区分第一和第二上零点)”.它们所对应的相位值ωx+φ分别为0+2kπ,π2+2kπ
,π+2kπ,3π2

+2kπ,2π+2kπ(k∈Z).利用它们解题时应注意这种对应性,故评注(2)中的点(6,0)应为“第一上零

点”,其对应的相位值应为π
8×6+φ=0+2kπ

,而不是3π
4+φ=kπ

(k∈Z).

变式1 已知函数y=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0,|φ|<π)的部分图像如图1-2所示,求函数f(x)的
解析式.

图1-2

变式2 已知函数f(x)=cos2(ωx+φ)(ω,φ为常数),如果存在正整数ω和实数φ 使得函数f(x)的
图像经过点(1,0),如图1-3所示,求ω的值.

图1-3

方向三:给出函数的性质(如奇偶性、单调性、对称性、最值)求解函数解析式(即A,ω,φ值的确定)

解法突破:设想函数解析式为已知,利用函数性质列方程(组)或不等式(组)求解.

【例1.3】 (2012重庆理18)设f(x)=4cosωx-π6
æ

è
ç

ö

ø
÷sinωx-cos(2ωx+π),其中ω>0.

(1)求函数f(x)的值域;

(2)若y=f(x)在区间 -3π2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上为增函数,求ω的最大值.

分析 把参数作为已知,对所给解析式进行恒等变形,直到能确定函数性质为止.

解析 (1)f(x)=4cosωx-π6
æ

è
ç

ö

ø
÷sinωx-cos(2ωx+π)=4cosωx· 32+sinωx

·1
2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷sinωx+cos2ωx=

(23cosωx+2sinωx)sinωx+cos2ωx=23sinωxcosωx+2sin2ωx+cos2ωx=3sin2ωx+1-cos2ωx+cos2ωx

=3sin2ωx+1.

因为sin2ωx∈[-1,1],所以函数f(x)的值域为[1- 3,1+ 3].

(2)解法一:f(x)= 3sin2ωx+1,由y=f(x)在区间 -3π2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上为增函数得,

4
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[-3ωπ,ωπ]∈ -π2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú(ω>0),故

-3ωπ≥-π2
ω>0

ωπ≤π2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

,得0<ω≤16
,则ω的最大值为1

6.

解法二:f(x)= 3sin2ωx+1(ω>0)在区间 é

ë
êê-3π2

,π
2

ù

û
úú 上为增函数,由含原点的增区间的对称性可

知函数f(x)在 -3π2
,3π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上也为增函数,故T

4≥
3π
2
,即T≥6π,

得2π
2ω=

π
ω≥6π

,故0<ω≤16
,ω的最大值为1

6.

评注 一般地,若f(x)(x∈R)为奇函数,在[θ1,θ2]上为增函数,其中θ1<0<θ2,若max{|θ1|,|θ2|}=θ,

则θ≤T
4
,即可求出ω的范围.

变式1 已知函数f(x)=sin(ωx+φ)(ω>0,0≤φ<π)为R上的偶函数,其中点 3π
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是一个对称中

心,且在区间 0,π2
é

ë
êê

ù

û
úú 上为单调函数,求函数f(x)的解析式.

方向四:图像变换问题

解法突破:f(x)=sinx变换成y=Asin(ωx+φ),有以下两种变换方式:

①函数f(x)=sinx
向左平移φ(φ>0)个单位

→y=sin(x+φ)
横坐标缩短(或伸长)到原来的1

ω
倍(ω>0)

→

y=sin(ωx+φ)
横坐标不变,纵坐标伸长(或缩短)到原来的A 倍(A>0)

→y=Asin(ωx+φ);

②函数f(x)=sinx
横坐标缩短(或伸长)到原来的1

ω
(ω>0)倍

→y=sinωx
向左平移φ

ω
个单位,纵坐标不变

→y=

sinωx+φ
ω

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=sin(ωx+φ)

横坐标不变,纵坐标伸长(或缩短)到原来的A 倍(A>0)
→y=Asin(ωx+φ).

注:无论函数图像变换的次序如何,相位或周期变换只针对自变量“x”而进行.

【例1.4】 (2012山东理17)已知向量m=(sinx,1),n= 3Acosx,A2cos2x
æ

è
ç

ö

ø
÷(A>0),函数f(x)=m·n

的最大值为6.
(1)求A;

(2)将函数y=f(x)的图像向左平移π
12

个单位,再将所得图像上各点的横坐标缩短到原来的1
2
,纵

坐标不变,得到函数y=g(x)的图像,求g(x)在 0,5π24
é

ë
êê

ù

û
úú 上的值域.

分析 根据题中所要求的问题,逐个对照进行相应的变换,左右平移是相位变换,横坐标伸缩是周期

变换.
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解析 (1)f(x)=m·n= 3Asinxcosx+A
2cos2x=A 3

2sin2x+
1
2cos2x

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=Asin2x+π6

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

因为A>0,f(x)的最大值为6,所以A=6.

(2)由(1)得f(x)=6sin2x+π6
æ

è
ç

ö

ø
÷,将函数f(x)的图像向左平移π

12
个单位得到y=6sin

é

ë
êê2x+π12

æ

è
ç

ö

ø
÷+

π
6

ù

û
úú=6sin2x+π3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图像,再将得到的图像上各点的横坐标缩短到原来的1

2
,纵坐标不变,得到

y=6sin4x+π3
æ

è
ç

ö

ø
÷ .因为x∈ 0,5π24

é

ë
êê

ù

û
úú,所以π

3≤4x+
π
3≤
7π
6
,得sin4x+π3

æ

è
ç

ö

ø
÷∈ -12

,1é

ë
êê

ù

û
úú,

故g(x)在 0,5π24
é

ë
êê

ù

û
úú 上的值域为[-3,6].

评注 特别注意相位变换是针对自变量而进行的,确定函数值域要注意定义域.
变式1 (2014山东理16)已知向量a=(m,cos2x),b=(sin2x,n),函数f(x)=a·b,且y=f(x)的图

像过点 π
12
,3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和点 2π

3
,-2

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

(1)求m,n的值;
(2)将y=f(x)的图像向左平移φ(0<φ<π)个单位后得到函数y=g(x)的图像,若y=g(x)图像上

各最高点到点(0,3)的距离的最小值为1,求y=g(x)的单调递增区间.

方向五:与平面向量的综合

【例1.5】 (2013辽宁理17)设向量a=(3sinx,sinx),b=(cosx,sinx),x∈ 0,π2
é

ë
êê

ù

û
úú .

(1)若|a|=|b|,求x的值;
(2)设函数f(x)=a·b,求f(x)的最大值.

分析 抓住模相等的条件构造三角恒等式,再求角,根据数量积的定义及三角公式将函数表达式化为

同名三角函数式,再求最值.

解析 (1)由|a|=|b|,得|a|2=|b|2,即3sin2x+sin2x=1,4sin2x=1,sin2x=14
,因为x∈ 0,π2

é

ë
êê

ù

û
úú,

所以sinx=12
,得x=π6.

(2)f(x)= 3sinxcosx+sin2x= 32sin2x+
1-cos2x
2 =sin2x-π6

æ

è
ç

ö

ø
÷+12

,当0≤x≤π2
时,-π6≤2x

-π6≤
5π
6
,-12≤sin2x-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷≤1,当2x-π6=

π
2

时,即x=π3
时,函数f(x)取得最大值3

2.

评注 在向量与三角函数的综合应用中,向量往往起到构建三角函数式的作用.纵观历年的真题,向
量是工具,变为函数式后化为三角问题,用三角知识求解.

变式1 (2012湖北理17)已知向量a=(cosωx-sinωx,sinωx),b=(-cosωx-sinωx,23cosωx),设函数

f(x)=a·b+λ(x∈R)的图像关于直线x=π对称,其中ω,λ为常数,且ω∈ 1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

6
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(1)求函数f(x)的最小正周期;

(2)若y=f(x)的图像经过点 π
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,求函数f(x)在区间 0,3π5

é

ë
êê

ù

û
úú 上的取值范围.

核心考点二 解三角形

方向一:三角形中的三角恒等变形问题

解法突破:本类题主要考虑三角形知识.根据题设条件合理选取正弦定理、余弦定理将边角进行互

化,并要注意三角形的内角和A+B+C=π.

【例1.6】 (2013新课标全国卷Ⅰ理17)如图1-4所示,在△ABC 中,∠ABC=90°,AB= 3,BC=1,

P 为△ABC内一点,∠BPC=90°.

A B

P

C

图1-4

(1)若PB=12
,求PA;

(2)若∠APB=150°,求tan∠PBA.
分析 合理选择正、余弦定理将边、角互化,再运用两角和(差)三角公式

进行变换.

解析 (1)依题意,∠BPC=90°,PB=12
,BC=1,

则sin∠BCP=12
,∠BCP=30°,所以∠PBC=60°,则∠ABP=30°,在△ABP 中,

据余弦定理知AP2=AB2+BP2-2AB·BPcos30°=3+14-2× 3×
1
2×

3
2=

7
4
,故AP= 72.

(2)设∠PBA=α,由已知得PB=sinα,在△PBA 中,由正弦定理得 3
sin150°=

sinα
sin(30°-α)

,

化简得 3cosα=4sinα,所以tanα= 34
,即tan∠PBA= 34.

评注 求解本类题首先要根据条件考虑如何将边、角进行互换,然后选择正、余弦定理,避免走弯路.

变式1 (2014北京理15)如图1-5所示,在△ABC中,∠B=π3
,AB=8,点D 在BC 边上,且CD=2,

cos∠ADC=17.

D CB

A

 
图1-5

(1)求sin∠BAD;
(2)求BD,AC的长.

7
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变式2 (2014湖南理18)如图1-6所示,在平面四边形ABCD 中,AD=1,CD=2,AC= 7.
(1)求cos∠CAD 的值;

A 

B C

D

图1-6

(2)若cos∠BAD=- 714
,sinB= 21

6
,求BC的长.

【例1.7】 在△ABC中,∠A,∠B,∠C所对的边分别是a,b,c,已知c=2,∠C=π3.

(1)若△ABC的面积等于 3,求a,b;
(2)若sinC+sin(B-A)=2sin2A,求△ABC的面积.

分析 (1)由面积公式及余弦定理列方程组求解;(2)由三角恒等变换化简已知条件,找到边角关系,
再进一步求解.

解析 (1)由余弦定理及已知条件,得c2=a2+b2-2abcosC=a2+b2-ab=4,

且S△ABC=12absinC=
3
4ab= 3

,得ab=4,

故
a2+b2-ab=4
ab=4{ ,所以a=b=2.

(2)由sinC+sin(B-A)=sin[π-(A+B)]+sin(B-A)=sin(A+B)+sin(B-A)

=sinAcosB+cosAsinB+sinBcosA-cosBsinA=2cosAsinB,由sinC+sin(B-A)=2sin2A,
得2cosAsinB=4sinAcosA,
因此cosA(sinB-2sinA)=0,得cosA=0或sinB=2sinA.

当cosA=0时,得∠A=π2
,又c=2,∠C=π3

,此时为直角三角形,

则2
b=tan

π
3= 3

,得b=2
3
,S△ABC=12bc=

1
2×

2
3
×2=233

;

当sinB=2sinA 时,得b=2a,又a2+b2-ab=4,

所以3a2=4,a2=43
,得a=2

3
,故b=4

3
,

故S△ABC=12absinC=
1
2×

2
3
×4
3
× 32=

23
3 .

综上所述,△ABC的面积为23
3 .

变式1 在△ABC中,a=3,b=26,∠B=2∠A.
(1)求cosA 的值;

8
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(2)求c的值.

方向二:解三角形中的最值问题

解法突破:首先要合理选择正、余弦定理对边、角进行互化,其次列所求量的函数式,求函数最值.
【例1.8】 在△ABC中,∠A,∠B,∠C所对的边分别是a,b,c,且满足a2-2bccosA=(b+c)2.
(1)求∠A 的值;
(2)若a=3,求△ABC周长的取值范围.

分析 (1)利用余弦定理求出∠A;(2)求三角形周长的取值范围时,可以由余弦定理和基本不等式转

化为“b+c”的形式,但要注意“=”成立的条件;或将边转化为角,利用三角函数的有界性来解决.
解析 (1)由余弦定理得a2=b2+c2-2bccosA,代入条件a2-2bccosA=(b+c)2,

4bccosA=-2bc,即cosA=-12
,又∠A 是△ABC的内角,所以∠A=2π3.

(2)解法一:由正弦定理可得 b
sinB=

c
sinC=

a
sinA=

3

sin2π3

=23,

即b=23sinB,c=23sinC,

则△ABC周长为a+b+c=3+23sinB+23sinC=3+23sinB+23sin π3-B
æ

è
ç

ö

ø
÷

=3+23 sinB+ 32cosB-
1
2sinB

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=3+23sinB+π3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

因为B∈ 0,π3
æ

è
ç

ö

ø
÷,所以π

3<B+
π
3<
2π
3
,即 3
2<sinB+π3

æ

è
ç

ö

ø
÷≤1,

从而可得6<3+23sinB+π3
æ

è
ç

ö

ø
÷≤3+23,即a+b+c∈(6,3+23],

故△ABC周长的取值范围是(6,3+23].

解法二:由余弦定理得9=b2+c2-2bc· -12
æ

è
ç

ö

ø
÷=b2+c2+bc=(b+c)2-bc≥(b+c)2-14

(b+c)2

=34
(b+c)2,即(b+c)2≤12,解得b+c≤23(当且仅当b=c时,等号成立),

又b>0,c>0,由三角形三边关系b+c>a=3,即3<b+c≤23,所以a+b+c∈(6,3+23],

故△ABC周长的取值范围是(6,3+23].
评注 利用正、余弦定理解决与三角形有关的问题,也可能出现向量与三角函数综合命题.如本题第

(2)问变为“若a=3,求AB→·AC→的最小值.”在本质上是求bc的最大值,利用余弦定理与基本不等

式联合求解.
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变式1 (2011西 城 一 模 理15)设△ABC 的内∠A,∠B,∠C 所对的边分别为a,b,c,且cosB=
4
5
,b=2.

(1)当a=53
时,求∠A 的度数;

(2)求△ABC面积的最大值.

变式2 (2012海淀一模理15)在△ABC 中,∠A,∠B,∠C 的对边分别为a,b,c,且A,B,C 成等差

数列.
(1)b= 13,a=3,求c的值;
(2)设t=sinAsinC,求t的最大值.

变式3 (2014陕西理16)△ABC的内角∠A,∠B,∠C所对的边分别为a,b,c.
(1)若a,b,c成等差数列,求证:sinA+sinC=2sin(A+C);
(2)若a,b,c成等比数列,求cosB 的最小值.

10
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三角函数核心预测题

【预测题一】
已知函数f(x)=sinx-acosx的一个零点是π

4.

(1)求实数a的值;

(2)设g(x)=f(x)·f(-x)+23sinxcosx,求g(x)的单调递增区间.

【预测题二】
已知函数f(x)=sinωx+π3

æ

è
ç

ö

ø
÷+cosωx+π6

æ

è
ç

ö

ø
÷(其中ω>0)的图像上两个相邻的最低点的距离

为4.
(1)求函数f(x)的单调递减区间;
(2)若函数f(x)图像上的两点A,B 的横坐标分别为-1,2,O 为坐标原点,求△ABO 的面积.

【预测题三】

已知函数f(x)= 3sin2x+2cos2x+a.
(1)求函数f(x)的最小正周期及单调递增区间;

(2)当x∈ 0,π4
é

ë
êê

ù

û
úú 时,函数f(x)有最大值4,求实数a的值.

11
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【预测题四】
已知函数f(x)=2-(3sinx-cosx)2.

(1)求f π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值和f(x)的最小正周期;

(2)求函数f(x)在区间 -π6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上的最大值和最小值.

【预测题五】
如图1-7所示,在平面直角坐标系xOy中,∠α的顶点在原点,始边与x轴的正半轴重合,终边交

半个单位圆于点A,且α∈ π
4
,π
2

é

ë
êê

ö

ø
÷,将∠α的终边绕原点逆时针方向旋转π

3
,交单位圆于点B,过B 作

BC⊥y轴于点C.

(1)若点A 的纵坐标为 3
2
,求点B 的横坐标;

(2)求△AOC的面积S 的最大值.

 

 
  

  

图1-7

【预测题六】

已知函数f(x)=Asin(ωx+φ)x∈R,ω>0,0<φ<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的部分图像如图1-8所示.

(1)求函数f(x)的解析式;

(2)求函数g(x)=f x-π12
æ

è
ç

ö

ø
÷-f x+π12

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的单调递增区间.

  

图1-8
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【预测题七】

已知函数f(x)= 3sin(ωx+φ)-cos(ωx+φ)(0<φ<π,ω>0)为偶函数,且函数y=f(x)的图像

的两相邻对称轴间的距离为π
2.

(1)求f π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值;

(2)将函数y=f(x)的图像向右平移π
6

个单位后,再将得到的图像上各点的横坐标伸长到原来的

4倍,纵坐标不变,得到函数y=g(x)的图像,求g(x)的单调递减区间.

【预测题八】
设向量a=(23sinx,sinx),b=(cosx,23sinx),x∈ 0,π2

é

ë
êê

ù

û
úú .

(1)若 a = b ,求x的值;
(2)设函数f(x)=a·b,求f(x)的最大值.

【预测题九】

在△ABC中,∠A,∠B,∠C所对的边分别为a,b,c,且∠C=3π4
,sinA= 55.

(1)求sinB 的值;

(2)若c-a=5- 10,求△ABC的面积.

13

第一章 三 角 函 数             



����
��?0M��5%	).'


【预测题十】
在△ABC中,a,b,c分别是∠A,∠B,∠C的对边,且满足(2a-c)cosB=bcosC.
(1)求∠B 的大小;

(2)若b= 7,a+c=4,求△ABC的面积.

【预测题十一】

在△ABC中,∠A,∠B,∠C的对边分别为a,b,c,且满足2c-b
a =cosBcosA.

  (1)求∠A 的大小;

  (2)若a=25,求△ABC面积的最大值.

【预测题十二】

在△ABC中,∠A,∠B,∠C所对的边分别是a,b,c,已知cosC+(cosA- 3sinA)cosB=0.
(1)求∠B 的大小;
(2)若a+c=1,求b的取值范围.

14


