
第一部分　方法篇
方法一　推演法
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　　有些选择题、填空题是由计算题、应用题、证明题、判断
题改编而成的．这类题型可直接从题设的条件出发，利用已
知条件、相关公式、公理、定理、法则、特殊结论，通过准确的
运算、严谨的推理、合理的验证得出正确的结论．

推演法就是将选择题、填空题作为解答题来解决的一
种最常见的基本方法，低档选择题、填空题可用此法迅速求
解．通过阅读条件主动地反映性质，再将得到的性质结合相
关结论进行直截了当的推理与计算，然后将其推理和计算
的结果作为答案．这一方法要求对于数学的概念、定义、定
理和公式成立的充分条件和必要条件的理解要尽可能地全
面、透彻、深入；对于数学公式的推导、应用、计算要尽可能
地熟练、迅速、准确．
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典例一　推演法在函数问题中的应用举例
例１．１　设函数犳（狓）＝（狓＋１）

２＋ｓｉｎ狓
狓２＋１ 的最大值为犕，最

小值为犿，则犕＋犿＝ ．
【分析】本题重点考查了函数的奇偶性与最值之间的关系，
若奇函数在给定区间上有最大值，则一定存在最小值，且
两者之和为０，用推演法求解本题．

【解析】犳（狓）＝狓
２＋２狓＋１＋ｓｉｎ狓
狓２＋１ ＝１＋２狓＋ｓｉｎ狓狓２＋１，令犵（狓）＝

２狓＋ｓｉｎ狓
狓２＋１（狓∈犚），则有犵（－狓）＝－２狓－ｓｉｎ狓狓２＋１＝－犵（狓），
即犵（狓）为奇函数，显然犵（狓）ｍａｘ＝－犵（狓）ｍｉｎ．
所以犕＋犿＝１＋犵（狓）ｍａｘ＋１＋犵（狓）ｍｉｎ＝２．故填２．

【评注】本题要求学生理解：若奇函数在给定区间上存在最
大值与最小值，则其最大值与最小值互为相反数．
变式１　已知函数犳（狓）＝ｌｎ １＋９狓槡 ２－３（ ）狓＋１，则

犳（ｌｇ２）＋犳ｌｇ（ ）１２＝（　　）．
Ａ．－１ Ｂ．０ Ｃ．１ Ｄ．２
例１．２　已知奇函数犳（狓）的定义域为［－２，２］，若犳（狓）在
区间［０，２］上单调递减，且犳（１＋犿）＋犳（犿）＜０，则实数犿
的取值范围是 ．

【分析】本题为函数不等式的问题，利用函数的性质（单调
性，奇偶性）求解，同时应注意函数的定义域．

【解析】因为犳（狓）的定义域为［－２，２］，
所以－２≤犿≤２，－２≤１＋犿≤２．
又因为犳（狓）为奇函数，所以犳（０）＝０．
又狓∈［０，２］时，犳（狓）单调递减，
所以犳（狓）在［－２，２］上单调递减．
又犳（１＋犿）＋犳（犿）＜０，
即犳（犿＋１）＜－犳（犿）＝犳（－犿），所以犿＋１＞－犿．

综上，原不等式等价于
－２≤犿≤２
－２≤１＋犿≤２
１＋犿＞－
烅
烄
烆 犿

，

解得－１２＜犿≤１，即实数犿的取值范围是－１２，（ ］１．
【评注】求解本题中的函数不等式，除注意定义域外，主要是找
到核心不等关系，若奇函数犳（狓）在犚上单调递减，犳（狓１）＋
犳（狓２）＜０，则狓１＋狓２＞０；同理，若奇函数犳（狓）在犚上单调递
增，犳（狓１）＋犳（狓２）＜０，则狓１＋狓２＜０，反之，犳（狓１）＋犳（狓２）≥０，
则狓１＋狓２≥０．
变式１　若定义在犚上的减函数狔＝犳（狓）对于任意的狓，
狔∈犚，不等式犳（狓２－２狓）≤－犳（２狔－狔２）均成立，且狔＝
犳（狓－１）的图像关于点（１，０）对称，则当１≤狓≤４时，狔狓的
取值范围是 ．
典例二　推演法在三角函数问题中的应用举例
例１．３　在△犃犅犆中，犆＝６０°，犃犅槡＝３，犃犅边上的高为
４
３，则犃犆＋犅犆＝ ．

【分析】如图１１所示，设角犃，犅，犆所对边分别为犪，犫，犮，由
面积公式及正、余弦定理求解本题．

图１１

【解析】由犛△犃犅犆＝１２犃犅·犺＝１２槡×３×４３＝槡２３
３＝

１
２犪犫ｓｉｎ犆＝

槡３
４犪犫，得犪犫＝

８
３．又由余弦定理得犮

２＝犪２＋犫２

－２犪犫ｃｏｓ犆＝犪２＋犫２－犪犫＝３，所以犪＋犫＝（犪＋犫）槡 ２＝
犪２＋犫２＋２槡 犪犫＝３＋３槡犪犫槡＝１１．

【评注】解三角形问题需熟练掌握正、余弦定理，并且要求习
惯三角恒等变换与代数的混合运算之间的相互转化
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变式１　设△犃犅犆的内角犃，犅，犆所对边的长分别为犪，犫，
犮，若犫＋犮＝２犪，３ｓｉｎ犃＝５ｓｉｎ犅，则∠犆＝（　　）．
Ａ．π３ Ｂ．２π３ Ｃ．３π４ Ｄ．５π６
典例三　推演法在不等式问题中的应用举例
例１．４　已知狓，狔，狕∈（０，＋∞），狓－２狔＋３狕＝０，则狔

２

狓狕的最
小值为 ．

【分析】由已知等式可知狔与狓、狕的关系，利用均值不等式
求解本题．

【解析】由狓，狔，狕∈（０，＋∞），狓－２狔＋３狕＝０，得２狔＝狓＋
３狕≥２３槡狓狕，故狔２≥３狓狕，即狔２狓狕≥３，当且仅当狓＝３狕时，
等号成立．故狔

２

狓狕的最小值为３．
【评注】本题重点要抓住等式狓－２狔＋３狕＝０，狓，狔，狕∈（０，＋∞），

即２狔＝狓＋３狕，故所求狔
２

狓狕＝
狓＋３狕（ ）２

２

狓狕 ≥ ３槡（ ）狓狕２

狓狕 ＝３，降元
是求解本题的关键．
变式１　设正实数狓，狔，狕满足狓２－３狓狔＋４狔２－狕＝０，则当
狕
狓狔取得最小值时，狓＋２狔－狕的最大值为（　　）．

Ａ．０ Ｂ．９８ Ｃ．２ Ｄ．９４
典例四　推演法在解析几何问题中的应用举例
例１．５　已知抛物线犆：狔２＝８狓与点犕（－２，２），过犆的焦
点且斜率为犽的直线与犆交于犃，犅两点，若→犕犃·→犕犅＝
０，则犽＝（　　）．
Ａ．１２ Ｂ．槡２２ Ｃ．槡２ Ｄ．２

【分析】设直线犃犅的方程，利用→犕犃·→犕犅＝０的坐标运算直
接求解．

【解析】依题意，设直线犃犅的方程为狔＝犽（狓－２），
由题意知犽≠０，则狓＝１犽狔＋２，令狋＝

１
犽，则

狓＝狋狔＋２
狔２＝８｛ 狓，

消去狓得，狔２－８狋狔－１６＝０，显然Δ＝６４狋２＋６４＞０．
设犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２），则狔１＋狔２＝８狋，狔１狔２＝－１６，
又→犕犃＝（狓１＋２，狔１－２），→犕犅＝（狓２＋２，狔２－２），
则→犕犃·→犕犅＝（狓１＋２）（狓２＋２）＋（狔１－２）（狔２－２）

＝狓１狓２＋２（狓１＋狓２）＋４＋狔１狔２－２（狔１＋狔２）＋４
＝狔

２１狔２２
６４＋

狔２１＋狔２２
４＋４－１６－１６狋＋４

＝４＋（狔１＋狔２）
２－２狔１狔２
４ －８－１６狋

＝－４－１６狋＋１６狋２＋８＝０，
解得狋＝１２，故犽＝２．故选Ｄ．

【评注】直线与圆锥曲线位置关系的选择题、填空题一般可
借助图像，利用推演法求解．但为了更快捷地得到答案，
也可以记忆一些常见的二级结论．

例如本题，如图１２所示，直线犃犅过抛物线的焦点

犉，所以以犃犅为直径的圆与准线狓＝－２相切，因为→犕犃·→犕犅＝０，所以犕为切点．过犃作犃犃１⊥犃１犕，过犅
作犅犅１⊥犅１犕，则以犃１犅１为直径的圆与直线犃犅相切，
切点为犉，即犕犉⊥犃犅．易知犽犕犉＝－１２，所以犽犃犅＝２．

图１２
变式１　如图１３所示，犉１，犉２是椭圆犆１：狓

２

４＋狔
２＝１与双

曲线犆２的公共焦点，犃，犅分别是犆１，犆２在第二、四象限
的公共点．若四边形犃犉１犅犉２为矩形，则犆２的离心率
是（　　）．

Ａ．槡２ Ｂ．槡３ Ｃ．３２ Ｄ．槡６２

图１３
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１．复数ｉ
１＋２ｉ（ｉ是虚数单位）的实部是（　　）．

Ａ．２５ Ｂ．－２５ Ｃ．－１５ Ｄ．１５
２．若犲１，犲２是夹角为π３的单位向量，且犪＝２犲１＋犲２，犫＝
－３犲１＋２犲２，则犪·犫＝（　　）．
Ａ．１ Ｂ．－４ Ｃ．－７２ Ｄ．７２

３．设犛狀是等差数列｛犪狀｝的前狀项和，已知犪２＝３，犪６＝１１，则
犛７＝（　　）．
Ａ．１３ Ｂ．３５ Ｃ．４９ Ｄ．６３

４．若△犃犅犆的内角犃，犅，犆所对的边犪，犫，犮满足（犪＋犫）２－
犮２＝４，且犆＝６０°，则犪犫＝（　　）．
Ａ．４３ Ｂ． 槡８－４３ Ｃ．１ Ｄ．２３

５．已知曲线狔＝狓４＋犪狓２＋１在点（－１，犪＋２）
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为８，则犪＝（　　）．
Ａ．９ Ｂ．６ Ｃ．－９ Ｄ．－６

６．已知函数犳（狓）＝犪狓３＋犫ｓｉｎ狓＋４（犪，犫∈犚），犳（ｌｇ（ｌｏｇ２１０））＝５，
则犳（ｌｇ（ｌｇ２））＝（　　）．
Ａ．－５ Ｂ．－１ Ｃ．３ Ｄ．４

７．阅读如图１４所示的程序框图，若输出的犛值等于１６，那
么判断框内应填写的条件是（　　）．
Ａ．犻＞５？ Ｂ．犻＞６？ Ｃ．犻＞７？ Ｄ．犻＞８？

图１４
８．已知函数犳（狓）＝狓３＋犪狓２＋犫狓＋犮，下列结论中错误獉獉的是（　　）．
Ａ．狓０∈犚，犳（狓０）＝０
Ｂ．函数狔＝犳（狓）的图像是中心对称图形
Ｃ．若狓０是犳（狓）的极小值点，则犳（狓）在区间（－∞，狓０）单
调递减

Ｄ．若狓０是犳（狓）的极值点，则犳′（狓０）＝０
９．过抛物线狔２＝２狆狓（狆＞０）的焦点犉且倾斜角为６０°的直线
犾与抛物线在第一、四象限分别交于犃，犅两点，则｜犃犉｜｜犅犉｜
＝（　　）．
Ａ．５ Ｂ．４ Ｃ．３ Ｄ．２

１０．已知命题狆：狓∈犚，狓２＋２犪狓＋４＞０恒成立；狇：犳（狓）＝
（３－２犪）狓在犚上单调递增，狆∨狇为真，狆∧狇为假，则实
数犪的取值范围是 ．

１１．等差数列｛犪狀｝中，若犪１＋犪２＝４，犪９＋犪１０＝３６，则犛１０
＝ ．

１２．已知函数犳（狓）对于任意实数狓满足犳（狓＋２）＝１
犳（狓），

若犳（１）＝－５，则犳（犳（５））＝ ．
１３．在△犃犅犆中，内角犃，犅，犆所对的边分别为犪，犫，犮，犅＝
４５°，犫槡＝２，犪＝１，则犃＝ ．

１４．若三个数犪１，犪２，犪３的方差为１，则３犪１＋２，３犪２＋２，３犪３＋
２的方差为 ．

１５．已知ｔａｎ狓＋π（ ）４＝２，则ｔａｎ狓ｔａｎ２狓＝ ．
１６．设犳（狓）＝ｓｉｎ３狓＋ｃｏｓ３狓，若对任意实数狓都有｜犳（狓）｜≤犪，则
实数犪的取值范围是 ．

１７．已知椭圆狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０），犕，犖是椭圆的左，右顶

点，犘是椭圆上任意一点，且直线犘犕，犘犖的斜率分别为
犽１，犽２（犽１犽２≠０），若犽１＋犽２的最小值为１，则椭圆的
离心率为 ．

方法二　图像法
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　　图像法也叫图解法，它体现了数形结合的思想．图像法
是利用函数图像或数学结果的几何意义，将数的问题（如解
方程、解不等式、求最值、求取值范围等）与某些图形结合起
来，利用几何图形的直观性，再辅以简单计算，确定正确答
案的方法．

这种解法贯穿数形结合思想，每年高考均有很多选择
题、填空题（也有解答题）可以用数形结合思想解决，既简捷
又迅速．如：①借助集合中的韦恩图明确集合的交、并、补的
关系；②借助三角函数线和三角函数图像，可以解决有关三
角的问题；③借助直线和曲线的位置关系，通过作图求交
点，分清上下位置来解决某些方程、不等式的系列问题．
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典例一　图像法在函数问题中的应用举例
例２．１　已知函数犳（狓）＝狓２－２（犪＋２）狓＋犪２，犵（狓）＝
－狓２＋２（犪－２）狓－犪２＋８．设犎１（狓）＝ｍａｘ｛犳（狓），犵（狓）｝，
犎２（狓）＝ｍｉｎ｛犳（狓），犵（狓）｝（ｍａｘ｛狆，狇｝表示狆，狇中的较大
值，ｍｉｎ｛狆，狇｝表示狆，狇中的较小值）．记犎１（狓）的最小值
为犃，犎２（狓）的最大值为犅，则犃－犅＝（　　）．
Ａ．犪２－２犪－１６ Ｂ．犪２＋２犪－１６
Ｃ．－１６ Ｄ．１６
【分析】本题是一道新定义题，考查函数的图像、性质．

1

2

( )

( )

y
H x

O x

H x
图１５

【解析】犳（狓）图像的顶点坐标为（犪＋２，
－４犪－４），犵（狓）图像的顶点坐标为（犪
－２，－４犪＋１２），并且犳（狓）与犵（狓）图
像的顶点都在对方的图像上．依题
意，犎１（狓）的图像如图１５中的实线
所示，犎２（狓）的图像如图１５中的
虚线所示．由图像得犎１（狓）ｍｉｎ＝犳（犪＋２）＝－４犪－４，
犎２（狓）ｍａｘ＝犵（犪－２）＝－４犪＋１２，所以犃－犅＝（－４犪－４）
－（－４犪＋１２）＝－１６．故选Ｃ．

【评注】本题的新定义有如下的等价变化形式：

ｍａｘ｛狆，狇｝＝狆（狆＞狇）
狇（狆≤狇｛ ）＝

１
２［狆＋狇＋｜狆－狇｜］；

ｍｉｎ｛狆，狇｝＝狆（狆≤狇）
狇（狆＞狇｛ ）＝

１
２［狆＋狇－｜狆－狇｜］．

变式１　已知犪，犫，犮∈犚，函数犳（狓）＝犪狓２＋犫狓＋犮．若犳（０）
＝犳（４）＞犳（１），则（　　）
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Ａ．犪＞０，４犪＋犫＝０ Ｂ．犪＜０，４犪＋犫＝０
Ｃ．犪＞０，２犪＋犫＝０ Ｄ．犪＜０，２犪＋犫＝０
例２．２　当０≤狓≤１时，不等式ｓｉｎπ狓２≥犽狓成立，则实数犽
的取值范围是 ．

【分析】利用图像法求解本题，不等式ｓｉｎπ狓２≥犽狓等价于函

数狔＝ｓｉｎπ狓２的图像在直线狔＝犽狓上方（可有公共点）．

【解析】如图１６所示，作函数狔１＝ｓｉｎπ狓２与狔２＝狓的图像，
两个图像的交点恰好为（０，０）和（１，１），当０≤狓≤１时，要
使ｓｉｎπ狓２≥犽狓，需使犽≤１，故犽的取值范围为（－∞，１］．

图１６
【评注】本题可归结为不等式恒成立条件下求参数的取值范
围问题，利用数形结合思想求解这类问题特别奏效．
变式１　如果对任意实数狓，不等式｜狓＋１｜≥犽狓恒成立，则
实数犽的取值范围是　　　　．
例２．３　已知犳（狓）＝狓＋１，狓≤０

ｌｏｇ２狓，狓＞｛ ０，则函数狔＝犳［犳（狓）］＋
１的零点个数是（　　）．
Ａ．４ Ｂ．３ Ｃ．２ Ｄ．１

【分析】对于复合函数的零点问题利用换元法与图像法综合
求解．

（１）

（２）
图１７

【解析】令狋＝犳（狓）∈犚，则狔＝犳（狋）＋１．如图１７（１）所示，
若犳（狋）＝－１，得狋＝－２或１２，对应如图１７（２）所示，

知狓１＝－３，狓２＝１４，狓３＝－
１
２，狓４槡＝２．

因此函数狔＝犳［犳（狓）］＋１的零点个数是４．故选Ａ．
【评注】本题通过换元后，得到函数犳（狓）＝狋与狔＝犳（狋）＋１，
同时作出狋＝犳（狓）与狔＝犳（狋）的图像．由犳（狋）＝－１得狋
的值（或范围），再由狋＝犳（狓）确定狓的值（或范围），这是
复合函数求解零点个数问题的通法，应该掌握．
变式１　已知函数犳（狓）＝狓３＋犪狓２＋犫狓＋犮有两个极值点
狓１，狓２，若犳（狓１）＝狓１＜狓２，则关于狓的方程３（犳（狓））２＋
２犪犳（狓）＋犫＝０的不同实根个数是（　　）．
Ａ．３ Ｂ．４ Ｃ．５ Ｄ．６
典例二　图像法在平面向量问题中的应用举例
例２．４　已知向量犪≠犲，｜犲｜＝１满足：对任意狋∈犚，恒有
｜犪－狋犲｜≥｜犪－犲｜成立，则（　　）．
Ａ．犪⊥犲 Ｂ．犪⊥（犪－犲）
Ｃ．犲⊥（犪－犲） Ｄ．（犪＋犲）⊥（犪－犲）
【分析】显然对｜犪－狋犲｜≥｜犪－犲｜进行平方处理会比较麻烦．
【解析】设→犗犃＝犪，→犗犅＝犲，则→犅犃＝犪－犲，因为对任意的狋∈犚，
犪－狋犲≥｜犪－犲｜，所以当狋１＞１时，设犗犅→１＝狋１犲，则犪－
狋１犲＝犅１→犃，即｜犅１→犃｜≥｜→犅犃｜；当狋２＜１时，设犗犅→２＝狋２犲，则
犪－狋２犲＝犅２→犃，则｜犅２→犃｜≥｜→犅犃｜，如图１８所示，｜→犅犃｜是
点犃到直线犗犅的最短距离，即犅犃⊥犗犅，
所以犲⊥（犪－犲）．故选Ｃ．

图１８
【评注】利用向量运算的几何表示，结合三角形法则、平行四
边形法则，可将代数运算转化为几何运算求解．
变式１　已知平面向量犪，犫（犪≠０，犪≠犫）满足｜犫｜＝１，且犪
与犫－犪的夹角为１２０°，则｜犪｜的取值范围是 ．
典例三　图像法在解析几何问题中的应用举例
例２．５　点犘在直线犾：狔＝狓－１上，若存在过犘的直线交
抛物线狔＝狓２于犃，犅两点，且犘犃＝犃犅，则称点犘
为“τ点”，那么下列结论中正确的是（　　）．
Ａ．直线犾上的所有点都是“τ点”
Ｂ．直线犾上仅有有限个点是“τ点”
Ｃ．直线犾上的所有点都不是“τ点”
Ｄ．直线犾上有无穷多个点（不是所有的点）是“τ点”
【分析】由题意知直接法求解难度较大，但可以通过分析其图
像，根据数据变化的规律，利用极限（极端值）的思想处理．

【解析】如图１９所示，在直线犾上任取一点犘，作狔＝狓２的
切线犘犜，切点为犜，此时，可记为犘犃＝犘犜，
犃犅＝０，再作交线犘犃犅，犃在犘，犅两点之间，当直线
犘犃犅绕点犘旋转时，易知犃犅的长度变化区间为（０，
＋∞），而犘犃的长度从｜犘犜｜连续变化，
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条直线犾′，使得犘犃＝犃犅，故直线犾上的所有点都是
“τ点”．故选Ａ．

图１９
【评注】根据圆锥曲线的性质，数形结合，利用动态变换（取
极限）可有效求解此类试题．
变式１　已知椭圆犆：狓

２

４＋狔
２＝１的焦点为犉１，犉２，若点犘

在椭圆上，且满足犘犗２＝犘犉１ 犘犉２（其中犗为坐
标原点），则称点犘为“※”点，则此椭圆上的“※”点有
（　　）个．
Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．２ Ｄ．４
典例四　图像法在线性规划问题中的应用举例

例２．６　设二元一次不等式组
狓＋２狔－１９≥０
狓－狔＋８≥０
２狓＋狔－１４≤
烅
烄
烆 ０

所表示的平

面区域为犕，使函数狔＝犪狓（犪＞０，犪≠１）的图像过区域犕
的犪的取值范围是（　　）．
Ａ．［１，３］Ｂ．［２，槡１０］Ｃ．［２，９］ Ｄ．［槡１０，９］

【分析】目标函数中参数的取值范围问题，先画出平面区域，
确定最优解，从而求出犪的范围．

【解析】作出不等式组表示的平面区域犕，如图１１０所示，

由狓＋２狔－１９＝０
２狓＋狔｛ －１４＝０，得犃（３，８）．由

狓＋２狔－１９＝０
狓－狔｛ ＋８＝０，

得犅（１，９）．由图知，若狔＝犪狓的图像过区域犕，则当狔＝犪狓
的图像过点犃（３，８），即犪３＝８，犪＝２时，犪最小；当狔＝犪狓
的图像过点犅（１，９）时，即犪＝９时，犪最大．所以２≤犪≤９．
故选Ｃ．

图１１０
变式１　设犗为坐标原点，点犕（２，１），点犖（狓，狔）满足不

等式组
狓≤３
狓－狔＋６≥０
狓＋狔≥
烅
烄
烆 ０

，则→犗犕·→犗犖的取值范围

是 ．

� � @ 3 �

１．已知集合犃＝｛（狓，狔）｜狓，狔∈犚，狓２＋狔２＝１｝，犅＝｛（狓，狔）｜狓，
狔∈犚，狔＝狓｝，则犃∩犅的元素个数为（　　）．
Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．２ Ｄ．３

２．函数犳（狓）＝２狓＋３狓的零点所在的一个区间是（　　）．
Ａ．（－２，－１） Ｂ．（－１，０）
Ｃ．（０，１） Ｄ．（１，２）

３．若函数犳（狓）＝ｌｏｇ２狓，狓＞０
ｌｏｇ１２（－狓），狓＜｛ ０，若犳（犪）＞犳（－犪），则

实数犪的取值范围是（　　）．
Ａ．（－１，０）∪（０，１） Ｂ．（－∞，－１）∪（１，＋∞）
Ｃ．（－１，０）∪（１，＋∞）Ｄ．（－∞，－１）∪（０，１）

４．下列区间中，函数犳（狓）＝ｌｎ（２－狓）在其上为增函数的
区间是（　　）．
Ａ．（－∞，１］ Ｂ．－１，［ ］３４
Ｃ．０，［ ）３２ Ｄ．［１，２）

５．在直角坐标系狓犗狔中，如果两点犃（犪，犫），犅（－犪，－犫）在函数
狔＝犳（狓）的图像上，那么称［犃，犅］为函数犳（狓）的一组关于原
点的中心对称点（［犃，犅］与［犅，犃］看作一组）．函数犵（狓）＝
ｃｏｓπ２狓，狓≤０
ｌｏｇ４（狓＋１），狓＞
烅烄烆 ０

关于原点的中心对称点的组数为（　　）．

Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．３ Ｄ．４
６．已知犪，犫是单位向量，犪·犫＝０．若向量犮满足｜犮－犪－犫｜＝１，
则｜犮｜的最大值为（　　）．
Ａ．槡２－１Ｂ．槡２ Ｃ．槡２＋１ Ｄ．槡２＋２

７．函数狔＝犳（狓）的图像如图１１１所示，在区间［犪，犫］上可找到狀
（狀≥２）个不同的数狓１，狓２，…，狓狀，使得犳（狓１）狓１＝犳（狓２）狓２＝…＝
犳（狓狀）
狓狀，则狀的取值范围是（　　）．

图１１１
Ａ．｛２，３｝Ｂ．｛２，３，４｝Ｃ．｛３，４｝ Ｄ．｛３，４，５｝

８．已知函数犳（狓）＝狓＋２狓，犵（狓）＝狓＋ｌｎ狓，犺（狓）＝狓＋槡狓的零点
分别为狓１，狓２，狓３，则狓１，狓２，狓３的大小关系是（　　）．
Ａ．狓１＜狓２＜狓３ Ｂ．狓２＜狓１＜狓３
Ｃ．狓１＜狓３＜狓２ Ｄ．狓３＜狓２＜狓１

９．设函数犳（狓）＝１狓，犵（狓）＝－狓
２＋犫狓，若狔＝犳（狓）
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与狔＝犵（狓）的图像有且仅有两个不同的公共点犃（狓１，
狔１），犅（狓２，狔２），则下列判断中正确的是（　　）．
Ａ．狓１＋狓２＞０，狔１＋狔２＞０Ｂ．狓１＋狓２＞０，狔１＋狔２＜０
Ｃ．狓１＋狓２＜０，狔１＋狔２＞０Ｄ．狓１＋狓２＜０，狔１＋狔２＜０

１０．已知函数犳（狓）＝狓２＋１的定义域为［犪，犫］（犪＜犫），值域
为［１，５］，则在平面直角坐标系内，点（犪，犫）的运动轨迹与
直角坐标轴围成的图形的面积为（　　）．
Ａ．８ Ｂ．６ Ｃ．４ Ｄ．２

１１．从椭圆狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０）上一点犘向狓轴作垂线，垂

足恰为左焦点犉１，犃是椭圆与狓轴正半轴的交点，犅是椭
圆与狔轴正半轴的交点，且犃犅∥犗犘（犗是坐标原点），则
该椭圆的离心率是（　　）．

Ａ．槡２４ Ｂ．１２ Ｃ．槡２２ Ｄ．槡３２
１２．设犃，犅是两个集合，定义集合运算犃－犅＝｛狓｜狓∈犃且
狓犅）｝，若犕＝｛狓｜｜狓＋１｜≤２｝，犖＝｛狔｜狔＝ｓｉｎ狓，狓∈犚｝，
则犕－犖＝ ．

１３．函数犳（狓）＝（）１２狓
－ｌｎ狓的零点个数为 ．

１４．若不等式４狓－狓槡 ２＞（犪－１）狓的解集为犃，且犃
狓０＜狓＜｛ ｝１，则实数犪的取值范围为 ．

１５．在平面直角坐标系狓犗狔中，犕为不等式组
２狓＋３狔－６≤０
狓＋狔－２≥０
狔≥
烅
烄
烆０

所表示的区域上一动点，则｜犗犕｜的最小

值是 ．
１６．在直角坐标系狓犗狔中，设集合Ω＝｛（狓，狔）｜０≤狓≤１，０≤
狔≤１｝，在区域Ω内任取一点犘（狓，狔），则满足狓＋狔≤１的
概率等于 ．

１７．抛物线狔２＝２狓上的动点犃，犅满足犃犅＝３，则犃犅中
点横坐标的最小值为 ．

１８．设函数犳（狓）的定义域为犇，若存在非零实数犾使得对任
意狓∈犕（犕犇），有狓＋犾∈犇，且犳（狓＋犾）≥犳（狓），则称
犳（狓）为犕上的“犾高调函数”．如果定义域为［－１，＋∞）
的函数犳（狓）＝狓２是［－１，＋∞）上的“犿高调函数”，那么
实数犿的取值范围是 ；如果定义域为犚的函数
犳（狓）是奇函数，当狓≥０时，犳（狓）＝狓－犪２－犪２，且
犳（狓）为犚上的“４高调函数”，那么实数犪的取值范围
是 ．

方法三　构造法

� " � E

　　在解决某些数学问题时，我们常会采用这样的方法：通
过对条件和结论充分细致地分析，抓住问题的本质特征，联
想熟知的数学模型，然后变换命题，恰当地构造辅助元素，
可以是一个图形、一个函数、一个方程、一个等价命题等，以
此架起一座连接条件和结论的桥梁，从而使问题得以解决，

这种解题方法称为构造法．

� � 1 @

典例一　构造法在平面向量问题中的应用举例
例３．１　圆狓２＋狔２＝１的任意一条切线犾与圆狓２＋狔２＝４相交于
犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２）两点，犗为坐标原点，则狓１狓２＋狔１狔２
＝ ．

【分析】由题意知狓１狓２＋狔１狔２＝→犗犃·→犗犅，利用向量数量积
的几何意义求解本题．

【解析】由犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２），则狓１狓２＋狔１狔２＝→犗犃·→犗犅，设圆
狓２＋狔２＝１的切线犃犅与圆狓２＋狔２＝１相切于点犆，如图１１２
所示，易知犗犆＝１，犗犃＝犗犅＝２，且犗犆⊥犃犅，则∠犃犗犅＝
２
３π，
→犗犃·→犗犅＝２×２×ｃｏｓ２π３＝－２，即狓１狓２＋狔１狔２＝－２．

图１１２
【评注】由圆的性质知犗犆⊥犃犅，则点犆为弦犃犅的中点，向
量的数量积→犗犃·→犗犅也可转化为→犗犆和－→犃犅２相关的运算．
即→犗犃·→犗犅＝→犗犆＋→（ ）犆犃·→犗犆＋→（ ）犆犅＝→犗犆－→（ ）犆犅·
→犗犆＋→（ ）犆犅＝→犗犆２－→犆犅２＝→犗犆２－

→犃犅
２

２
＝

１２－槡２３（）２２
＝－２．

变式１　在△犃犅犆中，设犘０是边犃犅上一定点，满足犘０犅
＝１４犃犅，且对于边犃犅上任意一点犘，恒有

→犘犅·→犘犆≥
犘０→犅·犘０→犆，则（　　）．
Ａ．∠犃犅犆＝９０° Ｂ．∠犅犃犆＝９０°
Ｃ．犃犅＝犃犆 Ｄ．犃犆＝犅犆
典例二　构造法在立体几何问题中的应用举例
例３．２　某三棱锥的三视图如图１１３所示，则该三棱锥的体
积为（　　）．

图１１３
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９　　　　

Ａ．１６ Ｂ．１３ Ｃ．１２ Ｄ．１
【分析】本题直接还原几何体难度较大，故由三视图可构造
特殊几何体（正方体）求解本题．

图１１４

【解析】如图１１４所示，在正方体
犃犅犆犇－犃１犅１犆１犇１中，连接犃１犅，
犃１犆，犃１犇，犅犇，则三棱锥犃１－犅犆犇
即为所求，由三视图知正方体的棱长
为１，所以三棱锥的体积为犞＝１３×
１
２×１

３＝１６．故选Ａ．
【评注】多面体的三视图可借助特殊的棱柱（长方体）处理．
变式１　一个四面体的顶点在空间直角坐标系犗－狓狔狕中
的坐标分别是（１，０，１），（１，１，０），（０，１，１），（０，０，０），画该
四面体三视图中的正视图时，以狕犗狓平面为投影面，则得
到的正视图可以为（　　）．

Ａ．
　　　　　　

Ｂ．

Ｃ．
　　　　　　

Ｄ．
典例三　构造法在线性规划问题中的应用举例

例３．３　已知变量狓，狔满足
狓－２狔＋４≥０
狓≤２
狓＋狔－２≥
烅
烄
烆 ０

，则目标函数

狕＝狔＋１狓＋２的取值范围是 ．

【分析】构造几何图形由狕＝狔＋１狓＋２知，该目标函数表示可行
域内的点犘（狓，狔）与定点犙（－２，－１）所在直线的斜率．

图１１５

【解析】如图１１５所示的阴
影部分为不等式组所表
示的区域．目标函数狕＝
狔＋１
狓＋２的几何意义是区域
内的动点犘（狓，狔）与定点
（－２，－１）所在直线的斜
率，由图可知斜率的最大
值为犽犙犃＝３２，最小值为犽犙犅＝

１
４，故目标函数狕＝

狔＋１
狓＋２

的取值范围为１
４，［ ］３２．

【评注】在求解简单的线性规划问题时，常遇到一些目标函
数，如截距（狕＝犪狓＋犫狔）的形式，斜率（狕＝狔－犫狓－犪）的形式，

还有距离（狕＝（狓－犪）２＋（狔－犫）槡 ２）的形式，解题时需要
从目标函数的形式上构造相关的几何模型，从而求解．

变式１　已知犘（狓，狔）的坐标满足
槡３狓－狔＜０
狓槡－３狔＋２＜０
狔≥
烅
烄

烆０
，则

槡３狓＋狔
狓２＋狔槡 ２的取值范围为 ．

典例四　构造法在函数问题中的应用举例
例３．４　已知定义在犚上的可导函数犳（狓），其导函数
犳′（狓）满足犳（狓）＋狓·犳′（狓）＞０，若犪＞犫，则（　　）．
Ａ．犪犳（犫）＞犫犳（犪） Ｂ．犫犳（犪）＞犪犳（犫）
Ｃ．犪犳（犪）＞犫犳（犫） Ｄ．犫犳（犫）＞犪犳（犪）
【分析】构造函数犵（狓）＝狓犳（狓），利用函数的单调性比较
大小．

【解析】令犵（狓）＝狓犳（狓），则犵′（狓）＝犳（狓）＋狓犳′（狓），因为
狓∈犚，犳（狓）＋狓·犳′（狓）＞０，即犵′（狓）＞０，所以犵（狓）在犚
上单调递增，又犪＞犫，则犵（犪）＞犵（犫），即犪犳（犪）＞犫犳（犫）．
故选Ｃ．

【评注】通过挖掘函数的形式，从而构造函数，再利用函数的
单调性比较大小，是比较大小的常用方法．
变式１　设函数犳（狓），犵（狓）分别是定义在（－∞，０）∪（０，
＋∞）上的奇函数和偶函数，当狓＜０时，犳′（狓）犵（狓）＋
犳（狓）犵′（狓）＞０，且犵（－３）＝０，则不等式犳（狓）犵（狓）＜０的
解集是（　　）．
Ａ．（－３，０）∪（０，３） Ｂ．（－３，０）∪（３，＋∞）
Ｃ．（－∞，－３）∪（０，３）Ｄ．（－∞，－３）∪（３，＋∞）
典例五　构造法在数列问题中的应用举例
例３．５　设等差数列｛犪狀｝的前狀项和为犛狀，已知（犪２－１）３＋
２０１５（犪２－１）＝１，（犪２０１４－１）３＋２０１５（犪２０１４－１）＝－１，则
犛２０１５＝　　　，犪２　　　犪２０１５（填“＞”、“＜”或“＝”）．
【分析】构造函数犳（狓）＝狓３＋２０１５狓，狓∈犚，利用函数的奇偶
性与单调性综合求解．

【解析】令犳（狓）＝狓３＋２０１５狓，狓∈犚，
函数犳（狓）在犚上单调递增且为奇函数．
由题意知犳（犪２－１）＝１，犳（犪２０１４－１）＝－１，
即犳（犪２－１）＋犳（犪２０１４－１）＝０，
可得犪２－１＋犪２０１４－１＝０，即犪２＋犪２０１４＝２，
故犛２０１５＝２０１５（犪１＋犪２０１５）２ ＝２０１５（犪２＋犪２０１４）２ ＝２０１５．
又犳（犪２０１４－１）＜犳（犪２－１），得犪２＞犪２０１４，
所以等差数列｛犪狀｝单调递减，故犪２＞犪２０１５．
变式１　设函数犳（狓）＝（狓－３）３＋狓－１，｛犪狀｝是公差不为０
的等差数列，犳（犪１）＋犳（犪２）＋…＋犳（犪７）＝１４，则犪１＋犪２
＋…＋犪７＝（　　）．
Ａ．０ Ｂ．７ Ｃ．１４ Ｄ．２１
例３．６　若对任意狓＞０， 狓

狓２＋３狓＋１≤犪恒成立，则犪的取
值范围是　　　　　　．

【分析】构造函数，令犳（狓）＝ 狓
狓２＋３狓＋１，要使不等式恒成立，
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１０　　　

需犪≥犳（狓）ｍａｘ，因此问题转化为求犳（狓）的最大值问题．
【解析】根据题意，令犳（狓）＝ 狓

狓２＋３狓＋１＝
１

狓＋１狓＋３
，

当狓＞０时，根据基本不等式可知狓＋１狓≥２，

故犳（狓）≤１
２＋３＝

１
５．当且仅当狓＝１时，取得最大值

１
５．

因此，若不等式恒成立，犪的取值范围为１
５，＋∞［ ）．

变式１　已知点犘在曲线狔＝４
ｅ狓＋１上，α为曲线在点犘处

的切线的倾斜角，则α的取值范围是（　　）．
Ａ．０，π［ ）４ Ｂ．π４，

π［ ）２Ｃ．π２，
３π（ ］４Ｄ．３π４，［ ）π

� � @ 3 �

１．若实数狓，狔满足狓－狔＋１≤０
狓＞｛０ ，则狔狓的取值范围是（　　）．

Ａ．（０，１） Ｂ．（０，１］ Ｃ．（１，＋∞）Ｄ．［１，＋∞）

２．已知ｃｏｓα－π（ ）６＋ｓｉｎα＝槡４３５，则ｓｉｎα＋７π（ ）６＝（　　）．

Ａ．－槡２５５ Ｂ．槡２５５ Ｃ．－４５ Ｄ．４５
３．已知犪＝ｌｎ２２，犫＝

ｌｎ３
３，犮＝

ｌｎ５
５，则实数犪，犫，犮的大小关系

为（　　）．
Ａ．犪＞犫＞犮Ｂ．犮＞犫＞犪Ｃ．犫＞犮＞犪Ｄ．犫＞犪＞犮

４．若α，β∈－π２，
π［ ］２，且αｓｉｎα－βｓｉｎβ＞０，则下列结论中

正确的是（　　）．
Ａ．α＞β Ｂ．α＋β＞０Ｃ．α＜β Ｄ．α２＞β２

图１１６

５．在等腰直角三角形犃犅犆中，犃犅＝犃犆
＝４，点犘是边犃犅上异于犃，犅的一
点，光线从点犘出发，经犅犆，犆犃反射
后又回到原点犘，如图１１６所示．若光
线犙犚经过△犃犅犆的重心，则犃犘
＝（　　）．
Ａ．２ Ｂ．１ Ｃ．８３ Ｄ．４３

６．在△犃犅犆中，犕是犅犆的中点，犃犕＝３，犅犆＝１０，则→犃犅·→犃犆＝ ．
７．设犃，犅，犆∈０，π（ ）２，且ｓｉｎ犃－ｓｉｎ犅＝ｓｉｎ犆，ｃｏｓ犃－ｃｏｓ犅
＝－ｃｏｓ犆，则犃－犅＝ ．

８．已知等比数列｛犪狀｝的前狀项和犛狀＝狋·５狀－２，则实数狋的
值为 ．

９．正四面体的棱长为２，四个顶点在同一个球面上，则该球
的表面积为 ．

１０．函数犳（狓）＝６狓３＋９狓＋１满足犳（犪）＋犳（犪－１）＞２，则实
数犪的取值范围是 ．

１１．不等式狓２－３＞犪狓－犪对一切３≤狓≤４恒成立，则实数犪

的取值范围是 ．
１２．ｓｉｎ２０°ｃｏｓ７０°＋ｓｉｎ１０°ｓｉｎ５０°＝ ．
１３．若狓，狔为实数，且４狓２＋狔２＋狓狔＝１，则２狓＋狔的最大值
是 ．

１４．已知函数犳（狓）＝３狓－２２狓－１狓≠（ ）１２，则犳１（ ）２０１２＋

犳２（ ）２０１２＋…＋犳２０１１（ ）２０１２＝ ．

方法四　特例法

� " � E

　　所谓特例法，具体来说就是特殊情形：如使用特殊的数
值、向量、点、数列、函数、位置、图形来代替一般情形，利用
一个问题在某一特殊情况下不真，则它在一般情况下也不
真的原理，由此判明选项的真伪，从而达到快速解题的目
的．用特例法解选择题，特例取得越简单、越特殊越好，同
时，需要强调一点：利用特例法求解选择题的作用不是“选
择”出正确选项，而是“排除”掉错误选项，即特例不成立时，
一般性结论也不成立；但特例即便成立，一般性结论也不一
定成立！即如果我们使用一次特例无法排除掉全部伪项，
这就要求我们选择更多、更好的特例再次加以排除，直到得
到正确选项．用特例法解填空题时，首先要深入分析题设条
件，当填空题的结论唯一或题设中提供的信息暗示答案唯
一时，就可以把题中变化的不定量用特殊量代替，从而得出
正确的结果．

� � 1 @

典例一　特殊数列的应用举例
例４．１　设犪１，犪２，…，犪８为各项都大于零的等差数列，公差
犱≠０，则（　　）．
Ａ．犪１犪８＞犪４犪５ Ｂ．犪１犪８＜犪４犪５
Ｃ．犪１＋犪８＞犪４＋犪５ Ｄ．犪１犪８＝犪４犪５
【分析】本题用特殊数列法，代入各选项中逐一检验，因为对
于特殊数列不成立的结论，一般数列也不成立．

【解析】依题意，可取犪１＝１，犪２＝２，…，犪８＝８．犪１犪８＝８，犪４犪５
＝２０，所以犪１犪８＜犪４犪５．故选Ｂ．

【评注】多思少算，特值判断．这里所谈到的特值不仅限于特
殊值求解，还包括特殊角度、特殊函数、特殊数列、特殊位
置、特殊图形等．
变式１　已知等差数列｛犪狀｝的公差犱≠０，且犪１，犪３，犪９成等
比数列，则犪１＋犪３＋犪９犪２＋犪４＋犪１０＝ ．
典例二　特殊值的应用举例
例４．２　若０＜犪１＜犪２，０＜犫１＜犫２，且犪１＋犪２＝犫１＋犫２＝１，
则下列代数式中值最大的是（　　）．
Ａ．犪１犫１＋犪２犫２ Ｂ．犪１犪２＋犫１犫
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１１　　　

Ｃ．犪１犫２＋犪２犫１ Ｄ．１２
【分析】不等式大小的比较，常可利用符合题意的特殊值
判断．

【解析】令犪１＝１３，犪２＝
２
３，犫１＝

１
４，犫２＝

３
４，则犪１犫１＋犪２犫２＝

７
１２，犪１犪２＋犫１犫２＝

２
９＋

３
１６＝

５９
１４４，犪１犫２＋犪２犫１＝

５
１２，

故犪１犫１＋犪２犫２最大．故选Ａ．
变式１　设犪，犫∈犚，定义运算“∧”和“∨”如下：

犪∧犫＝犪，犪≤犫
犫，犪＞｛ 犫，犪∨犫＝

犫，犪≤犫
犪，犪＞｛ 犫．

若正数犪，犫，犮，犱满足犪犫≥４，犮＋犱≤４，则（　　）．
Ａ．犪∧犫≥２，犮∧犱≤２ Ｂ．犪∧犫≥２，犮∨犱≤２
Ｃ．犪∨犫≥２，犮∧犱≤２ Ｄ．犪∨犫≥２，犮∨犱≤２
典例三　特殊图形的应用举例
例４．３　△犃犅犆的外接圆的圆心为犗，犃犅＝２，犃犆槡＝３，则→犃犗·→犅犆＝ ．
【分析】由向量数量积的几何意义知，→犃犗·→犅犆＝→犃犗·→犃犆－→（ ）犃犅
＝→犃犗·→犃犆－→犃犗·→犃犅，再由圆的垂径定理知，→犃犗·→犅犆只
和→犃犆与→犃犅的模长有关系，和→犃犅，→犃犆的夹角无关．故可用
特殊三角形求解本题．

【解析】利用特殊图形．若△犃犅犆为直角三角形，且犆为直
角．则犗为犃犅的中点，如图１１７所示．
在Ｒｔ△犃犅犆中，ｃｏｓ犅＝犅犆犃犅＝

１
２，

所以ｃｏｓ〈→犅犃，→犅犆〉＝１２，
则→犃犗·→犅犆＝－１２→犅犃·→犅犆＝－

１
２
→ →犅犆犅犃ｃｏｓ犅＝

－１２
→犅犆２＝－１２．

图１１７
　　　

图１１８
【评注】本题若利用数量积的几何意义（向量投影）理解并求
解则更为简捷一些．在直角三角形犃犅犆中，→犃犗·→犅犆＝
－１２

→犅犃·→犅犆＝－１２｜→犅犆｜２＝－
１
２．下面利用上面的观点

（向量投影）一般性求解本题．如图１１８所示，在△犃犅犆
中，过点犗作犗犇⊥犃犅于点犇，过点犗作犗犈⊥犃犆于点犈．→犃犗·→犅犆＝→犃犗·（→犃犆－→犃犅）＝→犃犗·→犃犆－→犃犗·→犃犅＝
｜→犃犈｜｜→犃犆｜－｜→犃犇｜｜→犃犅｜＝槡３２槡×３－１×２＝－１２．
变式１　如图１１９所示，犗，犃，犅是平面上三点，向量→犗犃＝犪，→犗犅＝犫，在平面犃犗犅上，犘是线段犃犅垂直平分线上任意一
点，向量→犗犘＝狆，且犪＝３，犫＝２，则狆·（犪－犫）的值
是（　　）．

Ａ．５ Ｂ．５２ Ｃ．３ Ｄ．３２

图１１９
典例四　特殊位置的应用举例
例４．４　如图１２０所示，在△犃犅犆中，点犗是犅犆的中点，
过点犗的直线分别交直线犃犅，犃犆于不同的两点犕，犖，
若→犃犅＝ →犿犃犕，→犃犆＝→狀犃犖，则犿＋狀＝ ．

【解析】用特殊位置法．当犕点与犅点重合，犖点与犆点重
合，→犃犅＝→犃犕，且→犃犆＝→犃犖，则犿＋狀＝２．

【评注】推演法：如图１２１所示，连接犃犗．
→犃犗＝→犃犅＋→犃犆２ ＝犿２

→犃犕＋狀２→犃犖．
又犕，犗，犖三点共线，则犿２＋

狀
２＝１，即犿＋狀＝２．

图１２０
　　

图１２１

D

G
Q

P
CB

A

图１２２

变式１　如图１２２所示，犌为△犃犅犆的重
心，点犘在犃犅上，点犙在犃犆上，且犘犙
过△犃犅犆的重心犌，→犃犘＝ →犿犃犅，→犃犙＝
→狀犃犆，则１犿＋

１
狀＝　　　　　　．

例４．５　如图１２３所示，抛物线犆１：狔２＝
２狆狓和圆犆２：狓－狆（ ）２２

＋狔２＝狆
２

４，其中

狆＞０，直线犾经过犆１的焦点，依次交犆１，犆２于犃，犅，犆，犇
四点，则→犃犅·→犆犇＝（　　）．
Ａ．狆

２

４ Ｂ．狆
２

３ Ｃ．狆
２

２ Ｄ．狆２

图１２３
【分析】由选项知→犃犅·→犆犇的值为定值，故满足一般情形下的
定值，即特殊位置下也为定值．本题用特殊位置，即直线















 犾
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１２　　　

垂直于狓轴进行计算得到→犃犅·→犆犇的值．
【解析】若直线犾垂直于狓轴，则犃狆

２，－（ ）狆，犇狆
２，（ ）狆，

犅狆
２，－

狆（ ）２，犆狆
２，
狆（ ）２，则→犃犅＝０，狆（ ）２，→犆犇＝

０，狆（ ）２，则→犃犅·→犆犇＝狆２４．故选Ａ．
【评注】利用特殊位置求解简捷，对“秒杀”选择题起到了事
半功倍的作用．另外，本题中的特例使用还可以更为彻
底，如取狆＝２，同时使用直线犾垂直于狓轴，则各个点的
坐标及计算更为简捷，此时四个选项变为：
Ａ．１ Ｂ．４３ Ｃ．２ Ｄ．４

而犃（１，－２），犅（１，－１），犆（１，１），犇（１，２），则→犃犅＝
（０，１），→犆犇＝（０，１），则→犃犅·→犆犇＝１．故选Ａ．
变式１　已知椭圆狓

２

犪２＋
狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０），犕，犖是椭圆的

左，右顶点，犘是椭圆上任意一点，且直线犘犕，犘犖的斜
率分别为犽１，犽２（犽１犽２≠０），则犽１犽２＝ ．
变式２　设直线犾与抛物线狔２＝２狆狓（狆＞０）相交于犃，犅两
点，犗为坐标原点，若犗犃⊥犗犅，则直线犾与狓轴的交点为
（　　）．
Ａ．狆２，（ ）０ Ｂ．（狆，０） Ｃ．（２狆，０）Ｄ．（４狆，０）

典例五　特殊函数法应用举例
给定函数犳（狓）（不给出函数解析式或者无法求出解析

式），利用其具备的一些性质来研究其另外的一些性质时，
由于没有给出具体的解析式，在解题时往往无从下手，或者
直接推理比较复杂；由于选择题只要结果而不需要推导过
程，因此这类问题可以使用特殊代替一般的思路来解决，往
往可以根据题意找一个特殊函数（有时候是一幅草图），利
用特殊函数（或草图）的性质来解题．
例４．６　已知犳（狓）是定义在犚上的函数，导函数犳′（狓）满
足犳′（狓）＜犳（狓），且对于狓∈犚恒成立，则（　　）．
Ａ．ｅ２０１５·犳（－２０１５）＜犳（０），犳（２０１５）＞ｅ２０１５·犳（０）
Ｂ．ｅ２０１５·犳（－２０１５）＜犳（０），犳（２０１５）＜ｅ２０１５·犳（０）
Ｃ．ｅ２０１５·犳（－２０１５）＞犳（０），犳（２０１５）＞ｅ２０１５·犳（０）
Ｄ．ｅ２０１５·犳（－２０１５）＞犳（０），犳（２０１５）＜ｅ２０１５·犳（０）
【分析】本题考查导数的运算，由题目给出的条件结合选项
分析函数的解析式，属于逆向思维，有一定的难度．

【解析】解法一（特殊函数法）：
因为犳′（狓）＜犳（狓）对于狓∈犚恒成立，故可取犳（狓）＝ｅ－狓，
验证可知选Ｄ．
解法二（构造法）：
令犵（狓）＝犳（狓）ｅ狓，则犵′（狓）＝犳′（狓）ｅ

狓－犳（狓）ｅ狓
（ｅ狓）２ ＜０，

即犵（狓）＝犳（狓）ｅ狓在犚上是减函数，
故有犵（－２０１５）＞犵（０），
即犳（－２０１５）ｅ－２０１５ ＞犳（０）ｅ０，即ｅ

２０１５·犳（－２０１５）＞犳（０），

同理，犳（２０１５）ｅ２０１５ ＜犳（０）ｅ０，即犳（２０１５）＜ｅ
２０１５·犳（０）．故选Ｄ．

【评注】本题也可选用特殊函数犳（狓）＝１，更快地得到答
案Ｄ．
变式１　已知定义在犚上的可导函数犳（狓）的导数为
犳′（狓）．满足犳′（狓）＜犳（狓），且犳（狓＋２）为偶函数，犳（４）＝
１，则不等式犳（狓）＜ｅ狓的解集为（　　）．
Ａ．（－２，＋∞） Ｂ．（０，＋∞）
Ｃ．（１，＋∞） Ｄ．（４，＋∞）
变式２　定义在犚上的函数犳（狓）关于点（２，０）对称，且在
［２，＋∞）上单调递增，如果狓１＋狓２＞４，且（狓１－２）（狓２－
２）＜０，则犳（狓１）＋犳（狓２）与０的大小关系是（　　）．
Ａ．犳（狓１）＋犳（狓２）＞０ Ｂ．犳（狓１）＋犳（狓２）＝０
Ｃ．犳（狓１）＋犳（狓２）＜０ Ｄ．无法判断

� � @ 3 �

１．设函数犳（狓）和犵（狓）分别是犚上的偶函数和奇函数，则下
列结论中恒成立的是（　　）．
Ａ．犳（狓）＋犵（狓）是偶函数
Ｂ．犳（狓）－犵（狓）是奇函数
Ｃ．犳（狓）＋犵（狓）是偶函数
Ｄ．犳（狓）－犵（狓）是奇函数

２．若等比数列的各项均为正数，前狀项的和为犛，前狀项的
积为犘，前狀项倒数的和为犕，则有（　　）．
Ａ．犘＝犛犕 Ｂ．犘＞犛犕
Ｃ．犘２＝犛（）犕狀

Ｄ．犘２＞犛（）犕狀

３．若犪＞犫＞１，犘＝ｌｇ犪·ｌｇ槡 犫，犙＝１２（ｌｇ犪＋ｌｇ犫），犚＝

ｌｇ犪＋犫（ ）２，则（　　）．
Ａ．犚＜犘＜犙 Ｂ．犘＜犙＜犚
Ｃ．犙＜犘＜犚 Ｄ．犘＜犚＜犙

４．在△犃犅犆中，犆为钝角，设ｓｉｎ犃＋ｓｉｎ犅＝犿，ｃｏｓ犃＋ｃｏｓ犅
＝狀，ｓｉｎ犆＝狆，则犿，狀，狆的大小关系是（　　）．
Ａ．狆＜狀＜犿 Ｂ．狀＜狆＜犿
Ｃ．狆＜犿＜狀 Ｄ．犿＜狆＜狀

５．已知犃，犅，犆，犇是抛物线狔２＝８狓上的点，犉是抛物线的
焦点，且→犉犃＋→犉犅＋→犉犆＋→犉犇＝０，则→犉犃＋→犉犅＋→犉犆＋→犉犇的值为（　　）．
Ａ．２ Ｂ．４ Ｃ．８ Ｄ．１６

６．如果对于任意实数狓，［狓］表示不超过狓的最大整数．例如
［３．２７］＝３，［０．６］＝０，那么“［狓］＝［狔］”是“狓－狔＜１”
的（　　）．
Ａ．充分不必要条件 Ｂ．必要不充分条件
Ｃ．充要条件 Ｄ．既不充分也不必要条件

７．设整数狀≥４，集合犡＝｛１，２，３，…，狀｝．令集合犛＝｛（狓，狔，
狕）｜狓，狔，狕∈犡｝，且三条件狓＜狔＜狕，狔＜狕＜狓，狕＜狓＜狔恰
有一个成立，若（狓，狔，狕）和（狕，狑，狓）都在犛中，则下列选
项中正确的是（　　）．
Ａ．（狔，狕，狑）∈犛，（狓，狔，狑）











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１３　　　

Ｂ．（狔，狕，狑）∈犛，（狓，狔，狑）∈犛
Ｃ．（狔，狕，狑）犛，（狓，狔，狑）∈犛
Ｄ．（狔，狕，狑）犛，（狓，狔，狑）犛

８．已知事件“在矩形犃犅犆犇的边犆犇上随机取一点犘，使
△犃犘犅的最大边是犃犅”发生的概率为１２，则

犃犇
犃犅＝（　　）．

Ａ．１２ Ｂ．１４ Ｃ．槡３２ Ｄ．槡７４
９．设犪，犫，犮为实数，犳（狓）＝（狓＋犪）（狓２＋犫狓＋犮），犵（狓）＝
（犪狓＋１）（犮狓２＋犫狓＋１）．记集合犛＝狓犳（狓）＝０，狓∈｛ ｝犚，
犜＝狓犵（狓）＝０，狓∈｛ ｝犚，若犛，犜分别为集合犛，犜
的元素个数，则下列结论中不可能的是（　　）．
Ａ．犛＝１且犜＝０ Ｂ．犛＝１且犜＝１
Ｃ．犛＝２且犜＝２ Ｄ．犛＝２且犜＝３

１０．已知犪，犫，犮为等比数列，犫，犿，犪和犫，狀，犮是两个等差数
列，则犪犿＋

犮
狀＝ ．

１１．若α∈犚，则ｓｉｎ２α－π（ ）６＋ｓｉｎ２α＋π（ ）６－ｓｉｎ２α的值等
于 ．

１２．已知函数犳（狓）＝２ｃｏｓ２狓＋２犪ｓｉｎ狓ｃｏｓ狓－１的图像关于直
线狓＝π８对称，则犪＝ ．

１３．在△犃犅犆中，如果ｓｉｎ犃∶ｓｉｎ犅∶ｓｉｎ犆＝５∶６∶８，那么此三角
形最小角的余弦值是 ．

１４．在三棱锥犗－犃犅犆中，三条棱犗犃，犗犅，犗犆两两垂直，且
犗犃＞犗犅＞犗犆，分别经过三条棱犗犃，犗犅，犗犆作一个截
面，使其平分三棱锥的体积，截面面积依次为犛１，犛２，犛３，
则犛１，犛２，犛３的大小关系为 ．

图１２４

１５．如图１２４所示，在三棱柱犃犅犆－
犃１犅１犆１中，若犈，犉分别为犃犅，犃犆
的中点，平面犈犅１犆１犉将三棱柱分
成体积为犞１，犞２的两部分（犞１＞
犞２），那么犞１∶犞２＝ ．

１６．（１）若函数犳（狓）＝１
２狓－１＋犪是奇

函数，则犪＝ ；
（２）若函数犳（狓）＝１

２狓＋１＋犪是奇函数，则犪＝ ．
１７．函数犳（狓）＝犕ｓｉｎ（ω狓＋φ）（ω＞０）在区间［犪，犫］上是增函
数，且犳（犪）＝－犕，犳（犫）＝犕，则给出函数犵（狓）＝
犕ｃｏｓ（ω狓＋φ）在区间［犪，犫］上的以下结论：
①是增函数；②是减函数；③可以取得最大值犕；④可以
取得最小值－犕；⑤值域为［０，犕］．其中正确结论的序号
为 ．

１８．函数狔＝犳（狓）的定义域为［－１，０）∪（０，１］，其图像上任
一点犘（狓，狔）满足狓２＋狔２＝１．
①函数狔＝犳（狓）一定是偶函数；
②函数狔＝犳（狓）可能既不是偶函数，也不是奇函数；
③函数狔＝犳（狓）可以是奇函数；
④函数狔＝犳（狓）如果是偶函数，其值域是［０，１）或（－１，０］；
⑤函数狔＝犳（狓）值域是（－１，１），则一定是奇函数．

其中正确命题的序号是 （填上所有正确的序号）．

方法五　排除法

� " � E

　　数学选择题的解题本质就是去伪存真，通过对试题的
观察、分析，将各选项逐个代入题中进行验证，舍弃不符合
题目要求的错误答案，找到符合题意的正确结论．

排除法就是充分运用选择题中单选题的特征———“答案唯
一”，即四个选项中有且只有一个答案正确，从选项入手，根据
题设条件与各选项的关系，通过分析、推理、计算、判断，对选项
进行筛选，将其中与题设相矛盾的干扰项逐一排除，缩小选择
的范围，再从其余的结论中求得正确的答案．排除法的思维路
径是：阅读—反射—估算—判断—排除．

� � 1 @

典例一　排除法在函数图像识别问题中的应用举例
例５．１　已知犪是实数，则函数犳（狓）＝１＋犪ｓｉｎ犪狓的图像
不可能獉獉獉是（　　）．

Ａ．
　

Ｂ．

Ｃ．
　

Ｄ．
【分析】本题需要根据题设逐一对答案进行分析．因此，采用
排除法最为合适．

【解析】首先看最为特殊的Ｃ选项，易知当犪＝０时，Ｃ选项
正确，排除Ｃ；再看Ａ，Ｂ，Ｄ之间最大的区别就是振幅与周
期．根据解析式可知，振幅为犪，周期为２π犪，当犪＞１
时，犜＜２π；当犪＜１时，犜＞２π．故Ａ，Ｂ选项正确，排除
Ａ，Ｂ．故选Ｄ．

【评注】根据解析式确定函数图像，解决此类问题的关键在
于熟悉各类函数的周期及其性质．
变式１　函数犳（狓）＝（１－ｃｏｓ狓）ｓｉｎ狓在［－π，π］的图像大
致为（　　）
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１４　　　

Ａ．
　

Ｂ．

Ｃ．
　

Ｄ．
典例二　排除法在解三角方程问题中的应用举例
例５．２　已知函数犳（狓）＝ｓｉｎ狓，狓∈０，５π（ ）２，若方程犳（狓）＝
犪有三个不同的实数根，且三个根由小到大依次成等比数
列，则犪的值是（　　）．
Ａ．１２ Ｂ．槡２２ Ｃ．槡３２ Ｄ．１

【分析】将各选项逐个代入题设中进行验证．
【解析】选项Ａ，将犪＝１２代入犳（狓）＝犪中，得狓１＝

π
６，狓２＝

５π
６，狓３＝

１３π
６，不满足狓

２２＝狓１狓３，故排除选项Ａ；

选项Ｂ，将犪＝槡２２代入犳（狓）＝犪中，得狓１＝π４，狓２＝
３π
４，

狓３＝９π４，满足狓
２２＝狓１狓３，即三个根狓１，狓２，狓３成等比数列；

选项Ｃ，将犪＝槡３２代入犳（狓）＝犪中，得狓１＝π３，狓２＝
２π
３，

狓３＝７π３，不满足狓
２２＝狓１狓３，故排除选项Ｃ；

选项Ｄ，将犪＝１代入犳（狓）＝犪中得狓＝π２，在区间

０，５π（ ）２上只有一解不满足方程犳（狓）＝犪有三个不同的
实数根，故排除选项Ｄ．故选Ｂ．

【评注】如图１２５所示，函数犳（狓）＝ｓｉｎ狓，狓∈０，５π（ ）２，因为

α，π－α，２π＋α成等比数列（其中α∈０，π（ ）２），所以

（π－α）２＝α（２π＋α），解得α＝π４，所以犪＝ｓｉｎ
π
４＝
槡２
２．

图１２５
变式１　若ｓｉｎα＋ｃｏｓα＝ｔａｎα０＜α＜π（ ）２，则α∈（　　）．

Ａ．０，π（ ）６ Ｂ．π６，
π（ ）４Ｃ．π４，

π（ ）３Ｄ．π３，
π（ ）２

典例三　排除法在平面向量问题中的应用举例
例５．３　设犃１，犃２，犃３，犃４是平面直角坐标系中两两不同
的四点，若犃１犃→３＝λ犃１犃→２（λ∈犚），犃１犃→４＝μ犃１犃→２（μ∈犚），
且１λ＋

１
μ＝２，则称犃３，犃４调和分割犃１，犃２．已知平面上

的点犆，犇调和分割犃，犅，则下面说法中正确的是（　　）．
Ａ．犆可能是线段犃犅的中点
Ｂ．犇可能是线段犃犅的中点
Ｃ．犆，犇可能同时在线段犃犅上
Ｄ．犆，犇不可能同时在线段犃犅的延长线上
【分析】将各选项逐个代入进行验证．
【解析】依题意，若犆，犇调和分割犃，犅，则有→犃犆＝λ→犃犅，→犃犇＝
μ→犃犅，且１λ＋

１
μ＝２；若犆是线段犃犅的中点，则有

→犃犆＝
１
２
→犃犅，此时λ＝１２．又

１
λ＋

１
μ＝２，所以

１
μ＝０，不可能成

立，排除Ａ；同理选项Ｂ也排除．对于选项Ｃ，当犆，犇同时
在线段犃犅上时，０＜λ＜１，０＜μ＜１，１λ＋

１
μ＞２，与条件

１
λ＋

１
μ＝２矛盾，因此选项Ｃ不正确，故排除Ｃ．故选Ｄ．

【评注】若犆，犇同时在线段犃犅的延长线上时，λ＞１，μ＞１，
１
λ＋

１
μ＜２与已知条件

１
λ＋

１
μ＝２相矛盾，故犆，犇不可

能同时在线段犃犅的延长线上．
变式１　设犪，犫是两个非零向量，则下列说法中正确的是
（　　）．
Ａ．若｜犪＋犫｜＝｜犪｜－｜犫｜，则犪⊥犫
Ｂ．若犪⊥犫，则｜犪＋犫｜＝｜犪｜－｜犫｜
Ｃ．若｜犪＋犫｜＝｜犪｜－｜犫｜，则存在实数λ，使得犫＝λ犪
Ｄ．若存在实数λ，使得犫＝λ犪，则｜犪＋犫｜＝｜犪｜－｜犫｜
典例四　排除法在立体几何问题中的应用举例
例５．４　如图１２６所示，在多面体犃犅犆犇犈犉中，犃犅犆犇是
边长为３的正方形，犈犉∥犃犅，犈犉＝３２，犈犉与面犃犅犆犇
的距离为２，则该多面体的体积是（　　）．
Ａ．９２ Ｂ．５ Ｃ．６ Ｄ．１５２

图１２６
【分析】本题采用排除法求解．
【解析】计算犞犉－犃犅犆犇＝１３·犛四边形犃犅犆犇·犱（犈犉，面犃犆）＝
１
３×３

２×２＝６，犞多面体犃犅犆犇犈犉＞犞犉－犃犅犆犇＝６．
观察Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ四个选项，只有选项Ｄ满足大于６．排除
Ａ，Ｂ，Ｃ．故选Ｄ．

【评注】推演法：如图１２７所示，取犃犅，犆犇的中点犘，犙，
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１５　　　

接犉犘，犉犙，犘犙，则犞多面体犃犅犆犇犈犉＝犞棱柱犃犇犈－犘犙犉＋犞棱锥犉－犅犆犙犘＝
１
２×３×２×

３
２＋

１
３×

３
２×３×２＝

１５
２．

图１２７
S

E

D C

BA
图１２８

变式１　如图１２８所示，已知正
四棱锥犛－犃犅犆犇所有棱长都为
１，点犈是侧棱犛犆上一动点，过
点犈垂直于犛犆的截面将正四棱
锥分成上、下两部分，记犛犈＝狓
（０＜狓＜１），设截面下面部分的
体积为犞（狓），则函数狔＝犞（狓）
的图像大致为（　　）．
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　　　Ａ． 　　　Ｂ．
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2

　　　Ｃ． 　　　Ｄ．
典例五　排除法在函数求值问题中的应用举例
例５．５　某校召开学生代表大会，规定各班：每１０人推选
一名代表，当各班人数除以１０的余数大于６时，再增选一
名代表，各班可推选的代表人数狔与该班的人数狓之间
的函数关系用取整函数狔＝［狓］（［狓］表示不大于狓的最
大整数）可以表示为（　　）．
Ａ．狔＝狓［］１０ Ｂ．狔＝狓＋３［ ］１０
Ｃ．狔＝狓＋４［ ］１０ Ｄ．狔＝狓＋５［ ］１０
【解析】记狔＝犳（狓），则犳（３６）＝３，犳（３７）＝４，由犳（３６）＝３，
排除Ｃ，Ｄ；再由犳（３７）＝４，排除Ａ．故选Ｂ．

【评注】本题解法也可理解为特例法．
变式１　设［狓］表示不大于狓的最大整数，则对任意实数
狓，有（　　）．
Ａ．［－狓］＝－［狓］ Ｂ．狓＋［ ］１２＝［狓］

Ｃ．［２狓］＝２［狓］ Ｄ．［狓］＋狓＋［ ］１２＝［２狓］

� � @ 3 �

１．下列函数中，既是偶函数，又在区间（１，２）内是增函数的
为（　　）．
Ａ．狔＝ｃｏｓ２狓，狓∈犚 Ｂ．狔＝ｌｏｇ２狓，狓∈犚且狓≠０
Ｃ．狔＝ｅ

狓－ｅ－狓
２，狓∈犚 Ｄ．狔＝狓３＋１，狓∈犚

２．设犪犫犮＞０，二次函数犳（狓）＝犪狓２＋犫狓＋犮的图像可能
是（　　）．

Ａ． Ｂ．

Ｃ． Ｄ．
３．对于函数犳（狓）＝犪ｓｉｎ狓＋犫狓＋犮（犪，犫∈犚，犮∈犣），选取犪，犫，
犮的一组值计算犳（１）和犳（－１），所得出的正确结果一定
不可能是（　　）．
Ａ．４和６ Ｂ．３和１ Ｃ．２和４ Ｄ．１和２

４．给出下列三个等式：犳（狓狔）＝犳（狓）＋犳（狔），犳（狓＋狔）＝
犳（狓）犳（狔），犳（狓＋狔）＝犳（狓）＋犳（狔）１－犳（狓）犳（狔）．下列函数中不满足
其中任何一个等式的是（　　）．
Ａ．犳（狓）＝３狓 Ｂ．犳（狓）＝ｓｉｎ狓
Ｃ．犳（狓）＝ｌｏｇ２狓 Ｄ．犳（狓）＝ｔａｎ狓

５．函数犳（狓）＝狓ｃｏｓ狓＋ｓｉｎ狓的图像大致为（　　）．

Ａ． Ｂ．

Ｃ． Ｄ．
６．某几何体的正视图与侧视图都是边长为１的正方形，且
体积为１２，则该几何体的俯视图可以是（　　）．

Ａ． Ｂ． Ｃ． Ｄ．
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１６　　　

７．若直线狔＝犽狓＋２与双曲线狓２－狔２＝６的右支交于不同
的两点，则犽的取值范围是（　　）．
Ａ．－槡１５３，槡１５（ ）３ Ｂ．０，槡１５（ ）３
Ｃ．－槡１５３，（ ）０ Ｄ．－槡１５３，（ ）－１

８．已知函数犳（狓）＝－狓２＋２狓，狓≤０
ｌｎ（狓＋１），狓＞｛ ０，若犳（狓）≥犪狓，则犪

的取值范围是（　　）．
Ａ．（－∞，０］Ｂ．（－∞，１］Ｃ．［－２，１］Ｄ．［－２，０］

９．已知ω＞０，函数犳（狓）＝ｓｉｎω狓＋π（ ）４在π
２，（ ）π上单调

递减，则ω的取值范围是（　　）．
Ａ．１２，［ ］５４ Ｂ．１２，［ ］３４
Ｃ．０，（ ］１２ Ｄ．（０，２］

１０．已知函数犳（狓）＝２犿狓２－２（４－犿）狓＋１，犵（狓）＝犿狓，若对
于任意实数狓，犳（狓）与犵（狓）至少有一个为正数，则实数犿
的取值范围是（　　）．
Ａ．（０，２） Ｂ．（０，８） Ｃ．（２，８） Ｄ．（－∞，０）

１１．已知函数的图像如图１２９所示，则其函数解析式可能
是（　　）．

图１２９
Ａ．犳（狓）＝狓２＋ｌｎ狓 Ｂ．犳（狓）＝狓２－ｌｎ狓
Ｃ．犳（狓）＝狓＋ｌｎ狓 Ｄ．犳（狓）＝狓－ｌｎ狓

１２．若０＜狓＜π２，则下列命题中正确的是（　　）．

Ａ．ｓｉｎ狓＜３π狓 Ｂ．ｓｉｎ狓＞３π狓

Ｃ．ｓｉｎ狓＜４π２狓
２ Ｄ．ｓｉｎ狓＞４π２狓

２

１３．在下列四个函数中，满足性质“对于区间（１，２）上的任意
狓１，狓２（狓１≠狓２），犳（狓２）－犳（狓１）＜狓２－狓１恒成立”
的只有（　　）．
Ａ．犳（狓）＝１狓 Ｂ．犳（狓）＝狓
Ｃ．犳（狓）＝２狓 Ｄ．犳（狓）＝狓２

１４．若长度为定值的线段犃犅的两端点分别在狓轴正半轴和
狔轴正半轴上移动，犗为坐标原点，则△犗犃犅的重心、内
心、外心、垂心的轨迹不可能是（　　）．
Ａ．点 Ｂ．线段
Ｃ．圆弧 Ｄ．抛物线的一部分

１５．已知点犘（３，－４）是双曲线狓
２

犪２－
狔２
犫２＝１（犪＞０，犫＞０）渐近

线上的一点，犈，犉是左、右两个焦点，若→犈犘·→犉犘＝０，则双
曲线方程为（　　）．

Ａ．狓
２

３－
狔２
４＝１ Ｂ．狓

２

４－
狔２
３＝１

Ｃ．狓
２

９－
狔２
１６＝１ Ｄ．狓

２

１６－
狔２
９＝１

１６．已知两点犕１，（ ）５４，犖－４，－（ ）５４，给出下列曲线方

程：①４狓＋２狔－１＝０；②狓２＋狔２＝３；③狓
２

２＋狔
２＝１；④狓

２

２－
狔２＝１．在曲线上存在点犘满足犕犘＝犖犘的所有曲
线方程是（　　）．
Ａ．①③ Ｂ．②④ Ｃ．①②③ Ｄ．②③④

方法六　信息迁移法

� " � E

　　所谓信息迁移法，是根据题目给出的信息（可能是已经
学过的知识，也可能是没有学过的知识），联系教科书中的
基本原理或方法，通过分析、转化，概括出二者之间在本质
上存在的共同因素，进行知识的迁移，从而使问题得以解决
的一种解题方法．

� � 1 @

典例一　信息迁移法在映射创新题中的应用举例
例６．１　设犞是全体平面向量构成的集合，若映射犳：犞→
犚满足：对任意向量犪＝（狓１，狔１）∈犞，犫＝（狓２，狔２）∈犞，
以及任意λ∈犚，均有犳（λ犪＋（１－λ）犫）＝λ犳（犪）＋
（１－λ）犳（犫）．则称映射犳具有性质犘．先给出如下映射：
①犳１：犞→犚，犳１（犿）＝狓－狔，犿＝（狓，狔）∈犞；
②犳２：犞→犚，犳２（犿）＝狓２＋狔，犿＝（狓，狔）∈犞；
③犳３：犞→犚，犳３（犿）＝狓＋狔＋１，犿＝（狓，狔）∈犞．
其中，具有性质犘的映射的序号为 （写出所有具
有性质犘的映射的序号）．

【解析】①：犳１（犿）＝狓－狔，犳１（λ犪＋（１－λ）犫）＝犳１（λ（狓１，狔１）＋
（１－λ）（狓２，狔２））＝犳（λ狓１＋（１－λ）狓２，λ狔１＋（１－λ）狔２）＝
λ（狓１－狔１）＋（１－λ）（狓２－狔２）＝λ犳（犪）＋（１－λ）犳（犫），具有
性质犘的映射．
同理，③：犳３（犿）＝狓＋狔＋１，犳３（λ犪＋（１－λ）犫）＝
犳３（λ（狓１，狔１）＋（１－λ）（狓２，狔２））＝犳（λ狓１＋（１－λ）狓２，
λ狔１＋（１－λ）狔２）＝λ（狓１＋狔１）＋（１－λ）（狓２＋狔２）＋１＝
λ（狓１＋狔１＋１）＋（１－λ）（狓２＋狔２＋１）＝λ犳（犪）＋（１－λ）犳（犫），
亦是具有性质犘的映射．②不符合．综上，填①③．

【评注】本题所给的新概念为“具有性质犘”，也就是判断是
否满足条件犳（λ犪＋（１－λ）犫）＝λ犳（犪）＋（１－λ）犳（犫），代入
犪，犫坐标进行验证即可．
变式１　设犛，犜是犚的两个非空子集，如果存在一个从犛
到犜的函数狔＝犳（狓）满足：
（ⅰ）犜＝｛犳（狓）｜狓∈犛｝；（ⅱ）对任意狓１，狓２∈犛，当狓１＜狓
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时，恒有犳（狓１）＜犳（狓２），那么称这两个集合“保序同构”，
现给出以下３对集合：
①犃＝犖，犅＝犖；
②犃＝｛狓｜－１≤狓≤３｝，犅＝｛狓｜－８≤狓≤１０｝；
③犃＝｛狓｜０＜狓＜１｝，犅＝犚．
其中，“保序同构”的集合对的序号是 （写出所有
“保序同构”的集合对的序号）．
典例二　信息迁移法在函数创新题中的应用举例
例６．２　已知函数犳（狓）＝１＋狓－狓

２

２＋
狓３
３－

狓４
４＋…＋

狓２０１３
２０１３，设犵（狓）＝犳（狓＋４），且函数犵（狓）的零点均在区间
［犪，犫］（犪＜犫，犪，犫∈犣）内，圆狓２＋狔２＝犫－犪的面积的最小
值是（　　）．
Ａ．π Ｂ．２π Ｃ．３π Ｄ．４π

【分析】本题解题的关键在于确定函数犳（狓）的零点所在
区间．

【解析】令犳′（狓）＝１－狓＋狓２－狓３＋…＋狓２０１２（狓∈犚）．当狓＝
０时，犳′（狓）＝１＞０；当狓＜０时，犳′（狓）＞０；当狓＝１时，
犳′（狓）＝１＞０；当狓＞０且狓≠１时，犳′（狓）＝１＋狓

２０１３

１＋狓，
犳′（狓）＞０．综上，犳′（狓）在犚上恒为正，故犳（狓）在犚上单
调递增．又犳（０）＝１＞０，犳（－１）＝１－１－１２－

１
３－

１
４－

…－１
２０１３＝－

１
２＋

１
３＋…＋

１（ ）２０１３＜０．故犳（狓）的零点
狓０∈［－１，０］，所以犵（狓）＝犳（狓＋４）的零点狓０－４∈［－５，
－４］．依题意得［－５，－４］［犪，犫］，即当犫＝－４，犪＝－５时，
犫－犪取最小值为１．所以圆狓２＋狔２＝１，其面积为π．故选Ａ．
【评注】利用求导解决本题的单调性是亮点之一．
变式１　若以曲线狔＝犳（狓）上任意一点犕（狓，狔）为切点作
切线犾，曲线上总存在异于犕的点犖（狓１，狔１），以点犖为
切点作切线犾１，且犾∥犾１，则称曲线狔＝犳（狓）具有“可平行
性”，下列曲线具有“可平行性”的编号为 ．
①狔＝狓３－狓 ②狔＝狓＋１狓
③狔＝ｓｉｎ狓 ④狔＝（狓－２）２＋ｌｎ狓
典例三　信息迁移法在平面向量创新题中的应用举例
例６．３　给定模长为１的平面向量→犗犃和→犗犅，它们的夹角为
１２０°．如图１３０所示，点犆在以犗为圆心的圆弧︵犃犅上变
动，若→犗犆＝→狓犗犃＋狔→犗犅，其中狓，狔∈犚，则狓＋狔的最大值
是 ．

图１３０
【解析】如图１３１所示，连接犃犅交犗犆于点犇，由犃，犅，犇
三点共线，则→犗犇＝λ→犗犃＋（１－λ）→犗犅，且０＜λ＜１．
设→犗犆＝→犽犗犇，故→犗犆＝犽λ→犗犃＋（１－λ）→［ ］犗犅＝λ→犽犗犃＋（１
－λ）→犽犗犅＝→狓犗犃＋狔→犗犅，则狓＋狔＝犽，要求狓＋狔的最大

值，即求犽的最大值．犽＝
→犗犆→犗犇＝１→犗犇，当犗犆⊥犃犅时，

则→犗犇ｍｉｎ＝
→犗犃
２＝１２，故犽ｍａｘ＝２，因此狓＋狔的最大

值为２．

图１３１
变式１　已知扇形犃犗犅，中心角为６０°，点犆为弧︵犃犅上一动
点，且满足→犗犆＝→狓犗犃＋狔→犗犅，其中狓，狔∈犚，如图１３２所
示，则狓＋３狔的取值范围是 ．

图１３２

典例四　信息迁移法在解析几何创新题中的应用举例
例６．４　已知点犃（０，２），犅（２，０），若点犆在函数狔＝狓２的
图像上，则使得△犃犅犆的面积为２的点犆的个数
为（　　）．
Ａ．４ Ｂ．３ Ｃ．２ Ｄ．１

【解析】假设存在符合题意的点犆，过犆作犃犅的平行线犾，因
为犽犃犅＝－１，则可设犾：狔＝－狓＋犿，又犾犃犅：狔＝－狓＋２，则
两直线间的距离为犱＝犿－２

槡２，又犛△犃犅犆＝１２犃犅·犱＝

２，所以犱槡＝２，故犿－２＝２，解得犿＝０或犿＝４，如
图１３３所示，易知犾：狔＝－狓与狔＝－狓＋４分别与抛物
线狔＝狓２各有两个交点，综上，狔＝狓２上有４个点犆．
故选Ａ．

图１３３
变式１　已知抛物线犠：狔２＝狓及直线犿：狔＝狓－４，矩形
犃犅犆犇的顶点犃，犅在犿上，犆犇在犠上，经过犆犇的直线
记为犾，给出下列四个命题：
①犛＞０，使矩形犃犅犆犇的面积为犛的直线犾不存在；
②犛＞０，使矩形犃犅犆犇的面积为犛的直线犾仅有一条；
③犛＞０，使矩形犃犅犆犇的面积为犛的直线犾仅有两条；
④犛＞０，使矩形犃犅犆犇的面积为犛的直线犾仅有三条．
其中所有真命题的序号是（　　）．
Ａ．①②④ Ｂ．②③ Ｃ．③④ Ｄ．
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１．若函数犳（狓）＝－狓·ｅ狓，则下列命题中正确的
是 ．
①犪∈－∞，１（ ）ｅ，狓０∈犚，使得犳（狓０）＞犪；

②犪∈１
ｅ，＋∞（ ），狓０∈犚，使得犳（狓０）＞犪；

③狓∈犚，犪∈－∞，１（ ）ｅ，都有犳（狓）＞犪；

④狓∈犚，犪∈１
ｅ，＋∞（ ），都有犳（狓）＞犪．

２．给出下列命题：
①若ｓｉｎα－ｔａｎα＞０则α是第二或第四象限角；
②平面直角坐标系中有三个点犃（４，５），犅（－２，２），
犆（２，０），则ｔａｎ∠犃犅犆＝４３；
③若犪＞１，犫＞１，且ｌｇ（犪＋犫）＝ｌｇ犪＋ｌｇ犫，则ｌｇ（犪－１）＋
ｌｇ（犫－１）的值为１；
④设［犿］表示不大于犿的最大整数，若狓，狔∈犚，那么
［狓＋狔］≥［狓］＋［狔］．
其中，所有正确命题的序号是 ．

３．已知定义域为（０，＋∞）的函数犳（狓）满足：（ⅰ）对任意狓
∈（０，＋∞），恒有犳（２狓）＝２犳（狓）成立；（ⅱ）当狓∈（１，２］
时，犳（狓）＝２－狓．给出如下结论：
①对任意犿∈犣，有犳（２犿）＝０；②函数犳（狓）的值域为［０，
＋∞）；③存在狀∈犣，使得犳（２狀＋１）＝９；④“函数犳（狓）在
区间（犪，犫）上单调递减”的充要条件是“存在犽∈犣，使得
（犪，犫）（２犽，２犽＋１）”．
其中，所有正确结论的序号是 ．

４．设非空集合犛＝狓犪≤狓≤｛ ｝犫满足：当狓∈犛时，有狓２∈
犛．给出如下命题：①若犪＝１，则犛＝｛１｝；②若犪＝－１２，

则１４≤犫≤１；③若犫＝
１
２，则－

槡２
２≤犪≤０．

其中，所有正确的命题序号是 ．
５．若两个函数的图像经过若干次平移后能够重合，则称这
两个函数为“同形”函数，给出下列三个函数：①犳１（狓）＝
ｓｉｎ狓＋ｃｏｓ狓；②犳２（狓）槡＝２ｓｉｎ狓槡＋２；③犳３（狓）槡＝２（ｓｉｎ狓＋
ｃｏｓ狓）．其中与函数犳（狓）槡＝２ｓｉｎ狓为“同形”函数的是

（填写你认为正确的所有结论的序号）．
６．函数犳（狓）和犵（狓）的定义域为［犪，犫］，若对任意的狓∈［犪，
犫］，总有１－犵（狓）犳（狓）≤

１
１０，则称犳（狓）可被犵（狓）“置换”．下

列函数中，能置换函数犳（狓）＝槡狓，狓∈［４，１６］的
有 ．
①犵（狓）＝１５（狓＋６），狓∈［４，１６］；
②犵（狓）＝狓２＋６，狓∈［４，１６］；

③犵（狓）＝狓＋６，狓∈［４，１６］；
④犵（狓）＝２狓＋６，狓∈［４，１６］．

７．如果对任意一个三角形，只要它的三边长犪，犫，犮都在函数
犳（狓）的定义域内，就有犳（犪），犳（犫），犳（犮）也是某个三角形
的三边长，则称犳（狓）为“保三角形函数”．则下列函数是
“保三角形函数”的有 ．
①犳（狓）＝２狓；②犳（狓）＝槡狓；③犳（狓）＝狓２；
④犳（狓）＝ｓｉｎ狓（狓∈（０，π））．

８．记函数［狓］叫做取整函数（也称高斯函数），表示不超过狓
的最大整数，例如［２］＝２，［３．３］＝３，［－２．４］＝－３，设函
数犳（狓）＝２狓

１＋２狓－
１
２，则函数狔＝［犳（狓）］＋［犳（－狓）］的

值域为 ．
９．给出定义：若犿－１２＜狓≤犿＋

１
２（其中犿为整数），则犿

叫做离实数狓最近的整数，记作｛狓｝，即｛狓｝＝犿．在此基
础上给出下列关于函数犳（狓）＝狓－｛狓｝的四个命题：
①狔＝犳（狓）的定义域为犚，值域是０，［ ］１２；②狔＝犳（狓）的图

像关于直线狓＝犽２（犽∈犣）对称；③函数狔＝犳（狓）是周期函

数，最小正周期是１；④函数狔＝犳（狓）在－１２，［ ］１２上是增
函数．则其中真命题是 ．

１０．在平面直角坐标系中，定义犱（犘，犙）＝狓１－狓２＋
狔１－狔２为两点犘（狓１，狔１），犙（狓２，狔２）之间的“折线距
离”，则坐标原点犗与直线２狓＋狔槡－２５＝０上一点的“折
线距离”的最小值是 ；圆狓２＋狔２＝１上一点与直
线２狓＋狔 槡－２５＝０上一点的“折线距离”的最小值
是 ．

１１．已知函数犳（狓）＝９狓
９狓＋３，则犳（０）＋犳（１）＝ ，若

犛犽－１＝犳１（）犽＋犳２（）犽＋…＋犳犽－１（ ）犽（犽≥２，犽∈犣），则
犛犽－１＝ ．

１２．已知数列｛犪狀｝的各项均为正整数，对于狀＝１，２，３，…，

有犪狀＋１＝
３犪狀＋５，犪狀为奇数
犪狀
２犽，犪狀为偶数（犽为使犪狀＋１为奇数的正整数
烅烄烆 ）．

（１）当犪１＝１１时，犪１００＝ ；
（２）若存在犿∈犖，当狀＞犿且犪狀为奇数时，犪狀恒为常数
狆，则狆的值为 ．

１３．设变量狓，狔满足约束条件
狔－１≥０
狓＋狔－４≤０
狔－１≤犽（狓－１
烅
烄
烆 ）

，其中犽∈犚，

犽＞０．
（１）当犽＝１时，狔狓２的最大值为 ；

（２）若狔狓２的最大值为１，则实数犽的取值范围是
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