
第 6 章 常微分方程

学习目标与要求

1．理解微分方程的基本概念，掌握微分方程的初步理论．

2．掌握可分离变量微分方程及一阶齐次微分方程的解法．

3．掌握一阶线性微分方程及伯努利方程的解法．

4．掌握全微分方程的解法和几种可降阶微分方程的解法．

5．掌握二阶常系数微分方程的解法．掌握欧拉方程的解法．

6．会用一阶微分方程和可降阶微分方程解决实际问题．

7．会用二阶常系数微分方程解决实际问题．

微分方程是伴随着微积分的产生和发展而成长起来的一门学科．从诞生之日起就显示出它

的重要作用，在天体力学和其他力学领域显示出巨大的功能．时至今日，微分方程在自然科学

领域和社会科学领域都有着广泛的应用，是自然科学中表述各种基本规律的基本工具，是数学

联系实际问题的重要手段．20 世纪以前，微分方程问题主要来源于几何学、力学和物理学，而
现在几乎渗透到自然科学和一些社会科学的各个领域．如机械、电信、核能、火箭、人造卫星、

生物、医学、人口理论、经济预测等领域都有微分方程的应用，尤其是地球椭圆轨道的计算、

海王星的发现、弹道轨道的定位、大型机械振动的分析、自动控制的设计、气象数值预报、人

口增长宏观预测等．微分方程已成为当今数学中最具有活力的分支之一，是人们研究科学技术、

解决实际问题的不可缺少的有力工具．

6.1 微分方程简述

6.1.1 微分方程基本概念

1．实际应用问题分析
实际问题 6.1 几何问题

设曲线 y “ fpxq 上任意一点的切线斜率都等于该点横坐标的 2 倍，且曲线过点 p0, 1q，求

曲线的方程．

【解】 由导数的几何意义知所求曲线应满足关系式

dy

dx
“ 2x,

即

dy “ 2xdx.
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对上式两边积分，得

y “

ż

2xdx “ x2 ` C pC为常数q,

因为，曲线过点 p0, 1q ，所以，将 x “ 0, y “ 1 代入曲线方程得 C “ 1，所以所求曲线的方程为

y “ x2 ` 1.

实际问题 6.2 自由落体问题

历史上伽利略在比萨斜塔（图 6.1）上做自由落体实验总结出了自由落体定律．设质量为
m 的物体自由下落，求物体的运动规律 (重力加速度为 g )．

【解】 如图 6.2 所示，设物体的运动规律为 x “ xptq，根据牛顿第二定律 F “ ´ma，由

导数的运动学意义知，物体运动的速度为
dx

dt
，加速度为

d2x

dt2
．得

m
d2x

dt2
“ ´mg,

即
d2x

dt2
“ ´g,

两边积分得
dx

dt
“ ´gt` C1 pC1为常数q,

两边再积分得

x “ ´
1

2
gt2 ` C1t` C2 pC1, C2为常数q,

因为 xptq 还应满足条件 xp0q “ h, x1p0q “ 0 ，所以 C1 “ 0, C2 “ h．则所求物体的运动规律为

x “ ´
1

2
gt2 ` h.

图 6.1 比萨斜塔 图 6.2 自由落体

实际问题 6.3 新产品销售模型

在实际生活中，许多量随时间的变化率正比于它本身的大小，如银行存款按一定的利率增

加；世界人口按照一定的增长率增长等．下面以新产品销售模型为例，进行微分方程模型的

建立．

经济学家和企业都很关注新产品的销售速度，希望能建立一个数学模型描述销售情况，并

用其指导生产．

设有新产品推向市场，时刻 t 的销售量 x 是 t 的函数 x “ xptq．由于产品性能良好而使已
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经销售的新产品实际上起着广告宣传的作用，即每一个销售的新产品都是一个宣传品，它吸引

着尚未购买的顾客，若每一个销售的新产品在单位时间内平均吸引 λ 个顾客，则可以认为 t 时

刻新产品销售量的变化率 x1ptq 与销售量 xptq 成正比．

【解】 由题意可得
dx

dt
“ λx,

写成微分的形式为
1

x
dx “ λdt,

两边积分
ż

1

x
dx “

ż

λdt,

可得

lnx “ λt` C1,

即

x “ Ceλt,

若 xp0q “ x0，则销售函数为 x “ x0e
λt．

当已有 x0 个新产品销售并投入使用时，函数 xptq “ x0e
λt 在开始的阶段能较好地反映真

实的销售情况．但这个函数有如下两个缺陷：

À 取 t “ 0 表示新产品诞生的时刻，即 x0 “ 0，这时销售函数为 xptq “ 0，显然不符合

事实．原因是只考虑了实物广告的作用，而忽略了厂家可以通过其他方式宣传新产品，从而打

开销路的可能性．

Á 在 xptq “ x0e
λt 中，若令 t Ñ `8，则有 xptq Ñ `8，这不符合实际．事实上，任何

一种新产品的销量都不可能随时间的推移而无限增大，而是随着时间的延长越来越小．xptq 应

该有一个上界．设上界 (需求量的上限)为 N，则尚未使用新产品的顾客数为 N ´ xptq．修正后

的模型为
dx

dt
“ λxpN ´ xq,

变形 (分离变量)得
dx

xpN ´ xq
“ λdt,

两边积分得
ż

dx

xpN ´ xq
“

ż

λdt,

可得
1

N
plnx´ lnpN ´ xqq “ λt` C1,

即

xptq “
N

1 ` Ce´Nλt
,

若 xp0q “ x0，则销售函数为

xptq “
Nx0

x0 ` pN ´ x0qe´Nλt
.
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下面讨论函数

xptq “
Nx0

x0 ` pN ´ x0qe´Nλt

的性质．直接求导数比较麻烦，考查

dx

dt
“ λxpN ´ xq,

d2x

dt2
“ λpN ´ xq

dx

dt
´ λx

dx

dt

“ λppN ´ xq2λx´ λx2pN ´ xqq

“ λ2xpN ´ xqpN ´ 2xq.

当 0 ď x ď
N

2
时，x2ptq ą 0；当

N

2
ď x ď N 时，x2ptq ă 0．因此，x1ptq 的最大值是

x1

ˆ

N

2

˙

“
λN2

4
．

由以上讨论可知，当销售量小于最大需求量的一半时，销售速度越来越大；当销售量大于

最大需求量的一半时，销售速度越来越小．而当销售量等于最大需求量的一半时，销售速度最

大，产品最畅销．国外学者普遍认为，对于某一新产品，当有 30% „ 80% 的用户采用时，正

是该产品大批量生产的合适期．当然，还应注意在初期可小批量生产并辅以广告宣传，而后期

则应适时转产或开发新产品，这样可以使厂家获得较高的经济效益．

在经济活动中，有时需要根据经济规律写出经济函数导数满足的等式，并由此等式进一步

讨论经济函数的表达式、性质等．这样的等式就是微分方程．

2．微分方程的基本概念

定义 6.1 常微分方程
含有未知函数导数 (或微分)的方程称为微分方程．若微分方程的未知函数仅含有一个自

变量，这样的微分方程称为常微分方程．

定义 6.2 微分方程的阶
微分方程中所含未知函数的导数 (或微分)的最高阶数称为该微分方程的阶数．

一般地, n 阶微分方程的形式为

F px, y, y1, ¨ ¨ ¨ , ypnqq “ 0.

定义 6.3 微分方程相关概念
如果函数 y “ fpxq 满足一个微分方程，则称此函数为该微分方程的解．如果微分方程

的解中含有相互独立的任意常数的个数与微分方程的阶数相同，这样的解称为该微分方程的

通解；在通解中给任意常数以确定的值或根据所给的条件确定通解中的任意常数而得到的解

称为特解，这种条件我们称之为初始条件．带有初始条件的微分方程求解问题称为初值问题．

求微分方程的解的过程称为解微分方程．

例 6.1 验证函数 y “ C1e
x ` C2e

´x (C1, C2 为任意常数)是微分方程 y2 ´ y “ 0 的解．

【解】 对 y “ C1e
x ` C2e

´x 求导数得

y1 “ C1e
x ´ C2e

´x,



6.1 微分方程简述 . 5 .
„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨

y2 “ C1e
x ` C2e

´x,

将 y, y2 代入微分方程 y2 ´ y “ 0 得

y2 ´ y “ C1e
x ` C2e

´x ´ pC1e
x ` C2e

´xq “ 0.

所以 y “ C1e
x ` C2e

´x 是微分方程 y2 ´ y “ 0 的解．

例 6.2 上例中加入初始条件 yp0q “ 2, y1p0q “ 0 ，解此初值问题.
【解】 将初始条件 yp0q “ 2, y1p0q “ 0 代入 y “ C1e

x ` C2e
´x 和 y1 “ C1e

x ´ C2e
´x 得

$

&

%

C1 ` C2 “ 2,

C1 ´ C2 “ 0.

解得 C1 “ C2 “ 1．

即方程 y2 ´ y “ 0 满足初始条件 yp0q “ 2, y1p0q “ 0 的特解为 y “ ex ` e´x.

6.1.2 可分离变量微分方程

1．可分离变量微分方程

定义 6.4 可分离变量微分方程

形如
dy

dx
“ fpxqgpyq 的微分方程，称为可分离变量微分方程，其中 fpxq, gpyq 分别是

x, y 的连续函数，且 gpyq ‰ 0．

可分离变量的微分方程解法如下：

(1) 分离变量
dy

gpyq
“ fpxqdx. (6.1)

(2) 两边积分
ż

dy

gpyq
“

ż

fpxqdx. (6.2)

(3) 得通解
Gpyq “ F pxq ` C pC为常数q. (6.3)

其中 Gpyq, F pxq 分别是
1

gpyq
，fpxq 的一个原函数．这种解方程的方法称为分离变量法．

例 6.3 求微分方程 dy

dx
“

3x2

2y
的通解.

【解】 分离变量得

2ydy “ 3x2dx,

两边积分
ż

2ydy “

ż

3x2dx,

得通解为

y2 “ x3 ` C pC为常数q.

例 6.4 求微分方程 xy2dx` p1 ` x2qdy “ 0 的通解.
【解】 分离变量得

´
1

y2
dy “

x

1 ` x2
dx,
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两边积分

´

ż

1

y2
dy “

ż

x

1 ` x2
dx,

得通解为
1

y
“

1

2
lnp1 ` x2q ` C1 pC1为常数q.

令 C1 “ lnC ，通解可写成
1

y
“ lnC

?
1 ` x2.

实际问题 6.4 伤口愈合

医学研究发现，创面恢复的速度为
dA

dt
“ ´5t´2p1 ď t ď 5，单位：cm2/天)，其中 A 表示

创面的面积，假设 Ap1q “ 5 cm2，问受伤 5 天后该病人的创面面积为多少?
【解】 由

dA

dt
“ ´5t´2,

得

dA “ ´5t´2dt,

两边积分得

Aptq “ ´5

ż

t´2dt “ 5t´1 ` C pC为常数q.

将 Ap1q “ 5 代入上式得 C “ 0，所以 5 天后病人的创面面积

Ap5q “ 1 pcm2q.

实际问题 6.5 飞机着陆

(1)一架重 4.5 t 的歼击机以 600 km/h 的速度着陆，在减速伞的作用下滑跑 500 m 后速度
减为 100 km/h，通常情况下空气对伞的阻力与飞机的速度成正比，问减速伞的阻力系数是多
少？(2)若重 9 t 的轰炸机以 700 km/h 的速度着陆，机场跑道为 1 500 m，问轰炸机能否安全
着陆？

【解】 设飞机质量为 m，着陆速度为 v0，滑跑速度为 vptq，滑跑距离为 xptq，则由牛顿

第二定律，可得

m
dv

dt
“ ´kvptq,

分离变量得

m
dv

vptq
“ ´kdt,

两边积分得

vptq “ v0e
´ k

m
t.

积分得 xptq 随时间 t 的变化关系为

xptq “
mv0
k

p1 ´ e´ k
m
tq.

代入数据可得问题 (1)的阻力系数为 k “ 4.5 ˆ 106 kg/h；问题 (2)的安全着陆距离为 1 400 m，
飞机能安全着陆．
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实际问题 6.6 考古出土文物历史年代的确定

利比于 1949 年发明了 14C 年龄测定法．在给定时刻 t,14 C 的衰变速度与 14C 的现存量

Mptq 成正比．设 t “ 0 时，14C 的存量为 M0，
14C 的衰变常数为 k，已知 14C 的半衰变期为

5 568 年．求 14C 的存量与时间 t 的函数．

【解】 依题意有
dM

dt
“ ´kM pk ą 0q,

于是有
dM

M
“ ´kdt,

两边积分得

lnM “ ´kt` lnC pC为常数q,

即

M “ Ce´kt.

将 Mp0q “ M0 代入得 C “ M0．又由 Mp5 568q “
M0

2
得 k “

ln 2

5 568
，故 14C 的衰变规律为

M “ M0e
´ ln 2

5 568
t. (6.4)

解得

t “
5 568

ln 2
ln

M0

Mptq
.

实际上

M 1ptq “ ´kMptq, M 1p0q “ ´kM0,

于是
M 1p0q

M 1ptq
“

M0

Mptq
“ ekt,

所以

t “
5 568

ln 2
ln

M 1
0

M 1ptq
. (6.5)

用 14C 的衰变速度可以测算考古出土文物的历史年代．

例如，测得某出土文物木炭标本 14C 平均原子衰变速度为 29.78 次/min，已知新烧成木炭
的原子衰变速度为 38.37 次/min，试估算该出土文物的大致年代（14C 的衰变规律如图 6.3 所
示）．

将 M 1p0q “ 38.37,M 1ptq “ 29.78 代入式(6.5)，得

t “
5 568

ln 2
ln

38.37

29.78
« 2 036 p年q

实际问题 6.7 案发时间的推算

牛顿冷却定律指出：当系统与环境温度差不大时，系统温度的变化与系统和环境温度之差

成正比．

´
dT

dt
“ kpT ´ T0q, (6.6)

其中 T 为系统温度，T0 为环境温度，t 为时间，k 为散热系数（散热系数只与系统本身的性质
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图 6.3 C14 的衰变规律 图 6.4 尸体温度变化趋势

有关）．

某地发生一起谋杀案，警察下午 4 点钟到达现场．法医测得尸体温度为 30 ℃，室温 20 ℃，
已知尸体在最初 2 h 降低 2 ℃，谋杀何时发生？

【解】 如图 6.4，设 T ptq 表示尸体在时刻 t 的温度，则 T1 “ 37 ℃（人体的初始温度），
T2 “ 35 ℃，T0 “ 20 ℃（环境温度）．由牛顿冷却定律得

´
dT

dt
“ kpT ´ T0q,

即
dpT ´ 20q

T ´ 20
“ ´kdt,

两边求不定积分得

lnpT ´ 20q “ ´kt` C1 pC1为常数q,

所以

T “ 20 ` C2e
´kt pC2 “ eC1q,

将 T1 “ 37 ℃ 代入上式得 C2 “ 17，于是

T “ 20 ` 17e´kt.

又

T2 “ 20 ` 17e´2k “ 35 （℃）,

所以

e´2k “
15

17
, k “ ln

c

17

15
« 0.062 6,

再由

T “ 20 ` 17e´kt “ 30 （℃）,

得

t “ ln
17

10

M

k “ 8.497 0 « 8.5 （h）.

故谋杀案发生时间约为上午 7 点 30 分．

实际问题 6.8 高空跳伞

设跳伞者从悬停的直升机跳下，如图 6.5 所示，所受空气阻力与速度成正比．求跳伞者下
落过程中速度与时间的函数关系．

【解】 跳伞者在下落过程中，同时受到重力和空气阻力的作用，重力大小为 mg，方向与
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速度 v 的方向相同；阻力大小为 kv(k 为阻力系数)，方向与 v 相反．跳伞者所受合力为

F “ mg ´ kv,

根据牛顿第二定律

F “ ma,

又

a “
dv

dt
,

于是

m
dv

dt
“ mg ´ kv. (6.7)

分离变量得
dv

mg ´ kv
“

dt

m
,

两边积分得

´
1

k
lnpmg ´ kvq “

t

m
` C1,

即

mg ´ kv “ Ce´ k
m
t,

或

v “
mg

k
` Ce´ k

m
t,

将 vp0q “ 0 代入，得 C “ ´
mg

k
．于是所求速度与时间的关系为

v “
mg

k
p1 ´ e´ k

m
tq. (6.8)

跳伞者下降速度如图 6.6 所示，当时间 t 足够长时 (也就是跳伞者的高度足够时)，跳伞者
下降速度接近于匀速，所以只要高度够了，跳伞者的下降速度不会无限增大．

图 6.5 跳伞者 图 6.6

实际问题 6.9 汽车运行成本

某汽车公司的小汽车运行成本 y 及小汽车的转卖值 s 均是时间 t 的函数．若随时间的增

长，小汽车的运行成本的变化率及转卖值的变化率分别为
dy

dt
“

2

s
，

ds

dt
“ ´

s

3
．已知 t “ 0 时，

y “ 0，而转卖值 s “ 4.5 (万元/辆)．试求小汽车的运行成本及转卖值各自与时间的关系．
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【解】 由已知
dy

dt
“

2

s
, (6.9)

ds

dt
“ ´

s

3
, (6.10)

解方程(6.10)得
s “ Ce´ t

3 ,

由 t “ 0 时，s “ 4.5 得，C “ 4.5，所以汽车转卖值 s 与时间 t 的函数关系为

s “ 4.5e´ t
3 , (6.11)

将式(6.11)代入方程(6.9)得
dy

dt
“

4

9
e

t
3 , (6.12)

解方程(6.12)得

y “
4

3
e

t
3 ` C1,

由 t “ 0 时，y “ 0 得，C1 “ ´
4

3
，即汽车运行成本 y 与时间 t 的函数关系为

y “
4

3
e

t
3 ´

4

3
.

实际问题 6.10 上升快还是下落快

质量为 m 的小球以初速度 v0 上抛，然后落回抛出点，所受空气阻力与小球在时刻 t 的运

动速度 vptq 成正比，k ą 0 为阻力常数．问小球上升快还是下落快？

【解】 (1) 在小球上升过程中，作用在小球上的合力满足

mv1 “ ´kv ´mg, (6.13)

解微分方程(6.13)，得小球上升速度为

vptq “

´

v0 `
mg

k

¯

e´ kt
m ´

mg

k
.

令 vptq “ 0，可得小球达到最高点的时刻

t1 “
m

k
ln

ˆ

mg ` kv0
mg

˙

.

(2) 在小球下落过程中，作用在小球上的合力满足

mv1 “ ´kv `mg, (6.14)

解微分方程(6.14)，得小球下落速度为

vptq “

´

v0 ´
mg

k

¯

e´ kt
m `

mg

k
.

小球落地前的高度为

yptq “

´

v0 `
mg

k

¯ m

k
p1 ´ e´ kt

m q ´
mgt

k
.
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图 6.7 上升下落

(3) 令 t2 为小球落回抛出点的时刻，因为无法求方程

yptq “ 0 的精确解，所以很难求 t2．但可以用间接方法确定

上升快还是下落快：判断 yp2t1q 的值是正还是负．

yp2t1q “
m2g

k2

ˆ

x´
1

x
´ 2 lnx

˙

,

其中 x “ e
kt1
m ．易证当 x ą 1 时，函数

fpxq “ x´
1

x
´ 2 lnx

是增函数，如图 6.7 所示．利用这个结论判断 yp2t1q 是正还

是负．如果 fp2t1q ą 0，则说明小球上升快，如果 fp2t1q ă 0，则说明小球下落快．

实际问题 6.11 Malthus 生物定律与人口方程

英国人口学家马尔萨斯（Thomas Robert Malthus ，1766–1834）指出，生物种群基于下列
假设建立：在孤立的生物群体中生物总数 xptq 的变化率与生物总数成正比，其数学模型为

$

’

&

’

%

dxptq

dt
“ λxptq,

xpt0q “ x0,

(6.15)

其中 λ 为比例常数，方程(6.15)的解为

xpt0q “ x0e
λpt´t0q. (6.16)

因此，遵循 Malthus 生物总数增长定律的任何生物都是时间按指数方式增长，在此意义下，
Malthus 方程又称指数增长模型（如图 6.8 所示）．人类作为特殊的生物种群，人口的增长也遵
循 Malthus 生物总数增长定律，此时方程(6.15)称为 Malthus 人口方程．

根据国家统计局 1990 年 10 月 30 日发布的公告，1990 年 7 月 1 日我国人口总数为
11.336 8 亿，近年的人口平均增长率为 1.48．假设人口的增长率保持不变，那么 2000 年我国
人口将达到 13.45 亿．

事实上，将 t0 “ 1 990, t “ 2 000, λ “ 0.014 8，x0 “ 11.336 8 代入式(6.16) 得

xp2 000q “ 11.336 8e0.014 8ˆp2 000´1 990q “ 13.45,

根据 Malthus 人口方程预测 2000 年我国人口数量与全国第五次人口普查公布的 12.953 3 亿相
差很大．造成误差过大的主要原因是人口的增长率不是常数．修改 Malthus 人口方程为

$

&

%

dxptq

dt
“ pa´ bpt´ t0qqxptq,

xpt0q “ x0,
(6.17)

其中 λptq “ a´ bpt´ t0q 为变人口增长率，a, b 为常数．求解方程(6.17) ，得特解为

xptq “ x0e
apt´t0q´ 1

2
bpt´t0q2 , (6.18)

第五次人口普查结果 (2000年)：我国人口总数为 12.953 3亿，人口增长率为 1.07．取 t0 “ 1 990，

由 λptq “ a´ bpt´ t0q 得方程组
$

&

%

a´ bp1 990 ´ 1 990q “ 0.014 8,

a´ bp2 000 ´ 1 990q “ 0.010 7.
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解得 a “ 0.014 8, b “ 0.000 41.
再根据式(6.18)的结果，以 1990 年人口普查数据为依据，来预测我国 2000 年的人口总数

xp2 000q “ 11.336 8e0.014 8p2 000´1 990q´p1{2qp0.000 41p2 000´1 990q2q “ 12.878 4,

利用修改的 Malthus 人口方程预测我国 2000 年人口总数比利用原模型精度提高了很多．现用
其预测我国 2020 年人口总量为

xp2 020q “ 12.953 3e0.014 8p2 020´2 000q´p1{2qp0.000 41p2 020´2 000q2q “ 16.044 2.

图 6.8 Malthus 方程 图 6.9 Logistic 方程

实际问题 6.12 种群的增长与调节的 Logistic 方程

方程(6.14)是理想状态下种群增长模型．更有实际意义的模型应该反映限定资源的情况．
很多种群开始呈指数增长，但数量接近环境承载能力 N 时增长率开始下降 (当数量超过 N 时

会下降趋向于 N)．要建立一个考虑上述两个因素的模型作如下假设：当 xptq 很小时 (初始阶

段，种群数量增长率与 xptq 成正比)dxptq

dt
“ λxptq；当 xptq ą N 时 (当 xptq 超过 N 时，xptq

开始减少)dxptq

dt
ă 0．一个能同时满足上述两个假设的方程如下：

dxptq

dt
“ λxptq

ˆ

1 ´
xptq

N

˙

, (6.19)

如果 x与 N 相比很小，则
x

N
趋向于 0，因此，dxptq

dt
« λxptq．如果当 xptq ą N，则 1´

x

N
ă 0，

dxptq

dt
ă 0．

方程(6.19)称为 Logistic 方程（如图 6.9 所示）．将方程(6.19) 变为
dx

x

ˆ

λ´
λx

N

˙ “ dt,

由于
1

x

ˆ

λ´
λx

N

˙ “
1

λx
`

1

N

1

λ´
λ

x
N

,

所以两边积分得
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ż

1

x

ˆ

λ´
λx

N

˙dx “

ż

1

λx
dx`

ż

1

N

1

λ´
λ

N
x

dx,

“
1

λ
lnx´

1

λ
ln

ˆ

λ´
λ

N
x

˙

“ t` C.

从而
¨

˚

˝

x

λ´
λ

N
x

˛

‹

‚

1
λ

“ C1e
t.

将 xp0q “ x0，代入上式得

C1 “

¨

˚

˝

x0

λ´
λ

N
x0

˛

‹

‚

1
λ

,

于是

xptq “
1

1

N
`

ˆ

1

x0

´
1

N

˙

e´λt

.

实际问题 6.13 物种间竞争的 Lotka-Volterra 方程

自然界中的生态系统是一个错综复杂的动态系统，其间各种群的个别体有各自不同的生活

需求与习性，而不同种群的个体间又存在着微妙的联系．物种间的关系主要包括竞争、捕食、

互利共生等．1926 年 Volterra 提出了关于“捕食者与食者”的双物种竞争模型，Volterra 将地
中海的鱼划分为食者与捕食者，食者时刻 t 的数量为 xptq，捕食者时刻 t 的数量为 yptq．对于

食者系统，大海中有食者生存的足够资源，食者的增长速度正比于当时的数量

dxptq

dt
“ λxptq pλ ą 0q, (6.20)

对于捕食者系统，由于捕食者没有被捕食对象，其数量减少的速度正比于当时的数量

dyptq

dt
“ ´µyptq pµ ą 0q, (6.21)

由于两者生活在一起，食者中一部分被捕食者吃掉，于是食者的增长速度将减缓，也就是 λ 将

减少，其减少量依然正比于当时食者的数量，所以式(6.20)可以改写为
dxptq

dt
“ pλ´ αyqxptq pα ą 0q, (6.22)

又因食者为捕食者增加了食物，使生命得以延续，所以捕食者减少速度有所减缓，即 µ 将增大，

其增加量依然正比于当时捕食者的数量，所以式(6.22)可以改写为
dyptq

dt
“ p´µ` βxqyptq, (6.23)

联立方程(6.22)和方程(6.23)可得著名的 Lotka-Volterra 方程
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$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

dxptq

dt
“ pλ´ αyqxptq,

dyptq

dt
“ p´µ` βxqyptq,

xp0q “ x0,

yp0q “ y0,

(6.24)

其中 λ, µ, α, β 是大于零的常数．

方程组(6.24)不易直接求解，将两方程相除消去时间 t 得可分离变量微分方程
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dy

dx
“

p´µ` βxqy

pλ´ αyqx
,

xp0q “ x0,

yp0q “ y0.

(6.25)

方程(6.25)的通解为
λ ln y ` µ lnx “ αy ` βx` lnC,

整理得

yλxµ “ Ceαyeβx,

将初始条件代入得
ˆ

y

y0

˙λ ˆ

x

x0

˙µ

“ eαpy´y0qeβpx´x0q.

实际问题 6.14 渔场防止捕捞过度问题

【解】 在无捕捞情况下，渔场鱼量满足 Logistic 规律，即

dxptq

dt
“ λx

´

1 ´
x

N

¯

, (6.26)

其中 λ 为自然生长率．有捕捞时，单位时间捕捞量

hpxq “ kx, (6.27)

k 为捕捞率．此时渔场鱼量满足方程

dxptq

dt
“ λx

´

1 ´
x

N

¯

´ kx, (6.28)

分离变量，得
dx

x

ˆ

λ´ k ´
λ

N
x

˙ “ dt,

通解为

xptq “
Cpλ´ kqepλ´kqt

1 ` C
λ

N
epλ´kqt

pC为常数q.

当 λ ą k 时，x0 “ lim
tÑ8

xptq “ N
λ´ k

λ
；当 λ ă k 时，x1 “ lim

tÑ8
xptq “ 0．
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这个结果说明，当捕捞率 k ă λ 时，渔场鱼量稳定为 x0 “ N
λ´ k

λ
；当捕捞率 k ą λ 时，

渔场鱼量下降，最终为零，结果是渔场枯竭．所以为了保持渔场鱼量，必须适度控制捕捞，这

样渔场才能可持续发展．

实际问题 6.15 猪的最佳销售时机

农民对于猪的商业性饲养和销售，总是希望获得最大的利润．在市场需求不变的情况下，

不考虑猪的饲养技术水平、猪的类型等因素的影响，那么影响销售利润的主要因素是销售时机．

由于随着猪的生长，单位时间消耗的饲养费用逐渐增多，而猪的体重增长却逐渐变慢，因此对

猪的饲养时间不宜过长．假设一头猪在开始饲养时的重量为 x0，饲养后任意时刻 t 的重量为

xptq，最大重量假设为 X，最小出售体重为 xs，相应的饲养时间为 ts．一头猪从开始饲养到时

刻 t 所需的费用为 yptq，同时我们假设反映猪体重变化速度的参数为 α，猪在达到最大体重后，

单位时间的饲养费为 γ，反映饲养费用变化大小的参数为 λ．请根据上面假设，建立起猪的最

佳销售时机的数学模型，并用所给数据验证你的结论．

假设 x0 “ 5 kg，X “ 200 kg，xs “ 75 kg，α “ 0.5 kg/天，猪的市场销售价设为
c “ 6 元/kg，γ “ 1.5 元/天，λ “ 1 元/天．

【解】 由于猪在饲养时已有一定的体重，而体重的增加随饲养时间的延长逐渐减慢，因

此，由 Logistic 方程可得
dx

dt
“ α

´

1 ´
x

X

¯

, (6.29)

又由于随着猪的体重增加，单位时间消耗的饲养费用增多，达到最大体重后，饲养费用为常数

γ，所以有
dy

dt
“ γ ´ λ

´

1 ´
x

X

¯

, (6.30)

由式(6.29)和式(6.30)，得微分方程
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

dx

dt
“ α

´

1 ´
x

X

¯

,

dy

dt
“ γ ´ λ

´

1 ´
x

X

¯

,

xp0q “ x0,

yp0q “ 0.

(6.31)

解可分离变量方程得
$

’

&

’

%

xptq “ X ´ pX ´ x0qe´ α
X
t,

yptq “ γt´
λ

α
pX ´ x0qp1 ´ e´ α

X
tq.

(6.32)

养猪获利的充要条件是

xsc ě x0c0 ` yptsq, (6.33)

其中 c0 为猪仔的价格．由式(6.32)知

xs “ X ´ e´ α
X
tspX ´ x0q,

得

ts “
X

α
ln
X ´ x0

X ´ xs
,
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代入式(6.32)，得

yptsq “ γ
X

α
ln
X ´ x0

X ´ xs
´
λ

α
pxs ´ x0q, (6.34)

将式(6.34)代入式(6.33)，得

αpxsc´ x0c0q ` λpxs ´ x0q ě γX ln
x´ x0

x´ xs
, (6.35)

只要式(6.35)成立，饲养就会获利．式(6.32)两边对 t 求导得
$

’

&

’

%

dx

dt
“ α

´

1 ´
x0

X

¯

e´ α
X
t,

dy

dt
“ γ ´ λ

´

1 ´
x0

X

¯

e´ α
X
t.

(6.36)

由盈亏平衡原理，单位时间内猪增加体重所获得的利润与消耗的饲养费用相等，得

c
dx

dt
“

dy

dt
, (6.37)

设此时养猪时间为 t0，考虑式(6.36)得

cα
´

1 ´
x0

X

¯

e´ α
X
t0 “ γ ´ λ

´

1 ´
x0

X

¯

e´ α
X
t0 , (6.38)

解得

t0 “
X

α
ln

pcα ` λqpX ´ x0q

γX
.

设猪的最佳出售时机为 t˚，当
γX

X ´ xs
ă cα ` λ 时，t0 ą ts，猪应在

t˚ “ t0 “
X

α
ln

pcα ` λqpX ´ x0q

γX

时出售．当
γX

x1 ´ xs
ě cα ` λ 时，t0 ď ts，猪应在

t˚ “ ts “
X

α
ln
X ´ x0

X ´ xs

出售．根据本题已知数据可得，猪的最佳出售时间为饲养到 382 天左右．
实际问题 6.16 传染病人数

一邮轮上有 800 人，一名游客不幸患了某传染病，12 h 后已有 3 人发病，由于这种传染病
没有早期症状，故传染者不能被及时隔离，直升机 60 ～ 72 h 将疫苗运到，是估计疫苗运到时
已患传染病人数．

【解】 设 yptq 表示发现首例病人后 t h 的感染人数，则 800 ´ yptq 表示此刻未受到感染

的人数，有题意 yp0q “ 1, yp12q “ 3．

当感染人数 yptq 很小时，传染病的传播速度较慢，因为只有很少的人接触到感染者；当感

染人数很大时，未受感染人数 800 ´ yptq 很小，即只有很少的游客会被传染，所以此时传染病

传播的速度也很慢．排除上述两种极端情况，当有很多的感染者及为感染者时，传染病传播的

速度很快．因此传染病的发病率，一方面受感染人数影响，另一方面也受未感染人数的制约．
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根据上面分析，可以建立微分方程
$

&

%

dy

dt
“ kyp800 ´ yq, k是常数,

yp0q “ 1, yp12q “ 3.

解得方程的通解为

yptq “
800

1 ` Ce´800kt
.

当 yp0q “ 1 时，即 1 “
800

1 ` Ce´800k¨0
，得 C “ 799；

当 yp12q “ 3 时，即 3 “
800

1 ` Ce´800k¨12
，e´800kˆ12 “

800

3
´ 1

799
“

797

799 ˆ 3
，得

800k “ ´
1

12
ln

800

799 ˆ 3
« 0.091 76.

于是

yptq “
800

1 ` 799e´0.091 76t
.

下面分别计算当 t “ 60 和 t “ 72 时已感染的人数，可得

yp60q “
800

1 ` 799e´0.091 76ˆ60
« 188,

yp72q “
800

1 ` 799e´0.091 76ˆ72
« 385.

从计算可以看出，在 72 h 运到疫苗时感染者的人数是 60 h 运到疫苗时感染人数的 2 倍，
可见传染病流行时及时采取防控措施十分重要．

实际问题 6.17 永久免疫的传染病扩散问题

某传染病接触就会感染，而且感染后永久免疫．因此，在时间 t 某区域人口总数为 N，将

其分成已感染人群 pptq 与未感染人群 N ´ pptq．设 Iptq “
pptq

N
表示时刻 t 已感染者占总人口

比例，当已感染者与未感染者接触时就会传染给他人；Sptq “
N ´ pptq

N
表示 t 时刻未感染者

占总人口比例．对于未感染者只要与患者接触就会被感染．假设

(1) 感染者不能痊愈也不能死亡，永远属于 pptq．

(2) 本地区人的接触均匀，接触即传染．设 λ 为每个患者每天平均传染他人数．

求时刻 t 传染病扩散比例．

【解】 根据假设，每个患者单位时间内传染的人数与此时未被传染者人数成正比，每个

患者每天可使 λSptq 未感染者变成患者，感染人数为 NIptq，所以每天共有 λNSptqIptq 未感

染者变成患者．于是 λNSptqIptq 为患者人数 NIptq 的增加量，

dNIptq

dt
“ λNSptqIptq, Ip0q “ I0. (6.39)

由于，Sptq ` Iptq “ 1，所以

dNIptq

dt
“ λNIptqp1 ´ Iptqq. (6.40)
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解得

Iptq “
I0e

λt

1 ´ I0p1 ´ eλtq
, (6.41)

令
d2I

dt2
“ 0，得 t0 “

1

λ
ln

ˆ

1

I0
´ 1

˙

，称 t0 为传染高峰期．显然，当 t Ñ 8 时，Iptq Ñ 1，也

就是说随着时间的推移，该地区所有人都将被传染，这不符合实际，因此这个算法还需要改进．

实际问题 6.18 非永久免疫的传染病扩散问题

假设已感染的患者可以治愈，但仍可能再次被传染．设每天治好的病人占总数 NIptq 的比

例为 µ，则有
dNIptq

dt
“ λNSptqIptq ´ µNIptq, (6.42)

由于，Sptq ` Iptq “ 1，所以

dNIptq

dt
“ N rλp1 ´ Iptqq ´ µsIptq, Ip0q “ I0. (6.43)

解这个分离变量方程得

Iptq “

$

’

’

&

’

’

%

pλ´ µqI0e
pλ´µqt

λ´ µ´ λI0p1 ´ epλ´µqtq
, λ ‰ µ,

I0
1 ` λI0t

, λ “ µ.

(6.44)

2．齐次微分方程

定义 6.5 齐次方程

形如
dy

dx
“ f

´y

x

¯

的微分方程称为齐次微分方程．

解法：令

u “
y

x
py “ uxq, (6.45)

于是
dy

dx
“ x

du

dx
` u, (6.46)

把它们代入原方程转化为可分离变量的微分方程

x
du

dx
` u “ fpuq. (6.47)

再按分离变量法求解，然后将 u “
y

x
回代，得原方程的解．

例 6.5 求微分方程 y1 “
y

x
` csc

y

x
的通解.

【解】 令 u “
y

x
，得

y “ ux,
dy

dx
“ x

du

dx
` u,

代入原方程得

x
du

dx
` u “ u`

1

sinu
,



6.1 微分方程简述 . 19 .
„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨

即

x
du

dx
“

1

sinu
,

分离变量得

sinudu “
1

x
dx,

两边积分得
ż

sinudu “

ż

1

x
dx,

´ cosu “ ln |x| ` lnC1 “ lnC1|x|,

回代得

´ cos
y

x
“ lnC1|x|,

即

e´ cos y
x “ ˘C1x.

令 C “ ˘C1 ，可得原方程的通解为

e´ cos y
x “ Cx.

例 6.6 求微分方程 ydx` px` yqdy “ 0 满足 yp1q “ 1 的特解．

【解】 原方程可改写为

dy

dx
“ ´

y

x` y
“ ´

y

x

1 `
y

x

,

令 u “
y

x
，得

y “ ux,
dy

dx
“ x

du

dx
` u,

代入得

x
du

dx
` u “ ´

u

1 ` u
,

整理得

x
du

dx
“ ´

u2 ` 2u

1 ` u
,

分离变量得
1 ` u

u2 ` 2u
du “ ´

1

x
dx,

两边积分得
ż

1 ` u

u2 ` 2u
du “

ż

´
1

x
dx,

1

2
ln |u2 ` 2u| “ ´ ln |x| ` lnC1,

ln |u2 ` 2u| “ lnx´2 ` lnC2
1 “ lnC2

1x
´2,

令 C “ ˘C2
1 得

u2 ` 2u “ Cx´2,
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即

pu2 ` 2uqx2 “ C,

回代得原方程的通解

y2 ` 2xy “ C,

将 yp1q “ 1 代入得 C “ 3，则所求原方程满足 yp1q “ 1 的特解为

y2 ` 2xy “ 3.

3．一般情况
下面讨论形如

dy

dx
“ fpax` by ` cq (6.48)

的微分方程的解法．令 u “ ax` by，则

du

dx
“ a` b

dy

dx
, (6.49)

原方程转化为可分离变量的微分方程

du

dx
“ bfpu` cq ` a. (6.50)

再按分离变量法求解，然后将 u “ ax` by 回代得原方程的通解．

例 6.7 求微分方程 dy

dx
“ px` yq2 的通解．

【解】 令 u “ x` y，则
du

dx
“ 1 `

dy

dx
．原方程可化为

du

dx
“ 1 ` u2,

分离变量得
du

1 ` u2
“ dx,

两边积分得

arctanu “ x` C,

回代，得原方程的通解为

arctanpx` yq “ x` C.

实际问题 6.19 汽车前灯的设计问题

汽车前灯（如图 6.10 所示）的反射镜面多由旋转抛物面（如图 6.11 所示）设计而成，光
源放在抛物线（母线）的焦点处，光线经旋转抛物面反射成平行光线．旋转抛物面的这一几何

光学性质在解析几何中已有证明，现在证明具有上述性质的曲线只有抛物线．

【解】 如图 6.12 所示，设旋转抛物面的旋转轴为 x 轴，母线 l 的方程为 y “ fpxq，光源

置于原点，由原点发出的光线 OM 经镜面反射后为 MR 平行于 x 轴，MT 为母线 l 在点 M

的切线，MN 为母线 l 在点 M 的法线，根据几何光学光线的反射定律有

=OMN “ =NMR,

所以

tan=OMN “ tan=NMR,
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