
第 1 章 随机事件及概率计算

中学已经学过本章的大部分内容，本章对该部分进行复习，以便于更好地对接本课程其他

内容. 同时，为将来工作中的数学语言交流，建议注意事件的关系运算以及在求解相关概率计
算时的事件设定和运算表示，以便于更深入地理解概率及其计算的理论依据.
学习目标与要求

1. 理解随机现象及统计规律

2. 理解样本空间的概念，理解随机事件概率的定义

3. 掌握事件的关系运算，掌握概率的加法公式

4. 掌握条件概率与乘法公式，掌握全概率公式与贝叶斯公式

5. 理解事件独立的概念，掌握随机事件的独立性

6. 理解伯努利概型，掌握伯努利概型的概率计算

1.1 样本空间与随机事件

1.1.1 样本空间

1. 随机现象及统计规律
自然界和人类社会实践中所发生的现象多种多样．有一类现象是确定现象，它在一定条件

下必然出现，如在一个标准大气压下将水加热到 100℃ 便会沸腾、水往低处流、向上抛一个石
子必然下落等．另一类现象是随机现象，随机现象情况下，即使完全相同的条件也会出现不同

结果，换句话说，条件不能完全决定结果. 如重复抛掷一枚硬币，其结果可能是字面向上也可
能是花面向上，只有抛掷完成后才能观察到真正的结果；同一工艺条件下生产出的灯泡，其寿

命长短参差不齐，一直到用坏才能知道一只灯泡的使用寿命；一批新产品投放市场，可能畅销

也可能滞销，到底是畅销还是滞销，也只有经过市场检验后才知道答案；射击运动员用同一支

枪向同一目标射击，无论怎样控制设计条件不变，每次弹着点总不尽相同等.
随机现象在一次次的观察或试验中，其各次的结果都呈现出不确定性，但如果在相同条件

下进行大量地重复观察或试验，其结果却往往会呈现出某种明显的规律性．例如，多次重复地

抛掷同一枚均匀硬币，尽管每次抛掷试验之前都不知道其字面朝上还是花面朝上，但随着重复

抛掷次数的增加，出现字面朝上的次数，会随着投掷总次数的增加逐渐趋于总次数的
1

2
．我们

把这种在相同条件下进行大量重复试验，随机现象所呈现的规律性称为随机现象的统计规律性．

一种观点认为，概率论与数理统计就是研究和揭示随机现象所具有的这种统计规律性的一门数

学学科. 而这一研究则往往从随机试验开始.
2. 随机试验
广义而言，对事物某一特征的观察、检测、测量等都称为试验. 而研究随机现象的试验称

为随机试验，具体定义如下.
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定义 1.1 随机试验
具有如下三个特征的试验叫做随机试验 (random experiment)：
(1) 可以在同一条件下重复进行；
(2) 每次试验的可能结果不止一个，并且在试验之前能明确知道试验的所有可能结果；
(3) 进行每一次试验之前无法预先确定哪一个结果会出现．

以下是一些随机试验的例子．

例 1.1 E1：抛掷一枚硬币，观察花面 H、字面 T 出现的情况．

E2：抛掷一颗骰子，观察出现的点数．

E3：从一副无王牌的扑克中任抽一张，记录牌点．

E4：在大街上任找一人，询问其当前的月收入．

E5：从一班名字中任选一个，观察是男生还是女生 (或观察其出生年月)．
随机试验是研究随机现象的基本手段，而随机试验中所出现的所有可能结果则是研究随机

现象的突破口.
3. 样本空间
通过随机试验来研究随机现象，尽管在每次试验之前不能预知试验的结果，但试验的所有

可能结果组成的集合是已知的，而这一集合就是样本空间.

定义 1.2 样本空间、样本点
随机试验 E 的所有可能结果组成的集合称为样本空间，记为 Ω．样本空间的元素，即 E

的每个可能的结果称为样本点，记为 ω．

图 1.1 骰子的点数

如，对于随机试验“投掷一枚骰子，观察点数”，其样

本点为 1、2、3、4、5、6，样本空间为 {1, 2, 3, 4, 5, 6}，
如图1.1 所示；而对于随机试验“抛一枚硬币，观察其字面
及花面”，若记 H ““花面”，T ““字面”，则其样本点为

H,T，样本空间为 {H, T}；对于随机试验“任取一个灯泡，测其使用寿命”，其样本空间为
tt|t ě 0u，而样本点则为任意一个大于等于零的实数.

通常，不同的随机试验对应不同的样本空间，而样本空间则构成了研究随机现象的基本

数学模型. 应当注意的是，即使相同的随机试验，试验目的不同，对应的样本空间也不同.
如，“投掷一枚骰子”，若目的是考察点数，则样本空间为 {1, 2, 3, 4, 5, 6}；若考察大小点，则
其样本空间为 {大点，小点}. 因此，以下所说的随机试验往往包含相应的试验目的.

1.1.2 随机事件的概念

为对试验结果作更细致的研究，引入以下定义.

定义 1.3 随机事件
随机试验所形成样本空间的子集称为随机事件，简称事件．通常用大写英文字母 A,B,C

等表示．

随机事件也可以认为是对随机试验结果的一种预言或概括，它可能发生也可能不发生.
例 1.2 对于随机试验“投掷一枚骰子，观察点数”，A “{大于 3 点}，B “{小于 3 点}，

C “{等于 6 点}，D “{大于 6 点}，Ω “{小于等于 6 点} 等均为随机事件，因为它们都是这一
随机试验对应样本空间 {1, 2, 3, 4, 5, 6} 的子集，事实上，A “{4, 5, 6}，B “{1, 2}，C “{6}，
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D “ ∅，Ω “{1, 2, 3, 4, 5, 6}．注意，这些事件的每一个也同样都是这里的随机试验结果的一
种预言.

另外值得注意的是，有的事件简单，有的事件复杂．例如从上述例子的随机事件 A “

t4, 5, 6u，B “ t1, 2u，C “ t6u 中可以看出，事件 A 由随机试验的三个可能结果 4、5、6 所构
成，事件 B 由随机试验的两个可能结果 1、2 构成，它们均由随机试验的多个可能结果联合构
成，而 C 只包含随机试验的一个可能结果 6，它不能再分解，且多个这样的事件可以构成比较
复杂的事件，如 A，B．为细分它们，我们定义如下基本事件和复合事件．

定义 1.4 基本事件、复合事件
只包含一种随机试验可能结果 (或一个样本点构成)的事件，称为基本事件. 由若干基本

事件组合而构成 (或多个样本点构成)的事件称为复合事件．

基本事件是可以发生但不可能再分解的随机事件.
最后，上例 1.2 中的事件 D “ ∅，Ω “{1, 2, 3, 4, 5, 6} 是样本空间的两个非常特殊的子

集，在此约定为两个特殊事件，定义如下.

定义 1.5 必然事件、不可能事件
在一定条件下必然发生的事件称为必然事件．在一定条件下必然不能发生的事件称为不

可能事件．必然事件由样本空间的所有样本点构成，为样本空间，常用 Ω 表示，不可能事件

为空集，常用 ∅ 表示.

1.1.3 随机事件的关系及运算

随机事件是样本空间的子集，首先是集合，因此，集合的相关运算及运算法则、集合的文

氏图 (Vn)表示等都适用于这里的随机事件.

图 1.2 包含关系

1. 包含关系
若事件 B 发生必然导致事件 A 发生，则称事件 A 包含事

件 B(或称事件 B 包含于事件 A)，记为 A Ą B 或 B Ă A．如

图1.2所示.
2. 相等关系
若 B Ą A 且 A Ą B，即事件 A 发生必导致事件 B 发生，同时事件 B 发生同样也必导致

事件 A 发生，此时，则称事件 A 与 B 相等，记为 A “ B．

可见，当且仅当事件 A 与事件 B 完全相同，或者说它们包含完全一样的基本事件时，

A “ B.
3. 事件的和 (并)
A 与 B 至少有一个发生的事件，即“事件 A 或事件 B 发生”的事件，称为事件 A 与事

件 B 的和 (并)，记为 A
Ť

B．如图1.3所示.

有限多个事件 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 的并记为
n
Ť

i“1

Ai；可列无穷多个事件 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An, ¨ ¨ ¨

的并记为
8
Ť

i“1

Ai.

4. 事件的积 (交)
A 与 B 同时发生的事件，称为事件 A 与 B 的积 (交)，记为 A

Ş

B．如图1.4所示.



. 4 . 概率论与数理统计

„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨

图 1.3 并 A Y B 图 1.4 交 A X B 图 1.5 差 A ´ B

有限多个事件 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 的积记为
n
Ş

i“1

Ai；可列无穷多个事件 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An, ¨ ¨ ¨

的积记为
8
Ş

i“1

Ai.

5. 事件的差
A 发生 B 不发生的事件，称为事件 A 与事件 B 的差，记为 A ´ B．如图1.5 所示.
一般地，A ´ B ‰ B ´ A．

6. 互不相容事件 (互斥事件)
若事件 A 与 B 不能同时发生，即 AB “ H，则称事件 A 与 B 互不相容．互不相容也称

为互斥. 如图1.6 所示.

图 1.6 互斥 (不相容) 图 1.7 对立 (互逆) 图 1.8 样本空间的划分

7. 对立事件 (逆事件)
若事件 A 与 B 不能同时发生，且至少一个必然发生，即 AB “ H，且 A Y B “ Ω，则称

事件 A 与事件 B 互为对立事件 (或逆事件)，记为 B “ A，或 A “ B．如图1.7所示.
8. 完备事件组 (样本空间的划分)

若事件 A1, A2, …, An 两两互不相容，且 AiAj “ Hpi ‰ j)，
n
ÿ

i“1

Ai “ Ω，则称事件 A1,

A2, …, An 构成一个完备事件组．如图1.8 所示.
例 1.3 在掷骰子试验中，目的是考察朝上面的点数，则有样本空间 Ω “{1, 2, 3, 4, 5, 6}.

记事件 A “{点数为 2}，B “{点数为偶数}，C={点数为小于 3 的偶数}，D “{点数为 1}，
E “{点数小于 4}，F “{点数为奇数}，则

A “ t2u, B “ t2, 4, 6u, C “ t2u, D “ t1u, Et1, 2, 3u, F “ t1, 3, 5u,

因此，有如下关系或运算结果：

(1) B Ą A 或 A Ă B；

(2) A “ C；

(3) A
Ť

D “{点数小于 3}={1, 2}；
(4) A

Ş

B “{点数为 2}={2}；
(5) B ´ E “{点数为 4 或 6}={4, 6}，E ´ B “{点数为 1 或 3}={1, 3}；
(6) 事件 B 与 D 为互不相容事件；

(7) B 与 F 互为对立事件，它们满足 B “ F，或 F “ B. 亦即 B X F “ ∅ 且 B Y F “ Ω；
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(8) 容易看出，三事件 E ´ B, B ´ E 与 {2, 5} 构成样本空间 Ω 的一个划分.
以下以定理形式，给出事件所满足的算律．

定理 1.1 设 A,B,C 为事件，则有以下运算法则成立.
(1) 交换律：A

Ť

B “ B
Ť

A，A
Ş

B “ B
Ş

A；

(2) 结合律：pA
Ť

Bq
Ť

C “ A
Ť

pB
Ť

Cq，pA
Ş

Bq
Ş

C “ A
Ş

pB
Ş

Cq；

(3) 分配律：A
Ş

pB
Ť

Cq “ pA
Ş

Bq
Ť

pA
Ş

Cq，pA
Ť

Bq
Ş

C “ pA
Ş

Cq
Ť

pB
Ş

Cq；

(4) 德摩根律：A
Ť

B “ A
Ş

B，A
Ş

B “ A
Ť

B．

例 1.4 现从含有 5 件次品的 100 件产品中任取 3 件进行检验．记 Ai “{3 件中恰有 i 件

次品}pi “ 1, 2, 3q，试用 Aipi “ 1, 2, 3q 或其对立事件表示下列事件：A={3 件中至少有一件次
品}，B={3 件中至少有两件次品}，C={3 件都是合格品}．

解 由题意分析, 事件 A 等同于三种情况的并：3 件中有一件次品、3 件中有两件次品、3
件中有 3 件次品. 因此有

A “ A1

ď

A2

ď

A3,

同样, “3 件中至少有两件次品”是指“3 件中有两件次品或有 3 件次品”，因此

B “ A2

ď

A3,

最后，“3 件都是合格品”则表示“3 件都不是次品”，即

C “ A1A2A3 “ A1

ď

A2

ď

A3 “ A.

例 1.5 设 A,B,C 是三个事件，请以 A,B,C 的运算表示以下各事件.
(1) A 发生，B 与 C 都不发生；

(2) A,B,C 至少有一个发生；

(3) A,B,C 恰有一个发生；

(4) A,B,C 至多一个发生；

(5) A,B,C 不多于两个发生.
解 以 Di(i “ 1, 2, 3, 4, 5)表示要求的事件. 注意到事件 A 不发生就是事件 A 发生.
(1) 事件 B 与 C 都不发生，就是事件 B 发生，事件 C 也发生，因此本题事件就是“事件

A,B,C”都发生，因此有 D1 “ A
Ş

B
Ş

C.
(2) A,B,C 至少有一个发生，就是事件 A

Ť

B
Ť

C，因此 D2 “ A
Ť

B
Ť

C.
(3) A,B,C 恰有一个发生，就是“A 发生，B,C 都不发生，或 B 发生，A,C 都不发生，

或 C 发生，B,A 都不发生”，因此有 D3 “ pA
Ş

B
Ş

Cq
Ť

pA
Ş

B
Ş

Cq
Ť

pA
Ş

B
Ş

Cq.
(4) A,B,C 至多一个发生，就是“A,B,C 恰有一个发生”，或“A,B,C 都不发生”，因此

有 D4 “ D3

Ť

pA
Ş

B
Ş

Cq.
(5) A,B,C 不多于两个发生，就是“A,B,C 中至少有一个不发生”，或“A,B,C 中至少

有一个发生”，因此 D5 “ A
Ť

B
Ť

C 或 D5 “ A
Ş

B
Ş

C.

1.2 随机事件的概率

人们研究随机现象，不仅要知道可能出现哪些事件，更希望知道事件发生的可能性大小，

这就需要一个刻画事件发生可能性大小的度量指标，这种度量应能反映随机现象所呈现的统计
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规律性，我们称这个刻画事件发生可能性大小的度量指标为事件发生的概率．为此，我们从最

早出现的古典概型讲起.

1.2.1 概率的定义及计算

1. 古典概型
古典概型中的“古典”表明了这种问题起源的古老，它源于赌博．博弈的形式多种多样，

但是它们的前提是“公平”，即“机会均等”，而这正是古典定义适用的重要条件：同等可能．

16 世纪意大利数学家和赌博家卡尔丹 (1501—1576) 所说的“诚实的骰子”，即道明了这一点．
在卡尔丹以后约三百年的时间里，帕斯卡、费马、伯努利等数学家都在古典概率的计算、公式

推导和扩大应用等方面做了重要的工作．直到 1812 年，法国数学家拉普拉斯 (1749—1827)在
《概率的分析理论》中给出的概率古典定义，成为最早的概率计算问题及概率计算方法．以下是

整理后的古典概型定义.

定义 1.6 古典概型
若随机试验 E 具有如下特征

(1) 有限性：试验的样本空间只包括有限多个样本点，即 Ω “ tω1, ω2, ¨ ¨ ¨ , ωnu；

(2) 等可能：试验中每个基本事件发生的可能性相等．
则称 E 为古典概型 (也称等可能概型)．

设古典概型 E 的样本空间为 Ω “ tω1, ω2, ¨ ¨ ¨ , ωnu, 即样本点总数为 n. 根据等可能性原

则，可知每个基本事件发生的概率均为
1

n
. 给定事件 A “ tωi1 , ωi2 , ¨ ¨ ¨ , ωiku, 其包含 k 个样本

点，则事件 A 的概率为

P pAq “ k ¨
1

n
“
组成A的基本事件个数

样本空间的基本事件总数
. (1.1)

实际问题 1.1 掷骰子中的概率

依次抛掷两粒骰子，观察它们出现的点数.
(1) 写出这一随机试验的样本空间；
(2) 求事件 A ““两粒骰子点数相同”与 B ““两粒骰子点数之和为 4”的概率.
解 (1)记 pi, jq(i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 6)表示第一粒骰子投 i 点，第二粒骰子投 j 点，则样本

空间为

Ω “ tp1, 1q, p1, 2q, ¨ ¨ ¨ , p1, 6q, p2, 1q, ¨ ¨ ¨ , p2, 6q, ¨ ¨ ¨ , p6, 1q, ¨ ¨ ¨ , p6, 6qu,

其中共计 36 个基本事件.
(2) 事件“两粒骰子点数相同”出现有 6 种可能，即 A “ tp1, 1q, p2, 2q, ¨ ¨ ¨ , p6, 6qu；事件

“两粒骰子点数之和为 4”也有 3 种可能，即 B “ tp1, 3q, p3, 1q, p2, 2qu. 问题是古典概型问题，
因此

P pAq “
6

36
“

1

6
, P pBq “

3

36
“

1

12
.

实际问题 1.2 抽取产品的概率

一批产品共有 42件，其中有一等品 15件，二等品 14件，3等品 13件，今从这批产品中一
次任取 3 件 (取后不放回)．求这 3 件产品分属下列情形的概率. (1) A “ t3件产品都是一等品u；

(2) B “ t3件产品等级相同u；(3) C “ t3件产品等级不相同u．
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解 (1) 由于 A 事件中 3 件产品都是一等品，故事件 A 的基本事件数为 MA “ C3
15，故

P pAq “
C3

15

C3
42

.

(2) 由于 B 事件中 3 件产品等级相同，故事件 B 的基本事件数为 MB “ C3
15 ` C3

14 ` C3
13，

故

P pBq “
C3

15 ` C3
14 ` C3

13

C3
42

.

(3) 由于 C 事件中 3 件产品等级不相同，故事件 C 的基本事件数为 MC “ C1
15C

1
14C

1
13，故

P pCq “
C1

15C
1
14C

1
13

C3
42

.

实际问题 1.3 接待时间有无规定

某接待站在某一周内曾接待过 12 次来访，已知所有这 12 次接待都是在周二和周四进行
的，问是否可以推断接待时间是有规定的.

解 假设接待站的接待时间没有规定，且各来访者在一周的每一天中去接待站都是等可能

的. 则一周内 12 次来访的可能方式有 712 种；而 12 次接待均在周二和周四进行的有 212 种，

因此，记 A 表示事件“12 次接待都是在周二和周四进行”，则其概率为

P pAq “
212

712
≈ 0.000 000 295 9.

而小概率事件在实际中几乎是不可能发生的，从而可知接待时间是有规定的.

实际问题 1.4 超几何分布的概率

一批产品共有 N 件，其中有 M 件次品，今从这批产品中任取 n 件．求这 n 件产品中恰

好有 k 件次品的概率．

解 设 A “ t任取的n件产品中恰有k件次品u，易知样本空间样本点数为 Cn
N，对于事件 A，

这 n 件产品中的 k 件次品只能在 M 件次品中抽取，有 Ck
M 种取法，剩下的 n ´ k 件正品只能

在 N ´ M 件正品中抽取，有 Cn´k
N´M 种取法，故事件 A 包含的样本点数为 Ck

MCn´k
N´M，于是

P pAq “
Ck

MCn´k
N´M

Cn
N

pk “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,min tM,nuq. (1.2)

式(1.2)称为超几何分布的概率公式．
实际问题 1.5 有 (无)放回抽样的概率

一袋中共有 20 只小球，其中有 15 只红球 5 只黑球，今从中任取 3 只，每次取出一只，记
事件 A 为“取出的 3 只球恰有 2 只是黑球”，试在下列抽取方式下分别求概率 P pAq. (1) 每取
一只看颜色后放回，再继续抽取下一只 (有放回抽样)；(2) 每取一只不再放回，再继续抽取下
一只 (不放回抽样)．

解 (1) 有放回抽样条件下，基本事件总数与重复排列有关，即 n “ 203，事件 A 包含的基

本事件数为 m “ C2
35

2 ¨ 15，故所求的概率为

P pAq “
C2

35
2 ¨ 15

203
“

9

64
.

(2) 不放回抽样条件下，基本事件总数与排列有关，即 n “ A3
20，事件 A 包含的基本事件
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数 m “ C2
3A

2
5A

1
15，故所求的概率为

P pAq “
C2

3A
2
5A

1
15

A3
20

“
5

38
.

注：上述小题 (2)可用组合计算. 基本事件总数为 C3
20，事件 A 包含的基本事件数

m “ C2
5C

1
15，故所求的概率为

P pAq “
C2

5C
1
15

C3
20

“
5

38
.

可见，古典概型的计算有时排列组合均可用，但在整个问题求解中要么使用排列，要么使用组

合，统一即可.
古典概型的概率具有如下性质．

定理 1.2 古典概型的概率性质．
(1) 非负性：对任意事件 A，有 0 ď P pAq ď 1 ；

(2) 规范性：P pΩq “ 1；

(3) 有限可加性：若 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 互不相容，则 P p
n
Ť

i“1

Aiq “

n
ÿ

i“1

P pAiq．

古典概型解决了许多实际问题中的概率计算，但古典概型的概率计算能应用的范围仍然很

窄．这促使雅各布 ¨ 伯努利（1654—1705）“寻找另一条途径找到所期待的结果”，伯努利大数
定律就是他在研究古典概率时的另一重要成果．在古典概型下，伯努利证实了“当试验次数愈

来愈大时，频率接近概率”. 事实上，这不仅对于古典概型适用，人们确信“从现实中观察的
频率稳定性”的事实是一个普遍规律，所以可以“用频率估计概率”．

2. 由频率到概率
先引入事件频率的概念．

定义 1.7 事件的频率
若在同一条件下将试验 E 重复 N 次，事件 A 发生的次数 m(频数)与试验次数 N 的比

值
m

N
，称为事件 A 的频率，记为 fN pAq，即

fN pAq “
m

N
. (1.3)

容易验证，事件的频率 fN pAq 具有如下性质．

定理 1.3 事件频率的性质．
(1) 非负性：对任意事件 A，有 0 ď fN pAq ď 1；

(2) 规范性：fN pΩq “ 1；

(3) 有限可加性：若 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 互不相容，则 fN p
n
Ť

i“1

Aiq “

n
ÿ

i“1

fN pAiq．

频率在一定程度上代表了概率，但毕竟它不是概率. 事实上，当试验次数 N 无限增大时，

事件 A 发生频率的稳定值就是事件 A 的概率.
实际问题 1.6 历史上曾经做过的投币试验

历史上浦丰等人做过的投币试验见表1.1．随着试验次数的增加，发现频率具有稳定性：当
N 很大时，频率 fN pAq 在某个常数附近摆动，而随着试验次数 N 的增大，摆动的幅度越来越

小．这个常数就是 A 发生的概率．
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表 1.1 历史上投掷硬币试验

人 名 投掷次数 N 出现正面次数 m 频率 fN pAq

德摩根 2 048 1 061 0.518 1
浦 丰 4 040 2 048 0.506 9
费 勒 10 000 4 979 0.497 9
皮尔逊 12 000 6 019 0.501 6
皮尔逊 24 000 12 012 0.500 5

这一试验也充分表明：可以用频率估算概率. 尽管这样不能像古典定义那样确切地算出概
率，但是却给出了一个估计概率的方法．而且，它不再需要“等可能”的条件，因此从应用的

角度来讲，它的适用范围更广．

但是从数学理论上讲却是有问题的：在古典概率的场合，事件概率不依赖于事件频率定义

——它根本不用诉诸试验，因此必然有一个频率与概率是否可以充分接近的问题，而这导致了

伯努利大数定律. 另一方面，在统计定义的场合这却是一个悖论：你如果不从承认大数定律的
角度出发，概率就无法定义，因而谈不上频率与概率接近的问题；但是你如果承认大数定律，

以便可以定义概率，那大数定律就是你的前提，从而不再是一个需要证明的论断了．

3. 随机事件概率的公理化定义
事件的频率虽然克服了古典概型概率计算的局限性，适合任何随机试验．但它毕竟还是一

种直观的、描述性的估算方法，不具有数学的严谨性与精确性．

古典概型的概率、事件发生的频率都具有“非负性、规范性、可列可加性”三条基本性质，

它们却反映了概率的本质特征．因此，可以用它们作为公理来定义概率．

定义 1.8 随机事件的概率
在一个随机试验中，用来表示一个随机事件 A 发生可能性大小的实数称为事件 A 的概

率，记为 P pAq，并规定：

(1) 非负性公理：对于任一事件 A，有 P pAq ě 0；

(2) 规范性公理：必然事件 Ω 的概率 P pΩq “ 1；

(3) 可列可加性公理：对于互不相容的可列个事件 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An, ¨ ¨ ¨ , 有

P p

8
ď

i“1

Aiq “

8
ÿ

i“1

P pAiq.

1900 年，38 岁的希尔伯特（1862—1943）在世界数学家大会上提出了建立概率公理系统
的问题，这就是著名的希尔伯特 23 个问题中的第 6 个问题．1933 年，苏联数学家柯尔莫哥洛
夫（1903—1987）在《概率论基础》中，借助实变函数论和测度论来定义概率，形成了概率论
的公理化体系，这一公理体系既概括了古典定义、统计定义的基本特性，又避免了各自的局限．

至此，概率论才真正成为了严格的数学分支．

1.2.2 概率的性质

由随机事件概率的定义，可得概率的如下重要性质．

定理 1.4 不可能事件的概率为零，即 P pHq “ 0．

证明 令 An “ H pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q，则
8
Ť

n“1
An “ H，且 AiAj “ Hpi ‰ j, i, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q ．



. 10 . 概率论与数理统计

„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨„¨

由概率的可列可加性得

P pHq “ P p

8
ď

n“1

Anq “

8
ÿ

n“1

P pAnq “

8
ÿ

n“1

P pHq.

由概率的非负性，P pHq ě 0，故由上式可知 P pHq “ 0．

定理 1.5 (概率有限可加性) 若事件 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An 两两互不相容，则有

P pA1 Y A2 Y ¨ ¨ ¨ Y Anq “ P pA1q ` P pA2q ` ¨ ¨ ¨ ` P pAnq. (1.4)

证明 令 An`1 “ An`2 “ ¨ ¨ ¨ “ H，即有 AiAj “ Hpi, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q．由可列可加性公理得

P pA1 Y A2 Y ¨ ¨ ¨ Y Anq “ P p

8
ď

k“1

Akq “

8
ÿ

k“1

P pAkq

“

n
ÿ

k“1

P pAkq ` 0 “ P pA1q ` P pA2q ` ¨ ¨ ¨ ` P pAnq.

定理 1.6 (概率的单调性) 设 A,B 是任意两个事件，若 A Ă B，则有

P pB ´ Aq “ P pBq ´ P pAq, (1.5)

P pAq ď P pBq. (1.6)

证明 由 A Ă B 知 B “ A Y pB ´ Aq，且 ApB ´ Aq “ H，再由概率的有限可加性得

P pBq “ P pAq ` P pB ´ Aq,

于是，式(1.5)得证.
又由概率的非负性得 P pB ´ Aq ě 0，知

P pAq ď P pBq.

定理 1.7 对任意事件 A，有 P pAq ď 1, 从而也就有 0 ď P pAq ď 1.

证明 因为 A Ă Ω，由定理1.6 得

P pAq ď P pΩq “ 1.

定理 1.8 (对立事件的概率) 对任意事件 A，有 P pAq “ 1 ´ P pAq．

证明 因 A Y A “ Ω，且 AA “ H，由式(1.4) 得

1 “ P pΩq “ P pA Y Aq “ P pAq ` P pAq.

实际问题 1.7 至少取到一件次品的概率

40 件产品中有 8 件次品，32 件正品，现从中任取 3 件，求至少有 1 件次品的概率．
解 设事件 A “ t取出的3件中至少有1件是次品u，则 A 中包含 3 种情况：取到 1 件次品 2

件正品、或取到 2 件次品 1 件正品、或取到 3 件次品，而 A 的对立事件 A 只包含 1 种情况，
即取出的 3 件都是正品，于是

P pAq “
C3

32

C3
40

“
124

247
.
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