
第 1 章 极限与连续

学习目标与要求

1. 熟练掌握经济活动中的常见函数.

2. 理解函数极限与连续的概念和性质.

3. 掌握求极限的基本方法.

1.1 经济活动中的几个常见函数

1.1.1 需求函数

需求是指消费者在一定的价格水平上对某种商品有支付能力的需要. 因此, 需求是以消费
者货币购买力为前提的, 它是对商品的某一价格水平而言的. 人们对某一商品的需求受许多因
素的影响, 如价格、收入、偏好等. 一般来说, 需求主要是价格的函数, 记为 Q “ QpP q , 其中 P

表示价格, Q 表示需求量.依实际意义, 需求函数 Q “ QpP q 总是单调下降的.
例 1.1 市场上小麦的需求量 (每月)如表 1.1 所示.

表 1.1 小麦的价格与需求量

价格 P /(元/ kg) 1 2 3 4 5 6 7 8

需求量 Q / kg 30 25 20 15 12 10 9 8

需求函数的曲线, 如图 1.1 所示.

图 1.1 需求函数的曲线

这条曲线说明, 小麦的需求量是价格的减函数, 即当 P 增加时, Q 下降, 这一性质在经济学
上称为需求向下倾斜规律, 这一规律适合许多商品.

1.1.2 供给函数

供给函数是生产者或销售者在一定价格水平下提供给市场的商品量.
供给量受诸多因素的影响. 一般而言, 它主要是价格的函数, 记为 S “ SpP q . 依实际意义,

供给函数 S “ SpP q 总是单调上升的.
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例 1.2 生产者愿意提供的小麦数量 (每月)如表 1.2 与图 1.2 所示.

表 1.2 小麦的价格与供给量

价格 P/ (元/ kg) 1 2 3 4 5 6 7 8

供给量 S / kg 0 2 4 5 7 10 16 25

图 1.2 生产者愿意提供的小麦数量

这条供给曲线向上倾斜, 说明当小麦的价格较高时, 农民愿意并有能力增加小麦的产量. 这
一性质在经济学上称为供给向上倾斜规律.

现把例 1.1 与例 1.2 所给的需求曲线与供给曲线结合起来分析, 如图 1.3 所示.

图 1.3 需求曲线与供给曲线 图 1.4 均衡价格示意图

需求曲线 Q “ QpP q 与供给曲线 S “ SpP q 相交处的价格 P “ 6 元/kg. 在这个价格上, 消
费者愿意购买的小麦量为 10kg, 生产者愿意提供小麦的数量为 10kg, 两者处于平衡状态. 这时
P “ 6 元/kg 称为它们的均衡价格.

一般地, 需求曲线 Q “ QpP q 与供给曲线相交处的价格称为均衡价格 (如图 1.4 所示).
在 P1 处, 商品供不应求, 商品的价格将提高. 在 P2 处, 供过于求, 商品价格有下降的趋势. 在
P0 处, 供给量等于需求量, 价格平衡.

这里需要说明的是, 在需求函数和供给函数中, 作为自变量的价格 P 并不一定是按实数值

连续变化的. 如例 1.1 和例 1.2 中 P 限制在某个范围且仅取正整数值. 在研究时为方便, 将其连
续化, 并给出相应的近似的解析表达式, 由此所得的结果是实际情形的近似. 在经济与商务分析
中所应用的大部分函数都有类似的情况.

1.1.3 成本函数

成本是指生产制造产品所投入的原材料、劳动力与技术等生产资料的货币表现. 它是产量
的函数, 记为 Cpxq , 其中 x 为产量.
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在经济和商务分析中, 把一定时期内的成本划分为固定成本和变动成本. 固定成本是指在
一定时期和一定业务量范围内, 不受产量增减变动影响的成本, 如厂房、机器、管理等费用,
记为 F . 变动成本是指在一定范围内随产量变化而变化的成本, 如原材料、燃料等费用, 记为
V pxq, 其中 x 为产量. 一定时期的总成本函数为

Cpxq “ F ` V pxq.

单位成本函数 (也称为平均成本函数)为

Cpxq “
Cpxq

x
“
F

x
`
V pxq

x
.

1.1.4 收益函数与利润函数

销售收益是生产者出售一定量的产品所得到的全部收入, 记为 R. 假设在销售过程中价格
不动, 则销售收益等于产品单价 P 与销售量 Q 的乘积, 即

R “ PQ.

当把销售量看成是价格的函数时, 即 Q “ QpP q (需求函数), 则有

R “ PQpP q,

即收益函数是价格的函数. 当把价格看成是销售量的函数时, 则销售收益为

R “ P pQqQ,

即销售收益是销售量的函数, R 也称为收益函数.
收益与成本之差称为利润, 视为 L, 于是

L “ RpQq ´ CpQq.

习 题 1.1

1. 已知某产品的总成本函数为 CpQq “ 1000 `
Q2

10
，求生产 100 个该种产品时的总成本和平均成本.

2. 设生产与销售某产品的总收益 R 为产量 x 的二次函数, 经统计得知当 x “ 0, 2, 4 时, R “ 0, 6, 8，

试确定总收益 R 与产量 x 的函数式.

3. 某制造厂以每件 5 元的价格出售其产品, 问：(1)销售 5000 件产品时, 总收益是多少？(2)固定成

本为 3000 元, 估计可变成本为总收益的 40%, 销售 5000 件产品后总成本是多少？(3)该厂的保本产量是

多少？

4. 某商品供给量 Q 对价格 P 的函数关系为

Q “ QpP q “ a ` bcP .

已知当 P “ 2 时, Q “ 30 ；P “ 3 时, Q “ 50 ；P “ 4 时, Q “ 90. 求供给量 Q 对价格 P 的函数

关系.

5. 某化肥厂生产某产品 1000t, 每吨定价为 130 元, 销售量在 700t 以内时按原价出售；超过 700t

时, 超过部分需打 9 折出售, 试将销售总收益与总销售量的函数关系用数学表达式表示.
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1.2 极 限

1.2.1 函数极限

1. 自变量趋于无穷大 px Ñ 8q 时的极限

定义 1.1 函数极限 px Ñ 8q

如果当 x Ñ 8 时, 函数 fpxq 无限接近于一个确定的常数 A, 则称 A 为 x Ñ 8 时函数

fpxq 的极限, 记为
lim
xÑ8

fpxq “ A 或 fpxq Ñ A, x Ñ 8.

当 x Ñ ´8 (x 沿着负实轴趋于 ´8)与 x Ñ `8 (x 沿着正实轴趋于 `8)时, 可类似定义.

例 1.3 (1) lim
xÑ8

1

x
“ 0; (2) lim

xÑ´8
2x “ 0; (3) lim

xÑ`8
e´x “ 0.

2. 数列极限

一般地, 我们把按一定顺序排列的无穷多个数称为数列. 数列中第 n 项 xn 叫做数列的通项

或一般项. 因此, 数列也可用通项简记为 {xn}.
例如：

1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n, ¨ ¨ ¨ (1.1)

1,
1

2
,
1

3
, ¨ ¨ ¨ ,

1

n
, ¨ ¨ ¨ (1.2)

1,´1, 1,´1, ¨ ¨ ¨ , p´1qn, ¨ ¨ ¨ (1.3)
a, a, a, ¨ ¨ ¨ , a, ¨ ¨ ¨ (1.4)

都是数列, 其通项分别为 xn “ n,
1

n
, p´1qn, a.

由于数列可以看成定义在正整数集上的特殊函数 fpnq “ xnpn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, 因此仿照定义
1.1 可得数列极限定义如下：

定义 1.2 数列极限
如果当 n Ñ 8 时, 数列 txnu 无限接近于一个常数 A, 则称数列 txnu 为收敛数列, A 称

为 n Ñ 8 时 txnu 的极限, 记为
lim
nÑ8

xn “ A.

不收敛的数列称为发散数列.

例 1.4 (1) lim
nÑ8

n` 1

n
“ 1; (2) lim

nÑ8
qn “ 0 p|q| ă 1q.

3. 自变量趋于有限值 px Ñ x0q 时的极限

先考察一个例子: 从函数 fpxq “ 2x ` 1 的图形 (图 1.5)可以看出, 当 x 趋向于 1 时, 函数
值应该无限接近于 3.

我们将 x 趋向于 1 时函数值的变化趋势列表如下：
表 1.3 x 趋向于 1 时函数值的变化趋势

x 0 0.1 0.4 0.7 0.9 0.99 0.999 1

fpxq 1 1.2 1.8 2.4 2.8 2.98 2.998 3
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图 1.5

很明显地, 当 x 越来越接近 1 时, fpxq 的值越来越接近于 3. 据此, 我们引进自变量趋向有
限值时函数的极限概念.

定义 1.3 函数极限 px Ñ x0q

设函数 fpxq 在区间 px0 ´ δ, x0 ` δq pδ ą 0q 内有定义 (fpxq 在 x0 可以没有定义). 如果
当 x Ñ x0 时, 函数 fpxq 的值无限接近于一个确定的常数 A, 则称 A 为 x Ñ x0 时 fpxq 的

极限, 记为
lim
xÑx0

fpxq “ A 或 fpxq Ñ A, x Ñ x0.

注：定义中 fpxq在 x0 处可以没有定义，说明 fpxq的极限与 fpxq在 x0 有无定义即 fpx0q

为何值无关.

1.2.2 左、右极限

当自变量 x 只从 x0 的左 (右)侧单边趋向于 x0 时的极限称为 x Ñ x0 时的左 (右)极限. 记
为

lim
xÑx´

0

fpxq “ A p或 lim
xÑx`

0

fpxq “ Aq.

根据定义容易证明:

定理 1.1 lim
xÑx0

fpxq “ A ô lim
xÑx´

0

fpxq “ lim
xÑx`

0

fpxq “ A.

例 1.5 讨论 fpxq “

$

&

%

x` 1, x ă 1,

x2, x ě 1,
当 x Ñ 1 时的极限.

解: 当 x ă 1 时,
lim

xÑ1´
fpxq “ lim

xÑ1´
px` 1q “ 2;

当 x ě 1 时,
lim

xÑ1`
fpxq “ lim

xÑ1`
x2 “ 1.

因为 lim
xÑ1´

fpxq ‰ lim
xÑ1`

fpxq, 故 lim
xÑ1

fpxq 不存在.
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1.2.3 二元函数极限

一元函数 y “ fpxq 是定义实轴上的函数, 其自变量只有一个. 而二元函数 z “ fpx, yq 是指

定义在 xOy 平面上的函数, 其自变量个数有两个, 一般用有序数对 px, yq 表示这两个自变量, 其
中 x 称为横坐标, y 称为纵坐标. 类似于一元函数极限的定义 1.3, 二元函数在点 P0px0, y0q 处

的极限定义为:

定义 1.4 二元函数极限 pP Ñ P0q

设二元函数 z “ fpx, yq 在点 P0px0, y0q 的某个邻域内有定义, 如果在该邻域内点 P px, yq

沿任意路径无限接近点 P0px0, y0q 时，函数 fpx, yq 的值都无限接近于一个确定的常数 A, 则
称 A 为 fpx, yq 当 P Ñ P0 时的极限, 记为

lim
px,yqÑpx0,y0q

fpx, yq “ A 或 lim
PÑP0

fpP q “ A.

注 1: 所谓 “点 P0px0, y0q 的某个邻域”是指以 P0px0, y0q 为中心, 以某个正实数 δ 为半径的

圆域 D, 即 D “ tpx, yq : px´ x0q2 ` py ´ y0q2 ă δ2u.
注 2: 对一元函数的极限 lim

xÑx0

fpxq “ A, 我们知道, 它等价于 x 沿着 x0 的左边和右边两个

方向趋于 x0 的极限均等于 A. 但对二元函数的极限 lim
PÑP0

fpP q “ A, 则要求 P 沿着任何方向

趋于 P0 的极限都等于 A. 因此, 若 P 沿着两个不同方向趋于 P0 时的极限不相等, 或 P 沿着某

个特殊方向的极限不存在, 则可断定 lim
PÑP0

fpP q 不存在.

例 1.6 设 fpx, yq “
2x

x` 2y
, 讨论 lim

px,yqÑp0,0q
fpx, yq 的存在性.

解：由于当 px, yq 沿直线 y “ kx 的方向趋于 p0, 0q 时,

lim
x Ñ 0

y “ kx

fpx, yq “ lim
xÑ0

2x

x` 2kx
“

2

1 ` 2k
,

上述极限与 k 有关, 因此当 px, yq 沿着两条不同直线 y “ k1x 与 y “ k2x 的方向趋于 p0, 0q 时

将得到两个不同的极限. 故 lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq 不存在.

1.2.4 极限运算法则

以下我们以 x Ñ x0 时 fpxq 的极限为例引入极限的四则运算法则 (它同样适用于其他类型
的极限和二元函数的极限):

假定 lim
xÑx0

fpxq “ A, lim
xÑx0

gpxq “ B, 则

(1) lim
xÑx0

c ¨ fpxq “ c lim
xÑx0

fpxq “ cA (c 为常数);

(2) lim
xÑx0

rfpxq ˘ gpxqs “ lim
xÑx0

fpxq ˘ lim
xÑx0

gpxq “ A˘B;

(3) lim
xÑx0

rfpxq ¨ gpxqs “ lim
xÑx0

fpxq ¨ lim
xÑx0

gpxq “ AB;

(4) lim
xÑx0

fpxq

gpxq
“

lim
xÑx0

fpxq

lim
xÑx0

gpxq
“
A

B
pB ‰ 0q.

利用极限的运算法则可以大大地简化极限的计算过程.
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例 1.7 求 lim
xÑ8

x2 ` 3x` 1

2x2 ` 3
.

解：

lim
xÑ8

x2 ` 3x` 1

2x2 ` 3
“ lim

xÑ8

1 `
3

x
`

1

x2

2 `
3

x2

“

lim
xÑ8

ˆ

1 `
3

x
`

1

x2

˙

lim
xÑ8

ˆ

2 `
3

x2

˙

“
1 ` lim

xÑ8

3

x
` lim

xÑ8

1

x2

2 ` lim
xÑ8

3

x2

“
1

2
.

注意：原式分母的极限为 0, 因而不能直接应用商的极限法则.
一般地, 对于有理函数有

lim
xÑ8

amx
m ` am´1x

m´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1x` a0
bnxn ` bn´1xn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` b1x` b0

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, m ă n,
am
bn
,m “ n,

8, m ą n,

其中 m,n 为非负整数, ambn ‰ 0.
因此, 计算 x Ñ 8 时有理函数的极限, 只要依据其分子、分母的最高次项即可直接得到

结果.
例 1.8 求 lim

xÑ3
p2x3 ` 3x` 5q.

解: 原式 “ 2 lim
xÑ3

x3 ` 3 lim
xÑ3

x` 5 “ 54 ` 9 ` 5 “ 68.

例 1.9 求 lim
xÑ2

ˆ

2

x´ 2
´

6

x2 ´ x´ 2

˙

.

解：原式 “ lim
xÑ2

2px´ 2q

px´ 2qpx` 1q
“ lim

xÑ2

2

x` 1
“

2

3
.

例 1.10 求 lim
nÑ8

ˆ

1

n2
`

2

n2
` ¨ ¨ ¨ `

n

n2

˙

.

解：原式 “ lim
nÑ8

ˆ

1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` n

n2

˙

“ lim
nÑ8

n

2
pn` 1q

n2
“

1

2
.

1.2.5 两个重要极限

1.
lim
xÑ0

sinx

x
“ 1 (图 1.6). (1.5)

利用式 (1.5)求极限时, 务必注意以下两个问题：

(1) 极限过程必须是 x Ñ 0 时, 否则不能用, 例如 lim
xÑ8

sinx

x
“ 0 ‰ 1.

(2) 式 (1.5)中分子与分母的自变量必须完全一样, 例如 lim
xÑ0

sin 2x

x
“ 2 ‰ 1.

这是因为 lim
xÑ0

sin 2x

x
“ lim

xÑ0

2 sinx cosx

x
“ lim

xÑ0

sinx

x
¨ lim
xÑ0

p2 cosxq “ 2, 或者

lim
xÑ0

sin 2x

x
“ lim

xÑ0

2 sin 2x

2x
“ 2 lim

2xÑ0

sin 2x

2x
“ 2 ˆ 1 “ 2.
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图 1.6 图 1.7

2.

lim
xÑ8

ˆ

1 `
1

x

˙x

“ e (图 1.7). (1.6)

式 (1.6)是一个十分重要且应用非常广泛的极限公式, 它还有以下两种常见形式：

lim
nÑ8

ˆ

1 `
1

n

˙n

“ e 及 lim
xÑ0

p1 ` xq
1
x “ e.

实际问题 1.1 连续复利息问题

设本金为 A0, 利率为 r, 期数为 t. 若每期结算一次, 则本利和为

A “ A0p1 ` rqt.

若每期结算 m 次, 则 t 期本利和为

Am “ A0

´

1 `
r

m

¯mt

.

如果是立即产生、立即结算, 则可理解为 m Ñ 8, 从而有

lim
mÑ8

Am “ lim
mÑ8

A0

´

1 `
r

m

¯mt

“ A0ert.

这种极限反映了现实生活中许多事物的生长或消失的数量规律 (如细胞繁殖、树木生长等),
是一个实际中十分有用的极限.

1.2.6 无穷小量与无穷大量

1. 无穷小量

定义 1.5 无穷小量
以零为极限的变量称为无穷小量, 简称无穷小.

注意: 在上述定义中, 我们并没有指出具体的极限过程, 而实际上无穷小量是针对极限过程

而言的. 例如, lim
nÑ8

1

n
“ 0, 则 1

n
称为 n Ñ 8 时的无穷小量. lim

xÑ1
px´ 1q “ 0, x´ 1 称为 x Ñ 1

时的无穷小量, 而 lim
xÑ2

px´ 1q “ 1, 故 x´ 1 不是 x Ñ 2 时的无穷小量. 特别地, 0 是任何极限过

程的无穷小量.
为了叙述方便, 以下如无特别声明均用 limu 表示数列极限或各种类型的函数极限.
2. 无穷小量的运算性质
性质 1 两个无穷小量之和 (差)仍为无穷小量.
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性质 2 两个无穷小量之积仍为无穷小量.
这两个性质由极限运算法则即可得到, 且可推广到有限个无穷小量的情形.
性质 3 有界量与无穷小量之积仍为无穷小量.
例 1.11 求极限 lim

xÑ0
x sin

1

x
.

解: 因为
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin
1

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1px ‰ 0q, 所以 sin
1

x
在 x “ 0 的某一去心邻域 tx : 0 ă |x| ă δ, δ ą 0u

内有界, 而 lim
xÑ0

x “ 0, 故 lim
xÑ0

x sin
1

x
“ 0.

此外, 由极限的运算性质可知, 若 limu “ a, 则 limpu´ aq “ 0, 即 u´ a 为同一极限过程的

无穷小量. 于是就得到下面这个极限与无穷小量之间的关系.

定理 1.2 limu “ a ðñ u “ a` α (其中 limα “ 0, 且极限过程与 u 相同).

3. 无穷小量的比较
由无穷小量的性质可以知道, 两个无穷小量的和、差、积还是无穷小量. 但两个无

穷小量的商却会出现不同的情况. 例如, 当 n Ñ 8 时, 1

n
,
1

n2
,

1

n2 ` 1
都是无穷小量, 但

lim
nÑ8

»

—

–

1

n
1

n2

fi

ffi

fl

“ lim
nÑ8

n “ 8, lim
nÑ8

»

—

–

1

n2
1

n

fi

ffi

fl

“ lim
nÑ8

1

n
“ 0, 而 lim

nÑ8

»

—

–

1

n2
1

n2 ` 1

fi

ffi

fl

“ 1. 也就是说, 对

于相同的 n, 1

n2
要比

1

n
趋于零的速度要“快”一些, 1

n2
与

1

n2 ` 1
的“快、慢”速度差不多.

为了比较无穷小量之间趋于零的快、慢程度, 我们引进下面无穷小量的阶的概念.

定义 1.6 无穷小量的阶
设 α, β 是无穷小量,

如果 lim
β

α
“ 0, 且 α ‰ 0, 就说 β 是比 α 高阶的无穷小量, 记作 β “ opαq ;

如果 lim
β

α
“ 8, 就说 β 是比 α 低阶的无穷小量;

如果 lim
β

α
“ C ‰ 0(C 为常数), 就说 β 与 α 是同阶无穷小量;

特别地, 如果 lim
β

α
“ 1, 就说 β 与 α 是等价无穷小量, 记作 α „ β.

显然, 等价无穷小量是同阶无穷小量的特殊情况, 即 C “ 1 的情形.

例如, 因 lim
xÑ0

x2

2x
“ 0, 故 x2 “ op2xqpx Ñ 0q; 因 lim

xÑ0

sinx

x
“ 1, 故 sinx „ xpx Ñ 0q.

关于等价无穷小量, 我们有下面两个等价代换法则.

定理 1.3 设 α, β, γ 是同一极限过程的无穷小量, 且 α „ β. 则
(1) limαγ “ limβγ;
(2) lim

γ

α
“ lim

γ

β
.
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定理 1.4 设 α „ α1, β „ β1 且 lim
β1

α1
存在, 则 lim

β

α
“ lim

β1

α1
.

可以证明, 当 x Ñ 0 时, 有以下常见的等价无穷小量:

sinx „ x, tanx „ x, 1 ´ cosx „
x2

2
, ex ´ 1 „ x, lnp1 ` xq „ x, n

?
1 ` x´ 1 „

1

n
x.

使用等价无穷小量解决问题的方法称为等价代换法则. 利用等价代换法则可以简化极限的
计算.

例 1.12 lim
xÑ0

sin 2x

tan 3x
“ lim

xÑ0

2x

3x
“

2

3
.

例 1.13 lim
xÑ0

1 ´ cosx

x2 ` x
“ lim

xÑ0

1

2
x2

x2 ` x
“ lim

xÑ0

x

2
x` 1

“ 0.

例 1.14 lim
xÑ0

lnp1 ` xq

sinx
“ lim

xÑ0

x

x
“ 1.

必须注意的是, 等价代换法则一般情况下只适用于积或商的形式, 而不适用于和或差的情

形, 否则就很容易产生错误的结论. 例如, 求 lim
xÑ0

tanx´ sinx

x3
时, 若盲目用等价代换法则, 就

会得出

lim
xÑ0

tanx´ sinx

x3
“ lim

xÑ0

x´ x

x3
“ 0.

但实际上, 正确答案应该是

lim
xÑ0

tanx´ sinx

x3
“ lim

xÑ0

sinxp1 ´ cosxq

x3 cosx
“ lim

xÑ0

sinx

x
¨

1

cosx
¨
1 ´ cosx

x2
“

1

2
.

4. 无穷大量

定义 1.7 无穷大量

若 lim
1

u
“ 0, 则 u 称为此极限过程的无穷大量 (简称无穷大).

例如, lim
nÑ8

1

n
“ 0, 则 n 称为 n Ñ 8 时的无穷大量; lim

xÑ1
px ´ 1q “ 0, 则 1

x´ 1
称为 x Ñ 1

时的无穷大量.
由定义很容易看出, 在同一极限过程中, 无穷大量的倒数是无穷小量, 无穷小量 (不为零)的

倒数是无穷大量.
类似于无穷小量的讨论, 我们可以得出无穷大量的运算性质以及无穷大量的比较与相应的

等价代换法则. 但必须注意以下两点：
(1) 无穷大量的和 (差)未必是无穷大量.
例如, n Ñ 8 时, n 和 ´n 均为无穷大量, 但 n` p´nq “ 0 不是无穷大量.
(2) 无界量不一定是无穷大量.

例如
1

sin
1

x

在 p0, 1q 是无界量. 但 1

sin
1

x

却不是 x Ñ 0 时的无穷大量.
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