
第3333333章

振动与波动基础

3.1 概述

3.1.1 振动的概念

  质点或物体在外力的作用下,通过其平衡位置作往复运动,这种运动形式称为振动。振

动是生产和生活中常见的物理现象。振动可以用位移与时间的关系曲线来表示。按照振动

曲线是否具有重复性,可将振动分为周期性振动和非周期性振动。如果随着时间t的增长,
时间-位移曲线出现重复的运动规律,那么这种运动被称为周期性振动,否则称为非周期性

振动,如图3-1所示。

图3-1 典型振动示意图

(a)
 

规则周期振动;
 

(b)
 

不规则周期振动;
 

(c)
 

非周期振动

图3-2 圆周上一点的运动规律

运动规律重复出现的最短时间称为周期T,单位时间内的运

动周期称为频率f,最大位移的绝对值称为振幅u0。如图3-2所

示,当一个质点A 沿着半径为a 的圆周由初相位角ε处以ω 的

速率运动时,它在y 轴上的投影A'点正好在圆心的上下两侧

作往复运动,其运动规律可表示为

y(t)=acos(ωt+ε) (3-1)
圆频率ω、工程频率f 和周期T 可表示为
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ω=
2π
T
, f=

ω
2π
, T=

2π
ω

(3-2)

由式(3-1),可以求得振动时的速度和加速度

y·(t)=-aωsin(ωt+ε)=aωcosωt+ε+
π
2  

ÿ(t)=-aω2cos(ωt+ε)=aω2cos(ωt+ε+π)







 (3-3)

最大加速度ÿmax、振动惯性力的幅值Fmax 为

ÿmax=aω2

ÿmax=
4π2

T2a=4π2af2







 (3-4)

Fmax=mÿmax=4π2maf2 (3-5)

  振动过程中的总能量W 为动能和弹性势能之和,即

W =
1
2my·2(t)+

1
2ky

2(t)=
1
2ka

2cos2(ωt+ε)+
1
2ma2ω2sin2(ωt+ε) (3-6)

式中,k为弹性系数,也可称作刚度。
由于圆频率ω2=k/m,即k=mω2,故式(3-6)可写成

W =
1
2ka

2 cos2(ωt+ε)+sin2(ωt+ε)  =
1
2ka

2=2mπ2a2f2 (3-7)

3.1.2 波动的概念

当振动由起振点向各个方向开始传播后,在某一时刻τ,振动所达到各点的轨迹称为波

图3-3 典型波动示意图

前。如图3-3所示,振动相位相同的各点的轨迹称为波

面,振动传播的方向称为波线,单位时间内振动传播的

距离为波速c,振动在一个周期T 内传播的距离,即振

动相位相同的两点间的最小距离称为波长λ。如果用

x=acosωt表示振动中心O 点处的振动规律,其中x 为

位移,a 为振幅,ω 为圆频率,t为时间,且振动传至离振

动中心为r处的点A 时经过的时间为T,则有τ=r/c。
当τ=T 时,r=λ,因此

T=
λ
c
, λ=cT (3-8)

  考虑到上述关系,若振动传播过程中未发生衰减,则当波到达A 点时,由于A 点开始

振动的时间比O 点晚τ,故A 点处的振动为

x=acosω(t-τ) (3-9)
或写作

x=acosωt-
r
c  



 


 =acosωt-
ω
cr  =acosωt-2π

r
λ  (3-10)

  上式即为x 方向上波传播的基本方程。
值得注意的是,波动是振动状态在介质中的传播,而不是质点的流动,质点不会随着波
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的传播发生流动,而只在平衡位置附近发生振动,因此波的传播是振动状态的传播,且与传

播介质的特性密切相关。
本章我们重点介绍振动和波动的相关知识,波动部分将结合土介质中的波动问题在

第5章和第6章中详细介绍。

3.2 单自由度体系的振动

3.2.1 自由振动与受迫振动

  自由振动是指体系在无外部干扰力的情况下发生的振动,如果有干扰力的作用,则称为

受迫振动(或强迫振动)。自由振动体系和受迫振动体系都可依照体系是否考虑阻尼进行划

分,分为有阻尼振动体系和无阻尼振动体系。
由于无阻尼自由振动体系的振幅不发生衰减,因此体系会在惯性力和弹性力的作用下

保持振动。对于有阻尼的自由振动体系,其振幅将随振动时间的增长而发生衰减,阻尼越

大,衰减越快。
对于有外部荷载作用的受迫振动体系,如果外荷载是一个周期荷载,其频率为θ,则当

此频率和振动体系的自由振动频率ω 很接近或相同时,运动的振幅将随振次的增大而迅速

增大,这就是常说的共振现象。在实际工程中,共振将导致振动幅度过大,这意味着土体的

位移过大,因此在设计中应当避免发生共振。在无阻尼的理想条件下,共振的振幅理论上为

无穷大。在有阻尼的情况下,虽然共振的振幅已经被大大削弱,但它仍对体系的安全性构成

威胁。此外,在一般频率条件下,有阻尼体系作强迫振动时,阻尼的作用主要体现在瞬态反

应中,随着时间的增加,振动体系趋于稳态振动。稳态振动是一种常见的运动形态,大多数

的研究都基于稳态反应。以下主要对自由振动和受迫振动的稳态反应进行分析。

3.2.2 单自由度体系的振动方程

由于直接考虑多自由度体系较为复杂,而且多自由度体系问题有时可以简化为单自由

度体系问题,因此下面先介绍单自由度体系的振动问题。
单自由度振动体系可由图3-4(a)表示。图中质点的质量为m,刚度系数为k,阻尼为c,

杆件重量不计。假设在质点处施加一水平方向荷载F,则质点将离开平衡位置,在水平方向

作简谐运动,相对于平衡位置产生位移u。质点的运动体系可以用图3-4(b)表示。
下面根据达朗贝尔原理,建立单自由度体系的动力平衡方程。质点的受力如图3-5所

示,作用于质点上的力包括弹性恢复力FS、阻尼力FD、惯性力FI以及外荷载F。

1.
 

弹性恢复力FS

由胡克定律可知,弹性力FS 的大小与质点位移u 成正比,方向与位移方向正好相反,
可表示为

FS=-ku (3-11)
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图3-4 单自由度体系的振动

(a)
 

单自由度体系的振动形式;
 

(b)
 

单自由度体系的运动模型
 

图3-5 单自由度体系的受力分析

2.
 

阻尼力FD

阻尼力的大小与质点速度成正比,方向与速度u· 方向相反,可表示为

FD=-cu· (3-12)

3.
 

外荷载F

外荷载F 是直接作用在质点上的一个与时间t有关的动荷载,可表示为

F=müg (3-13)

式中,üg 表示外荷载对体系作用的加速度。

4.
 

惯性力FI

惯性力是一种假想作用于质点上的力,其大小等于质量与加速度的乘积,与质点的位移

成正比,方向与位移方向相反,可表示为

FI=-mü (3-14)

  质点的动力平衡条件为

FI+FD+FS+F=0 (3-15)

  将式(3-11)~式(3-14)代入式(3-15),可得

mü+cu·+ku=müg (3-16)

  令自振频率为

ω= k/m (3-17)
引入黏性阻尼比ζ=c/cr,cr为临界阻尼系数,有

ζ=
c
cr

=
c

2 km
(3-18)

则式(3-16)可写为

ü+2ζωu
·+ω2u=üg (3-19)

  上式即为单自由度体系的动力平衡方程。
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3.2.3 单自由度体系的自由振动

自由振动体系无外荷载作用,即F(t)=0,因此üg=0,式(3-19)改写为

ü+2ζωu
·+ω2u=0 (3-20)

  可以看出,该式实际上为齐次常微分方程,其解的形式如下:
 

u=Aeαt (3-21)
式中,A 为常数,α为特征方程的根。

式(3-20)的特征方程为

α2+2ζωα+ω2=0 (3-22)
特征方程的解为

α1,2=
-2ζω± 4ζ2ω2-4ω2

2 =-ζω±ω ζ2-1 (3-23)

  由于特征值的解中含有根式,阻尼比的大小会影响根式的计算结果,以下将对阻尼比进

行分类讨论。

1.
 

低阻尼体系

当ζ<1时,该体系为低阻尼体系。低阻尼体系中,特征方程的两个根(见式(3-23))均
为复数,即

α1,2=-ζω±iω 1-ζ2 (3-24)

  此时微分方程的解为

u=e-ζωt(A1cosωdt+A2sinωdt) (3-25)

式中,ωd=ω 1-ζ2;
 

A1、A2 为常数,可由初始条件确定。当t=0时,初始位移u0 是给定

的,而初速度为零,即
u|t=0=u0, u

·(t)|t=0=0 (3-26)
则有

A1=u0, A2=ζωu0

ωd
(3-27)

u=e-ζωt u0cosωdt+ζωu0

ωd
sinωdt  (3-28)

  利用三角函数变换,上式写作

u=u0e-ζωtcos(ωdt-ψ)
cosψ

(3-29)

式中,ψ 为相位角,其定义为

tanψ=
ωζ
ωd

= ζ
1-ζ2

(3-30)

  式(3-29)是一个衰减函数,随着时间t的增加,位移幅值将逐渐减小。

2.
 

超阻尼体系(过阻尼体系)

当阻尼比ζ>1时,特征方程的两个根均为实数,即
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α1,2=-ζω±ω ζ2-1 (3-31)

  此时方程(3-22)的解为

u=u0
ω2

ω2-ω1
e

-ω1t-u0
ω1

ω2-ω1
e

-ω2t (3-32)

式中,ω1 和ω2 为两个参数,分别为

ω1=ω(ζ- ζ2-1) (3-33)

ω2=ω(ζ+ ζ2-1) (3-34)

  由式(3-32)可以看出,超阻尼体系的运动不再表现为振动,而是随着时间t的增大逐渐

趋近于零。

图3-6 三种阻尼水平下单自由度

体系的自由振动情况

3.
 

临界阻尼体系

临界阻尼体系指的是阻尼比ζ=1的体系,此时特征

方程有两个相等的实根,即

α1,2=-ω (3-35)

  方程(3-22)的解为

u=(A1+A2t)e-ωt (3-36)
式中,A1、A2 是需要由初始条件确定的两个常数。

由初始条件(3-26),得到位移的解为

u=u0(1+ωt)e-ωt (3-37)

  可以看出,此时的运动也不再呈振动形式,而是随着时间t的增加而趋于零。
三种阻尼水平下单自由度体系的自由振动如图3-6所示。

3.2.4 单自由度体系的受迫振动

受迫振动也称强迫振动,指外荷载持续作用于质点上时,体系发生的振动。在3.2.3节

中,介绍了质点上无外荷载作用的情况,而在大多数动力问题分析中,常常存在外荷载。当

有外荷载作用时,体系的振动特性将与自由振动的特性有所不同。

1.
 

简谐荷载

简谐荷载可表示为

F=F0sinθt (3-38)
式中,θ为外荷载的振动频率。

其动力平衡方程为

ü+2ζωu
·+ω2u=

F0

msinθt
(3-39)

  由初始条件

u=u(0), u·=u·(0) (3-40)
可得式(3-39)的全解为

u(t)=e-ζωt(Acosωdt+Bsinωdt)+Csinθt+Dcosθt (3-41)



36   
土动力学基本原理

式中,ωd=ω 1-ζ2;
 

A、B、C、D 为常数,可由初位移和初速度确定。
式(3-41)给出的位移解实际上包括瞬态反应(前两项)和稳态反应(后两项)两个部分,

在振动片刻后,前者会迅速衰减至可忽略的水平,因此通常只考虑后者,下面对稳态反应进

行详细分析。将稳态反应部分的位移解u(t)=Csinθt+Dcosθt代入式(3-39),可得

[(ω2-θ2)C-2ζωθD]sinωt+ 2ζωθC+(ω2-θ2)D  cosωt=
F0

msinθt
(3-42)

由此可得

(ω2-θ2)C-2ζωθD=
F0

m
2ζωθC+(ω2-θ2)D=0







 (3-43)

由体系刚度系数k=ω2m,上式可写作

1-
θ2

ω2  C-2ζ
θ
ωD=

F0

k

2ζ
θ
ωC+ 1-

θ2

ω2  D=0












(3-44)

  求解该方程组可得

C=
F0

k
1-θ2/ω2

(1-θ2/ω2)2+(2ζθ/ω)2
(3-45)

D=
F0

k
-2ζθ/ω

(1-θ2/ω2)2+(2ζθ/ω)2
(3-46)

由此得到简谐荷载作用下有阻尼体系的稳态反应为

u(t)=
F0

k
[1-(θ2/ω2)]sinθt-(2ζθ/ω)cosθt

(1-θ2/ω2)2+(2ζθ/ω)2
(3-47)

  由三角函数变换,可将上式改写为

u=u0sin(θt-ψ) (3-48)

式中,
 

u0 为位移振幅,即

u0=
F0

k
1

(1-θ2/ω2)2+(2ζθ/ω)2
(3-49)

  相位角ψ 表示为

tanψ=
cθ/k

1-mθ2/k
(3-50)

  有时为了将动力特性与静力特性进行比较,需要计算动力放大系数。动力放大系数可

由荷载频率为零的条件得到,即令θ=0,此时静位移ust为

ust=
F0

k
(3-51)

则动力放大系数为

β=
u0

ust
=

1
(1-θ2/ω2)2+(2ζθ/ω)2

(3-52)
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  由于体系的质量m 常可忽略,则位移幅值和相位角可写为

u0|m=0=
F0/k

1+(cθ/k)2
(3-53)

tanψ|m=0=
cθ
k

(3-54)

  不同阻尼比的体系动力放大系数与频比的关系如图3-7所示,相位角与频比的关系如

图3-8所示。

图3-7 不同阻尼水平下的动力放大系数

图3-8 单自由度体系受迫振动发生位移的相位角

2.
 

任意荷载(杜哈梅积分)

图3-9所示为任意荷载的时程曲线,对荷载F(t)在时域内进行微分,F(t)就可分为无

数个脉冲,每个脉冲的作用时间为dτ。显然,在任意时刻τ,大小为F(t)dτ的脉冲反应为

[F(t)dτ]h(t-τ),其中h(t-τ)为单位脉冲反应函数,它表示体系在单位脉冲量作用时的

图3-9 任意荷载的时程曲线

反应,其表达式为

h(t-τ)=u(t)=
1

mωd
e-ζω(t-τ)sin[ωd(t-τ)], t≥τ

(3-55)

  体系在时刻t的反应为从荷载开始作用到t时刻时所

有脉冲反应之和,即
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u(t)=∫
t

0
F(τ)h(t-τ)dτ (3-56)

  上式为任意荷载作用下线性动力体系的解,通常称作卷积积分。
将单位脉冲响应函数式(3-55)代入卷积积分,可得

u=
1

mωd∫
t

0
Fe-ζω(t-τ)sin[ωd(t-τ)]dτ (3-57)

  上式即为杜哈梅积分式。当阻尼比很小,即ζ≪1时,上式变为

u=
1
mω∫

t

0
Fe-ζω(t-τ)sin[ω(t-τ)]dτ (3-58)

  由杜哈梅积分可以求解任意荷载作用下体系的振动反应。由于式(3-58)的形式十分复

杂,一般不考虑其解析解,通常采用数值方法求解。

3.
 

共振

共振是振动体在周期性变化的外力作用下,当外荷载的频率与振动体系的固有频率很

接近或相等,或等于整数倍时,振幅急剧增大的现象。发生共振时体系的振幅处于峰值。由

图3-7可以看出,位移振幅峰值出现的位置,对应的振幅曲线斜率为零,即

du0

dθ =0:
 θ
ω = 1-2ζ2⇒θ=ω 1-2ζ2 (3-59)

  如果体系的阻尼系数很小,当荷载的振动频率非常接近体系自振频率时,位移振幅为最

大,即发生共振现象。

如果体系的阻尼系数较大,体系的自振频率会相对较小,特别地,在临界阻尼水平下,体
系的自振频率为零,这意味着临界阻尼抑制了振动的发生。

如果体系的阻尼系数很大,比如过阻尼体系,此时体系将不会发生共振。

由于在土木工程中,大多数情况下阻尼比小于0.25,共振频率非常接近自振频率,因此

可以认为当荷载的振动频率非常接近或等于体系的自振频率时,体系即发生共振,即

θ=ω (3-60)

  共振时的动力放大系数为

β=
1

2ζ 1-ζ2
(3-61)

4.
 

耗散功

下面分析一个完整振动周期内的能量耗散情况。外荷载F 在一个振动周期内做的

功为

W =∫
2π

ωt=0
Fdudt

 

dt (3-62)

  假设外荷载是一个简谐荷载,将式(3-38)和式(3-48)代入上式可得

W =πF0u0sinψ (3-63)

  定义能量耗散率D 为单位时间内的能量耗散,由于一个周期T 的时间为2π/θ,则
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D=
W
T =

1
2F0u0θsinψ (3-64)

  可以看出,能量的耗散速度与荷载的大小、位移幅值以及频率有关。将位移幅值u0 和

相位角ψ 的表达式(3-53)和式(3-54)代入式(3-63),则有

W =πcθu2
0 (3-65)

  特别地,在静力条件下,即θ=0时,或不考虑阻尼,即c=0时,无能量耗散,体系的运动

不发生衰减。但是,当荷载频率θ非常大时,并不一定意味着能量的耗散会非常快,因为在

高频条件下,体系的位移幅值u0 将会非常小,图3-7可以说明这一点。

3.3 多自由度体系的振动

前面讨论的是单自由度体系的振动问题,对于多层建筑、地基、土坝等研究对象,往往视

为多自由度体系。多自由度体系的振动特性与单自由度体系有所不同。下面首先对两自由

度体系进行分析,进而扩展到n 个自由度体系的一般情况。

3.3.1 两自由度体系的振动方程

图3-10所示的两自由度体系中,两质点的质量分别为m1、m2,侧向刚度分别为k1、k2,

阻尼系数分别为c1、c2,两质点由不计重力的杆件支撑在刚性地面上。
当发生振动时,两质点离开平衡位置发生位移,位移量分别为u1 和u2。如图3-11所

示,作用于两质点的力包括弹性力、阻尼力、惯性力和外荷载。将体系视为线性结构,弹性力

的大小与质点刚度和质点位移成正比。值得注意的是,此时m1 的受力不仅与连接地面和

m1 的杆件有关,还与连接m1 和m2 的杆件有关,则弹性恢复力为

FS1=F'S1+F″S1=k1u1+k2(u1-u2) (3-66)

FS2=k2(u2-u1) (3-67)

图3-10 两自由度体系的振动情况

  
图3-11 两自由度体系的受力分析

  阻尼力与阻尼系数和质点速度有关,即

FD1=c1u
·+c2(u

·
1-u

·
2) (3-68)

FD2=c2(u
·
2-u

·
1) (3-69)

  惯性力与质量和加速度有关,即


