
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

第 3章  随 机 向 量 

在实际问题中，有些试验的结果需要同时用两个或两个以上的随机变量来描述，如射

击试验弹着点的具体位置要由它的横坐标 X 和纵坐标Y 来确定。又如，为了考察炼出的

每炉钢的质量，需要考虑含碳量、含硫量和硬度等基本指标，这就涉及 3 个随机变量——

含碳量 X 、含硫量Y 和硬度 Z ；如果还需要考察其他指标，则应引入更多的随机变量。

在研究的问题中，由于这些随机变量之间通常存在着某种内部联系，因此需要把这些随机

变量看作一个整体来加以研究。 

若 X 和Y 都是随机变量，则由 X 、Y 组成的一个整体 ( , )X Y 称为二维随机向量。

二维随机向量 ( , )X Y 中， X 、Y 均称为它的分量。在讨论二维随机变量时，可以把

( , )X Y 看作是平面上具有随机坐标 ( , )X Y 的点。 

一般来说，对某一随机试验涉及的 n 个随机变量
1 2, , , nX X XL ，记为

1 2( , , , )nX X XL ，

称为 n 维随机向量或 n 维随机变量。 

显然，第 2 章所讨论的随机变量是一维随机变量。和一维随机变量类似，二维随机向

量也可分为连续型和离散型等几类。为了叙述方便，本章主要讨论二维随机向量，至于多

维随机向量不难类推。 

3.1  二维随机向量及其分布函数 

二维随机向量 ( , )X Y 中的两个随机变量 X 和Y 是有联系的，它们是定义在同一样本空

间上的两个随机变量。其性质不仅与 X 的性质及Y 的性质有关，而且还依赖于这两个随

机变量的相互关系，因此仅仅逐个研究 X 和Y 的性质是不够的，必须把 ( , )X Y 作为一个整

体加以研究。 

首先引入其分布函数的概念。 
定义 3.1  设 ( , )X Y 是二维随机向量，对于任意实数 ,x y ，称二元函数 

( , ) { , }F x y P X x Y y ≤ ≤   ( ,x y       ∞ ∞ ∞ ∞)          (3.1) 

为 ( , )X Y 的分布函数。 
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分布函数 ( , )F x y 表示事件{ }X x≤ 和事件{ }Y y≤

同时发生的概率。如果将 ( , )X Y 看成平面上随机点的坐

标，取定
0 0( , ) ( , )x y   ∞ ∞ , 

0 0( , )F x y 就是点 ( , )X Y 落

在平面上，以
0 0( , )x y 为顶点，且位于该点左下方无限矩

形区域上的概率，如图 3.1 所示。 

由上面的几何解释可知，随机点 ( , )X Y 落在矩形

区域
1 2x x x ≤ 、

1 2y y y ≤  内的概率为 

1 2 1 2{ , }P x X x y Y y ≤ ≤  

2 2 2 1( , ) ( , )F x y F x y  1 2 1 1( , ) ( , )F x y F x y     (3.2) 

分布函数的性质如下。 

(1) ( , )F x y 是变量x、y的不减函数，即对于任意固

定的y，当x1 < x2时，
1( , )F x y ≤

2( , )F x y ；对于任意固定的x，当y1 < y2 时，
1( , )F x y ≤

2( , )F x y 。              

(2)  0≤ ( , )F x y ≤1   (∞＜x＜∞,∞＜y＜ ∞)。                      (3.3) 

(3) 对于固定的y，有 

F( y-∞, )= lim ( , ) 0
x

F x y
-∞

=  

对于固定的x，有 

F(x,∞ )= lim ( , ) 0
y

F x y
-∞

=
 

还有 

F( ∞ ,∞)= lim ( , ) 0
x
y

F x y




∞
∞   

 F(∞ ,∞ )= lim ( , ) 1
x
y

F x y




∞
∞   

由以上可知,当变量 x∞时，在图3.1中随机点 ( , )X Y 落在矩形内这一事件趋于不

可能事件，其概率为零；而当 ,x y ∞ ∞时，图3.1中的矩形扩展到全平面，随机点

( , )X Y 落在矩形内这一事件趋于必然事件，其概率为1。 

二维随机向量也分为离散型与连续型，下面分别加以讨论。 

3.2  二维离散型随机向量 

如果二维随机向量 ( , )X Y 的每个分量都是离散型随机变量，则称 ( , )X Y 是二维离散型

随机向量。因为离散型随机变量只能取有限或可列无穷个值，因此二维离散型随机向量

( , )X Y 所有可能取的值也是有限或可列无穷个。 

定义 3.2  设二维离散型随机向量( , )X Y 所有可能取的值为( , )i jx y ( 1,2, ; 1,2, )i j L L ，

记为 

 
图 3.1  

0 0
( , )F x y 的意义 
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{( , ) ( , )}i j ijP X Y x y p    ( 1,2, ; 1,2,i j L L )              (3.4) 

称式(3.4)为二维离散型随机向量 ( , )X Y 的概率分布或联合分布律。 

( , )X Y 的联合分布律如表 3.1 所示。 

表 3.1  ( , )X Y 的联合分布律 

Y  

X  
L L

1 2 j
y y y  

1

2

i

x

x

x

M

M

 

11 12 1

21 22 2

1 2

j

j

i i ij

p p p

p p p

p p p

L L

L L

M M M

L L

M M M M M

 

 
( , )X Y 的联合分布律具有下列性质。 

(1) 0 ( 1,2, ; 1,2, )ijp i j L L≥ 。                                        (3.5) 

(2) 1ij

i j

p  。                                                          (3.6) 

二维离散型随机变量 ( , )X Y 的分布函数与概率分布之间具有如下关系式 

( , )
i j

ij

x x y y

F x y p  
≤ ≤

                          (3.7) 

其中和式对一切满足 ,i jx x y y≤ ≤ 的 i 和 j 求和。 

例 3.1  一盒中有 3 个球, 它们依次标有数字 1、2、2。从这盒中任取一球后，不返回

盒中，再从盒中任取一球。设每次取球时，盒中各球被取到的可能性相同。以 X 、Y 分

别记第一次、第二次取得的球上标有的数字，求 ( , )X Y 的联合分布律。 

解  ( , )X Y 可能取的值为(1,2)、(2,1)、(2,2)，对应的概率分别为： 

第一次取 1 的概率是
1

3
，第一次已取得 1 后，第二次取得 2 的概率是 1。按乘法定

理，得
1 1

{ 1, 2} 1
3 3

P X Y     。 

第一次取 2 的概率是
2

3
，第一次已取得 2 后，第二次取得 1(或 2)的概率是

1

2
。 

即           
2 1 1

{ 2, 1}
3 2 3

P X Y     ；      
2 1 1

{ 2, 2}
3 2 3

P X Y     。 

( , )X Y 的联合分布律如表 3.2 所示。 
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表 3.2  ( , )X Y 的联合分布律 

     Y 

X 
1 2 

1 0 
1

3
 

2 
1

3
 

1

3
 

 

例 3.2  设有 10 件产品，其中 7 件正品、3 件次品。现从中任取两次，每次取一件产

品，取后不放回。令 

X=1，若第一次取到的产品是次品； 

X=0，若第一次取到的产品是正品； 

Y=1，若第二次取到的产品是次品； 

Y=0，若第二次取到的产品是正品。 

求二维随机向量 ( , )X Y 的概率分布。 

解  ( , )X Y 所有可能取的值是(0,0)、(0,1)、(1,0)、(1,1)。 

先求 { 0, 0}P X Y  ，即第一次取到正品、第二次也取到正品的概率，这是古典概

型，易得 

7 6 7
{ 0, 0}

10 9 15
P X Y


   


 

同理，可分别求得 

7
{ 0, 1}

30
P X Y    

7
{ 1, 0}

30
P X Y    

1
{ 1, 1}

15
P X Y    

( , )X Y 的联合分布律如表 3.3 所示。 

表 3.3  ( , )X Y 的联合分布律 

     Y 

X 
0 1 

0 
7

15
 

7

30
 

1 
7

30
 

1

15
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3.3  二维连续型随机向量及其分布函数 

3.3.1  二维连续型随机向量 

与一维连续型随机变量类似，对于二维连续型随机向量，也用一个“密度”函数来全

面描述它的取值概率。 

定义3.3  对于二维随机向量 ( , )X Y ，若存在一个定义于全平面( x   ∞ ∞ , 

y   ∞ ∞)的非负可积的二元函数 ( , )f x y ， D 为任意平面

区域，都有 

( , ) ( , )d d
y x

F x y f u v u v
 

  ∞ ∞
          (3.8) 

则称 ( , )X Y 为二维连续型随机向量, 并称 ( , )f x y 为 的联

合概率密度, 简称联合密度。 

可见，如果知道二维连续型随机变量的联合密度

( , )f x y ，那么它落入区域 D 内的概率只需计算一个二重积分

即可。其几何意义是以曲面 ( , )z f x y 为顶、以区域 D 为底

的曲顶柱体的体积，如图 3.2 所示。 

与一维随机变量类似，联合密度具有如下基本性质。 

(1) ( , ) 0f x y ≥ (非负性)。 

(2) ( , )d d 1f x y x y
 

 
 

∞ ∞

∞ ∞
(规范性)。 

(3) 若 ( , )f x y 在点 ( , )x y 处连续，则有 
2 ( , )

( , )
F x y

f x y
x y




 
 

例 3.3  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度为                     

(6 ), 0 2, 2 4
( , )

0,

k x y x y
f x y

     
 
 其他

 

(1) 确定常数 k 。 

(2) 求 {0 1, 2 3}P X Y    。 

(3) 求 { 1.5}P X  。 

(4) 求 { 4}P X Y ≤ 。 

解  (1) 由 ( , )d d 1f x y x y
 

 
 

∞ ∞

∞ ∞
有 

2 4

0 2
d (6 )d 8 1x k x y y k      

所以
1

8
k  。 

(2) 设 1 {0 1, 2 3}D x y     ，则由式(3.8)  

 

图 3.2  曲顶柱体的体积 
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1 1

1

1 3

0 2

  

  

{0 1, 2 3} {( , ) }

1
                                     ( , )d d (6 )d d

8

1 3
                                     d (6 )d

8 8

D D

P X Y P X Y D

f x y x y x y x y

x x y y

     

   

   

 

 

 

(3) 设
2 { 1.5, }D x y     ∞ ∞ ，则由式(3.8)  

2 2

2

1.5 1.5 4

0 0 2

{ 1.5} {( , ) }

1
                 ( , )d d = (6 )d d

8

1 1
                 d (6 )d d (6 )d

8 8

27
                 

32

D D

P X P X Y D

f x y x y x y x y

x x y y x x y y




  

  

     



 

   
∞

∞

 

(4) 设
3D 为 4x y ≤ 所确定的半平面，则有 

 

3

{ 4} ( , )d d
D

P X Y f x y x y  ≤  

4

1
(6 )d d

8
D

x y x y   (
4D 为

3D 与第一象限的交集) 

2 4

0 2

1 2
d (6 )d

8 3

x

x x y y


      

下面介绍两种重要的二维连续型随机向量的分布。 

3.3.2  均匀分布 

定义 3.4  如果二维随机向量 ( , )X Y 的联合概率密度为 

             

1
, ( , )

( , )

0,

x y D
a

f x y




 



当

其他

                         (3.9) 

其中区域 D 的面积为 (0 )a a  ∞ ，则称 ( , )X Y 服从 D 上

的均匀分布。 

容易验证，这里的 ( , )f x y 满足联合密度的性质。 

( , )X Y 服从均匀分布的实质是 ( , )X Y 只可能在 D 上取

值，并且 ( , )X Y 取值于 D 内任何子区域内的概率与该子区

域的面积成正比。这与第 2 章中已经研究过的一维均匀分

布是相似的。 

例 3.4  设 ( , )X Y 服从圆域 2 2 4x y ≤ 上的均匀分布

(见图 3.3)，计算 {( , ) }P X Y A ，这里 A是图 3.3 中阴影部

分的区域。 

解  圆域 2 2 4x y ≤ 的面积 4d  ；随机变量 ( , )X Y

 

图 3.3  例 3.4 用图 
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的概率密度为 

2 2

2 2

1
, 4

( , ) 4

0, 4

x y
f x y

x y




 
  

当 ≤ 时

当 时

 

区域 A 是 0 0x y 、 和 1x y  的 3 条直线所围成的三角区域，并且包含在圆域
2 2 4x y ≤ 内，面积=0.5。则 

{( , ) }P X Y A
1 1

d d
4 8

A

x y 
   

一般来说，具有均匀分布的二维连续型随机向量 ( , )X Y 落在区域 A 的概率可用区域 A

的面积除以整个区域 D 的面积，例 3.4 所求可为 

{( , ) }P X Y A
0.5 1

4 8
 

 
 

3.3.3  二维正态分布 

定义 3.5  如果二维随机向量 ( , )X Y 的联合概率密度为 
2 2

1 1 2 2

2
1 1 2 2

2 ( )( )1

2(1 )

2

1 2

1
( , ) e

2 1

x x y x

f x y

    

   

  

       
      
      

 
  ( ,x y   ∞ ∞)    (3.10) 

其中
1 2 1 2, , 0, 0,| | 1       是 5 个参数, 则称 ( , )X Y 服从参数为

1 2 1 2 , , , ,       的二维

正态分布，或称 ( , )X Y 是二维正态向量，记为 

1 2 1 2( , ) ( , , , , ) X Y N       

这里 ( , ) 0f x y  是显然的， ( , )d d 1f x y x y
 

 
 

∞ ∞

∞ ∞

的验证在后面进行。 

二维正态联合分布密度的图形如图 3.4 所示，它

是一个以(
1 2,  )为极大值点的单峰曲面。 

二维正态向量是最重要的二维随机向量，它与一

维正态变量的关系以及参数的具体意义将在以后讨论。 

最后指出，不论什么类型的二维随机向量，都可以

用二维随机向量的分布函数来描述它的概率情况。                                                           

3.4  边 缘 分 布 

3.4.1  边缘分布密度 

二维随机向量 ( , )X Y 作为一个整体，有分布函数 ( , )F x y ，其分量 X 与Y 都是随机变

量，有各自的分布函数，分别记成 ( )XF x 和 ( )YF y ，分别称为 X 的边缘分布函数和Y 的边

缘分布函数；称 ( , )F x y 为 ( , )X Y 的联合分布函数。 

需要注意的是， X 与 Y 的边缘分布函数实质上就是一维随机变量 X 或Y 的分布函

数。称其为边缘分布函数是相对于 ( , )X Y 的联合分布而言的。同样地， ( , )X Y 的联合分布

 

图 3.4  二维正态联合分布密度的图形 
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函数 ( , )F x y 是相对于 ( , )X Y 的分量 X 和Y 的分布而言的。 

边缘分布函数 ( )XF x 和 ( )YF y 可以由 ( , )F x y 求得，即 

( )XF x { }P X x ≤ { , }P X x Y ≤ ∞ ( , )F x ∞                (3.11) 

( )YF y { }P Y y ≤ { , }P X Y y ∞ ≤ ( , )F y ∞                (3.12) 

3.4.2  二维离散型随机向量( , )X Y 边缘分布 

设 ( , )X Y 是二维离散型随机向量，联合概率分布为 

( , )ij i jp P X x Y y     ( , 1,2,i j  L ) 

由式(3.11)和式(3.12)可得 

( )XF x ( , )F x ∞
i j

ij

x x y

p  
≤ ≤∞ i

ij

x x j

p 
≤

 

则 X 的边缘概率分布为 

( )i i ij

j

p P X x p      ( 1,2,i  L )                  (3.13) 

Y 的边缘概率分布为 

( )j j ij

i

p P Y y p      ( 1,2,j  L )                 (3.14) 

例 3.5  求例 3.1 中 ( , )X Y 的分量 X 和Y 的边缘分布。 

解  X 所有可能取的值为 1 和 2，分别记为
1x 和

2x ；Y 所有可能取的值也是 1 和 2，

分别记为
1y 和

2y 。于是
11 0p  ，

12

1

3
p  ，

21

1

3
p  ，

22

1

3
p  。 

由式(3.13)得到 X 的边缘分布为 
2

1 1 1

1

1 1
{ } 0  

3 3
j

j

p P X x p



         

2

2 2 2

1

1 1 2
{ }  

3 3 3
j

j

p P X x p



       

由式(3.14)得到 Y 的边缘分布为 
2

1 1 1

1

1 1
{ } 0

3 3
i

i

p P Y y p



       

2

2 2 2

1

1 1 2
{ }

3 3 3
i

i

p P Y y p



       

( , )X Y 的边缘分布律如表 3.4 所示。 

表 3.4  边缘分布律 

     Y 
X 

1 2 i
p  

1 0 1/3 1/3 

2 1/3 1/3 2/3 

jp  1/3 2/3 1 
 

注意， 1p 和 2p 
分别是表 3.2 中的第一行和第二行的数之和；

1p
和

2p
分别是表 3.2
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中的第一列和第二列的数之和。分别将
ip 
和

jp
填在表 3.2 的最右边和最下边，可得到表

3.4。由于
ip 
和

jp
位于这张表的边缘，于是就称其为边缘分布。 

例 3.6  从 1、2、3、4 这 4 个数中随机取一个数，记所取的数为 X ，再从 1 到 X 中

随机取一个数，记所取的数为Y ，试求 ( , )X Y 的联合分布律与 X 和Y 的边缘分布律。 

解  X 与Y 的取值都是1、2、3、4，并且Y≤ X， { , } 0i j P X i Y j   所以，当 时， 。 

i j当 ≥ 时，由乘法公式， ( , )X Y可得 与 X 及 Y 的边缘分布律如表 3.5 所示。 

表 3.5  例 3.6 用表 

     X 

Y 
1 2 3 4 i

p  

1 
1

4
 

1

8
 

1

12
 

1

16
 

25

48
 

2 0 
1

8
 

1

12
 

1

16
 

13

48
 

3 0 0 
1

12
 

1

16
 

7

48
 

4 0 0 0 
1

16
 

3

48
 

jp  
1

4
 

1

4
 

1

4
 

1

4
 1 

 

3.4.3  二维连续型随机向量的边缘概率密度 

定义 3.6  设 ( , )X Y 为二维连续型随机向量，其分量 X (或Y )的密度函数 ( )Xf x (或 ( )Yf y )

称为 ( , )X Y 关于 X (或Y )的边缘概率密度，简称边缘密度。 

随机变量 ( , )X Y 的边缘分布密度可以通过对其联合密度的广义积分求得，有下面的

定理。 

定理 3.1  若 ( , )X Y 的联合密度为 ( , )f x y ，则两个边缘密度函数可表示为 

( ) ( , )dXf x f x y y



 

∞

∞
                        (3.15) 

( ) ( , )dYf y f x y x




 
∞

∞
                        (3.16) 

例 3.7  设 ( , )X Y 服从区域 D (抛物线 2y x 和直线 y x 所夹的区域)上的均匀分布，求

其联合密度和边缘密度，如图 3.5 所示。 

   

图 3.5  例 3.7 用图 
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解  因为 ( , )X Y 服从区域 D 上的均匀分布，所以它的联合密度函数为 

1
, ( , )

( , )

0,

x y D
a

f x y




 



当

其他

 

其中 a为区域 D 的面积。由于 

1
2

0

1
( )d

6
a x x x    

则联合密度为  

6, ( , )
( , )

0,

x y D
f x y


 


当

其他
 

由式(3.15)与式(3.16)，可得 ( , )X Y 的边缘密度为 

2

2( , )d 6d 6( ), 0 1

( )

0,

x

x

X

f x y y y x x x

f x






  

 



 
∞

∞
≤ ≤

其他

 

( , )d 6d 6( ), 0 1

( )

0,

y

y

Y

f x y x x y y y

f x






  

 



 
∞

∞
≤ ≤

其他

 

例  3.8  设 ( , )X Y 服从参数为
1 2 1 20, 1,        的二维正态分布，试求边缘密度

( )Xf x 和 ( )Yf y 。 

解  由式(3.15)与式(3.16)，有 

( ) ( , )dXf x f x y y



 

∞

∞
 

2 2

2

1
( 2 )

2(1 )

2

1
e d

2 1

x y xy

y






  





 


∞

∞
 

由于            
2 2 2 2 22 ( ) (1 )x y xy y x x         

于是            
2

2

2

( )

2(1 )2

2

1 1
( ) e e d

2 2 1

y xx

Xf x y








 






  


∞

∞
 

上式积分号内被积函数是一个正态分布密度( 2, 1x      )，因而该积分值为

1，所以 
2

2
1

( ) e
2

x

Xf x





  ( x   ∞ ∞) 

同理，  
2

2
1

( ) e
2

y

Yf y





  ( y   ∞ ∞) 
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可见，该二维正态变量的两个边缘密度都是一维标准正态密度，这个结论与  的取值

是无关的，这说明仅由两个分量 X Y、 的分布密度一般不能确定( ,X Y )的联合密度。在第

4 章将指出：对于二维正态分布而言，参数  正好刻画了 X 和 Y 之间关系的密切程度。 

经过类似的计算可得，如果( ,X Y )服从参数为
1 2 1 2    、 、 、 、 的二维正态分布，

则 2

1 1~ ( , )X N   、 2

2 2~ ( , )Y N   ，即二维正态变量的两个分量均是一维正态变量。 

这里还可验证二维正态联合密度 ( , )f x y ，满足 

2
1

2
1

( )

2

( , )d d ( , )d d

1
e d 1

2

x

f x y x y f x y y x

x





   

   






 
  

 


   



∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

∞

∞

 

3.5  条 件 分 布 

3.5.1  条件分布的概念 

在第 1 章中曾经介绍了条件概率的概念，在事件 B 发生的条件下事件 A 发生的条件

概率为 

( )
( | )  

( )

P AB
P A B

P B
  

将其推广到随机变量：设有两个随机变量 X 与Y ，在给定Y 取某个或某些值的条件

下，求 X 的概率分布，这个分布就是条件分布。 

例如，考虑某大学的全体学生，从中随机抽取一个学生，分别以 X 和 Y 表示其体

重 和身高，则 X 和 Y 都是随机变量，它们都有一定的概率分布。现在限制

180< Y <190(cm)，在这个条件下求 X 的条件分布，这就意味着要从该校的学生中把身高

在 180cm 和 190cm 之间的那些人都挑出来，然后在挑出来的学生中求其体重的分布。容

易想象，这个分布与不加这个条件时的分布是不一样的，如在条件分布中体重取大值的概

率会显著增加。 

因此，弄清了 X 的条件分布随着Y 值而变化的情况，就能了解身高对体重的影响。

由于在许多问题中有关的变量往往是相互影响的，这使得条件分布成为研究变量之间相互

关系的一个有力工具。 

3.5.2  离散型随机向量的条件分布 

设( ,X Y )是二维离散型随机向量，概率分布为 

{ , }ij i jp P X x Y y     ( , 1,2,i j  L ) 

( ,X Y )的边缘概率分布分别为 

{ }i i ij

j

p P X x p      ( 1,2,i  L ) 

{ }j j ij

i

p P Y y p      ( 1,2,j  L ) 
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设
ip 
和

jp
都大于 0，现求在事件

jY y 发生的条件下，事件
iX x 发生的概率为 

{ | }i jP X x Y y    ( 1,2,i  L ) 

由条件概率的定义，有 

{ | }i jP X x Y y   =
{ , }

{ }

i j

j

P X x Y y

P Y y

 


 

ij

j

p

p

   ( 1 , 2 )i  L，  

并且，上述条件概率满足： 

(1) { , } 0i jP X x Y y  ≥ ( 1,2i  L， )。 

(2) { | } 1i j

i

P X x Y y   。 

从而 P{X=xi|Y=yj}( 1,2,i  L )可以作为概率分布，条件概率 P{Y =yj | X =xi }( 1,2,j  L )

也与此类似。 

定义 3.7  设二维离散型随机向量( ,X Y )的概率分布为 

{ , }ij i jp P X x Y y     ( , 1,2,i j  L ) 

X 和Y 的边缘概率分布分别为 

{ }i i ij

j

p P X x p      ( 1,2,i  L )； { }j j ij

i

p P Y y p      ( 1,2,j  L ) 

对于固定的 j，若 P(Y = yj) > 0，则称 

{ | }i jP X x Y y  =
{ , }

{ }

i j

j

P X x Y y

P Y y

 


 

ij

j

p

p

   ( 1,2,i  L )            (3.17) 

为在
iY y  条件下，随机变量 X 的条件概率分布，简称条件分布。 

对于固定的 i，若 P{X = xi }> 0，则称 

P{Y = jy | X = xi}
ij

i

p

p 

   ( 1,2,j  L )                   (3.18) 

为在
iX x 条件下，随机变量Y 的条件概率分布。 

例 3.9  在一汽车工厂中，一辆汽车有两道工序是由机器人完成的：其一是紧固 3 只

螺栓，其二是焊接两处焊点。以 X 表示由机器人紧固的螺栓紧固不良的数目，以Y 表示

由机器人焊接的不良焊点的数目。据积累的资料知( ,X Y )具有分布律，如表 3.6 所示。 

表 3.6  例 3.9 用表 

              Y   

      X 
0 1 2 i

p  

0 0.840 0.060 0.010   0.910 

1 0.030 0.010 0.005   0.045 

2 0.020 0.008 0.0040 0.032 

3 0.010 0.002 0.001   0.013 

jp  0.900 0.080 0.020   1.000 
 

(1) 求在 1X  的条件下，Y 的条件分布律； 

(2) 求在 0Y  的条件下， X 的条件分布律。 
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解  边缘分布律已经求出，列在表 3.6 中。在 1X  的条件下，Y 的条件分布律为 

P{Y = 0 | X = 1}=
( 1, 0)

( 1)

P X Y

P X

 



0.030 6

0.045 9
   

P{Y = 1 | X = 1}=
( 1, 1)

( 1)

P X Y

P X

 



0.010 2

0.045 9
   

P{Y = 2 | X = 1}=
( 1, 2)

( 1)

P X Y

P X

 



0.005 1

0.045 9
   

或写为如图 3.6 所示。 
 

Y k  0        1        2         

P{Y = k | X = 1} 
6

9
       

2

9
       

1

9
        

图 3.6  Y 的条件分布律 

同理，可得在 0Y  的条件下， X 的条件分布律，如图 3.7 所示。 
 

X k  0        1        2        3 

P {X = k | Y = 0} 
84

90
      

3

90
      

2

90
      

1

90
 

图 3.7  X 的条件分布律 

例 3.10  为了进行吸烟与肺癌关系的研究，随机调查了 23000 个 40 岁以上的人，得

出吸烟与肺癌的关系，其结果列在表 3.7 中。 

表 3.7  吸烟与肺癌的关系 

              是否患肺癌 Y 

 是否吸烟 X 
患肺癌{Y=0} 未患肺癌{Y=1} X 的边缘分布 

吸 烟 {X=0} 0.00013 0.19987 0.20000 

不吸烟 {X=1} 0.00004 0.79996 0.80000 

Y 的边缘分布 0.00017 0.99983 1 
 

其中 X=1 表示被调查者不吸烟；X=0 表示被调查者吸烟； Y=1 表示被调查者未患肺

癌；Y=0 表示被调查者患肺癌。试求被调查者吸烟的条件下得肺癌的概率和不吸烟的条件

下得肺癌的概率。 

解  边缘分布律已经求出，列在表 3.7 中。在 0X  的条件下， 0Y  的条件概率为 

{ 0, 0} 0.00013
{ 0 | 0} 0.00065

{ 0} 0.2

P Y X
P Y X

P X

 
    


 

在 1X  的条件下， 0Y  的条件概率为 

{ 0, 1} 0.00004
{ 0 | 1} 0.00005

{ 1} 0.8

P Y X
P Y X

P X

 
    


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3.5.3  连续型随机向量的条件概率密度 

设( ,X Y )是二维连续型随机向量，由于对任意 x、y, P(X =x)=0, P(Y =y)=0，所以不能

直接用条件概率公式得到条件分布，这时要使用极限的方法得到条件概率密度。 

给定 y，对于任意固定的正数  ，若概率 { }P y Y y   ≤ >0，于是，对于任

意 x，有 

{ ,    }
{ | }

{ }

P X x y Y y
P X x y Y y

P y Y y

 
 

 

  
   

  

≤ ≤
≤ ≤

≤
 

是在条件 y Y y   ≤ 下 X 的条件分布。 

定义 3.8  设X 和Y 是随机向量，给定 y，若对任意固定正数 ， { } 0P y Y y    ≤ ，

且对任意实数 x，极限 

                 
0

{ ,    }
lim

{ }

P X x y Y y

P y Y y

 

 

  

  

≤ ≤

≤
                  (3.19) 

存在，则称此极限为在条件Y y 下 X 的条件分布函数，记为 | ( | )X YF x y 。 

若存在 | ( | )X Yf x y ，使得 

           
| |( | ) ( | ) d

x

X Y X YF x y f u y u -∞                     (3.20) 

则称 | ( | )X Yf x y 为在条件Y y 下 X 的条件概率密度函数，简称条件概率密度。 

定理 3.2  设随机向量( ,X Y )的联合概率密度为 f (x, y)，Y 的边缘概率密度为 fY (y)。 

若 f (x, y)在点(x, y)处连续，当 fY (y) >0 时，有 

        |

( , )
( | )  

( )
X Y

Y

f x y
f x y

f y
                       (3.21) 

证明  设(X,Y)的分布函数为 F (x, y), Y 的边缘分布函数为 FY (y)，由式(3.19)得 

|
0

{ ,  }
( | ) lim

{ }
X Y

P X x y Y y
F x y

P y Y y

 

 

  


  

≤ ≤

≤
 

0

0

lim[ ( , ) ( , )]/(2 )
 

lim[ ( ) ( )]/(2 )Y Y

F x y F x y

F y F y





  

  




  


  
 

 

( ) d( , )/
        

d ( ) / d ( )

x

Y Y

f u, y  yF x y y

F y y f y

 
 

 ∞  

|

( , )
  ( | )

( )
X Y

Y

f x y
f x y

f y
所以， 。 

定理证毕。 

同理，当 fX (x) >0 时，有 

 |

( , )
( | )  

( )
Y X

X

f x y
f y x

f x
                       (3.22) 

例 3.11  设( ,X Y )的概率密度是 

e e
, 0 ,   0

( , )

0,                    

x y y

x y
f x y y

 
   

 



∞ ∞

其他
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求 { 1| }P X Y y  。 

解  { 1| }P X Y y  |
1

( | )dX Yf x y x 
∞

，为此需求出
| ( | )X Yf x y 。 

由于 ( ) ( , )dYf y f x y x


 
∞

∞
 

0

e e
d

x y y

x
y

 

 
∞

0

e
[ e ]

y
x yy

y


 

∞

e y ( 0 y ∞ ) 

于是，对 y >0，
/

|

( , ) e
( | ) ,     0 

( )

x y

X Y

Y

f x y
f x y x

f y y



   。 

故对 y > 0， { 1| }P X Y y 
1

e
d

x y

x
y



 
∞

1
e x y 

∞
1e y 。 

例 3.12  设( ,X Y )服从单位圆上均匀分布，即其概率密度为 

2 21/ ,    1
( , )

0,            

x y
f x y

  
 


≤

其他
 

求 | ( | )Y Xf y x 。 

解  X 的边缘密度为

22
1 ,      | | 1

( ) ( , )d

 0,                  | | 1

X

x x

f x f x y y

x





  
 



∞

∞

≤

 

当 | | 1x  时，有 

|

( , )
( | )

( )
Y X

X

f x y
f y x

f x


2

1/

(2 / ) 1 x




  2

1

2 1 x



 

2 21 1x y x  ≤ ≤  

即当 | | 1x  时，有 

| ( | )Y Xf y x

2 2

2

1
, 1 1

2 1

0,

x y x
x

y


  

 



≤ ≤

取其他值

 

例 3.13  设二维随机向量( ,X Y )的概率密度为 

2 221
,   1

4
( , )

0,       

x y x y

f x y




 



≤ ≤

其他

 

求条件概率密度和条件概率
3 1

|  
4 2

P Y X
 

  
 

。 

解  ( ) ( , ) dYf y f x y x


 
∞

∞
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 d ,   0 1
4

0,                

y

y

x y x y






 



 ≤ ≤

其他

 

5/ 27
,      0 1

2

0,        

y y



 



≤ ≤

其他
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当 y(0,1]时，fY (y) >0，故 

|

2 3/ 2

( , )
( | )

( )

3
,     [ ,  ]

2
                

 0,                 [ ,  ]

X Y

Y

f x y
f x y

f y

x y x y y

x y y






 

 
  


 

 

( ) ( , )dXf x f x y y


 
∞

∞

2

 1
2

 

21
 d ,   | | 1

4

 0,                 

x

x y y x



 



 ≤

其他

 

                         

2 421
(1 ),    | | 1

8

 0,                     

x x x



 



≤

其他

 

当 x(-1,1)时，fX(x) >0，有 

2

4

|

2
,     1

( , ) 1
( | )  

( )
 0,                    

Y X

X

y
x y

f x y x
f y x

f x


 

  



≤ ≤

其他

 

将
1

2
x  代入

2

4

|

2
1

1
( | )

0

Y X

y
x y

x
f y x


 

 



， ≤ ≤

， 其他

 

得         
|

32 1
1

1 15 4

2
0          

Y X

y y

f y


  

  
  



， ≤ ≤

， 其他

 

1

|
3/ 4

3 1 1
d

4 2 2
Y XP Y X f y y

   
     

   
  

1

3/ 4

32 7
  d

15 15
y y   

例 3.14  设数 X 在区间(0,1)上随机取值，当观察到 (0 1)X x x   时，数 Y 在区间

(x,1)上随机取值，求 Y 的概率密度 fY (y)。 

解  由题意，X 具有概率密度  

( )Xf x 
1,   0 1

0,      

x 

 其他

 

对于任意给定的值 (0 1)x x  ，在 X x 的条件下，Y 的概率密度为 
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|

1
1

1
( | )

0

Y X

x y
x

f y x


  

 



，

， 其他

 

则 X 和Y 的联合概率密度为 

|

1
0 1

1
( , ) ( | ) ( )

0

Y X X

x y
x

f x y f y x f x


   

  



，

， 其他

 

于是得关于Y 的边缘概率密度为 

( ) ( , )dYf y f x y x


 
∞

∞

0

1
d ln(1 ) , 0 1

1

0,          

y

x y y
x


     

 





其他

 

3.6  随机向量的独立性 

二维随机向量( ,X Y )的两个分量都是随机变量，有时它们之间存在着某种联系，而有

时其中任意一个的取值情况对另一个没有影响。这就是两个随机变量是否相互独立的问

题。下面首先给出两个随机变量相互独立的定义，然后给出判断两个随机变量是否相互独

立的充要条件。 

定义 3.9  设二维随机向量( ,X Y )的分布函数为 ( , )F x y ，其边缘分布函数分别为 ( )XF x

和 ( )YF y ，对任意 x, y∈R，有 

                ( , ) ( ) ( )X YF x y F x F y                      (3.23) 

则称随机变量 X 与Y 是相互独立的。 

根据分布函数的定义，式(3.23)可写为 

       { ,   } { } { }P X x Y y P X x P Y y≤ ≤ ≤ ≤               (3.24) 

所以，随机向量 X 与Y 相互独立是指对任意实数 x、y，随机事件{ }X x≤ 和{ }Y y≤

相互独立。 

若( ,X Y )是二维离散型随机向量，对( ,X Y )所有可能取值(xi, yj)( 1,2,i  L ； 1,2,j  L )，

则 X 与Y 是相互独立的条件可以写为 

{ ,  } { } { }i j i jP X x Y y P X x P Y y       ( 1,2,i  L ； 1,2,j  L )     (3.25) 

若( ,X Y )是二维连续型随机向量，其联合密度为 ( , )f x y ，其边缘密度分别为 ( )Xf x 和

( )Yf y ，则 X 与Y 是相互独立的条件可以写为 

( , )f x y = ( )Xf x ( )Yf y                          (3.26) 

可见，当随机向量 X 与Y 是相互独立时，( ,X Y )的两个边缘密度可以决定其联合密度。 

例 3.15  设( ,X Y )的联合密度为 

26 , 0 1, 0 1
( , )

0,

xy x y
f x y

    
 
 其他

 

试问： X 与Y 是否相互独立？ 
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解  先求出两个边缘密度。 

当 (0,1)x 时， ( )Xf x =0。 

当 (0,1)x 时，
1

2

0 0
( ) ( , )d 6 d 2Xf x f x y y xy y x



   
∞

。 

所以 

2 , 0 1
( )

0,
X

x x
f x

 
 
 其他

 

同理 
23 , 0 1

( )
0,

Y

y y
f y

  
 
 其他

 

故有 

( )Xf x ( )Yf y
26 , 0 1, 0 1

0,

xy x y    
 
 其他

 

即 

( , )f x y = ( )Xf x ( )Yf y  

由式(3.26)可知， X 与Y 是相互独立的。 

例 3.16  考察例 3.10(吸烟与肺癌关系的研究)中随机变量 X 与 Y 的独立性。 

解  因 

0.20.00017 = P{X=0}P{Y=0} 

P {X=0, Y=0} = 0.00013 

故 X 和 Y 不相互独立。   

例 3.17  设(X,Y) : 2 2

1 2 1 2( , , , , )N      。求证：X 与 Y 独立的充要条件为  = 0。 

证明  因 
2 2

1 1 2 2

2 2 2
1 21 2

2 2
1 1 2

2 2
1 2

( ) ( )( ) ( )1
 2
2(1 )

2

1 2

( ) ( )

2 2

1 2

1
( , ) e

2 1

1 1
( ) e ,    ( ) e

2 2

x u x u y u y u

x y

X Y

f x y

f x f y


   

 

 

  

 

    
   

   

 
 


 

 
 

 

充分性  将  = 0 代入联合概率密度函数，得 
2 2

1 2

2 2
1 2

2 2
1 2

2 2
1 2

( ) ( )1

2

1 2

( ) ( )

2 2

1 2

1
( , ) e

2

1 1
e e

2 2

( ) ( )

x u y u

x u y u

X Y

f x y

f x f y

 

 

 

 

  
  

  

 
 




 
 



 

所以，X 与 Y 相互独立。 

必要性  若 X 和 Y 相互独立，则(x, y)R
2，有 f (x, y)= ( ) ( )X Yf x f y 。 

特别地，将 x= 1 ，y = 2 代入上式，有 

f (
1 ,

2 ) = 1 2( ) ( )X Yf f   
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即                        
2

1 21 2

1 1 1

2 22 1    
 

  
 

从而， = 0。 

在实际问题中，随机变量的独立性往往不是从其数学定义验证出来的；相反，常常从

随机变量产生的实际背景判断它们的独立性，然后再使用独立性的性质和结论。 

3.7  随机向量函数的分布 

同一维随机向量的函数一样，二维随机向量的函数 ( , )Z g X Y 也是一个一维随机向

量。例如，众所周知，射击命中点的坐标( ,X Y )是一个二维随机向量，人们往往关心的是

击中点偏离中心O 的距离 2 2Z X Y  ，则 Z 也是一个随机变量。下面将根据已知的二

维随机变量的分布求出随机变量函数 ( , )Z g X Y 的分布。 

这里仅对二维连续型随机向量( ,X Y )的情形加以讨论，并且只对两种特殊的函数关系

解决分布问题，这两种函数关系如下。 

(1) Z X Y  。 

(2)  Z = max(X,Y) 及 Z = min(X,Y)，其中 X 与 Y 相互独立。 

3.7.1  Z=X+Y 的分布 

设二维连续型随机向量( ,X Y )的联合密度为 f(x, y)，求 Z=X+Y 的概率密度函数。  

Z X Y  的分布函数为 

( ) { } ( , )d dZ

x y z

F z P Z z f x y x y


  
≤

≤  

这里积分区域G ： x y z ≤ 是直线 x y z  及其左下方的半平面，如图 3.8 所示。 

 

图 3.8  Z=X+Y 的分布 

转化成累次积分得 

( ) ( , )d d
z y

ZF z f x y x y
 

 

 
   

∞

∞ ∞
 

令                  

x u y  ，则 ( , )d d ( , )d d
z z

f u y y u y f u y y y u
 

   

     
         

∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞
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由概率密度的定义，即得 Z 的概率为 

                ( ) ( , )dZf z f z y y y



 

∞

∞
                      (3.27) 

由 X Y、 的对称性， ( )Zf z 又可写成 

( ) ( , )dZf z f x z x x



 

∞

∞
                      (3.28) 

式(3.27)与式(3.28)皆是两个随机向量和的概率密度的一般公式。 

特别地，当 X 和 Y 相互独立时，设( ,X Y )关于 X Y、 的边缘密度分别为 ( )Xf x 和

( )Yf y ，式(3.27)与式(3.28)分别化为 

( ) ( ) ( )dZ X Yf z f z y f y y



 

∞

∞
                   (3.29) 

( ) ( ) ( )dZ X Yf z f x f z x x



 

∞

∞
                   (3.30) 

例 3.18  设 X 和Y 是两个相互独立的随机变量。它们都服从 (0,1)N 分布，其概率密度为 
2

2
1

( ) e
2

x

Xf x





  ( x   ∞ ∞) 

2

2
1

( ) e
2

y

Yf y





  ( y   ∞ ∞) 

求和函数 Z X Y  的概率密度。 

解  由式(3.30)，得 
2 2

22

( )

2 2

24

1
( ) ( ) ( )d e e d

2

1
e e d

2

x z x

Z X Y

zz x

f z f x f z x x x

x

   

 

     
 



   





 



∞ ∞

∞ ∞

∞

∞

 

令
2

z
t x  ，得 

2 2 2

2
4 4 4

1 1 1
( ) e e d e e

2 2 2

z z z

t

Zf z t
   




   

  


∞

∞
 

即 Z 服从 (0,2)N 分布。 

一般来说，设 X Y、 相互独立且 2 2

1 1 2 2~ ( , ) ~ ( , )X N Y N   、 。由式(3.30)经过计算知

Z X Y  仍然服从正态分布，且有 2 2

1 2 1 2~ ( , )Z X Y N        。 

例 3.19  设 X Y、 是两个相互独立的随机变量，且都服从 2(0, )N  ，求 2 2Z X Y 

的分布函数和概率密度。 

解  由已知( ,X Y )的联合密度为 
2 2

22
2

1
( , ) ( ) ( ) e

2

x y

X Yf x y f x f y 






 


  ( ,x y   ∞ ∞) 

因 Z 是非负的，故当 0z  时，其分布函数 ( ) 0ZF z  。 

当 0z  时，  2 2( ) { }ZF z P Z z P X Y z  ≤ ≤  

                

2 2

22
2

1
e d d

2

x y

D
x y







 (其中 D 为由 2 2x y z ≤ 所确定的圆域) 
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作极坐标变换 cos , sinx r y r   ，则 

                  

2

22
2

20 0

1
( ) d e d

2

r
z

ZF z r r





   

      

2 2

2 22 2 2
2

1
2 1 e 1 e

2

z z

 


  
      
 
 

 

于是 Z 的分布函数为 
2

221 e , 0( )

0,

z

Z
zF z




  


≥

其他

 

Z 的概率密度为 
2

22
2

e , 0
( )

0,

z

Z

z
z

f z







 



≥

其他

 

这就是瑞利(Rayleigh)分布的概率密度。 

本节开始提出的射击问题中的距离 2 2Z X Y  是一个随机变量，它服从瑞利分布。

因为一般都假定命中点的坐标 X Y、 相互独立，且服从同样的正态分布 2(0, )N  。 

例 3.20  设某种商品在一周内的需要量是一个随机变量，概率密度函数为 

e , 0
( )

0,

xx x
f x

 
 
 其他

 

如果各周的需要量相互独立，求两周需要量的概率密度函数。 

解 分别用 X 和 Y 表示该种商品在第一周、第二周内的需要量，则其概率密度函数

分别为 

e , 0
( )

0,

x

X

x x
f x

 
 
 其他

；
e , 0

( )
0,

y

Y

y y
f y

 
 
 其他

 

两周需要量 Z X Y  概率密度函数为 

( ) ( ) ( )dZ X Yf z f x f z x x


 
∞

∞
 

0
  

0

x

z x




 
当 时，被积函数不为零。因此，当 0Z ≤ 时， ( ) 0Zf z  。 

当 0Z  时，
3

( )

0
( ) e ( )e d e

6

z
x z x z

Z

z
f z x z x x       。 

所以，Z 的概率密度为

3

e 0
6

( )

 0         

x

Z

z
z

f z





 



，

， 其他

。 

3.7.2  Z =max{X,Y}和 Z =min{X,Y}的分布 

设 X Y、 是两个相互独立的随机变量，分布函数分别为 ( )XF x 和 ( )YF y ，现在来求
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max{ , }Z X Y 及 min{ , }Z X Y 的分布函数。 

由于“ max{ , }Z X Y z ≤ ”等价于“ ,X z Y z≤ ≤ ”，故有  

{ }P Z z≤ { , }P X z Y z ≤ ≤  

再由 X 和Y 相互独立，得到 max{ , }Z X Y 的分布函数为  

( ) { }ZF z P Z z ≤ { , }P X z Y z ≤ ≤ { } { }P X z P Y z ≤ ≤  

即                  

max ( ) ( ) ( )X YF z F z F z                         (3.31) 

类似地，可得 min{ , }Z X Y 的分布函数为 

( ) { }ZF z P Z z ≤ 1 { }P Z z   1 { , }P X z Y z     

即有          

( ) 1 [1 ( )][1 ( )]  

( ) ( ) ( ) ( )

Z X Y

X Y X Y

F z F z F z

F z F z F z F z

   

  
 

min ( ) 1 [1 ( )] [1 ( )]X YF z F z F z   L                      (3.32) 

例 3.21  如图 3.9 所示，系统 L 由两个相互独立的子系统 L1、L2连接而成，连接方式

分别为： 

(1) 串联。 

(2) 并联。 

(3) 备用(开关完全可靠，子系统 L2在储备期内不失效，当 L1损坏时，L2 开始工作)。 

设 L1、L2 的寿命分别为 X 和 Y，概率密度分别为 

e , 0
( )

0,  

x

X

x
f x

  
 
 其他

；
e , 0

( )
0,  

y

Y

y
f y

  
 
 其他

 

 

图 3.9  例 3.21 用图 

其中 >0， >0，且 ≠ 为常数。分别对以上 3 种连接方式写出系统寿命 Z 的概率

密度。 

解  先求 X、Y 的分布函数 
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1 e , 0
( ) ( )d

0, 0

1 e , 0
( )

0, 0

x
x

X X

y

Y

x
F x f t t

x

y
F y

y











  
  



  
 


 ∞ ≤

≤

 

(1) 串联时： 

min

( )

max{ , }

( ) 1 [1 ( )] [1 ( )]

1 e ,   0

0,                  0

X Y

z

Z X Y

F z F z F z

z

z

  



   

  
 


L

≤

  

概率密度函数为 

 ( ) ( )Z Zf z F z 
( )( )e ,   0

0,                         0

z z

z

      

 ≤

 

(2) 并联时： 

     max{ , }Z X Y     

( ) ( ) ( )Z X YF z F z F z
(1 e )(1 e ),   0

0,                               0

z z z

z

     
 
 ≤

 

概率密度函数为 

( ) ( )Z Zf z F z
( )e e ( )e ,    0

0,               0

z z z z

z

             
 
 ≤

 

(3) 备用时： 

( ) ( ) ( )dZ X Y

Z X Y

f z f x f z x x


 

 
∞

∞

 

当 0z≤ 时，  ( ) 0Zf z  ；当 0z  时，有 

 
0

( )

0

( ) ( ) ( )d

e e d (e e )

z

Z X Y

z
x z x z z

f z f x f z x x

x   
 

 

    

 

   





 

从而得 

(e e ) 0

 ( )

0      0

z z

Z

z

f z

z

 

 

 
  

 



，

， ≤

 

3.8  n 维随机向量 

在实际问题中，除了二维随机向量外，常常还会遇到 n(n≥3)维随机向量，比如一炉

钢的好坏，要涉及含碳量 X、含硫量 Y 和硬度 Z 3 个随机变量,从而形成一个三维随机向
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量(X, Y, Z)。又如，在讨论某工厂每年产品的生产情况时，用 Xi 表示该工厂第 i 月份产品

的产量， 1,2, ,i  L 12，形成了一个 12 维随机向量(
1 2 12, , ,X X XL )。有关二维随机向量的

概念和结论，可以推广到 n 维随机向量上去。 

3.8.1  定义和分布函数 

设随机试验 E 的样本空间为
1 2, , , , nX X X L 是定义在 上的 n 维随机向量。n 维随机

向量
1 2, , , nX X XL 的性质不仅与每个分量的性质有关，而且还依赖于它们之间的相互关系。 

分布函数仍然是描述 n 维随机向量分布的重要工具。设(
1 2, , , nX X XL )是 n 维随机向

量，对于任意 n 个实数
1 2, , , nx x xL ，n 元函数 

 
1 2( , , , )nF x x xL 1 1 2 2( , , , )n nP X x X x X x L≤ ≤ ≤               (3.33) 

为(
1 2, , , nx x xL )的分布函数。

1 2( , , , )nF x x xL 具有类似于二维随机向量分布函数的性质。 

现在只讨论 n 维连续型随机向量，因为这种类型更常见。 

3.8.2  n 维连续型随机向量 

对于n维随机向量(
1 2, , , nX X XL )，如果存在非负函数

1 2( , , , )nf x x xL ，使得对于任意

实数
1 2, , , nx x xL ，有 

2 1

1 2 1 2 1 2, , , = ( , , , )d d d  L L L L
nx x x

n n nF x x x f u u u u u u
-∞ -∞ -∞

（ ）            (3.34) 

则称(
1 2, , , nx x xL )为 n 维连续型随机向量，称

1 2( , , , )nf x x xL 为(
1 2, , , nx x xL )的概率密度函

数，简称概率密度。 

函数
1 2( , , , )nf x x xL 具有二维连续型随机向量概率密度函数的类似性质。 

n 维连续型随机向量(
1 2, , , nX X XL )的边缘分布比二维情况要复杂，其中常用的是每

个分量
iX 的边缘概率密度 ( )

iX if x ( 1,2, ,i n L )。以
1X 为例，其边缘概率密度为 

1 1 1 2 2( ) ( , , , )d dX n nf x f x x x x x
 

  L L L
∞ ∞

∞ ∞
                (3.35) 

若对于任意实数 1 2, , , nx x xL ，有 

1 2( , , , )nf x x xL
1 1( )Xf x

2 2( )Xf x ( )
nX nf xL                  (3.36) 

则称
1 2, , , nX X XL 相互独立。 

例 3.22  三维连续型随机向量(
1 2 3, ,X X X )的概率密度函数为 

1 2 3( , , )f x x x
1 2 3( )

1 2 3e , 0, 0, 0

0,

x x x
x x x

     
 
 其他

 

判断 1 2 3X X X、 、 是否相互独立。 

解  先求 1 2 3X X X、 、 的边缘概率密度 
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1 1 1 2 3 2 3( ) ( , , )d dXf x f x x x x x
 

  
∞ ∞

∞ ∞
 

当
1 0x ≤ 时，

1 2 3( , , )f x x x = 0，于是
1 1( ) 0Xf x  。当

1 0x  时，有 

1 2 3

1

31 2

1

( )

1 2 3

2 3
0 0

( ) e d d

e e d e d

e

x x x

X

xx x

x

f x x x

x x

  

 

 





  
   

  



 

 

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

 

因此 

1 1( )Xf x 
1

1

1

e , 0

0,        0

x
x

x

 

 ≤

 

同理，有 

( )
iX if x 

e , 0

0,        0

ix

i

i

x

x

 

 ≤

  (i = 2,3) 

对于任意实数
1 2 3x x x、 、 ，有 

1 2 3( , , )f x x x
1 1( )Xf x

2 2( )Xf x
3 3( )Xf x  

所以
1 2 3X X X、 、 相互独立。 

3.8.3  n 维随机向量函数的分布 

对于 n 维随机向量(
1 2, , , nX X XL ),设其 n 个分量

1 2, , , nX X XL 的函数
1 2( , , ,Z g X X L  

)nX ，Z 是一个随机变量，现由(
1 2, , , nX X XL )的分布求 Z 的分布。下面只对两种重要的

情况给出结果。 

(1) 设 2~ ( , )i i iX N   ( 1,2, ,i n L )，并且
1 2, , , nX X XL 相互独立，则 

1 2 nZ X X X   L 1 2~ ( ,nN     L
2 2 2

1 2 )n    L      (3.37) 

(2) 
1 2max{ , , , }nZ X X X L 和

1 2min{ , , , }nZ X X X L ，
1 2, , , nX X XL 相互独立。 

设
iX 的分布函数为 ( )

iX iF x ( 1,2, ,i n L )，则
1 2max{ , , , }nZ X X X L 的分布函数为 

max ( )F z
1
( )XF z

2
( )XF z ( )

nXF zL                       (3.38) 

1 2min{ , , , }nZ X X X L 的分布函数为 

min ( )F z
1

1 [1 ( )]XF z  
2

[1 ( )]XF z [1 ( )]
nXF zL                 (3.39) 

特别地，如果 1 2, , , nX X XL 具有相同的分布函数 ( )F z ，有 

max ( )F z [ ( )]nF z                               (3.40) 
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min ( )F z 1 [1 ( )]nF z                               (3.41) 

例 3.23  设某种型号灯泡的寿命(以h计)近似地服从 2(1000,20 )N 分布，现随机选取4

只灯泡，求其中没有一只灯泡的寿命小于1020h的概率。 

解  设 2~ (1000,20 )X N ，4 只灯泡的寿命为
1 2 3 4X X X X、 、 、 ，则它们相互独立，且

与 X 有相同的分布。记
1 2 3 4min{ , , , }Z X X X X ，则所求概率为 { 1020}P Z≥ 。 

由于 

{ 1020}P Z≥ 1 { 1020}P Z   min1 (1020)F   

由式(3.41)得 

4

min (1020) 1 [1 (1020)]F F    

于是 

{ 1020}P Z≥ 4[1 (1020)]F   

这里 ( )F x 是 X 的分布函数，得 

(1020) { 1020}F P X ≤
1020 1000

(1) 0.8413
20

 
 

   
 

 

因此 

{ 1020}P Z≥ 4(1 0.8413) 0.00063    

习  题  3 

3.1  求在 D 上服从均匀分布的随机向量( ,X Y )的联合概率密度，并求
1

,
8

P X


 


 

1

2
Y


 


的值，其中 D 为 x 轴、 y 轴及直线 2 1y x  所围成的三角形区域。 

3.2  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 

(3 4 )e , 0, 0
( , )

0,

x yk x y
f x y

   
 
 其他

 

(1) 确定常数 k ；(2) 求 {0 1, 0 2}P X Y    ；(3) 求 {3 4 3}P X Y  。 

3.3  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 

2 2 2 2(2 ), 4
( , )

0,

k x y x y
f x y

   
 


≤

其他
 

试确定常数 k ，并求出 ( , )X Y 落在圆域 2 2 1x y ≤ 内的概率。 

3.4  盒中装有 3 个黑球、2 个白球。现从中任取 4 个球，用 X 表示取到黑球的个数，

用 Y 表示取到白球的个数，求 ( , )X Y 的概率分布。 

3.5  将一枚均匀的硬币抛掷 3 次，用 X 表示在 3 次中出现正面的次数，用 Y 表示在

3 次中出现正面次数与出现反面次数之差的绝对值，求 ( , )X Y 的概率分布。 

3.6  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 
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2(3 ), 0 1, 0 2
( , )

0,

A x xy x y
f x y

 
 


≤ ≤ ≤ ≤

其他
 

(1) 确定常数 A；(2) 求 { 1}P X Y ≤ 。 

3.7  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 

4.8 (2 ), 0 1, 0
( , )

0,                        

y x x y x
f x y


 


≤ ≤ ≤ ≤

其他
 

(1) 求边缘密度函数；(2) 判断 X 和Y 是否相互独立？ 

3.8  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 

2 2
( , )

(1 )(1 )

c
f x y

x y


   
(1) 求系数 c ；(2) 求 ( , )X Y 落在以(0,0)、(0,1)、(1,0)、(1,1)为顶点的正方形内的概

率；(3) 判断 X 和Y 是否相互独立？ 

3.9  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 

(2 )2e , 0, 0
( , )

0,     

x y x y
f x y

   
 
 其他

 

(1) 求分布函数 ( , )F x y ；(2) 求 { }P Y X≤ 。 

3.10  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 

e , 0
( , )

0,

y x y
f x y

  
 
 其他

 

求边缘概率密度。 

3.11  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 

2 2,   1
( , )

0,      

c x y x y
f x y


 


≤ ≤

其他
 

(1) 试确定常数 c；(2) 求边缘概率密度。 

3.12  设随机向量 ( , )X Y 的概率分布如表 3.8 所示，求 X 和Y 的边缘分布。 

表 3.8  习题 3.12 用表 

                Y   

    X 
0 2 5 

1 0.15 0.25 0.35 

3 0.05 0.18 0.02 
 

3.13  求习题 3.12 的条件分布。 

3.14  设 X 、Y 是两个相互独立的随机变量，其概率密度分别为 

1, 0 1
( )

0,
X

x
f x


 


≤ ≤

其他
；

e , 0
( )

0,

y

Y

y
f y

 
 
 其他

 

求随机向量 Z X Y  的概率密度。 

3.15  某种商品第一周的需求量是一个随机向量 X ，其概率密度为 
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e , 0
( )

0, 0

xx x
f x

x

 
 
 ≤

 

设第二周的需求量Y 与 X 相互独立且概率密度相同, 试求两周需要总量的概率密度。 

3.16  设 X 在区间(0,1)上随机取值，当观察到 (0 1)X x x   时，Y 在区间(x,1)上随

机取值，求 Y 的概率密度函数。 

3.17  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 

2 ,  0 1, 0 2
( , ) 3

0,

xy
x x y

f x y




 



≤ ≤ ≤ ≤

其他

 

(1) 求条件概率密度 | ( | )X Yf x y ， | ( | )Y Xf y x ；(2) 求
1 1

2 2
P Y X
 

  
 

。 

3.18  问：习题 3.12 中的 X 和Y 是否相互独立？ 

3.19  设随机向量 ( , )X Y 的概率分布如表 3.9 所示。 

问：a、b 取何值时， X 和Y 相互独立？ 

表 3.9  习题 3.19 用表 

                Y   

    X 
1 2 3 

1 

1

6
 

1

9
 

1

18
 

2 

1

3
 a b 

 

3.20  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 

(2 )2e , 0, 0
( , )

0,

x y x y
f x y

   
 
 其他

 

问： X 和Y 是否相互独立？ 

3.21  设 X 和 Y 是两个相互独立的随机向量，X 在(0,1)上服从均匀分布，Y 的概率密

度为 

/ 21
e , 0

( ) 2

0,   0

y

Y

y
f y

y




 

 ≤

 

(1) 求 X 和 Y 的联合概率密度。 

(2) 设含有 a 的二次方程为 2 2 0a Xa Y   ，试求 a 有实根的概率。 

3.22  设 X 和Y 是两个相互独立的随机变量，并且均在区间(0,1)上服从均匀分布，求

X+Y 的概率密度函数。 

3.23  设 X 和Y 是两个相互独立的随机变量，其概率密度分别为 
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求随机向量 Z=X+Y 的概率密度。 

3.24  设随机向量 ( , )X Y 的概率密度函数为 
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(1) 试求常数 b。 

(2) 求边缘概率密度。 

(3) 求函数 max( , )Z X Y 的分布函数。 

3.25  设电子元件的寿命 X(h)的概率密度函数为 
0.00150.0015e , 0

( )
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x x
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今测试 6 个元件，并记录下它们各自的失效时间，求： 

(1) 到 800h 时没有一个元件失效的概率。 

(2) 到 3000h 时所有元件都失效的概率。 


