
绪  论

  人们做任何事情都希望用最少的付出得到最佳的效果,工程设计人员总是力求取得工

程问题的一组最合理的设计参数,使得由这组设计参数确定的设计方案既满足各种设计标

准、设计规范和技术要求,又使其某一项或多项技术经济指标达到最佳,如结构最紧凑、用料

最省、成本最低、工作性能最好等,这就是最优化设计。传统的工程设计,由于设计手段和设

计方法的限制,设计者不可能在一次设计中得到某个项目的多个方案,不可能进行多方案的

分析比较,更不可能寻求最优的设计方案。于是,人们只能在漫长的设计、实施和使用过程

中,通过不断地认识、试验与改进,逐步使项目的设计方案趋于完善。现代电子计算机的发

展和普及,以计算机为基础的最优化数值计算方法的成熟和应用,使工程问题的最优化设计

成为可能,并在其应用和发展过程中形成了一套完整的工程最优化设计理论和方法。
工程最优化设计是把工程设计问题转化为与之对应的条件极值问题,然后利用最优化

数值计算方法和计算机程序,借助计算机求得最优设计方案的过程和方法。进行工程最优

化设计,首先必须将实际问题加以数学描述,形成一组代表该问题的数学表达式,称为设计

问题的数学模型;
 

然后选择一种最优化数值计算方法和计算机程序;
 

最后在计算机上运算

求解,得到一组代表最优设计方案的最佳的设计参数,称为设计问题的最优解。可见,最优

化设计是一种先进的设计理念和方法,它同CAD设计、可靠性设计、动态设计、有限元分析

等构成了一整套现代设计的理论和方法。在近四五十年内,这些现代设计理论和方法的推

广和应用,使得各种工程设计的质量和速度得到了极大的改进和提高,从而在工程设计领域

引起了一场巨大的变革。

20世纪50年代以前,用于解决最优化问题的数学方法仅限于古典的微分法和变分法。

20世纪50年代末,由于计算机的出现,数学规划法即数值迭代法被用于求解工程最优化问

题,并于其后的20~30年间,迅速地得到发展和应用,形成了一门新的应用数学的分支。
工程最优化问题可以分为函数最优化问题和组合最优化问题两大类。函数最优化问题

就是通常所说的连续变量最优化问题,一般的工程设计问题都属于此类问题,用一般的最优

化数值迭代方法即可求解。组合最优化是指一类离散变量和整数变量的最优化问题,这种

问题的解是在一个有限或无限集合中,既满足各种设计要求,又使定义在该集合上的某个函

数达到极值的子集。典型的组合最优化问题有旅行商(TSP)问题、加工调度问题、背包问

题、装箱问题、着色问题和聚类问题等。
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组合最优化问题有很强的工程代表性,从理论上讲可以用原始的穷举法求解,但该类问

题的解集合的大小随着问题的复杂化会发生急剧地膨胀乃至“爆炸”。如已知 N 个城市中

两两之间的距离,要求计算遍历每个城市一次的最短距离,这就是著名的TSP问题。这里

存在(N-1)!/2条不同的路径,其计算量正比于(N-1)!,显然一般的穷举法或迭代搜索

法都无法承受如此大的计算量。
随着人工智能学科的出现和发展,20世纪60年代以后出现了一类模仿人类和生物繁

衍、进化以及信息传播过程的最优化计算方法,如遗传算法、神经网络算法、蚁群算法等,简
称智能最优化方法或进化方法。这类算法不仅能够求解一般的函数最优化问题,而且在解

决全局最优解问题和组合最优化问题中具有独特的优势,因此在近40年来,得到了迅速的

发展和应用。
本教材第1章介绍工程最优化设计的数学模型,第2~6章介绍各种最优化数值迭代方

法,第7章介绍智能最优化方法,包括遗传算法和神经网络算法,第8章介绍 MATLAB软

件包中有关最优化计算的工具箱的使用,并列举了部分工程最优化设计的典型实例。



最优化问题的数学模型

  数学模型是对实际问题的数学描述和概括,是进行最优化设计的基础。根据设计问题

的具体要求和条件建立完备的数学模型是最优化设计成败的关键。这是因为最优化问题的

计算求解完全是针对数学模型进行的。也就是说,最优化计算所得最优解实际上只是数学

模型的解,至于是否是实际问题的解,则完全取决于数学模型与实际问题符合的程度。
工程设计问题通常是相当复杂的,欲建立便于求解的数学模型,必须对实际问题加以适

当的抽象和简化。不同的简化方法得到不同的数学模型和计算结果,而且一个完善的数学

模型,往往需要在计算求解过程中进行反复地修改和补充才能最后得到。由此可见,建立数

学模型是一项重要而复杂的工作:
 

一方面希望建立一个尽可能完善的数学模型,以求精确

地表达实际问题,得到满意的设计结果;
 

另一方面又要力求建立的数学模型尽可能简单,以
方便计算求解。要想正确地协调这两方面的要求,就必须对实际问题及其相关设计理论和

设计知识有深入的理解,并且善于将一个复杂的设计问题分解为多个子问题,抓住主要矛盾

逐个加以解决。
本章通过几个简单的最优化设计简例,说明数学模型的一般形式、结构及其有关的基本

概念。

1.1 设计简例

下面是3个最优化设计简例,可以看作几个复杂工程设计问题的子问题,虽然比较简

单,但却具有一定的代表性。
例1-1 用一块边长3m的正方形薄板,在四角各裁去一个大小相同的方块,做成一个

无盖的箱子。试确定如何裁剪可以使做成的箱子具有最大的容积。
解:

 

设裁去的4个小方块的边长为x,则做成的箱子的容积为
 

f(x)=x(3-2x)2

于是,上述问题可描述为

求变量 x
使函数 f(x)=x(3-2x)2 极大化
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这样就把该设计问题转化成为一个求函数f(x)最大值的数学问题。其中,x 是待定的

求解参数,称为设计变量;
 

函数f(x)代表设计目标,称为目标函数。由于目标函数是设计

变量的三次函数,并且不存在任何限制条件,故称此类问题为非线性无约束最优化问题。
根据一元函数的极值条件,令f'(x)=0,解得x=0.5,f(x)=2.0,记作x*=0.5,

f*(x)=2.0,称为原设计问题的最优解。
例1-2 某工厂生产甲、乙两种产品,生产每种产品所需的材料、工时、用电量和可以获

得的利润,以及每天能够提供的材料、工时、用电量见表1-1,试确定该厂两种产品每天的生

产计划,以使得每天获得的利润最大。

表1-1 生产条件基本数据

产品 材料/kg 工时/h 用电能量/(kW·h) 利润/元

甲 9 3 4 60
乙 4 10 5 120

供应量 360 300 200

解:
 

这是一个简单的生产计划问题,可归结为在满足各项生产条件的基础上,合理安排

两种产品每天的生产量,以使利润最大化的最优化设计问题。
设每天生产甲产品x1 件,乙产品x2 件,每天获得的利润用函数f(x1,x2)表示,即

f(x1,x2)=60x1+120x2

  每天实际消耗的材料、工时和电力分别用函数g1(x1,x2)、g2(x1,x2)和g3(x1,x2)表
示,即

g1(x1,x2)=9x1+4x2

g2(x1,x2)=3x1+10x2

g3(x1,x2)=4x1+5x2

  于是,该生产计划问题可归结为以下数学问题
 

求变量 x1,x2

使函数 f(x1,x2)=60x1+120x2 极大化

并满足条件

g1(x1,x2)=9x1+4x2≤360
g2(x1,x2)=3x1+10x2≤300
g3(x1,x2)=4x1+5x2≤200
g4(x1,x2)=x1≥0
g5(x1,x2)=x2≥0

这些表达式是对该生产计划问题的数学描述,称为数学模型。其中,函数f(x1,x2)代
表设计目标,称为目标函数。x1,x2 是待求解参数,称为设计变量。gu(x1,x2)(u=1,

2,…,5)代表5个已知的生产指标,称为约束函数;
 

对应的5个不等式代表5个生产条件,
称为约束条件。由于目标函数和所有约束函数都是设计变量的线性函数,故称此类问题为

线性约束最优化问题。此问题虽然比较简单,但却无法用高等数学中的极值条件直接求解。
例1-3 一种承受纯扭矩的空心传动轴,已知需传递的转矩为T,见图1-1,试设计确定

此传动轴的尺寸,以使其用料最省。
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图1-1 空心传动轴简图

解:
 

由机械设计理论知,传动轴是只承受纯扭矩载荷的轴,一般采用空心圆截面轴。当

传动轴的长度一定时,这种轴的体积和重量与轴的截面积成正比。为了承受一定的扭矩而

又不发生失效,要求传动轴必须具备一定的强度和刚度。令轴的外径和内径分别用D 和d
表示,由设计资料知,空心传动轴的截面积、强度条件和刚度条件分别为

S=
π
4
(D2-d2)

τ=
16DT

π(D4-d4)≤
[τ]

θ=
32T

πG(D4-d4)≤
[θ]

式中,τ为轴截面上的最大扭剪应力,[τ]为轴用材料的许用扭剪应力;
 

θ和[θ]为轴的扭转

角和许用扭转角;
 

G 为剪切弹性模量。
用x1 表示外径D,用x2 表示内径d,则上述传动轴设计问题可转化为如下数学模型所

代表的最优化设计问题:
求设计变量 x1,x2

使目标函数 f(x1,x2)=
π
4
(x2

1-x2
2) 极小化

满足约束条件

g1(x1,x2)=
16T
π
· x1

x4
1-x4

2
-[τ]≤0

g2(x1,x2)=
32T
πG
· 1
x4
1-x4

2
-[θ]≤0

g3(x1,x2)=x1≥0
g4(x1,x2)=x2≥0

显然,这是一个含有4个约束条件、两个设计变量的非线性约束最优化设计问题,同样

无法直接用极值条件求解。

1.2 数学模型的一般形式

从以上3个例子可以看出,最优化设计的数学模型是对实际问题的数学描述,由设计变

量、目标函数和约束条件3部分组成。可以概括为如下的一般形式:
 

求设计变量 x1,x2,…,xn
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极小化目标函数 f(x1,x2,…,xn)
满足约束条件

gu(x1,x2,…,xn)≤0 (u=1,2,…,p)
hv(x1,x2,…,xn)=0 (v=1,2,…,m)

其中,gu(x1,x2,…,xn)≤0称为不等式约束条件,简称不等式约束,hv(x1,x2,…,xn)=0
称为等式约束条件,简称等式约束。p 和m 分别表示两种约束条件的个数。

用向量X= x1,x2,…,xn  T 表示n 个设计变量,用X∈Rn 表示向量X 属于n 维实欧

氏空间,用min和max分别表示极小化和极大化,用s.t.(subject
 

to)表示“满足于”,则最优

化设计的数学模型可简写为如下向量形式:
 

minf(X) X ∈Rn

  s.t.
 

gu(X)≤0 (u=1,2,…,p)

hv(X)=0 (v=1,2,…,m)
(1-1)

  由于工程设计中所要求的解都是实数解,故式(1-1)中的X∈Rn 可以省略。
式(1-1)是数学模型的一般形式,本书后面所推导出的算法和相关公式,都是以此一般

形式为基础给出的。当实际问题与此形式不一致时,应首先将其转化为一般形式。如设计

问题要求目标函数f(X)极大化时,只要将目标函数以-f(X)代替即可,因为对同一个问

题,min
 

f(X)和 max
 

[-f(X)]具有相同的解。同样,当约束条件中的不等号为不小于

(≥)时,只需将不等式两端同乘以“-1”即可。
例1-2的数学模型经上述转化成为如下一般形式:

 

minf(X)=-60x1-120x2

s.t.
 

9x1+4x2-360≤0
3x1+10x2-300≤0
4x1+5x2-200≤0

-x1 ≤0

-x2 ≤0
  最优化问题也称数学规划问题。根据数学模型中目标函数和约束函数的性质可将最优

化问题分为线性最优化(规划)问题和非线性最优化(规划)问题。
当数学模型中的目标函数和约束函数全部是设计变量的线性函数时,称此问题为线性

最优化问题或线性规划问题;
 

当目标函数和约束函数中至少有一个是非线性函数时,称这

样的问题为非线性最优化问题或非线性规划问题。
线性规划和非线性规划是数学规划的两个重要分支,生产计划和经济管理方面的问题

一般可归结为线性规划问题,工程设计问题可归结为非线性规划问题。

1.3 数学模型的组成

1.3.1 设计变量与设计空间

  在最优化问题的数学模型中,设计变量是一组待定的未知数,它对应于实际工程问题的
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一组特征主参数,它的任意一组确定的数值代表该工程问题的一个特定的设计方案。因此,在
建立工程问题的数学模型时,应该首先选取那些能够代表设计方案的主参数作为设计变量。

工程问题的设计参数一般是相当多的,包括常量和变量,变量又分独立变量和因变量。
建立数学模型时,为了使数学模型尽量简单并且易于求解,通常只选取独立变量作为设计变

量。如例1-3的空心传动轴设计中有3个设计参数:
 

内径d、外径D 和壁厚δ,其中只有两

个参数是独立的。当选内径d、外径D 为设计变量时,壁厚可表示为δ=0.5(D-d),当选

外径D、壁厚δ为设计变量时,内径可表示为d=D-2δ。
同一设计问题,当设计要求或设计条件发生变化时,设计变量的确定也应随之变化。如

前述空心传动轴设计,若将传动轴改为转轴,则轴上不仅受扭矩作用,而且受弯矩作用,这时

轴的长度也成为决定轴的强度和刚度的参数,故也应选作设计变量。
对于比较复杂的问题,可以先把那些较次要的参数或者变化范围较窄的参数暂时作为

常量,建立简化的数学模型,以减少设计变量的数目,加快最优化求解的速度。当确定这种

简化的模型计算无误时,再逐渐增加设计变量的个数,逐步提高求解的准确性与完整性。
设计变量有连续变量和离散变量之分。工程问题中很多变量要求取整数或标准系列

值,这就是离散变量问题。通常所说的最优化理论和算法都是对连续变量问题提出的,对于

离散变量最优化问题,目前直接的求解算法还不够成熟,通常的处理方法是先将离散变量当

作连续变量,用连续变量最优化算法求出连续最优解后,再作适当的离散化处理,如某种方

式的圆整或取标准值等。
由线性代数知,分别以n 个设计变量x1,x2,…,xn 为坐标轴,可以形成一个n 维实欧

氏空间,记作Rn。称这样的空间为设计空间,称n 为空间的维数,称空间中的点为设计点。
于是每一个设计点都对应设计变量的一组确定的值,都代表设计问题的一个确定的解。可

见,设计空间就是最优化问题的解空间。最优化问题的目的就是要在设计空间内无穷多个

设计点中,找到一个既满足所有约束条件,又使目标函数取得极小值的点,称为最优点,它所

代表的解称为设计问题的最优解。
记设计空间中的一个设计点为X=[x1,x2,…,xn]T,其中x1,x2,…,xn 代表各个坐

标方向上的坐标值。则X 同时也代表一个以坐标原点为起点,以X 为终点的向量(矢量)。
这样的几个设计点间可以进行向量运算。如图1-2和图1-3

 

所示,两个设计点X1 和X2 的

连线构成的第三个向量,可以用X1-X2 表示。

图1-2 二维设计空间 图1-3 三维设计空间
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1.3.2 约束条件与可行域

任何设计问题都附带大量的设计要求和限制条件,将这样的要求和限制表示成设计变

量X 的函数hv(X)和gu(X),进而构成如下的数学不等式或等式:
 

gu(X)≤0 (u=1,2,…,p)

hv(X)=0 (v=1,2,…,m)
则这样的一组表达式就称为该设计问题的约束条件。

 

约束条件除有等式约束和不等式约束之分外,还可分为边界约束和性能约束,起作用约

束和不起作用约束等。
边界约束是对设计变量本身所加的直接限制,如下面的约束

ai-xi ≤0
xi-bi ≤0

就限定了设计变量xi 的取值范围为闭区间[ai,bi],因此属于边界约束。
性能约束从形式上看,是对设计问题的某一项技术性能指标或性能参数所加的限制,但

实际上仍是对设计变量所加的间接限制。如例1-3中关于材料、用电量和工时的约束条件

都属于性能约束条件。
将不等式约束中的不等号改成等号后得到的方程

gi(X)=0
称为约束方程,对应的图形称为约束边界。一个约束边界把设计空间一分为二,其中一

部分区域内的所有点均满足原不等式约束,而另一部分区域内的点都不满足原不等式

约束。
等式约束本身也是一种约束方程和约束边界,不过此时只有约束边界上的点满足该等

式约束,边界之外的任何点都不满足该等式约束。如图1-4所示。

图1-4 约束边界

可见,每一个不等式约束和等式约束都将设计空间分为满足约束和不满足约束的两个

区域。对于一个最优化问题,满足所有约束条件的部分一般是由多个约束边界所围成的一

个封闭区域。这个区域内的每一个点都同时满足所有的约束条件,称这种区域为最优化问

题的约束可行域,记作 &。可行域也可以看作满足所有约束条件的设计点的集合,于是也

可用集合的方式表示如下:
 

&={X|gu(X)≤0,hv(X)=0
 

(u=1,2,…,p;
 

v=1,2,…,m)} (1-2)
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  由例1-2得到的5个约束方程分别是

g1(X)=9x1+4x2-360=0

g2(X)=3x1+10x2-300=0

g3(X)=4x1+5x2-200=0

g4(X)=x1=0

g5(X)=x2=0
它们在二维设计平面中形成的约束边界和约束可行域如图1-5所示。可以看出这个问题的

约束可行域是由5条约束边界(直线)围成的封闭五边形OABCD。

图1-5 例1-2的可行域

再看下面的一组约束条件

g1(X)=-x1+x2-2≤0

g2(X)=
 

x2
1-x2+1≤0

g3(X)=-x1 ≤0

图1-6 约束可行域

它们的3条约束边界线所围成的可行域如图1-6所示。
根据是否满足约束条件可以把设计点分成可行点(也

称内点)和非可行点(也称外点),根据约束边界是否通过某

个设计点,又可将约束条件分成该设计点的起作用约束和

不起作用约束。
所谓起作用约束就是对某个设计点特别敏感的约束,

或者说约束边界正好通过该设计点的约束。
具体地 说,如 果 在 点 Xk 上,某 个 不 等 式 约 束 条 件

gi(X)≤0变成等式,即有

gi(Xk)=0
也就是说,该点位于这个约束边界上时,则称gi(X)≤0是

点Xk 的起作用约束。在图1-7中,点X1 位于约束边界g1(X1)=0上,故g1(X)≤0是点
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X1 的起作用约束,其余3个约束条件则是点X1 的不起作用约束。又如点X2,它位于两个

约束边界的交点上,故这两个约束条件g1(X)≤0和g2(X)≤0都是点X2 的起作用约束。
一个点Xk 的起作用约束的个数和对应的约束条件序号可以用集合形式表示如下

Ik ={u|gu(Xk)=0
 

(u=1,2,…,p)} (1-3)
式中,Ik 称为点Xk 的起作用约束的下标集合。如图1-7中,I1={1},I2={1,2}。

图1-7 起作用约束

1.3.3 目标函数与等值线

要寻求某一问题的最优解,首先要有评判问题好坏的标准。在最优化设计的数学模型

中,目标函数就是衡量设计方案优劣的定量标准。对于极小化问题,目标函数的值越小对应

的设计方案越好。
不同的设计问题有不同的方案评价标准,甚至一个问题有几个不同的评价标准。一般

情况下,应针对具体问题,选择设计问题的某个重要的技术经济指标作为最优化设计的目标

函数,如利润、成本、功率、重量等。
通常一个设计问题只有一个目标函数,这就是单目标最优化问题,它是本书讨论的

重点。
求解最优化问题的目的就是要找出最优解所代表的最优设计方案。对于一个具体的设

计问题,是否有最优解? 有几个最优解? 最优解在什么位置? 这些问题都决定于目标函数

和约束函数的性态及其变化规律。对于简单的问题,函数的等值线(面)可以直观地描绘函

数的变化趋势,成为判断和确定最优解的重要依据。
令函数f(X)等于常数c,即

f(X)=c (1-4)
则满足式(1-4)的点X 在设计空间定义了一个点集。当c=2时,该点集是设计平面内的

一条直线或曲线;
 

当c≥3时,该点集是设计空间内的一个平面、曲面或超曲面。在这样

的一条线或一个面上,所有点的函数值均相等,因此,称这种线或面为函数的等值线或等

值面。
当c取一系列不同的常数值时,式

 

(1-4
 

)定义了一组形态相似的等值线(面),称为函数

f(X)的等值线(面)族。如图1-8和图1-9所示。


