
     

3.1 汇交力系的平衡

3.1.1 平面汇交力系的平衡方程

  由于平面汇交力系可用合力来代替,显然,平面汇交力系平衡的必要和充分条件是:
 

该

力系的合力等于零。如用矢量等式表示,即

FR=∑
n

i=1
Fi=0 (3.1.1)

  在平衡情形下,力多边形中最后一力的终点与第一力的起点重合,力系的力多边形自行

封边,这就是平面汇交力系平衡的几何条件。

利用力的多边形这一几何条件,对物体的受力进行分析的方法,称为几何法。

由式(2.2.3)有

FR= ∑Fix  2+ ∑Fiy  2 =0

欲使上式成立,必须同时满足

∑Fix =0

∑Fiy =0 (3.1.2)

于是,平面汇交力系平衡的必要和充分条件是:
 

各力在两个坐标轴上投影的代数和分别等

于零。式(3.1.2)称为平面汇交力系的平衡方程。这是两个独立的方程,可以求解两个未

知量。
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3.1.2 空间汇交力系的平衡方程

由于一般空间汇交力系也是合成为一个合力,因此,空间汇交力系平衡的必要和充分条

件也为:
 

该力系的合力等于零,即

FR=∑Fi=0 (3.1.3)

  为使合力FR 为零,必须同时满足

∑Fix =0

∑Fiy =0

∑Fiz =0












(3.1.4)

于是可得结论,空间汇交力系平衡的必要和充分条件为:
 

该力系中所有各力在三个坐标轴

上的投影的代数和分别等于零。式(3.1.4)称为空间汇交力系的平衡方程。
空间中的一个质点,有三个自由度,欲使其处于静平衡状态,需要施加三个方向的约束,

式(3.1.4)中的三个力的投影方程可以视为在x、y、z三个方向约束的反映。特别地,式(3.1.2)
为式(3.1.4)的平面情形。

利用如式(3.1.2)或式(3.1.4)通过力的投影计算物体受力的方法称为解析法。应用解

析方法求解汇交力系平衡问题的步骤一般是:
 

①选取合适的研究对象;
 

②对研究对象进行

受力分析;
 

③建立坐标系,并计算各个力在坐标轴上的投影,列出相应的平衡方程;
 

④求解

方程,计算未知量。
空间汇交力系的平衡由于可以列出三个平衡方程,故可求解三个未知量。一般情况下,

如果汇交力系是平面汇交力系,且力的数目比较少(最好3个),可以利用力的多边形(最好

是三角形)进行计算,这样简单、快捷又直观;
 

但如果力的数目比较多或是空间汇交力系,则
最好用解析法求解。

【例3.1.1】 已知梁AB 的支承和受力如图3.1.1(a)所示。求支座A、B 的约束反力。
【解】 以梁AB 的为研究对象,作受力图如图3.1.1(b)所示。根据铰支座的性质,FB

的方向垂直于斜面,而FA 的方向未定,但因梁AB 只受三个力作用,并且F 与FB 的作用

线交于C,故FA 必沿AC 作用,并由几何关系知FA 与水平线成30°。故本题可视为平面汇

交力系的平衡问题。假设FA 与FB 的指向如图3.1.1(b)所示。取x、y 轴如图,由平衡

方程

∑Fix =0:
 

FAcos30°-FBcos60°-Fcos60°=0 (a)

∑Fiy =0:
 

FAsin30°+FBsin60°-Fsin60°=0 (b)

  联立式(a)、(b),可解得:
 

FA=
3
2F,FB=

1
2F
。

结果为正,表明假设的FA 与FB 的指向是正确的。
【思考】 坐标轴是否还有其他形式? 怎样选取投影轴,可以避免解联立方程。
【说明】 若用几何法求解,可以F、FA 与FB 为边作封闭的力的三角形如图3.1.1(c)

所示,则可直接确定FA 与FB 的指向应如图3.1.1(c)所示;
 

而它们的大小,由于力的三角
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图3.1.1 例3.1.1图

形为直角三角形,直接求解该直角三角形也可得到正确答案。
【注意】 应用力的多边形完成力的计算,需要正确确定各力的指向。
【例3.1.2】 均质杆AB 长2l,置于半径为r的光滑半圆槽内,如图所示。设2r>l>

2
3r
。求平衡时杆与水平线所成的角θ。

图3.1.2 例3.1.2图

【解】 记杆件与半圆槽的另一接触点为G,显然,杆件的重心C 应在A、G 之间。由三

力平衡汇交定理可知,杆件受到的三个力应交于D 点,杆件的受力如图3.1.2(b)所示。
由几何关系可知

AD=2r, DG=2rsinθ, CG=DGtanθ=2rsinθtanθ, AC=l
从而有

AG=ADcosθ=2rcosθ=AC+CG=l+2rsinθtanθ
即

2rcosθ=l+2rsinθtanθ, 4rcos2θ-lcosθ-2r=0
求解关于cosθ的二次方程,并舍弃一个不合题意的解,可得

cosθ=
l+ l2+4×4r×2r

2×4r =
l+ l2+32r2

8r

θ=arccosl+ l2+32r2

8r  
  【说明】 本题也可以用解析法,列平衡方程求解。读者不妨试一试。

【例3.1.3】 如图3.1.3(a)所示结构中,AB、AC、AD 三杆由球铰连接于A 处;
 

B、C、
D 三处均为固定球铰支座。若在A 处悬挂重物的重量W 为已知,试求三杆的受力。

【解】 本题为空间汇交力系的平衡问题。以A 处的球铰为研究对象。由于AB、AC、
AD 三杆都是两端铰结,杆上无其他外力作用,故都是二力杆。因此,三杆作用在A 处球铰
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图3.1.3 例3.1.3图

上的力FAB、FAC、FAD 的作用线分别沿着各杆的轴线方向,假设三者的指向都是背向

A 点的。 
根据受力图中的几何关系,列出平衡方程

∑Fiz =0:
 

FADsin30°-W =0, FAD =2W

∑Fix =0:
 

-FAC -FADcos30°sin45°=0, FAC =-
6
2W

∑Fiy =0:
 

-FAB -FADcos30°cos45°=0, FAB =-
6
2W

  【说明】 在以上分析中,计算FAD 在x、y 方向的投影时,是利用二次投影方法,先将其

投影到Oxy 坐标面上,然后再分别向x、y 坐标轴投影。

3.2 力偶系的平衡

3.2.1 平面力偶系的平衡方程

  由合成结果可知,力偶系平衡时,其合力偶的矩等于零。因此,平面力偶系平衡的必要

和充分条件是:
 

所有各力偶矩的代数和等于零,即

∑Mi=0 (3.2.1)

  由刚体的平面运动可知,描述物体转动的量就是物体的转角,因而上述方程就是使平面

物体保持不转动所施加约束的反映。

3.2.2 空间力偶系的平衡方程

由于空间力偶系可以用一个合力偶来代替,因此,空间力偶系平衡的必要和充分条件

是:
 

该力偶系的合力偶矩等于零,亦即所有力偶矩矢量和等于零,即



63   

∑
n

i=1
Mi=0 (3.2.2)

欲使上式成立,必须同时满足

∑Mix =0, ∑Miy =0, ∑Miz =0 (3.2.3)

  上式为空间力偶系的平衡方程。即空间力偶系平衡的必要和充分条件为:
 

该力偶系中

所有各力偶矩矢在三个坐标轴上投影的代数和分别等于零。
上述三个独立的平衡方程可求解三个未知量。
【例3.2.1】 杆件AB、轮C 和绳子AC 组成图3.2.1(a)所示物体系统。已知作用在

杆上的力偶,其矩为M,AC=2R,R 为轮C 的半径,各物体的质量忽略不计,各接触处均光

滑。求绳子的拉力和铰链A 对杆件AB 的约束力及地面对轮C 的约束力。

图3.2.1 例3.2.1图

【解】 (1)
 

取AB 杆为隔离体。AB 杆上有主动力偶M 和A、D 处的约束力作用,根据

力偶只能由力偶来平衡的性质,轮C 对杆的作用力FND 和销钉A 对杆的作用力FNA 必构

成一力偶,即FND=-FNA,由于FND 垂直于AB 杆,故FNA 也垂直于AB 杆,AB 杆受力图

如图(b)所示。
由几何关系,得

AD= (2R)2-R2 = 3R
根据平面力偶系平衡方程,即

∑M =0, M -FNA·AD=0 (1)

可解得

FNA =
M
AD

=
M
3R

=
3M
3R

, FND =FNA =
3M
3R

  (2)
 

取轮C 为分离体。轮C 上作用有F'ND、FT 和FNE 三个力,此三个力组成了平面汇

交力系。受力图如图(c)所示。绘制力的三角形如图3.2.1(d)所示。分析可知力的三角形

为等边三角形,故有

FT=FND =FNE =
3M
3R

  【例3.2.2】 直角弯杆ABCD 与直杆DE 及EC 铰结,如图3.2.2(a)所示,作用在杆

DE 上力偶的力偶矩M=40kN·m,不计各杆件的重量和摩擦,尺寸如图。求支座A、B 处

的约束力和杆EC 所受的力。
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图3.2.2 例3.2.2图

【解】 由系统结构图可知,杆EC 为二力杆,杆DE 上只有一个主动力偶和销钉D、E
对杆件的作用,因为力偶只能由力偶平衡,故DE 杆受力如图3.2.2(b)所示,由力偶系平衡

方程得

∑Mi=0, M -FEC·DE·sin45°=0

FEC =
M

DE·sin45°
=
40kN·m
4m· 2/2

=102kN=14.1kN (EC 杆受压)

  再以整体为研究对象,将整个物体系统视为刚体,则系统在一个主动力偶和支座A、B 处

的约束力作用下保持平衡,同上可知系统的受力如图3.2.2(c)所示,由力偶系平衡方程得

∑Mi=0, M -FB·AB·cos30°=0

  支座A、B 处的约束力大小为

FA =FB =
M

AB·cos30°
=
40kN·m
4m· 3/2

=
20
3
kN=11.5kN

  支座A、B 处的约束反力指向如图所示。
【说明】 ①一个物体只有两个力和一个主动力偶作用而处于平衡,则这两个力一定形

成力偶与主动力偶平衡,这是一个常用的结论。上述例3.2.1、例3.2.2中都应用了这一结

论。②在求支座A、B 处的约束力时将整个物体系统视为研究对象,也就是利用刚化公理,
将整个物体系统视为一个刚体,应用本说明中①的结论。

【例3.2.3】 图3.2.3(a)所示的三角柱刚体是正方体的一半。在其中三个侧面各自作

用一个力偶。已知力偶(F1,F'1)的矩M1=20N·m;
 

力偶(F2,F'2)的矩M2=10N·m;
 

力

偶(F3,F'3)的矩M3=30N·m。试求合力偶矩矢M。又问使这个刚体平衡,还需要施加怎

样一个力偶。
【解】 这是一个空间力偶系合成和平衡问题。根据空间力偶系合成法,先求出力偶矩

矢M。根据三个力偶在空间的作用面不同,考虑到力偶矩矢是自由矢量,可将力偶矩矢画

在坐标轴上(图3.2.3(b))。力偶矩矢M 在三个坐标轴上的投影分别为

Mx =M1x +M2x +M3x =0
My =M1y +M2y +M3y =(-10+30cos45°)N·m=11.2N·m
Mz =M1z +M2z +M3z =(20+30sin45°)N·m=41.2N·m
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图3.2.3 例3.2.3图

从而求得力偶矩矢M 的大小和方向为

M = M2
x +M2

y +M2
z =42.7N·m;

 

 cos(M,i)=
Mx

M =0, ∠(M,i)=90°

cos(M,j)=
My

M =0.262, ∠(M,j)=74.8°

cos(M,k)=
Mz

M =0.965, ∠(M,k)=15.2°

  根据空间力偶系平衡条件,要使这个刚体平衡,需加一力偶,其力偶矩矢为M4=-M。

3.3 一般力系的平衡

3.3.1 平面一般力系的平衡方程

1.
 

平面一般力系平衡方程的基本形式

  现讨论平面任意力系的主矢和主矩都等于零的情形,这是静力学中最重要的情形,即
F'R=0, MO =0 (3.3.1)

  显然,主矢等于零,表明作用于简化中心O 的汇交力系为平衡力系;
 

主矩等于零,表明

附加力偶系也是平衡力系,所以原力系必为平衡力系。因此,式(3.3.1)为平面一般力系平

衡的充分条件。
若主矢和主矩有一个不等于零,则力系应简化为合力或合力偶;

 

若主矢与主矩都不等

于零时,可进一步简化为一个合力。只有当主矢和主矩都等于零时,力系才能平衡,因此,
式(3.3.1)又是平面一般力系平衡的必要条件。

于是,平面任意力系平衡的必要和充分条件是:
 

力系的主矢和对平面内任一点的主矩

都等于零。上述平衡条件用解析式表示,可得

∑Fix =0, ∑Fiy =0, ∑MO(Fi)=0 (3.3.2)
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  由此可得结论,平面一般力系的平衡条件是:
 

所有各力在两个任选的坐标轴上的投影

的代数和分别等于零,以及各力对于任意一点的矩的代数和也等于零。式(3.3.2)称为平面

一般力系的平衡方程。
式(3.3.2)有3个方程,只能求解3个未知数。

2.
 

平面一般力系平衡方程的其他形式

(1)
 

二矩式平衡方程

∑MA(Fi)=0, ∑MB(Fi)=0, ∑Fix =0 (3.3.3)

其中x 轴不得垂直于A、B 两点的连线。
为什么上述形式的平衡方程也能满足力系平衡的必要和充分条件呢? 必要性是显然的。

至于充分性,这是因为,如果力系对点A 的主矩等于零,则这个力系不可能简化为一个力偶;
 

但可能有两种情形:
 

这个力系或者是简化为经过点A 的一个力,或者平衡。如果力系对另一

点B 的主矩也同时为零,则这个力系或有一个合力沿A、B 两点的连线,或者平衡(图3.3.1)。

如果再加上∑Fix =0,那么力系如有合力,则此合力必与x 轴垂直。式(3.3.3)的附加条

件(x 轴不得垂直连线AB)完全排除了力系简化为一个合力的可能性,故所研究的力系必

为平衡力系。充分性得证。
(2)

 

三矩式平衡方程

∑MA(Fi)=0, ∑MB(Fi)=0, ∑MC(Fi)=0 (3.3.4)

其中A、B、C 三点不得共线。为什么必须有这个附加条件,读者可自行证明。
上述三组方程,究竟选用哪一组方程,须根据具体条件确定。对于受平面一般力系作用的单

个刚体的平衡问题,只可以写出3个独立的平衡方程,求解3个未知量。任何第4个方程只是3
个独立方程的线性组合,因而不是独立的。但我们可用这些不独立的方程来校核计算的结果。

图3.3.1 平面一般力系二矩式

的平衡方程说明

   

图3.3.2 平面平行力系

3.
 

平面平行力系的平衡方程

平面平行力系是平面一般力系的一种特殊情形。
如图3.3.2所示,设物体受平面平行力系F1,F2,…,Fn 的作用。如选取x 轴与各力

垂直,则不论力系是否平衡,每一个力在x 轴上的投影恒等于零,即∑Fix ≡0。 于是,平

行力系的独立平衡方程的数目只有两个,即

∑Fiy =0, ∑MO(Fi)=0 (3.3.5)

  平面平行力系的平衡方程,也可以用两个力矩方程的形式,即
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∑MA(Fi)=0, ∑MB(Fi)=0 (3.3.6)

其中,A、B 两点之间的连线不与y 轴平行。
【例3.3.1】 图3.3.3(a)所示的水平横梁AB,A 端为固定铰链支座,B 端为一活动铰

支座。梁的长为4a,梁受重力W,作用在梁的中点C。在梁的AC 段上受均布荷载q 作用,
在梁的BC 段上受力偶作用,力偶矩M=Wa。试求A 和B 处的支座约束反力。

图3.3.3 例3.3.1图

【解】 选梁AB 为研究对象。它所受的主动力有:
 

均布荷载q、重力W 和矩为M 的力

偶。它所受的约束反力有:
 

铰链A 处的两个分力FAx 和FAy,活动铰支座B 处铅直向上的

约束反力FB,如图3.3.3(b)所示。取图示坐标系,并利用平行分布力系的简化结论,可列

出平衡方程,并求出需要的未知力。

∑MA(Fi)=0, FB·4a-M-W·2a-q·2a·a=0, FB =
3
4W+

1
2qa

(↑);
 

∑MB(Fi)=0, -FAy·4a+(q·2a)·3a+W·2a-M=0, FAy =
W
4+

3
2qa

(↑);
 

∑Fix =0, FAx =0。

  将上述计算结果代入式∑MC(Fi),可得∑MC(Fi)=0,说明上述结果无误。

【说明】 ①选取适当的坐标轴和力矩中心,可以减少每个平衡方程中的未知量的数目。
在平面一般力系情形下,矩心应取在多个未知力的交点上,而投影轴应当与尽可能多的未知

力相垂直。②应养成习惯,利用不独立的平衡方程,对计算结果进行检验。
【例3.3.2】 如图3.3.4所示,行动式起重机不计平衡锤的重量为P=500kN,其重心

在离右轨1.5m处。起重机的起重力为P1=250kN,突臂伸出离右轨10m。跑车本身重

力略去不计,欲使跑车满载和空载时起重机均不致翻倒,试求平衡锤的最小重量P2 及平衡

锤到左轨的最大距离x。
【解】 以起重机为研究对象,假设起重机在A、B 处的支反力分别为FA 和FB,则起重

机受到铅垂方向的平行力作用,可以建立两个独立的平衡方程。

∑MA(Fi)=0:
 

FB ×3m+P2×x-P×4.5m-P1×13m=0 (a)

∑MB(Fi)=0:
 

P2(x+3m)-FA ×3m-P×1.5m-P1×10m=0 (b)

由式(a)、式(b)可得

FB =
1
3
(4.5P+13P1-P2x) (c)

FA =
1
3
[P2(x+3)-1.5P-10P1] (d)
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图3.3.4 例3.3.2图

  欲使跑车空载时起重机均不致翻倒,令P1=0,并满足FB≥0。由式(c)可得

P2x≤4.5P=2250kN·m (e)

  欲使跑车满载时起重机均不致翻倒,令P1=250kN,并满足FA≥0。由式(d)可得

P2(x+3)≥1.5P+10P1=3250kN·m (f)

  式(e)、式(f)取等式,可求得P2、x 的值,并经验证确实为本题的解。即

P2=P2,min=333.33kN, x=6.75m
  【说明】 明确跑车满载和空载时起重机均不致翻倒的受力条件是求解本题的关键。

3.3.2 空间一般力系的平衡方程

空间一般力系处于平衡的必要和充分条件是:
 

力系的主矢和对于任一点的主矩都等于

零,即:
 

F'R=0,MO=0。
根据式(2.2.16)和式(2.2.18),可将上述条件写成空间一般力系的平衡方程

∑Fix =0, ∑Fiy =0, ∑Fiz =0

∑Mx(Fi)=0, ∑My(Fi)=0, ∑Mz(Fi)=0 (3.3.7)

  空间一般力系平衡的必要和充分条件是:
 

所有各力在三个坐标轴中每一个轴上的投影

的代数和等于零,以及这些力对于每一个坐标轴的矩的代数和也等于零。
对于受空间一般力系作用下的单个刚体的平衡问题,可以写出6个独立的平衡方程,求

图3.3.5 例3.3.3图

解6个未知量。
【思考】 ①如果一组空间平行力系平衡,可以列出

多少个独立的平衡方程? 为什么? ②平面一般力系的

平衡方程形式有一矩式、二矩式、三矩式,那么空间一般

力系的平衡方程形式可否有四矩式、五矩式、六矩式?
若有,还需要什么附加条件吗?

【例3.3.3】 图3.3.5所示边长为a 的均质长方板

ABCD 由六根直杆支持于水平位置,直杆两端各用球铰

链与板和地面连接。板重为W,在A 处作用一水平力


