
第　 章3
更 新 过 程

３．１　更新过程的定义和性质

从２．２节我们了解到Poisson过程是事件发生的时间间隔X１,X２,􀆺服

从同一指数分布的计数过程(这里仍然沿用第２章的有关记号),现在将其做

以下推广:保留X１,X２,􀆺的独立性和同分布性,但是分布可以任意,而不必

局限为指数分布,这样得到的计数过程叫做更新过程.

定义３．１　设{Xn,n＝１,２,􀆺}是一列独立同分布的非负随机变量,分布

函数为F(x),令Tn ＝ ∑
n

i＝１
Xi,n≥１,T０＝０.我们把由

N(t)＝sup{n:Tn ≤t} (３．１．１)
定义的计数过程称为更新过程.特别地,假设F(０)＝P{Xn＝０}≠１,记μ＝

EXn ＝∫
＋∞

０
xdF(x),则μ＞０.

本书不考虑P{Xn＝０}＝１的情况,因为若P{Xn＝０}＝１,则μ＝０,意味

着平均更新时间为０,有限时间可以有无穷次更新.
在更新过程中我们将事件发生一次叫做一次更新,从而定义３􀆰１中 Xn

就是第n－１次和第n次更新相距的时间,Tn 是第n 次更新发生的时刻,而

N(t)就是t时刻之前发生的总的更新次数.更新过程常用于设备更新和库存

分析等领域.
应当注意,虽然对于每个t,N(t)＜＋∞以概率１成立,但lim

t→＋∞
N(t)＝

＋∞也以概率１成立.事实上,“当时间趋于无穷,更新总次数有限”等价于
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“存在一次更新的时间间隔为无穷”,即{lim
t→＋∞

N(t)＜＋∞}⇔{∃n＞０,Xn＝＋∞},

所以

P{lim
t→＋∞

N(t)＜＋∞}＝P{∃n＞０,Xn ＝＋∞}

＝P{∪
∞

n＝１

{Xn ＝＋∞}}

≤ ∑
∞

n＝１
P{Xn ＝＋∞}＝０.

　　以下几个事件的集合关系在分析中常被用到.
(１){N(t)≥n}⇔{Tn≤t};
直观上,{N(t)≥n}的含义是t时刻之前更新次数不少于n,Tn≤t的含义

是第n 次更新的发生时刻在t时刻之前,两个事件是等价的.
(２){N(t)＝n}⊂{Tn≤t};
由(１)直接得到.在相关条件期望计算中,应当注意到E(X１|N(t)＝１)≠

E(X１),因为{N(t)＝１}⊂{X１≤t},即{N(t)＝１}发生意味着首次更新的时间

小于或等于t,{N(t)＝１}与 X１ 不独立.一般地,E(X１|N(t)＝n)≠EX１,

n≥１.
(３){N(t)＞n}⊂{Tn＜t};
事件{N(t)＞n}发生,则{Tn＜t}发生,但{Tn＜t}发生,{N(t)＞n}不一

定发生.下面我们来看N(t)的具体分布.
因为{N(t)≥n}⇔{Tn≤t},所以

P{N(t)＝n}＝P{N(t)≥n}－P{N(t)≥n＋１}

＝P{Tn ≤t}－P{Tn＋１ ≤t}

＝P{∑
n

i＝１
Xi ≤t} －P{∑

n＋１

i＝１
Xi ≤t} . (３．１．２)

　　以M(t)记E[N(t)]并称之为更新函数,要注意,M(t)是关于t的函数而

不是随机变量.

定理３．１　M(t)＝E[N(t)]＝ ∑
∞

n＝１
P{N(t)≥n}＝ ∑

∞

n＝１
P{Tn ≤t}.

证明　M(t)＝E[N(t)]

＝ ∑
∞

n＝１
nP{N(t)＝n}

＝ ∑
∞

n＝１
n[P{N(t)≥n}－P{N(t)≥n＋１}]

９２
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＝ ∑
∞

n＝１
P{N(t)≥n}

＝ ∑
∞

n＝１
P{Tn ≤t}. ■

例３．１　考虑一个时间离散的计数过程{Nj,j＝１,２,􀆺},在每个时刻独

立地做Bernoulli试验,设成功的概率为p,失败的概率为q＝１－p.以试验成

功作为事件(更新),则此过程是更新过程,求它的更新函数M(k).
解　首先,易知更新的时间间隔为独立的同几何分布

P{Xi ＝n}＝qn－１p,　i＝１,２,􀆺,　n＝１,２,􀆺

则第r次成功(更新)发生的时刻Tr ＝ ∑
r

i＝１
Xi,具有负二项分布

P{Tr ＝n}＝Cr－１
n－１qn－rpr.

由此,有

P{Nm ＝r}＝P{Tr ≤m}－P{Tr＋１ ≤m}

＝∑
m

n＝r
Cr－１

n－１qn－rpr－ ∑
m

n＝r＋１
Cr

n－１qn－r－１pr＋１.　　 (３．１．３)

所以,更新函数

M(k)＝ ∑
k

r＝０
rP{Nk ＝r}.

直接化简(３．１．３)式是烦琐的,但直观上,P{Nm＝r}的含义为在时刻m 成功

次数为r的概率,即相当于m 次试验成功r次的概率,实质上服从二项分布,
则M(k)为分布B(k,p)的期望.进一步,时间间隔为几何分布,则更新时刻

为Pascal分布,更新次数为二项分布.
我们不加证明地叙述一个更新函数的性质.

性质３．１　M(t)＜＋∞,对于一切t＜＋∞.
注意M(t)的有限性不能直接由P{N(t)＜＋∞}＝１的结果推出.因为

随机变量以概率１有限并不能推出其期望有限.例如:令Y 是随机变量,概
率分布为

P{Y ＝２n}＝ １
２n,　n≥１,

则

P{Y ＜＋∞}＝ ∑
∞

n＝１
P{Y ＝２n}＝ ∑

∞

n＝１

１
２n ＝１.

０３
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　　但是

EY ＝ ∑
∞

n＝１
２nP{Y ＝２n}＝ ∑

∞

n＝１
２n １

２n ＝＋∞.

因此,即使Y 有限,仍旧可能使EY＝＋∞.

３．２　更新推理、更新方程和关键更新定理

３．２．１　更新推理和更新方程

　　我们将每次更新的时刻称为更新点,由于更新之后,系统恢复如新,所以

过程的概率性质与原过程相同.如设s时刻为一更新点,则(s,t]时间区间内

更新发生的次数与(０,t－s]之间的更新发生次数同分布,这种性质在其他时

刻是没有的.
更新推理是更新过程中的一种常用分析方法,它的基本思路是对更新点

取条件期望或概率,利用更新点系统恢复如新的性质,条件期望或概率可以

化为无条件期望或概率,使计算得以简化,通常可以得到一个积分方程.尽

管可以取任意更新点作为条件,但一般取第一个更新点或t时刻之前的最后

一次更新为条件.
定理３．２　更新函数M(t)满足如下的积分方程

M(t)＝F(t)＋∫
t

０
M(t－x)dF(x). (３．２．１)

　　证明　利用条件期望的性质知

M(t)＝E[N(t)]＝E[E(N(t)|T１)]

＝E[N(t)|T１ ＞t]P{T１ ＞t}＋∫
t

０
E[N(t)|T１ ＝x]dF(x).

一方面当给定T１＞t时,必然有 N(t)＝０,故E[N(t)|T１＞t]＝０;另一方面

当给定T１＝x时,系统恢复如新,(s,t]时间区间内更新发生的次数与(０,t－s]之
间的更新发生次数同分布,所以

M(t)＝∫
t

０
E[N(t)|T１ ＝x]dF(x)

＝∫
t

０
E[１＋N(t－x)]dF(x)

＝∫
t

０
[１＋M(t－x)]dF(x)

１３
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＝F(t)＋∫
t

０
M(t－x)dF(x). ■

例３．２　假设有一个时间间隔为均匀分布的更新过程.计算当t≤１时,
其对应的更新函数M(t).

解　由(３．２．１)式知更新方程为

M(t)＝t＋∫
t

０
M(t－x)dx＝t＋∫

t

０
M(y)dy.

求导数得

M′(t)＝１＋M(t).
令h(t)＝１＋M(t),可得

h′(t)＝h(t).
解之得h(t)＝Cet,即M(t)＝Cet－１.由M(０)＝０,可知C＝１,所以

M(t)＝et－１,　０≤t≤１.

　　比方程(３．２．１)更一般的更新方程定义如下.

定义３．２(更新方程)　称如下形式的积分方程为更新方程:

K(t)＝H(t)＋∫
t

０
K(t－s)dF(s), (３．２．２)

其中H(t),F(t)为已知,且当t＜０时H(t),F(t)均为０.当H(t)在任何区间

上有界时,称方程(３．２．２)为适定(proper)更新方程,简称为更新方程.

定理３．３　若更新方程(３．２．２)中 H(t)为有界函数,则方程存在唯一的

在有限区间内有界的解

K(t)＝H(t)＋∫
t

０
H(t－s)dM(s), (３．２．３)

其中M(t)是分布函数F(t)的更新函数.
证明　略.

定理３．４(Wald等式)　设EXi＜＋∞,i＝１,２,􀆺,则

E(TN(t)＋１)＝E(X１＋X２＋􀆺 ＋XN(t)＋１)＝E(X１)E[N(t)＋１].

　　证明　证法一　对第一次更新的时刻X１ 取条件

E(TN(t)＋１|X１ ＝x)＝
x, 若x＞t,
　
x＋E(TN(t－x)＋１), 若x≤t,{ (３．２．４)

如图３．１.
记K(t)＝E(TN(t＋１)),则

２３
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图３．１　对第一次更新的时刻X１ 取条件的两种情况

K(t)＝E(TN(t)＋１)＝E E(TN(t)＋１|X１ ＝x)[ ]

＝∫
＋∞

０
E(TN(t)＋１|X１ ＝x)dF(x)

＝∫
t

０
[x＋K(t－x)]dF(x)＋∫

＋∞

t
xdF(x)

＝E(X１)＋∫
t

０
K(t－x)dF(x).

这是更新方程,由定理３．３知

K(t)＝E(X１)＋∫
t

０
EX１dM(x)

＝E(X１)[１＋M(t)]

＝E(X１)E[N(t)＋１].

　　证法二　 对任意正整数i,{N(t)＋１≥i}⇔{N(t)≥i－１}⇔{∑
i－１

k＝１
Xk ≤t} ,

所以{N(t＋１)≥i}与Xi 独立.因此

E[TN(t)＋１]＝E
æ

è
ç ∑
N(t)＋１

i＝１
Xi

ö

ø
÷ ＝E

æ

è
ç∑

∞

i＝１
I{N(t)＋１≥i}Xi

ö

ø
÷

＝ ∑
∞

i＝１
E(I{N(t)＋１≥i}Xi)

＝ ∑
∞

i＝１
E(Xi)E(I{N(t)＋１≥i})({N(t)＋１≥i}与Xi 独立)

＝E(X１)∑
∞

i＝１
P(N(t)＋１≥i)

＝E(X１)E[N(t)＋１]. ■
　　一般来说(即使 N(t)是 Poisson过程),E(TN(t))＝E(X１＋X２＋􀆺＋

３３
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XN(t))≠EX１E[N(t)],这等价于E[XN(t)＋１]≠E(X１).这里的差异是:X１ 是

一个全新设备的运行时间,而XN(t)＋１对应的是一个已经运行了一段时间的设

备,虽然我们不知道其开始了多久,但那些只运行了很短时间的新设备,大概

率已经不在考虑范围内了.
在更新过程中应当注意符号的实际含义,这对理解问题常常是很关键

的.例如TN(t)＋１的含义是t时刻之后的第一次更新时刻,而TN(t)表示t时刻

之前的最后一次更新的时刻,两者有不同的概率性质.它们的不同主要反映

在对信息的依赖上.例如根据教室监视器,在每个时刻,我们可以知道第一

个人一定进了教室,或一定没有进教室,但我们无法确定是否是最后一个进

教室的人,因为这个事件需要未来的信息.也就是说,事件{TN(t)＝s１,s１＜t}
与s１ 时刻之后的信息有关,例如与事件{N(t)－N(s１)＝０}不独立;而事件

{TN(t)＋１＝s２,s２＞t}与s２ 时刻之后的信息无关,与事件{N(s２＋τ)－N(s２)＝
０,τ＞０}是独立的.

３．２．２　关键更新定理及其应用

有时我们需要计算更新方程解的渐近表示,下面的关键更新定理给出了

最重要的结果.我们只给出更新时间间隔的分布为连续分布的情况.

定理３．５(关键更新定理)　记F为Xn 的分布函数,μ＝EXn,设函数h(t),

t∈[０,＋∞),满足:(１)h(t)非负不增;(２)∫
∞

０
h(t)dt＜＋ ∞.H(t)是更新

方程

H(t)＝h(t)＋∫
t

０
H(t－x)dF(x)

的解.那么若F 是连续分布,有

lim
t→＋∞

H(t)＝
１
μ∫

＋∞

０
h(x)dx, μ＜＋∞,

０, μ＝＋∞.{
　　证明　略.

计算与更新过程有关的某个数学期望在很大时的渐近值时,常常先利用

更新推理得到一个更新方程,再用关键更新定理便可得到近似的数学期望

值.下面的例子显示了这个典型的推理过程.

例３．３(剩余寿命与年龄的极限分布)　以r(t)＝TN(t)＋１－t表示时刻

t的剩余寿命,即从t开始到下次更新剩余的时间,s(t)＝t－TN(t)为t时刻的

４３
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年龄.我们来求r(t)和s(t)的极限分布.
解　令

􀭺Ry ＝P{r(t)＞y}. (３．２．５)
对第一次更新的时刻X１ 取条件,得

P{r(t)＞y|X１ ＝x}＝
１, x＞t＋y,

０, t＜x≤t＋y,
􀭺Ry(t－x), ０＜x≤t.

ì

î

í

ïï

ïï
(３．２．６)

(读者可试着画一个类似图３．１的图)由全概率公式有

􀭺Ry(t)＝∫
＋∞

０
P{r(t)＞y|X１ ＝x}dF(x)

＝∫
＋∞

t＋y
dF(x)＋∫

t

０
􀭺Ry(t－x)dF(x)

＝１－F(t＋y)＋∫
t

０
􀭺Ry(t－x)dF(x).

这是一个更新方程,它的解为

􀭺Ry(t)＝１－F(t＋y)＋∫
t

０
[１－F(t＋y－x)]dM(x). (３．２．７)

这时仍假设μ＝EX１＜＋∞,则

μ＝∫
＋∞

０
xdF(x)＝∫

＋∞

０
[１－F(x)]dx＜＋∞,

所以

∫
＋∞

０
[１－F(t＋y)]dt＝∫

＋∞

y
[１－F(z)]dz＜＋∞,

即１－F(t＋y)满足关键更新定理３．５的条件,于是

lim
t→＋∞

P{r(t)＞y}＝lim
t→＋∞

􀭺Ry(t)

＝ １
μ∫

＋∞

y
[１－F(z)]dz,　z＞０. (３．２．８)

　　年龄s(t)的分布可由(３．２．８)式导出.注意到{r(t)＞x}⇔{过程在

[t,t＋x]没有更新},{r(t－y)＞x＋y}⇔过程在[t－y,(t－y)＋(x＋y)]没有

更新,{s(t)＞y}⇔{过程在[t－y,t]没有更新},所以

{r(t)＞x,s(t)＞y}⇔{r(t－y)＞x＋y},
从而

lim
t→＋∞

P{r(t)＞x,s(t)＞y}＝lim
t→＋∞

P{r(t－y)＞x＋y}

＝ １
μ∫

＋∞

x＋y
[１－F(z)]dz.

５３
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特别地

lim
t→＋∞

P{s(t)＞y}＝lim
t→＋∞

P{s(t)＞y,r(t)＞０}

＝ １
μ∫

＋∞

y
[１－F(z)]dz.

　　注意到TN(t)＋１＝t＋r(t),TN(t)＝t－s(t),{s(t)＞y}⇔{过程在[t－y,t]没
有更新}⇔{r(t－y)＞y},所以TN(t)＋１,TN(t)和s(t)的分布都可以由(３．２．７)式
得到类似的更新方程.

在更新过程中,我们考虑系统只有一个状态的情况,比如机器一直是开

的(即更换零件不需时间).而实际中,零件损坏之后会有一个拆卸更换的过

程,这段时间机器是“关”的.这里我们就来考虑有“开”“关”两种状态的更新

过程,即交替更新过程.
下面利用关键更新定理给出交替更新过程的一个性质.
设系统最初是开的,持续开的时间是Z１,而后关闭,时间为Y１ 之后再打

开,时间为Z２ 又关闭,时间为Y２ 之后再打开,􀆺􀆺交替进行,每当系统被打

开称作一次更新.
我们假设随机向量列{(Zn,Yn),n≥１}是独立同分布的,从而{Zn},{Yn}

都是独立同分布的,但Zi,Yi 之间允许不独立.

定理３．６　设H 是Zn 的分布,G 是Yn 的分布,F 是Zn＋Yn 的分布,且这

些分布都是连续分布.记P(t)＝P{t时刻系统是开的},设E(Yn＋Zn)＜
＋∞,则

lim
t→＋∞

P(t)＝ EZn

EZn ＋EYn
.

　　证明　对第一次更新的时刻X１＝Z１＋Y１,取条件概率得

P{t时刻系统开着|X１ ＝x}＝
P{Z１ ＞t|Z１＋Y１ ＞t}, x≥t,
　
P(t－x), x＜t.{

(３．２．９)
则

P(t)＝∫
＋∞

０
P{t时刻系统开着|X１ ＝x}dF(x)

＝∫
＋∞

t
P{Z１ ＞t|X１}dF(x)＋∫

t

０
P(t－x)dF(x)

＝P{Z１ ＞t}＋∫
t

０
P(t－x)dF(x)

６３



3.3　更新回报定理

＝ 􀮄H(t)＋∫
t

０
P(t－x)dF(x).

根据定理３．３可得

P(t)＝ 􀮄H(t)＋∫
t

０
􀮄H(t－x)dM(x).

又∫
＋∞

０
􀮄H(t)dt＝EZ１ ＜＋∞,且显然 􀮄H(t)非负不增,由关键更新定理３．５得

lim
t→＋∞

P(t)＝∫
t

０
􀮄H(t)dt

E(Y１＋Z１)＝ EZ１

EZ１＋EY１
.

３．３　更新回报定理

定义３．３　设{N(t),t≥０}是一个更新过程,允许Rn 依赖于Xn(即回报

的多少与等待的时间有关),只要求随机向量列(Xn,Rn)独立同分布,则

R(t)＝ ∑
N(t)

i＝１
Ri

称为更新回报过程.

定理３．７(更新回报定理)　若{R(t),t≥０}是一个更新回报过程,其更新间

隔X１,X２,􀆺满足EX１＜＋∞,每次得到的回报{Rn}满足ER１＜＋∞.则:
(１)

lim
t→＋∞

１
tR(t)＝ER１

EX１
a．s．;

　　(２)

lim
t→＋∞

１
tE(R(t))＝ER１

EX１
.

　　定理３．７告诉我们,长时间之后,单位时间的平均报酬等于一次更新的平

均报酬除以一次更新所需的平均时间.

例３．４(火车的调度)　设乘客到达火车站形成一更新过程,其更新间距

分布F 有有限期望μ.现设车站用如下方法调度火车:当有K 个乘客到达车

站时发出一列火车.同时还假定当有n个旅客在车站等候时车站每单位时间

要付出nc元偿金,而开出一列火车的成本是D 元.求车站在长期运行下单

位时间的平均成本.
解　如果把每次火车离站看作是一次更新,我们就得到一个更新回报过

７３


