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第2章  离散时间信号与系统的频域分析

将信号由时域变换到频域的数学工具是傅里叶变换。根据时域信号类型的不同，分为连续周期信号的傅里叶级数(FS)、连续非周期信号的傅里叶变换(FT)、无限长序列的离散时间傅里叶变换(DTFT)、周期序列的离散傅里叶级数(DFS)和有限长序列的离散傅里叶变换(DFT)。另外，还有DFT的快速算法——快速傅里叶变换(FFT)、FT的推广——拉普拉斯变换(LT)和DTFT的推广——
[image: image1894.png]


变换(ZT)。FS、FT、DTFT、DFS、DFT的表达式有所不同，是由时域信号的类型不同导致的，而实际上各种类型的时域信号之间及其傅里叶变换之间有着紧密的联系。第2～4章将指出它们的内在联系，并充分展示“为什么要将信号与系统变换到频域去分析？”
2.1  序列的离散时间傅里叶变换

序列的离散时间傅里叶变换(Discrete Time Fourier Transform，DTFT)简称为序列的傅里叶变换，可以由连续非周期信号的傅里叶变换公式引出。

连续非周期信号的傅里叶变换(Fourier Transform，FT)为

[image: image2.wmf]j

(j)FT[()]()ed

t

Xxtxtt

W

W

¥

-

-¥

==

ò

                (2-1)

[image: image3.wmf](j)

X

W

通常为复数形式。
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同时，有
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数字角频率
[image: image9.wmf]w
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求和，从而导出序列的离散时间傅里叶变换(DTFT)公式，即
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在频域分析中通常用后者，常被称为频谱。将模
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称为幅频特性，其波形称为幅频特性曲线或幅度谱，将相角
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称为相频特性，其波形称为相位谱。

利用式(1-38)可得
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所以序列的傅里叶变换存在(即
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根据傅里叶变换性质中时域特性与频域特性的对应关系，序列
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一定是周期的。由式(1-37)可知，
[image: image30.wmf]j

e

n

w

-

关于
[image: image31.wmf]w

以
[image: image32.wmf]2

p

为周期，使得
[image: image33.wmf]j

(e)

X

w

同样关于
[image: image34.wmf]w

以
[image: image35.wmf]2

p

为周期。用
[image: image36.wmf]j

(e)

X

w

表示序列的傅里叶变换，而没有写成类似于连续信号傅里叶变换
[image: image37.wmf](j)

X

W

的形式，真实反映了序列的傅里叶变换不仅通常为复数形式，而且是以
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在1.5.2小节介绍过连续采样信号
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图2-1  数字角频率
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下面推导出序列的离散时间傅里叶反变换(IDTFT)公式。
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其中，根据式(1-40)有
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所以，序列的傅里叶反变换为
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【例2-1】 求矩形脉冲序列
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解：由DTFT公式(2-4)可得

[image: image95.wmf]1

jjj

0

(e)DTFT[()]()ee

N

nn

NN

nn

XRnRn

www

¥-

--

=-¥=

===

åå
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相频特性：
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的幅频特性曲线，需要知道它的波形特点，并在一个周期内找到几个特殊点(峰值和过零点)的位置并求出其幅值。

峰值：
[image: image111.wmf]00

sin(/2)/2

limlim

sin(/2)/2

NN

N

ww

ww

ww

®®

==


一个周期
[image: image112.wmf][0, 2]

p

内的过零点：
[image: image113.wmf]/2

Nm

w

=p

，即
[image: image114.wmf]2/2

m

w

=p

，
[image: image115.wmf]11

mN

-

≤

≤

，
[image: image116.wmf]m

Î

Z

。
以
[image: image117.wmf]4

=

N

为例，有

[image: image118.wmf]3

j4

j

j

2

4

j

1esin(2)

(e)DTFT[()]e

1e

sin

2

XRn

w

w

w

w

w

w

-

-

-

-

===

-

æö

ç÷

èø



[image: image119.wmf]j
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根据上述分析，可定性地画出
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图2-2  无限长序列
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在例2-1中用到了有限项等比级数求和公式，即
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共
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2.2  DTFT的主要性质和定理

数字信号处理理论的经典部分所涉及的序列的傅里叶变换性质主要包括周期性、线性、时移、频移、卷积、共轭对称性、能量守恒定理等，需要通过对性质的证明重点掌握信号的时域特性与频域特性的对应关系。这些性质的证明思路都是从序列的傅里叶变换和傅里叶反变换的定义出发，遇到二重积分(或求和)时，先交换积分(或求和)次序再做。本节着重介绍DTFT的共轭对称性，其他性质只给出结论和部分证明过程。
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2.2.1  周期性
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结论：时域离散，频域周期；时域非周期，频域连续。

2.2.2  线性
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式中，
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2.2.3  时移与频移
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结论：时域时移，频域相移；时域相移，频域频移。

【例2-2】 证明
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的傅里叶反变换(IDTFT)的方法来证，将其代入式(2-11)中，有
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只有当
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可见常数1的DTFT是以
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由式(2-15)的频移特性，可得
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式(2-16)表明，角频率为
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2.2.4  卷积定理
1. 时域卷积定理
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证明：利用式(2-4)和式(1-44)，有
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结论：时域卷积，频域乘积。

数字信号处理时域分析的一个重要结论是：线性时不变系统的输出响应
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与系统单位脉冲响应
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的线性卷积(见1.3.1小节)，线性卷积的求解必须熟练掌握。时域卷积定理给出了在频域求解线性卷积的方法，先求出
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的离散时间傅里叶变换
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，然后求二者乘积的离散时间傅里叶反变换，得到
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。显然，乘法运算比卷积运算简单，这是信号处理频域分析方法的优越性之一。
时域卷积定理在数字信号处理经典部分的一个重要应用是数字滤波器的设计，如6.1节的图6-1、图6-2所示，详细的设计步骤见第6章和第7章。

2. 频域卷积定理
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结论：时域乘积，频域卷积。

频域卷积定理在1.5.2小节分析时域采样需要满足什么条件时被用到，并将在7.4.1小节分析矩形窗的截断效应时被用到。只不过前者的时域信号与系统是连续的，后者是离散的，它们所用傅里叶变换的性质是相通的。

2.2.5  帕斯维尔能量守恒定理
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证明：利用式(2-11)、式(1-39)和式(2-4)，有
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只是同一个信号在时域和频域的不同表现形式而已，帕斯维尔(Parseval)能量守恒定理反映了信号不变则能量不变。
2.2.6  复序列共轭的DTFT
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证明：利用式(2-4)和式(1-39)
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2.2.7  DTFT的共轭对称性
对于实序列
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。实序列只是复序列的特例，本小节分析复序列及其离散时间傅里叶变换的共轭对称性。
1. 共轭对称信号
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再对等式两端取共轭，有
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结论：共轭对称序列的实部
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复数取共轭就是实部不变、虚部取反。复序列
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不仅满足式(2-22)的离散序列具有共轭对称性，若
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则
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2. 共轭反对称信号

对于复序列，用
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结论：共轭反对称序列的实部
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同样，不仅满足式(2-30)的离散序列具有共轭反对称性，若
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则
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3. 复信号的分解
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即任何序列都可以分解为实部加
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由以上两式可导出
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当
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即任何序列都可以分解为共轭对称分量与共轭反对称分量之和的形式。

对式(2-39)中的
[image: image293.wmf]n

取反，再对等式两端取共轭，利用式(2-22)和式(2-30)，可得

[image: image294.wmf]eoeo

()()()()()

xnxnxnxnxn

***

-=-+-=-

             (2-40)
由以上两式可导出
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实序列是复序列的特例，只有实部，没有虚部。当
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设实序列
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结论：实序列可以分解为偶对称分量与奇对称分量之和的形式。
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只有实部，没有虚部。共轭对称分量的实部偶对称，共轭反对称分量的实部奇对称，所以
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其中
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4. DTFT的共轭对称性
设复序列
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结论：实序列的傅里叶变换具有共轭对称性，纯虚序列的傅里叶变换具有共轭反对称性。
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其中
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结论：共轭对称序列的傅里叶变换只有实部，共轭反对称序列的傅里叶变换只有
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证明：由式(2-37)、式(2-30)和式(2-51)，有
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由式(2-38)、式(2-30)和式(2-52)，有
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由式(2-41)、式(2-31)和式(2-48)，有
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由式(2-42)、式(2-31)和式(2-49)，有
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数字信号处理中的时域信号通常为实序列。根据式(2-54)，实序列的傅里叶变换具有共轭对称性，它的实部和模偶对称，虚部奇对称。例如，将例2-1中
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可验证
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下面分析实序列的两个特例——实的偶对称序列和实的奇对称序列傅里叶变换的特点。

利用式(2-44)将实序列
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由于
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结论：实的偶对称序列的傅里叶变换仍然是实的偶对称的，而实的奇对称序列的傅里叶变换是纯虚的奇对称的。

2.3  周期序列的离散傅里叶级数(DFS)
在连续信号与系统中已经知道，以
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根据傅里叶变换性质中时域特性与频域特性的对应关系(时域连续，频域非周期；时域周期，频域离散)，
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为非周期的离散谱。

FS与IFS公式的构成规律如下：
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与式(2-63)和式(2-64)类似，可以得到以
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为周期的周期序列
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由
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可知，式(2-65)中的
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通过比较式(2-65)与式(2-4)，还可以得到周期序列的离散傅里叶级数(DFS)
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【例2-3】 设
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解：在2.1节例2-1中已经求出序列
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图2-5  周期序列
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此题当然也可以直接用DFS的式(2-65)求解。

2.4  序列的
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变换
傅里叶变换在解决实际问题中有许多方便之处，得到了广泛的应用。例如，正弦信号的傅里叶变换非常简单，只在特定频率处有幅值；利用卷积定理可以把时域卷积运算转换为频域乘法运算。但是要想使序列的傅里叶变换存在，必须满足序列绝对可和的条件，这限制了某些增长、发散序列的傅里叶变换的存在。为了使更多的序列存在变换，提出了
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比较式(2-69)与式(2-4)，可得序列的
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由式(1-38)可知，
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也就是说，为了使
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	图2-6  
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变换与DTFT的关系
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3. 零点、极点
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在式(2-72)中，
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4. 收敛域的求法

由式(2-69)可知，
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变换是无穷级数的形式，判断正向无穷级数是否收敛的方法有比值法和根值法。

比值法是求一般项的后项与前项之比的极限，绝对值小于1则收敛，即
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根值法是计算一般项绝对值的
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次方根的极限，也是小于1则收敛，即
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2.4.2  
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1. 有限长序列
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等式两端取绝对值，用放缩法可得
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图2-8  纯左边有限长序列(
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图2-9  纯左边有限长序列(
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图2-10  有限长序列(
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图2-11  因果有限长序列(
[image: image642.wmf]0

1

=

n

时)
在这种情况下，由于
[image: image643.wmf]0

<

n

时
[image: image644.wmf]0

)

(

=

n

x

，所以
[image: image645.wmf])

(

n

x

为因果序列。

[image: image646.wmf]2

2

2

)

(

)

1

(

)

1

(

)

0

(

)

(

)

(

2

)

1

(

2

1

0

n

n

n

n

n

z

n

x

z

n

x

z

x

x

z

n

x

z

X

-

-

-

-

=

-

+

-

+

+

+

=

=

å

L

    (2-79)

[image: image647.wmf]0

=

z

时，
[image: image648.wmf]¥

®

-

2

0

n

，使
[image: image649.wmf]¥

®

|

)

(

|

z

X

不收敛，收敛域不包含
[image: image650.wmf]0

=

z

；
[image: image651.wmf]¥

®

z

时，
[image: image652.wmf]0

2

®

¥

-

n

，
[image: image653.wmf]|

)

0

(

|

|

)

(

|

x

z

X

=

收敛，收敛域包含
[image: image654.wmf]¥

。所以，
[image: image655.wmf])

(

z

X

的收敛域为
[image: image656.wmf]0||

z

<¥

≤

。
5) 当
[image: image657.wmf]2

1

0

n

n

<

<

时(见图2-12)

[image: image658.emf]n

1

n

2

n

0


图2-12  因果有限长序列(
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在
[image: image677.wmf]1

nn

≥

之后有非零值，在
[image: image678.wmf]1

n

n

<

之前均为0的序列称为右边序列，即

[image: image679.wmf]1

1

0

()

()

nn

xn

xnnn

<

ì

=

í

î

，

，

≥

                      (2-80)
其
[image: image680.wmf]z

变换为

[image: image681.wmf]L

+

+

+

=

=

+

-

-

¥

=

-

å

)

1

(

1

1

1

1

1

)

1

(

)

(

)

(

)

(

n

n

n

n

n

z

n

x

z

n

x

z

n

x

z

X

          (2-81)
等式两端取绝对值，用放缩法可得
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用根值法求它的收敛域
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可见，右边序列的收敛域是以
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图2-13  右边序列(
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图2-14  因果序列(
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图2-15  因果序列(
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图2-16所示为因果序列及其
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变换的收敛域示意图。
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图2-16  因果序列及其
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变换的收敛域示意图
结论：因果序列
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用根值法求它的收敛域，有
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可见，左边序列的收敛域是以
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图2-17  左边序列(
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图2-18  纯左边序列(
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3) 当
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图2-19  纯左边序列(
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图2-20所示为纯左边序列及其
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变换的收敛域示意图。
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图2-20  纯左边序列及其
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等号右侧第一项纯左边序列
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图2-21  双边序列及其
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变换的收敛域示意图
【例2-4】 求序列
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【例2-5】 求序列
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【例2-6】 求序列
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图2-22  序列类型与
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式中，
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时域特性的重要性在于可以将时域差分方程的求解转换到
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域进行代数运算，这是数字信号处理频域分析方法的优越性之一。

【例2-8】 求序列
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解：利用式(2-95)、式(2-93)和式(2-96)可得
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4. 时域卷积定理
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或者利用式(1-44)、式(2-95)、式(2-96)和式(2-69)可得
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【例2-9】 已知线性时不变(LTI)系统的单位脉冲响应
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式(2-101)表明，只有
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对式(2-103)等号两端取围线积分，利用式(2-101)可得
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式(2-105)把求
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可得一阶极点的留数为
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综上所述，用留数法求
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第(3)种情况正是2.4节例2-7的反过程。
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后两式的求解见2.4节的例2-5和例2-6。
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然后根据收敛域的范围由式(2-110)～式(2-111)直接写出原序列
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对于二阶形式的
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其中
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由式(2-115)即可求出
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例如，用留数法求例2-11中的系数，有
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得到与例2-11相同的部分分式和，即
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2.7  利用
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2.7.1  系统的4种描述方式之间的转换
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反之，
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图2-27  线性时不变系统的输入输出关系
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反之，已知系统函数
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图2-28  因果稳定系统的收敛域
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图2-29  
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【例2-13】 已知离散线性时不变、因果系统的差分方程为
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(1) 求系统函数
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                  (a) 零极点分布                             (b) 收敛域 
图2-30  系统的零极点分布及收敛域
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(3) 用留数法求系统的单位脉冲响应
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图2-31  
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综上，
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2.7.3  零极点分布对系统幅频特性的影响

将系统函数
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其幅频特性为
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其中，
[image: image1485.wmf]w

以
[image: image1486.wmf]2

p

为周期旋转，
[image: image1487.wmf]j

|e|

m

c

w

-

是单位圆上的点到零点
[image: image1488.wmf]m

c

之间的距离，
[image: image1489.wmf]j

|e|

k

d

w

-

是单位圆上的点到极点
[image: image1490.wmf]k

d

之间的距离。由此可以求出对应每个角频率
[image: image1491.wmf]w

处
[image: image1492.wmf]j

|(e)|

H

w

的值，它等于
[image: image1493.wmf]|

|

A

乘以单位圆上的点到各零点之间距离的连乘积，再除以单位圆上的点到各极点之间距离的连乘积，即

[image: image1494.wmf]j

|(e)|||

||

HA

w

=

|

各

零

点

矢

量

模

的

连

乘

积

|

各

极

点

矢

量

模

的

连

乘

积

             (2-139)
用这个关系式可以定性地画出幅频特性曲线。

以二阶带通滤波器为例，其系统函数为
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把极大值、极小值这几个特殊点连接起来，即可定性地画出
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的幅频特性曲线，如图2-32(b)所示。

[image: image1536.png]y

y

| H(e'?))

B





                      (a) 零极点分布                    (b) 幅频特性曲线
图2-32  带通滤波器的零极点分布及其幅频特性曲线

综上所述，零极点分布对系统幅频特性的影响如下。
(1) 原点处的零极点不影响系统的幅频特性。当零点与极点非常靠近且零点不在单位圆上时，这一对零极点也不影响系统的幅频特性。

(2) 零点位置影响
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的凹谷位置及深度。零点趋近于单位圆时，谷点值趋近于零；零点在单位圆上时，谷点值为零。如果没有非零零点，谷点位置在离极点最远的地方。

(3) 极点位置影响
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的凸峰位置及深度。极点趋近于单位圆时，峰值趋向于无穷远。如果没有非零极点，峰值点位置在离零点最远的地方。对于因果稳定系统，所有极点都必须在单位圆内，不能在单位圆上和单位圆外。

利用这种定性的、直观的几何画法，合理设置零、极点的个数及位置，就可以获得满足设计指标要求的数字滤波器的频率响应特性。

【例2-14】 画出一阶低通滤波器
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处。将极值点连接起来，定性画出幅频特性曲线，如图2-33所示。
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图2-33  低通滤波器的零极点分布及其幅频特性曲线

为什么称这样的系统为低通滤波器呢？我们已知数字角频率
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附近。根据时域卷积定理，信号通过LTI系统时，在时域输入信号
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由此可以推测，如果极点
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的低频端，如图2-34所示，这样的系统使信号的高频成分通过，就是高通滤波器了。
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图2-34  高通滤波器的零极点分布及其幅频特性曲线

而图2-32所示的系统之所以称为带通滤波器，是因为它能够使落在
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【例2-15】 画出梳状滤波器
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图2-35  梳状滤波器的零极点分布及其幅频特性曲线

【例2-16】 画出4点矩形脉冲序列
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                      (a) 零极点分布                       (b) 幅频特性曲线
图2-36  
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变换的零极点分布及其幅频特性曲线
定性分析问题时，只需要知道波形的大致形状、一些特殊点的值及其所在位置，不必求出所有点的准确值，这时用这种几何作图法非常有效。

【例2-17】 画出频域内插公式
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处发生零极点对消，其零极点分布和幅频特性曲线如图2-37(c)、图2-37(d)所示。它的幅频特性曲线相当于将图2-36(b)右移
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图2-37  例2-17由离散频谱
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讨论
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2-13 已知离散线性时不变、因果系统的系统函数为
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(1) 求系统的零极点及收敛域。
(2) 判断该系统是否稳定，若是稳定系统则写出其频率响应函数
[image: image1859.wmf]j
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w

。
(3) 写出该系统的差分方程。
(4) 求系统的单位脉冲响应
[image: image1860.wmf])
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h
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2-14 已知离散线性时不变系统的差分方程为
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(1) 求系统函数
[image: image1862.wmf])
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，并画出它的零极点分布图。
(2) 讨论
[image: image1863.wmf])
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有哪几种可能的收敛域，并分析系统在相应收敛域的因果、稳定性。
(3) 求因果系统的单位脉冲响应
[image: image1864.wmf])
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2-15 已知离散线性时不变、稳定系统的差分方程为
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(1) 求系统函数
[image: image1866.wmf])
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z
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，并指出其零极点及收敛域。
(2) 写出系统的频率响应函数
[image: image1867.wmf]j

(e)

H

w

。
(3) 求系统的单位脉冲响应
[image: image1868.wmf])
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2-16 已知离散线性时不变系统的系统函数为

[image: image1869.wmf])
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讨论
[image: image1870.wmf])
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有哪几种可能的收敛域，并分析系统在相应收敛域的因果、稳定性。

2-17 已知离散线性时不变系统的系统函数为
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[image: image1872.wmf]a

为实数
(1) 为使系统因果稳定，参数
[image: image1873.wmf]a

应该如何选取？
(2) 画出因果稳定系统的零极点分布图和收敛域示意图。
2-18 已知离散线性时不变、因果系统的系统函数为
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[image: image1875.wmf]a

为实数
(1) 写出该系统的差分方程。
(2) 若要求系统稳定，求
[image: image1876.wmf]a

的取值范围。
2-19 已知离散线性时不变、稳定系统的差分方程为
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(1) 求系统函数
[image: image1878.wmf])
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，并指出其零极点及收敛域。
(2) 判断该系统的因果性。
(3) 写出系统的频率响应函数
[image: image1879.wmf]j
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，并定性画出其幅频特性曲线
[image: image1880.wmf]j
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(4) 该系统实现的是哪种选频滤波器(低通、高通、带通、带阻)的功能？

2-20 求连续信号
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图2-3  � EMBED Equation.DSMT4  ���的相角奇对称
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图2-4  � EMBED Equation.DSMT4  ���的相角�没有对称性
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