
第1章 复变函数      

1.1 复数及几何表示

1.
 

复数和复数域

1)
 

复数

  在求解实系数一元二次方程时,常常会遇到负实数开平方,最初人们只是简单地认为这是

无意义的,即方程无解。后来在实践中发现,负实数开平方是一个普遍且不可回避的问题,于

是引入了“虚数”单位i≡ -1,满足i2=-1,这样实数就推广到由两个实数组成的数对:
 

z=(x,y)=
defx+iy

称作复数。x 和y 分别称作复数的实部和虚部,记作x=Rez,y=Imz。如果两个复数相

等,z1=z2,则Rez1=Rez2,Imz1=Imz2。
全部实数对(x,y)∈RR的集合称作复数集CC。另外,定义复数z的复共轭为z-=x-iy,

我们有时也用z*表示复共轭。

2)
 

运算法则

定义复数的四则运算法则如下。
(1)

 

加减法

z1±z2=(x1±x2)+i(y1±y2)
即实部和虚部分别相加减,加法运算满足交换律、结合律和分配律。

(2)
 

乘法

z1·z2=(x1x2-y1y2)+i(x1y2+x2y1)
乘法运算按照实数的分配律进行,其结果仍然是一个复数。容易验证,复数的乘法运算满足

交换律、结合律和分配律。对于复共轭,有z1·z2=z-1·z-2。
(3)

 

除法

z1
z2

=
x1x2+y1y2

x22+y22
+i

x1y2-x2y1
x22+y22
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其中z2≠0,可见复数做除法运算的结果仍然是复数。

3)
 

复数域

对于由某类数构成的集合,如果其元素之间按加、减、乘、除做代数运算,得到的数仍然

属于该集合,则称该集合构成数域。如全体有理数集QQ构成有理数域,全体实数集RR构成实

数域。复数按照加、减、乘、除运算,仍然得到一个复数,因此,复数集CC构成复数域。与实数

不同的是,复数不可比较大小,因此复数域不是有序域。
思考 如果采用下面的复数乘积定义,有什么不好?
(1)

 

z1·z2=x1x2+iy1y2;
 

 (2)
 

z1·z2=(x1x2+y1y2)+i(x1y2+x2y1)。

2.
 

几何表示

用二维笛卡儿坐标系的横轴和纵轴分别表示一对有序实数(x,y),任意复数可以用平

面上的一个点表示,这个平面称作复平面CC,横轴和纵轴分别称作实轴和虚轴,如图1.1所

示。采用极坐标系,有
z=x+iy=r(cosθ+isinθ)

1)
 

复数的模

|z|=
def(z·z-)1/2=r= x2+y2

2)
 

复数的辐角

argz=
defθ+2kπ (k∈ZZ)

其中ZZ表示整数集。通常将k=0时的辐角称为主辐角,记作

Argz=θ (0≤θ<2π)
  两个复数的加法和减法分别满足平行四边形法则和三角形法则(图1.2)。由三角函数

关系,复数的乘法可表示为

z1·z2=r1r2[cos(θ1+θ2)+isin(θ1+θ2)] (1.1.1)

图 1.1 图 1.2

由式(1.1.1)可知,复数乘法存在映射关系,即

f(θ1)·f(θ2) f(θ1+θ2)
它暗示复数的辐角可表示成指数形式。事实上我们将证明,复数z确实可以表示为

z=r(cosθ+isinθ)=reiθ (1.1.2)
这个重要的关系式称为欧拉公式。

因此,两个复数的乘(除)运算分别为两复数的模相乘(除)、辐角相加(减),即

z1·z2=r1r2e
i(θ1+θ2), 

z1
z2

=
r1
r2
e
i(θ1-θ2)

由欧拉公式(1.1.2),可以得到棣莫弗(A.De
 

Moivre)公式:
 

(cosθ+isinθ)n =cosnθ+isinnθ (1.1.3)
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以及传说中最完美的数学公式:
 

eiπ+1=0

  例1.1 求复数值:
 

(1)
 

(1+i)100;
 

(2)
 41-i。

解

(1)
 

(1+i)100=(2eπi/4)100=250e25πi=-250;
 

(2)
 41-i=(2e-

πi
4+2kπi)1/4=82e-

πi
16+

kπi
2=82e-

πi
16,82e

7πi
16,82e

15πi
16,82e

23πi
16。

需要强调的是,开根式会出现多个复数值;
 

在例1.1(2)中,四个复数值构成复平面上半

径为82的圆内接正四边形的顶点,它们的四次方都等于1-i。
例1.2 求复数值:

 

(1)
 

ii;
 

(2)
 

i-i。
解

(1)
 

ii=e
πi
2+2kπi  i=e-

π
2e-2kπ (k∈ZZ);

 

(2)
 

i-i=e
- πi

2+2kπi  i=e
π
2e2kπ (k∈ZZ)。

说明 如果将两个多值复数做乘积,如
(ii)·(i-i)=e2kπ (k∈ZZ)

可见

(ii)·(i-i)≠i0=1
这就是说,通常的代数乘积不适用于具有多值的复数运算。

例1.3 用复数表示以z1 和z2 为焦点的椭圆方程。
解 椭圆为到两个固定点的距离之和不变的点集,所以用复数表示十分方便,即

|z-z1|+|z-z2|=2a
其中2a 为椭圆的长轴。

3.
 

球极投影

图 1.3

将复数集CC加上一个理想数z=∞,构成紧致的

闭集合CC-=CC∪{∞},理想数z=∞不参与代数运

算。这样闭复平面CC- 上任一点都和单位球面SS上的

点一 一 对 应,构 成 如 图 1.3 所 示 的 球 极 投 影

(stereographic
 

projection):
 

z P。闭复平面的∞
点对应球面的北极点N,球面SS称作黎曼球。

设黎曼球面SS上点P 的笛卡儿坐标为(X,Y,Z),

有X2+Y2+Z2=1,它与闭复平面CC- 上的投影点z(x,y)有如下关系:
 

X =
2x

1+|z|2
, Y=

2y
1+|z|2

, Z=|z|2-1
1+|z|2

(1.1.4)

4.
 

代数基本定理

任何多项式方程p(z)=0都至少有一个复数根。
如果每个多项式都有一个根z1,我们便可以从p(z)中分解出一个乘积因子(z-z1),
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设p(z)的次数为n,于是可以将p(z)分解为n 个乘积因子。因此可以得到推论:
 

任何n
次多项式方程有且只有n 个复数根。

注记

16世纪的意大利数学家卡尔丹(G.
 

Cardano)也许是最早提出复数作为负数平方根的

人,虽然他并不认为复数有什么实际用处,是“虚幻的数”。对于一元二次代数方程,并不要

求一定有解,因此复数可有可无。但对于一元三次方程,复数的出现就有其必然性了,如方

程x3=px+q,其解称作卡尔丹公式:
 

x=
3
q
2+ q

2  2- p
3  3 +

3
q
2- q

2  2- p
3  3

当 q/2  2- p/3  3<0时,公式里就会出现负数开平方根! 然而,我们不能再以方程无解

为理由而忽视它,事实上该式确实表达方程的一个实数根,尽管它似乎含有虚数。于是提出

了这样一个问题,即寻找如

x=
3
a+b -1+

3
a-b -1

表达形式的实数。1572年,邦贝利(R.
 

Bombelli)提出可以利用虚数来解三次方程,按照卡

尔丹公式,方程x3=15x+4的一个根是

x=
3
2+11 -1+

3
2-11 -1

显然该方程有一个实根x=4,邦贝利猜测公式中的两部分可能具有2+n -1和2-n -1

的形式,将其分别取三次方,并利用( -1)2=-1,果然有

3
2+11 -1=2+ -1, 

3
2-11 -1=2- -1

因此卡尔丹公式给出的确实是实数解x=4,尽管构成它的两部分都含有“虚幻的数”。卡尔

丹还曾设计了一个智力挑战:
 

能否将10分成两部分,使其乘积等于40? 他的答案是,如果

将10写成5+ -15和5- -15,就可以达到此目的。
复数的广泛应用主要是从欧拉开始的,但在其1770年的代数著作中,他还是写下了拗

口的评语:
 

“一切形如 -1的数学式都是不可能有的、想象的数,它们既不是什么都不是,
也不比什么都不是多些什么,更不比什么都不是少些什么。”复数的几何表示首先出现在丹

麦的大地测量员维塞尔(C.
 

Wessel)的著作中。高斯第一次系统地阐述了复数及其运算,代
数基本定理的第一个完整证明也是高斯做出的。

鉴于复数的巨大成功和深刻含义,人们开始寻求更具一般意义的数。很早以前,丢番都

(Diophantine)曾考虑由两个数组成的有序数对的运算,发现了两平方数之和的规律,为后

来的四平方数之和以及八平方数之和的探究奠定了基础。丢番都在他的《算数》中指出:
 

“65有两种方式表示成两平方数之和,即65=72+42=82+12,这是由于65=13×5,而

13=22+32 和5=12+22 都是两平方数之和”,即两平方数之和的乘积仍然是两平方数

之和:
 

a2+b2  c2+d2  =(ac-bd)2+(bc+ad)2

将数组(a,b)理解成a+ib,则上述公式正是复数的乘法法则,即将下列等式两边取模

a+ib  c+id  =(ac-bd)+i(ac+bd)

  哈密顿(W.
 

Hamilton)认 识 到 有 序 实 数 组 对 乘 法 的 重 要 性,他 开 始 研 究 更 大 的 数
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组———三元数和四元数的乘法。但是他在三元数的乘法中遭遇了很大的挫折,耗费了大量

的时间,因为无论他怎样定义乘法,都无法进行除法操作,更深刻的原因却是并不存在“自然

数的三平方数之和的乘积公式”,比如

3=12+12+12, 21=12+22+42

但3×21却不能表示成三个自然数的平方和。
另一方面,巴歇(C.

 

Bachet)和拉格朗日(J.-L.Lagrange)曾证明自然数的四平方数之

和的乘积可以表示为四个平方数之和:
 

a2+b2+c2+d2  α2+β
2+γ2+δ2  

=(aα-bβ-cγ-dδ)2+(aβ+bα+cδ-dγ)2+
(aγ-bδ+cα+dβ)

2+(aδ+bγ-cβ+dα)2

但其中的意义并没有被人们充分认识到。当哈密顿由三元数组转而考虑四元数组的乘法

时,一切就豁然开朗了! 他引入三个虚数符号(i,j,k),令其满足

i2=j2=k2=ijk=-1
它们构成一个非交换的循环关系:

 

ij=-ji=k
jk=-kj=i
ki=-ik=j

以此代表的四元数(quaternions)表示为

(a,b,c,d)=a+bi+cj+dk
其一般乘积为

a+bi+cj+dk  α+βi+γj+δk  
= aα-bβ-cγ-dδ  + aβ+bα+cδ-dγ  i+

aγ-bδ+cα+dβ  j+(aδ+bγ-cβ+dα)k
  四平方数之和定理意味着存在模的乘积。不久,约翰·格雷夫斯(J.

 

Graves)以及稍后

的阿瑟·凯莱(A.
 

Cayley)在四元数的基础上进一步发现了八元数(octonions),又被称为凯

莱数或凯莱-格雷夫斯数

α+βi+γj+δk+εl+ζm+ηn+θo
其基向量分别称为(1,i,j,k,l,m,n,o),它对应于“八平方数之和定理”。八元数看上去相当

怪异,它不仅不满足乘法的交换律,甚至不满足结合律:
 

(m×j)×i≠m×(j×i)

图 1.4

具体关系可由图1.4表示,沿箭头方向规定乘积顺序:
 

j×l=n,i×j=k,等等。四元数和八

元数,以及由它们构成的多元数组,统称为超复数。
尽管哈密顿信心满满地宣称四元素是自然界最完美的数,但四元

数并没有获得像二元复数一样的巨大成功。人们本来期望利用四元

数来描述物理中常见的三维向量场,结果不成功。由吉布斯(J.W.
 

Jibbs)和赫维赛德(O.
 

Heaviside)创立的向量分析,实质上是将完整

统一的四元数肢解为几个独立的分量,尽管它在物理学应用中大行其

道,并且硕果累累,却令许多追求完美的数学家深感愤懑不平。四元

数实际上表示空间转动而不是向量本身,并不适合描述经典的向量
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场。当卡丹(E.
 

Cartan)将四元数等价于旋量后,它恰如其分地描述了微观粒子的量子化自旋。
最后,胡尔维茨(A.

 

Hurwitz)证明除了n=2,4,8之外,不再有其他的n 平方和恒等

式,亦即基本数系在八元数之外,不可能再有更高维数的推广。图1.5展示了实数、复数与

四元数、八元数的相互关系;
 

图1.6是一幅各种数系在运算法则演进中的联络图,揭示了从

自然数、实数扩展为复数、四元数组,直到超复数的逻辑过程。
顺便提一句,近年来八元数在描述基本粒子相互作用的基础物理理论中,出现了一些活

跃的迹象。它会是那把打开新世界的钥匙吗?

图 1.5

图 1.6

习题

[1]计算:
 

(1)
 

(-1)i;
 

 (2)
 i2+i;

 

 (3)
 

(1+i3)1-i。
[2]证明:

 

(1)
 

cosφ+cos2φ+cos3φ+…+cosnφ=
sin

nφ
2cos

(n+1)φ
2

sinφ
2

;
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(2)
 

sin
π
nsin

2π
nsin

3π
n
…sin

(n-1)π
n =

n
2n-1

。

[3]设ω0,ω1,ω2,…,ωn-1(n>1)是方程zn-1=0的n 个根,证明:
 

(1)
 

ω0+ω1+ω2+…+ωn-1=0;
 

(2)
 

ωk
0+ω

k
1+ω

k
2+…+ω

k
n-1=

0 (1≤k≤n-1)
 
n (k=n) ;

 

(3)
 

ω0ω1ω2…ωn-1=(-1)
n-1。

[4]证明:
 

三角形的内角和等于π。
[5]证明球极投影关系:

 

X =
2x

1+|z|2
, Y=

2y
1+|z|2

, Z=|z|2-1
1+|z|2

  提示:
 

过N,P 直线的参数方程为Q(t)=N+t(P-N)。
[6]解释为什么有

6=
3
18+26 -1+

3
18-26 -1

1.2 函数定义

1.
 

映射与区域

图 1.7

设E 是复数z=x+iy 的集合,如果E 中的每一个

元素z,都映射到另一个复数集合B 中的一个或多个元

素w,那么称w 是复变数z的函数,记为w=f(z),z∈E。
如果每个z 值对应着B 中唯一的一个w 值,则称函数

f(z)是 单 值 的。如 果 一 个 z 对 应 多 个 w 值,则 称

f(z)为多值函数,如图1.7所示,其中B=B1∪B2。
下面介绍几个基本概念:

 

(1)
 

邻域

复平面上以z0 为中心,以任意小的正数ε为半径的圆,其内部的点所组成的集合,称为

z0 的邻域。
(2)

 

内点

如果z0 及其邻域内的点都属于集合E,那么称z0 为E 的内点。
(3)

 

外点

如果z0 及其邻域内的点都不属于E,那么称z0 为E 的外点。
(4)

 

开集

如果E 内的每一点都是内点,那么称E 为开集。
(5)

 

边界点

如果在z0 的邻域内,既有属于E 的点,也有不属于E 的点,则称z0 为集合E 的边界

点;
 

边界点的全体构成集合E 的边界线。
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  (6)
 

连通性

如果集合E 中的任意两点,都可以用属于该集合的一条连续曲线连接起来,则称集合

E 是连通的。如果找不到这样一条线,则称集合E 是非连通的(图1.8(a))。

图 1.8

(7)
 

区域

如果集合B 全部由内点组成,且整个集合是互相连通的,我们称该集合构成一个区域。
(8)

 

闭区域

区域B 及其边界线所组成的集合,称作闭区域,以B 表示。
(9)

 

单连通区域

如果区域中的任意一条闭合曲线可以连续收缩到一点(图1.8(a)),则称该区域为单连

通区域;
 

在单连通区域中,连接任意两点之间的所有路径都可以连续地互相转化,它们在拓

扑上都是互相等价的,称作路径同伦。
(10)

 

多连通区域

区域中的两点,可以用属于该点集的两条或多条拓扑不等价的连续曲线连接起来

(图1.8(b))。L1 不能连续地形变到L2,或者说图中由L1 和L2 构成的闭合回路不能连

续收缩到一点。
用汉字举例,图1.9中的(a)是单连通的,(b)是非连通的,(c)、(d)和(e)是多连通的。

(c)和(d)都含有两个“亏格”,它们在拓扑上互相等价,即从一个通过连续变形(不做割裂)可
以变为另一个,在数学中称二者同胚(homeomorphism)。

图 1.9

2.
 

初等复变函数

对于复自变量z=x+iy,定义几种常见的初等复变函数。
(1)

 

指数函数

ez =
deflim

n→∞
1+

z
n  n

(1.2.1)

  对于任意z∈CC,有

1+
z
n  n

=1+
2x
n +

x2+y2

n2  n/2
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arg1+
z
n  n

=narctan y/n
1+x/n

所以

lim
n→∞

1+
z
n  n

=ex

lim
n→∞
arg1+

z
n  n

=y

指数函数的模和辐角分别为|ez|=ex 和argez=y,由此得到欧拉公式:
 

ez =ex+iy =ex(cosy+isiny)

  由欧拉公式可以推知,指数函数在沿虚轴方向是周期函数:
 

ez+2πi=ez,并且容易证明,
指数函数满足关系:

 

e
z1+z2 =e

z1·e
z2

  (2)
 

三角函数

sinz=
defeiz -e-iz

2i
, cosz=

defeiz +e-iz

2
(1.2.2)

可以验证,复三角函数有类似于实三角函数的性质,即

sin2z+cos2z=1
sin(z1±z2)=sinz1cosz2±cosz1sinz2
cos(z1±z2)=cosz1cosz2∓sinz1sinz2

  类似地,还可定义正切函数和余切函数等。
说明 只有在复数域中,三角函数才与指数发生联系。
例1.4 令z=x+iy,证明:

 

① sinz 2=sin2x+sinh2y;
 

② cosz 2=cos2x+sinh2y。
证明

①
 

根据定义,有

sinz 2=
1
4|e

iz -e-iz|2=
1
4 e

ix-y -e-ix+y  e-ix-y -eix+y  

=
1
4 e

-2y +e2y -e-2ix -e2ix  =sin2x+sinh2y

同样可证明②。可见 sinz 和 cosz 可以大于1,这与实变函数不同。
(3)

 

双曲函数

sinhz=
defez -e-z

2
, coshz=

defez +e-z

2
(1.2.3)

  双曲函数在沿虚轴方向也是周期函数,且有

sinhz=-isiniz  , coshz=cos(iz)

  (4)
 

对数函数

lnz=ln|z|+iargz+2kπ   (k∈ZZ) (1.2.4)

  对数函数是指数函数的反函数,由于指数函数是周期函数,所以对数函数是多值函数。
称k=0为对数的主值,记作

Lnz=ln|z|+iargz (0≤argz<2π)
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  例1.5 计算对数值:
 

①
 

ln(-1);
 

②
 

ln(1+i)。
解 根据定义,有

①
 

ln(-1)=lneπi+2kπi=πi+2kπi
 

(k∈ZZ);
 

②
 

ln1+i  =ln  2e
πi
4+2kπi  =ln2+πi4+2kπi

 

(k∈ZZ)。

(5)
 

反三角/双曲函数

arcsinz=-iln(iz+ 1-z2), arccosz=-iln(z+ z2-1)
 

arctanz=
1
2iln

1+iz
1-iz

, arcsinhz=ln(z+ 1+z2)











(1.2.5)

由于三角函数是周期函数,所以反三角函数是多值函数,它们都可由对数函数表示。
(6)

 

一般幂函数

zα =
defeαlnz

  当α为整数时,幂函数是单值函数;
 

当α为有理数时,分数幂函数是多值函数,比如α=1/2
称为根式函数,

z = r cosθ+2kπ
2 +isin

θ+2kπ
2   (k=0,1)

对应于每一个z,有两个不同的函数值:
 

z=±reiθ/2。当α为无理数或复数时,幂函数是

无穷重多值函数。
(7)

 

一般指数函数

w=az =
defezlna

式中a≠0,∞,函数w=az 不是通常语义下的函数,因为

lna=lna +iarga+2kπi (k∈ZZ)
取无穷多值,因而az 有多重值,但它不是多值函数,它的多值性不是来自z 的辐角增加,所
以它应视作不同函数的集合:

 

ez(ln a +iarga)e2ikπz (k∈ZZ)

  例1.6 求方程的根:
 

(1)
 

sinz=0;
 

(2)
 

sinz=2。
解

(1)
 

根据定义

sinz=
1
2ie

iz -e-iz  =0

所以

e2iz =1→z=kπ (k∈ZZ)

  (2)
 

根据

sinz=
1
2ie

iz -e-iz  =2

有

e4iz -4ie2iz -1=0→eiz =(2± 3)i
于是有


