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第1章  复变函数与解析函数
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· 理解复平面、复球面和复数域的对应关系．
· 掌握复变函数的概念、极限与连续性，导数的概念和运算．
· 掌握解析函数的概念、函数解析性的充分与必要条件．
· 掌握复数域内初等函数的定义、性质．
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复数  复平面  复球面  复变函数的极限  复变函数的连续性  解析函数  奇点
复变函数是自变量为复数的函数．复变函数论所研究的主要对象，是某种意义下可导的复变函数，通常称为解析函数．本章通过引入复数域与复平面的概念，介绍复变函数的概念、极限与连续性，进而建立解析函数的理论基础．引入解析函数的概念，重点介绍解析函数判别可导和解析的主要条件——柯西-黎曼条件，并将熟知的初等函数推广到复数域，研究初等函数的性质．
1.1  复    数
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1.1.1  复数的基本概念
定义1-1  对于任意实数
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，将形如
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)的数称为复数，其中
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为虚数单位，并规定
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分别称为
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称为纯虚数；当
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实际就是实数
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，例如复数
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就是实数4，而
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就是纯虚数
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设
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是两个复数，当且仅当
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时，称两个复数相等，即
[image: image25.wmf]12

zz

=

．对于复数
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，当且仅当
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．与实数不同，一般来说，两个复数不能比较大小．
把实部相同，而虚部绝对值相等、符号相反的两个复数称为共轭复数．对于复数
[image: image29.wmf]i

zxy

=+

，称
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的共轭复数，记作
[image: image32.wmf]z

．特别地，实数的共轭复数是该实数本身；反之，如果
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，这个复数便是一个实数．
1.1.2  复平面
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一个复数
[image: image34.wmf]i

zxy

=+

由一个有序实数对
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唯一确定，而有序实数对与平面上的点一一对应．所以，对于平面上给定的直角坐标系，复数
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的全体与坐标平面上的点的全体形成一一对应关系．从而坐标平面上的点
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可以用来表示复数
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，横轴上的点表示实数，称为实轴；纵轴上的点表示纯虚数，称为虚轴，两轴所在的坐标平面称为复平面或
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平面．这样，复数与复平面上的点形成一一对应的关系，一个复数集合就是一个平面点集．
某些特殊的平面点集可以用复数所满足的某种关系式来表示．例如，
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表示以0, 2, 
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为顶点的长方形．
在复平面上，复数
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可以与从原点指向点
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的平面向量一一对应，这样可以把复数与平面向量等同起来，复数
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可以用向量
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来表示，如图1-1所示．
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图1-1
定义1-2  若
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是一个不为0的复数，将其所对应的向量
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的长度称为
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的模，记作
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；以正实轴为始边，以向量
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为终边的角
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(即所对应的向量的方向角)叫做
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的辐角，记作
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．显然，辐角有无穷多个值，彼此之间相差
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的辐角
[image: image58.wmf]0

q

称为
[image: image59.wmf]Arg 

z

的主值，记作
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为任意整数)．
当
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设
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是不为0的复数，易知，
[image: image66.wmf]tan(Arg)

y

z

x

=

，于是辐角主值
[image: image67.wmf]arg 

z

可以按下列关系确定：
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其中
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下面介绍复数
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的模的性质．
首先，由定义1-2容易验证
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由于复数和平面向量一一对应，所以两个不为0的复数
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与
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的和(见图1-2(a))与差(见图1-2(b))可以按照两向量和与差的几何作图法在复平面中表示出来．还可以看到
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表示复平面上两点
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                       (a)                                      (b)
图1-2
由图1-2，结合三角形的性质可知  
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设
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是一个不为0的复数，
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是
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的模，
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的任意一个辐角，利用直角坐标与极坐标的关系，
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称为复数
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的三角表达式．
由于一个复数的辐角有无穷多种选择，因而复数的三角表达式不是唯一的．
利用欧拉( Euler)公式：
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，又可以将复数
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表示为
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称为复数
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的指数表达式． 
复数的各种表达方法要能灵活转换，以适应不同问题的讨论需要．
例1-1  写出复数
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的三角表达式与指数表达式．
解  
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从而
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的指数表达式为
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利用复数及其运算的几何意义，很多平面图形能用复数的方程或不等式来表示；反之，也可以由给定的复数形式的方程或不等式来确定它所表示的图形．看下面两个例子．
例1-2  将通过两点
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解  通过两点
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因此，令
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例1-3  求下列方程所表示的曲线：
(1) 
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解  (1) 由复数的几何意义，方程
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(2) 几何上，该方程表示到点
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图1-3
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1.1.3  复数的乘幂与方根
利用复数的三角与指数表达式进行乘除、乘方与开方，往往比直接用代数运算要方便得多．下面首先来讨论乘法．
设两个复数
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由此可知，两个复数相乘，只要把它们的模相乘，辐角相加即可．
根据式(1-7)和式(1-8)得到复数乘法的几何意义为：将向量
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图1-4
又当
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注意  由于辐角的多值性，式(1-8)两端都是由无穷个数构成的数集，它表示集合意义下的相等，即两端可能取的值的全体是相同的．
例如，设
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要使该式成立，须且只需
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如果用指数形式表示复数
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那么由式(1-6)，两个复数的乘积可以表示为
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其次讨论除法．当
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于是                     
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由此可知，两个复数相除，只需把它们的模相除，辐角相减即可．
如果用指数形式表示复数
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由式(1-10)易知，两个复数的商可以表示为
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例1-4  用复数的三角表达式计算
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解  因为     
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从而       
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下面讨论复数的幂与方根．
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在上式中，令
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特别地，当
[image: image198.wmf]1

r

=

时，便可以得到有名的棣莫弗(De Moivre)公式：
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设
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由棣莫弗公式(1-13)，有
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当
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当
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取其他整数时，这些根又重复出现．例如：
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由此可见，任何非零复数的
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例1-5  求
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这四个根是内接于中心在原点，半径为
[image: image255.wmf]8

2

的圆的正方形的四个顶点(见图1-5)，并且
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图1-5
1.1.4  复球面
[image: image1483.png]


除了把复数表示成复平面上的点或者向量外，还可以用其他方法表示复数．例如，在地图制图学中将地球投影到平面上进行研究，需要考虑球面与平面上点的对应关系，这种测地投影法可以建立全体复数与球面上的点之间的一一对应关系．下面介绍这种用球面上的点来表示复数的方法．
取一个在原点
[image: image260.wmf]O

与平面相切的球面(见图1-6)，球面上的一点
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(南极)与原点重合．通过原点作一条垂直于平面的直线与球面交于一点
[image: image262.wmf]N

(北极)．用直线段将点
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与球面上的点
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相连，其延长线交平面于点
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，这就说明：球面上的点(不包括北极点
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)与平面上的点(有限点)之间存在着一一对应的关系，点
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是点
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在平面上的投影，点
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可以看作是复数
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的球面图形．
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图1-6
但是，还没有复平面内的一个点与球面上的北极点
[image: image272.wmf]N

相对应．现在研究平面上与北极点
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相对应的点．从图1-6中容易看出，当点
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无限地远离原点时，复数
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无限地变大，点
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便越趋近于北极点
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．因此，北极点可以看作是平面上无穷远点在球面上的图形，并且规定：复数中有唯一的“无穷大”与复平面上的无穷远点相对应，记作
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．球面上的北极点N就是复数无穷大
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的几何表示．这样，球面上的每一个点都有唯一的一个复数与之对应，这样的球面称为复球面．我们把不包括无穷远点在内的复平面称为有限平面或者复平面，把包含无穷远点在内的复平面称为扩充复平面．无穷大是个特殊的复数，
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是没有符号的，其模规定为
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，而实部、虚部和辐角均没有意义．对于其他的每个复数
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复数
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与有限复数
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(1) 
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而其他运算
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都无意义．
1.1.5  区域
由于复数与复平面上的点一一对应，故对于一些复平面点集，我们将采用复数所满足的等式或者不等式来表示．
定义1-3  复平面上以
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注意  在扩充复平面上，无穷远点的邻域应理解为以原点为圆心的某圆周的外部，即满足
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，且为实数)的所有点的集合．
设
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为平面点集
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中任意一点，如果存在
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内，那么称点
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的内点；若点集
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的点都是它的内点，则称
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为开集．
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图1-7
若点
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的任意邻域内总有点集
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中的无穷多个点，则称
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的聚点，否则称点
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为闭集．
若点
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的任意邻域内，同时有属于点集
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和不属于点集
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的点，则称点
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的边界点；
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的全部边界点所组成的点集称为
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的边界，记作
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定义1-4  满足下列两个条件的平面点集
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称为区域．
(1) 
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的一条折线连接起来，如图1-8所示．
区域
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连同它的边界一起构成闭区域，记作
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若区域
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可以包含在一个以原点为圆心的圆里面，即存在正数
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为有界区域，否则称为无界区域．
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图1-8
例如，满足不等式
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的所有点构成一个有界区域，其边界由两个圆周
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组成，称为圆环域(见图1-8(a))；该圆环域去掉点
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和曲线
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后仍为一个区域，只是其边界除了上述两个圆周外，还有孤立点
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和曲线
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(见图 1-8(b))．带形域
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图1-9
定义1-5  若平面曲线
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均为
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的连续函数，则称曲线
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为连续曲线．
对于连续曲线
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，则在曲线
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上每点均有切线且切线方向连续变化，称这种曲线为光滑曲线．由有限段光滑曲线连接而成的连续曲线称为逐段光滑曲线，这种曲线在连接点处可能不存在切线．
对于连续曲线
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为简单曲线；当曲线
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的起点与终点重合，即
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为简单闭曲线．简单曲线自身不会相交．图1-10列出了关于曲线的各种情况．
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图1-10
任意一条简单闭曲线
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一定把扩充复平面分成两个没有公共点的区域，一个是有界的，称为
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的内部；另一个是无界的，称为
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的外部．从几何直观上看，该结论是明显成立的．
定义1-6  在复平面上，如果区域
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内任意一条简单闭曲线的内部都包含于
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，则称
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为单连通区域(见图1-11(a))．否则，就称
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为多连通区域(见图1-11(b))．
单连通区域
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具有这样的特征：属于
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的任意一条简单闭曲线，在
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内可以经过连续变形而缩成一点，多连通区域不具备这个性质．
例如，圆周
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1.2  复 变 函 数
1.2.1.  复变函数的概念
[image: image1484.png]


定义1-7  设
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是复数
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中的每一个
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，都有一个(或多个)确定的复数
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与之对应，就称复变量
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为复变量
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的函数(简称复变函数)，记作
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的一个值唯一对应
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的一个值，那么称函数
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的一个值对应
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的两个或两个以上的值，那么称函数
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例如，
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集合
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称为函数
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中
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称为函数值集合．以后的讨论中，定义集合
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通常是一个平面区域，称之为定义域．另外，如无特殊说明，所讨论的函数均为单值函数．
设
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，则
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可以写成
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，
其中
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与
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为实值函数．这样，一个复变函数
[image: image438.wmf]()
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就相当于一对二元实变函数．
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的性质取决于
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与
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的性质．
例如，函数
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，
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，
因而，函数
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对应两个二元实变函数，即

[image: image447.wmf]22
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，
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．
1.2.2  映射
高等数学中常常用几何图形直观地帮助我们理解和研究实变函数的性质．类似地，一个复变函数也可以看作是一个映射或变换，它反映了两对变量
[image: image449.wmf]x

,
[image: image450.wmf]y

和
[image: image451.wmf]u

,
[image: image452.wmf]v

之间的对应关系．为避免在四维空间里难以表示这种对应关系，必须将一个复变函数看成两个复平面上的点集之间的对应关系．
定义1-8  如果用
[image: image453.wmf]z

平面和
[image: image454.wmf]w

平面上的点分别表示自变量
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和因变量
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，那么函数
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在几何上可以看作
[image: image458.wmf]z

平面上的点集
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到
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平面上的点集
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的一种对应，我们把由
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所确定的这种对应称为映射(或变换)，如果
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中的点
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被
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映射成
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中的点
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，那么
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称为
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的象点，而
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称为
[image: image471.wmf]w

的原象．
例如，函数
[image: image472.wmf]wz
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所构成的映射．
显然，该映射把
[image: image473.wmf]z

平面上的点
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映射成
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平面上的点
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．例如
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映射成
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映射成
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，
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映射成
[image: image482.wmf]ABC
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，等等，如图1-12(a)所示．
如果把
[image: image483.wmf]z

平面和
[image: image484.wmf]w

平面重叠在一起，则可以看到函数
[image: image485.wmf]wz
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是关于实轴的一个对称映射．由此可知，通过映射
[image: image486.wmf]wz
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，平面上的任一图形的映象是关于实轴对称的一个全同图形，如图1-12(b)所示．
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                             (a)                                           (b)
图1-12

下面再来研究函数
[image: image488.wmf]2
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所构成的映射．
由关于复数乘法的结论式(1-7)和式(1-8)可知，通过映射
[image: image489.wmf]2

wz
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，
[image: image490.wmf]z

的辐角增大一倍．因此，
[image: image491.wmf]z

平面上与正实轴交角为
[image: image492.wmf]a

的角形域映射成
[image: image493.wmf]w

平面上与正实轴交角为
[image: image494.wmf]2

a

的角形域，如图1-13所示．
由于函数
[image: image495.wmf]2
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对应于两个二元实变函数：
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，
于是，
[image: image498.wmf]1
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(实常数)在
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的映射下的原象为
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，
这是
[image: image501.wmf]z

平面上的一族等轴双曲线．而
[image: image502.wmf]2
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(实常数)的原象为
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，
这是
[image: image504.wmf]z

平面上的另一族以坐标轴为渐近线的双曲线，如图1-14所示．
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图1-13
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图1-14

与实变函数一样，复变函数也有反函数的概念．
在函数
[image: image507.wmf]()
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的对应关系中，对于函数值集合
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中的每一个点
[image: image509.wmf]w

，必将存在
[image: image510.wmf]G

中的一个或多个
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与之对应，这样，在
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上就确定了一个单值或多值函数
[image: image513.wmf]()

zw
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，称之为函数
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的反函数，也称为映射
[image: image515.wmf]()

wfz
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的逆映射．
当
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为单值函数时，其反函数
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可能是单值的或是多值的．例如，
[image: image518.wmf]2
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的反函数是双值的．
特别地，如果函数(映射)
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与它的反函数(逆映射)
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都是单值的，则称函数(映射)
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是一一对应的．此时也称集合
[image: image522.wmf]G

与集合
[image: image523.wmf]*
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是一一对应的．
1.2.3  复变函数的极限
[image: image1485.png]


定义1-9  设复变函数
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在
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的去心邻域
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内有定义，如果有一个确定的复数
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，对于任意给定的正数
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，总存在正数
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，当
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成立，那么称
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为当
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趋向于
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时函数
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的极限，记作
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这个定义的几何意义是：当变点
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在
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z

的一个充分小的
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邻域时，它们的象点就在
[image: image540.wmf]A

的一个给定的
[image: image541.wmf]e

邻域．
注意  由于
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z

是复平面上的点，
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可以以任意方式趋近于
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z

，但无论
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从什么方向、以何种方式趋近于
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z

，
[image: image547.wmf]()

fz

的值总是趋近于同一个常数
[image: image548.wmf]A

．
复变函数的极限在定义的形式上与高等数学中的一元实变函数类似，因此，复变函数极限有类似于实变函数极限的性质．
例如，当
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[image: image554.wmf]0
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而复变函数极限的计算可以归结为一对二元实变函数极限的计算．
定理1-1  设函数
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，
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，
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证  必要性．若
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从而                        
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充分性．由
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知，对于任意的
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即                           
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我们知道，要使
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存在，
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以任意方式趋近于
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，
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fz

的值总是要趋近于同一个常数．如果
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以某种方式趋向于
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时极限不存在，或
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以某两种方式趋向于
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时极限不相等，则可断定
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例1-6  问函数
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解  令
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该极限随着
[image: image597.wmf]k

的变化而变化，所以
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不存在．根据定理 1-1，
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不存在，类似地，可以说明
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也不存在．
1.2.4  复变函数的连续性
定义1-10  若
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，则称函数
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处连续．若
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在区域
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中每一点连续，则称函数
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在
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内连续．
定理1-2  函数
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在
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处连续的充要条件是：
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复变函数的极限、连续性的定义与一元实变函数的极限、连续性的定义在形式上完全相同，因此高等数学中证明的关于连续函数的和、差、积、商(分母不为零)及复合函数连续性的定理依然成立．
定理1-3  已知函数
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在点
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处连续，则两个函数
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的和、差、积、商(分母在
[image: image618.wmf]0

z

处不为零)在点
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z

处仍连续．
定理1-4  已知函数
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在点
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处连续，函数
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在点
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处连续，则复合函数
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在点
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处仍连续．
由此可知，幂函数
[image: image626.wmf]n

wz

=

(
[image: image627.wmf]n

为正整数)与更一般的多项式
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是复平面上的连续函数．
而有理函数
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除了使分母为0的点外，在复平面上也处处连续．
例1-7  求证函数
[image: image630.wmf]arg
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在原点与负实轴不连续．
证  对于原点，因为其辐角不确定，因此
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在原点处不连续．
对于负实轴上任意一点
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最后指出，在有界闭区域
[image: image644.wmf]D

上连续的函数
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在该区域上是有界的，即存在正数
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事实上，设
[image: image648.wmf]()i

fzuv

=+

，由
[image: image649.wmf](,)

uxy

及
[image: image650.wmf](,)

vxy

的连续性可知它们有界，即存在正数
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同理，在闭曲线或包括曲线端点在内的曲线段上连续的函数，在该曲线或曲线段上也是有界的．
1.3  解析函数的概念及充要条件
1.3.1  复变函数的导数
[image: image1486.png]


定义1-11  设函数
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在点
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的任意一点，如果极限
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存在，则称函数
[image: image661.wmf]()

fz

在
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处可导，并称此极限值为函数
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在点
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处的导数，记作
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或
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如果函数
[image: image671.wmf]()
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在某一区域
[image: image672.wmf]D

内处处可导，则称函数
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在区域
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内可导．此时，对
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考虑该点处的导数时相应得到一个关于变量
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注意  
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复变函数导数的定义与一元实变函数导数的定义在形式上是一致的．但复变函数导数的限制比一元实变函数类似的限制严格得多．因为在一元实变函数
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例1-8  求函数
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例1-9  证明函数
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证  对复平面内任意一点
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当
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当
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所以
[image: image719.wmf]()

fzz

=

在点
[image: image720.wmf]z

处不可导，由
[image: image721.wmf]z

的任意性知，
[image: image722.wmf]()

fzz

=

在复平面内处处不可导． 

[image: image723.emf] 

z

zz

y

x

O

zz


图1-15
从本例可知，
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在复变函数中，连续和可导的关系与一元实变函数相同，即连续函数不一定可导．反过来，在
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即
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复变函数的微分概念，在形式上与一元实变函数的微分概念类似．
定义1-12  设函数
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如果函数在点
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特别地，当
[image: image749.wmf]()

wfzz

==
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因此，函数
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函数
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，等等．而在实变函数中，要举一个这样的例子却相当困难，这说明在复变函数中可微的要求比实变函数中要高得多．
1.3.2  解析函数的概念
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在很多理论和实际问题中，需要研究的不是只在某一点处可导的函数，而是在某个区域内处处可导的函数，即解析函数．
定义1-13  若函数
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内的解析函数．
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如果
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显然，函数在一点的解析性是函数在该点的某个邻域内可导，即可导点连成片．容易得到，函数在一点处解析与在一点处可导是两个不等价的概念．函数在一点处解析，则在该点处一定可导．反之，函数在一点处可导却未必在该点处解析．但是，函数在区域内解析与在区域内可导是等价的． 

根据复变函数的求导法则可得解析函数的运算性质．
定理1-5  若
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推论1-1  多项式函数
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推论1-2  有理函数
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在除去分母为0的点的区域内是解析的．
定理1-6  若函数
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定理1-7  若函数
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例1-10  求有理函数
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解  由于
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由推论1-2得，当
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时，函数
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是解析的．即函数
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1.3.3  函数解析的充要条件
由于解析函数是复变函数的主要研究对象，所以如何判别一个函数是否为解析函数是十分重要的，而用定义判别一个函数是否为解析函数往往比较困难，因此需要寻找判别函数解析的简便方法．另一方面，我们曾指出任何一个复变函数都和两个二元实变函数相对应，并且可以将复变函数
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定理1-8  设函数
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证明  必要性．因为
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充分性．因为
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由柯西-黎曼方程，可设
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即
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由定理1-8的证明过程，可以得到函数
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注意  柯西-黎曼方程只是函数可导的必要条件而非充分条件．因为一个二元函数在某一点存在偏导数并不能保证函数在该点处连续，更无论在该点处可微了．
例如，令两个二元函数
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取
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，则函数
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但
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处是不连续的，从而也不可导．
推论1-3  设函数
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处连续，并且在该点处满足柯西-黎曼方程，则函数
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处可导．
根据函数在区域内解析的定义及定理 1-8，可以得到下面判断函数在区域
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内解析的一个充要条件．
定理1-9  函数
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推论1-4  设函数
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内解析．
定理1-8与定理1-9是本章的主要定理，其实用价值在于仅仅利用
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的可导性与解析性，并提供了一个简洁的求导公式(1-18)．
例1-11  证明函数
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显然，四个一阶偏导数在复平面内处处连续，而C-R方程当且仅当
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例1-12  证明函数
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证明  因为
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显然，四个一阶偏导数在复平面内处处连续，且满足C-R方程，所以

[image: image944.wmf]()e(cosisin)

x

fzyy

=+


在复平面内处处可导，处处解析，且
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该函数的特点是在整个复平面内解析且导数等于它本身．事实上这个函数就是1.4节要介绍的复变函数的指数函数．
例1-13  判定下列函数在何处可导，在何处解析．
(1) 
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显然，四个一阶偏导数在复平面内处处连续，但当且仅当
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(2) 设
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显然不满足C-R方程，所以
[image: image966.wmf]()

fzz

=

在整个复平面内处处不可导，且处处不解析．
例1-14  如果函数
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(2) 因为
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因为
[image: image990.wmf]22

uv

+

为常数，若
[image: image991.wmf]22

0

uv

+=

，则
[image: image992.wmf]0

u

=

，
[image: image993.wmf]0

v

=

，从而
[image: image994.wmf]()

fz

在区域
[image: image995.wmf]D

内为常数．若
[image: image996.wmf]22

0

uv

+¹

，得到
[image: image997.wmf]0

v

x

¶

=

¶

，由C-R条件知，
[image: image998.wmf]0

uv

yx

¶¶

=-=

¶¶

．
同理可证，
[image: image999.wmf]0
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1.4  初 等 函 数
初等复变函数是一种最简单、最基本的常用函数类，在复变函数及其应用中非常重要，它是初等实变函数相应的推广．经过推广之后的初等函数，往往会获得一些新的性质．我们将阐述和揭示初等复变函数性质的“新貌”，如指数函数的周期性，对数函数的无穷多值性，正弦、余弦函数的无界性等．
1.4.1  指数函数
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在一元实变函数中，我们已经知道，对任意实数
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这个等式通常称为欧拉公式，它有如下定义．
定义1-14  对于任意复数
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的指数函数，记为
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显然，
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注意  (1) 当
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(2) 当
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(3) 
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仅仅是一个记号，它没有幂的意义，其意义同式(1-19)．
由指数函数的定义，容易验证指数函数具有以下性质．
(1) 非零性．对任意复数
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(2) 运算性质．对任意复数
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(3) 解析性．
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(4) 周期性．
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因为
[image: image1039.wmf]2

π

i2

π

i

eeee(cos2

π

isin2

π

)e

zkzkzz

kk

+

=×=+=

．这个性质是实指数函数
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(5) 极限
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例1-15  设
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解  (1) 因为
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1.4.2  对数函数
[image: image1490.png]


与实变函数一样，我们利用指数函数的反函数来定义对数函数．
定义1-15  若
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为推导出对数函数的计算公式，令
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．                         (1-20) 
由于
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特别地，当
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而
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注意  当
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例1-16  求
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此例说明，复对数是实对数的推广．在实数域内“负数无对数”，但在复数域内“负数可以取对数”，且“正实数的复对数也是无穷多值的”．
利用辐角的性质，容易验证对数函数具有以下性质．
(1) 运算性质．有与实对数函数相同的运算法则 
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事实上，    
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由于对数函数为无穷多值函数，所以式(1-23)和式(1-24)的左右两端都是无穷多个函数构成的两个函数集，等式成立应理解为左右两端可能取的函数值的全体是相同的．
值得注意的是，等式
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，
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不再成立，其中
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为大于
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的正整数．例如，当
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而               
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(2) 解析性．对数函数
[image: image1106.wmf]Ln
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的各个分支在除去原点和负实轴的复平面内处处解析，且有
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事实上，对数主值
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，由此可见对数主值
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由反函数求导法则，有
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所以，对数主值
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在除去原点和负实轴的复平面内处处解析，且
[image: image1119.wmf]1

(ln)

z

z

¢

=

．
由于
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[image: image1124.wmf]1

(Ln)

z

z

¢

=

．
今后，应用对数函数
[image: image1125.wmf]Ln
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时，指的都是它的解析区域内的某一单值分支．
1.4.3  乘幂和幂函数
[image: image1491.png]


在高等数学里，当
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为正数，
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为实数时，乘幂
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，现在将这一结果推广到复数的情形．
定义1-16  设
[image: image1129.wmf]a

是不为
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的复数，
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由于
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是多值的，所以
[image: image1136.wmf]b
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一般也是多值的．根据式(1-25)，针对
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(1) 
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可见
[image: image1141.wmf]b
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是单值的．   
(2) 
[image: image1142.wmf]b

为有理数
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可见，当
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的
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个不同的值．
(3) 除了上述两种情形外，
[image: image1152.wmf]b

a

一般具有无穷多个值．
例1-17  计算下列乘幂的值和其相应的主值．
(1) 
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解  (1) 
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当
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时，其主值为
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(2) 
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当
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(3) 
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当
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时，其主值为
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由此例可以看出，实数的无理数次幂可能是复数，
[image: image1170.wmf]i

i

的值是正实数．由此可见，复数乘幂是实数乘幂在复数域上的推广，通过它还可计算指数和底数为无理数的乘幂．
注意  
[image: image1171.wmf]e
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作为指数函数和作为乘幂是不一样的．前者是单值的，而后者是多值的，这和实变函数的情况不同．有些书为了区别两者的不同，将指数函数记作
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如果在乘幂
[image: image1173.wmf]b
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中，取
[image: image1174.wmf]az

=

为一复变量时，可得到如下定义．
定义1-17  称
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为一般的幂函数，其中
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由幂函数的定义不难得到幂函数的如下性质．
(1) 
[image: image1182.wmf]n
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在复平面内是单值解析函数．由本章1.1节，有
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(2) 
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为多值函数，具有
[image: image1185.wmf]n

个分支．由于对数函数
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的各个分支在除去原点和负实轴的平面内是解析的，因而
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(3) 
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为无理数或复数时，是无穷多值的．它的各个分支在除去原点和负实轴的平面内也是解析的，且有
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1.4.4  三角函数
对任意实数
[image: image1195.wmf]y

，由欧拉公式
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，将两式分别相加、相减，得到                        
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式(1-26)给出了实变量的三角函数与复变量的指数函数之间的关系．现在把式(1-26)中的实变量
[image: image1200.wmf]y

推广到复变量
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，得到复数域内正弦函数与余弦函数的定义． 
定义1-18  称 
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                      (1-27)

分别为
[image: image1204.wmf]z

的余弦函数和正弦函数．
当
[image: image1205.wmf]z

为实数时，即得式(1-26)，由式(1-27)容易得到
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．可见，欧拉公式对于复数仍然成立．          
余弦函数和正弦函数具有如下性质：
(1) 
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与
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均为单值函数；
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(4) 
[image: image1214.wmf]cos

z

和
[image: image1215.wmf]sin

z

都是复平面内的解析函数，且
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(5) 
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事实上，由
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(6) 三角函数中很多公式仍然有效，例如
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它们都可以直接从定义来加以证明．
注意  (1) 在复数域内不能确定
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(2) 在复数域内
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上述两个结论与实变量三角函数是截然不同的．
例1-18  求
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与实变量三角函数的定义类似，也可得到其他复变量的三角函数定义．
定义1-19  规定
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分别称为
[image: image1249.wmf]z

的正切、余切、正割及余割函数．
同学们可仿照
[image: image1250.wmf]cos

z

和
[image: image1251.wmf]sin
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讨论它们的周期性、奇偶性与解析性等．
1.4.5  反三角函数
将反三角函数定义为三角函数的反函数．
定义1-20  若
[image: image1252.wmf]sin
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由
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得到关于
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的二次方程
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，解得
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其中
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应理解为双值函数．上式两端取对数，得
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类似地可以定义反余弦函数和反正切函数，并得到它们的表达式： 
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由
[image: image1264.wmf]Ln

z

的多值性可知反三角函数都是多值的．
1.4.6  双曲函数与反双曲函数
双曲函数的定义与一元实变函数的情形相同．
定义1-21  称
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分别为双曲余弦、双曲正弦、双曲正切和双曲余切函数．
当
[image: image1269.wmf]z

为实数
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时，该定义与高等数学中实双曲函数的定义是一致的．
双曲函数具有如下性质：
(1) 
[image: image1271.wmf]ch
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在整个复平面内解析，且
[image: image1273.wmf](ch)sh

zz

¢

=

，
[image: image1274.wmf](sh)ch

zz

¢

=

；
(2) 
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(3) 
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为偶函数，
[image: image1279.wmf]sh

z

为奇函数；
(4) 三角函数与双曲函数有如下关系：
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双曲函数的反函数为反双曲函数．用推导反三角函数表达式类似的方法，可以得到各反双曲函数的表达式：
反双曲正弦 
[image: image1284.wmf]2
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反双曲正切 
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它们都是多值函数．
1.5  MATLAB实验
MATLAB是Matlab Laboratory的缩写，是矩阵实验室的意思，是当今使用最广泛的科学计算软件之一，具有优异的数值计算功能和强大的数据可视化能力．它为人们提供了一个方便的数值计算平台，并且在控制论、时间序列分析、系统仿真、图像信号处理等领域有着广泛的应用．本节主要介绍MATLAB在复数生成、复数计算等方面的应用．
1.5.1  复数与复矩阵的生成
1. 复数的生成
(1) 复数可以通过直接输入语句
[image: image1287.wmf]i
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(2) 复数还可以由语句
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生成，其中
[image: image1289.wmf]theta

为复数辐角的弧度数，
[image: image1290.wmf]r

为复数的模．
(3) 复数还可以通过使用函数
[image: image1291.wmf]complex

定义，调用形式为： 

>> complex(Re,Im) 

其中Re, Im分别为复数的实部和虚部．
2. 复数矩阵的创建
(1) 可通过枚举法来定义复数矩阵，即将复数矩阵中的每个复数逐一列举出来．
(2) 还可将实部矩阵
[image: image1292.wmf]Re

和虚部矩阵
[image: image1293.wmf]Im

分开创建，再利用函数
[image: image1294.wmf]complex(Re,Im)

或命令
[image: image1295.wmf]Re+iIm

*

创建复数矩阵．
例1-19  在MATLAB中输入复数
[image: image1296.wmf]13i

z

=-+

．
解  在MATLAB命令窗口中输入：
>> z=complex(-1,sqrt(3))

z =

  -1．0000 + 1．7321i 

或
>> z=2*exp(i*2*pi/3)

z =

-1．0000 + 1．7321i

或
>> z=complex(-1,sqrt(3))

z =

-1．0000 + 1．7321i

例1-20  在MATLAB中输入复数矩阵
[image: image1297.wmf]15i26i
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．
解  在MATLAB命令窗口中输入：
>> A=[1+5*i,2+6*i;3+7i,4+8i]

A =

   1．0000 + 5．0000i   2．0000 + 6．0000i

   3．0000 + 7．0000i   4．0000 + 8．0000i
或
>> Re=[1,2;3,4];Im=[5,6;7,8];

>> A=complex(Re,Im)

A =

   1．0000 + 5．0000i   2．0000 + 6．0000i

   3．0000 + 7．0000i   4．0000 + 8．0000i
或
>> Re=[1,2;3,4];Im=[5,6;7,8];

>> A=Re+Im*i

A =

   1．0000 + 5．0000i   2．0000 + 6．0000i

   3．0000 + 7．0000i   4．0000 + 8．0000i
1.5.2  复数的运算
1. 复数的实部、虚部、模、辐角主值、共轭复数
复数的实部、虚部、模、辐角主值和共轭复数分别可由函数
[image: image1298.wmf]real

，
[image: image1299.wmf]imag

，
[image: image1300.wmf]abs

，
[image: image1301.wmf]angle

和
[image: image1302.wmf]conj

实现．
例1-21  求复数
[image: image1303.wmf]34i

z

=+

的实部、虚部、模、辐角和共轭复数．
解  建立M文件，MATLAB程序如下：
z=3+4*i;

Re=real(z)    

Im=imag(z)   

r=abs(z)        

theta=angle(z)       

co=conj(z)
运行结果如下：

Re =

     3

Im =

     4

r =

     5

theta =

    0．9273

co =

   3．0000 - 4．0000i
2. 复数的加、减、乘、除、乘方
复数的加、减、乘、除、乘方分别可由“+”“-”“*”“/”“^”实现．
3. 复数的平方根
复数的平方根运算可由函数
[image: image1304.wmf]sqrt

实现．
4. 复数的三角函数运算
复数的三角函数运算可由与其函数名相类似的函数进行运算．
5. 复数的指数运算和对数运算
复数的指数和对数运算分别由函数
[image: image1305.wmf]exp

和
[image: image1306.wmf]log

实现．
例1-22  求
[image: image1307.wmf]1i

1sin(12i)eln(34i)
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的值．
解  在MATLAB命令窗口中输入：
>> clc       %清除显示的内容
>> clear     %清除工作空间中的变量
>> (-1)^(1/2)
ans =
  0．0000 + 1．0000i
或

>> sqrt(-1)
ans =
        0 + 1．0000i
>> sin(1+2*i)
ans =
   3．1658 + 1．9596i
>> exp(1+i)
ans =
   1．4687 + 2．2874i
>> log(-3+4*i)
ans =
   1．6094 + 2．2143i
6. 复数方程求根
复数方程求根或实方程的复数根求解都由函数
[image: image1308.wmf]solve

实现．
例1-23  求方程
[image: image1309.wmf]3

80

z
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的所有根．
解  在MATLAB命令窗口中输入：
>> solve('x^3+8=0')
ans =
            -2
 1 - 3^(1/2)*i
 3^(1/2)*i + 1
1.5.3  复变函数的极限和导数
1. 复变函数的极限
复变函数的极限可由函数
[image: image1310.wmf]limit

实现，其调用形式如下：
>> limit(function,variable,a)
该命令是求复变函数表达式
[image: image1311.wmf]function

当变量
[image: image1312.wmf]variable

趋向于
[image: image1313.wmf]a

时的极限．
例1-24  求极限：(1) 
[image: image1314.wmf]4
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；  (2) 
[image: image1315.wmf]32i
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．
解  (1) 当计算复变函数在一个实数处的极限时，可直接调用
[image: image1316.wmf]limit

函数．在MATLAB命令窗口中输入：
>> syms z

>> f=z/(z+1);

>> limit(f,z,4)

 ans =

 4/5
(2) 当计算复变函数在一个复数处的极限时，仍然可使用
[image: image1317.wmf]limit

函数，但是要通过连续两次调用来实现．在MATLAB命令窗口中输入：
>> syms x y

>> f=(x+i*y)/(1+x+i*y);

>> limit(limit(f,x,3),y,-2)

 ans =

 4/5 - 1i/10
2. 复变函数的导数
复变函数的导数可由函数
[image: image1318.wmf]diff

实现，其调用形式如下：
>> diff(function,variable,n)
该命令是复变函数表达式
[image: image1319.wmf]function

对变量
[image: image1320.wmf]variable

进行
[image: image1321.wmf]n

阶求导运算．若要计算函数
[image: image1322.wmf]function

对变量
[image: image1323.wmf]variable

的一阶导数，则可省略参数
[image: image1324.wmf]n

．
>> subs(function,variable,z)
该命令是求复变函数表达式
[image: image1325.wmf]function

当变量
[image: image1326.wmf]variable

取
[image: image1327.wmf]z

值时的函数值．两个命令结合使用即可求得函数表达式
[image: image1328.wmf]function

对变量
[image: image1329.wmf]variable

在
[image: image1330.wmf]z

的
[image: image1331.wmf]n

阶导数值．
例1-25  求函数
[image: image1332.wmf]()log(1sin)

fzz
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在点
[image: image1333.wmf]2i

z

=-

处的导数值．
解  建立M文件，MATLAB程序如下：
syms z

f = log(1+sin(z))

df=diff(f,z)

vdf=subs(df,z,2-i)
运行结果如下：

df =

cos(z)/(sin(z) + 1)

vdf =

cos(2 - 1i)/(sin(2 - 1i) + 1)
[image: image1334.png]


本章小结
复数系是实数系的扩充，关于复数的运算类似于“符号计算”的方法，复数的引入为人们解决实数域和物理科学等相关问题提供了许多新的途径．从几何上看，复数可用平面上的点或向量表示．有几何背景的某些定理，诸如三角不等式等，都能转换成复数语言．借助于复数的点、向量等几何形式表示，将复数域与平面点集建立一一对应关系，抽象的复数被赋予了模和辐角等几何解释，在此基础上，可以更好地理解复数的乘积、乘幂、除法、方根等运算．借助于复数的几何表示，可以用复数形式的方程表示平面图形，以此解决有关难以理解的几何问题．比如向量的旋转可以用该向量所表示的复数乘以一个模为1的复数来实现．
复数域建立了复数与复球面的一一对应关系，北极点可以看作是平面上的无穷远点在球面上的图形，从而在复数域内引入无穷远点．无穷远点的引入为后面更完整地研究留数理论奠定了基础．
复变函数是以复数为自变量的函数，与之相关的理论就是复变函数论．解析函数是复变函数中一类具有解析性质的函数，复变函数论主要研究复数域上的解析函数，因此通常也称复变函数论为解析函数论，简称函数论．
一元复变函数与一元实变函数的定义在形式上相似，但实质上有较大差异．一个复变函数f (z)=u(x,y)+v(x,y)i；反映了两对变量x,y和u,v之间的对应关系，对复变函数的研究可以转化为对两个二元实变函数u(x,y), v(x,y)的研究，并利用高等数学中的结论．几何上，将一个复变函数看作是一个映射或变换，能够更好地理解一个复变函数与两个复平面上的点集之间的对应关系．借助这种对应关系，可以将复变函数的极限、连续问题转化为二元函数的极限与连续问题．
复变函数的导数定义从形式上看与一元实变函数定义完全一致，因而一些求导公式与求导法则可以直接推广到复变函数中．但解析函数有许多一元实变函数不具备的性质．解析函数定义中要求的极限存在这一限制条件比一元实变函数更严格．解析函数的各阶导数仍为解析函数，并可以展开成幂级数；解析函数的虚部为实部的共轭调和函数等．解析函数导数的极限定义蕴含着函数u(x,y)和v(x,y)一个很重要的关系，即柯西-黎曼方程．柯西-黎曼条件是判断复变函数在某一点处是否可导或者在某一区域内是否解析的充要条件．
复习思考题
1. 判断题
(1) 若
[image: image1335.wmf]c

为实常数，则
[image: image1336.wmf]cc

=

；
(2) 若
[image: image1337.wmf]z

为纯虚数，则
[image: image1338.wmf]zz

¹

；
(3) 
[image: image1339.wmf]32i13i

+>-+

；
(4) 
[image: image1340.wmf]Re(32i)Im(13i)

+>-+

；
(5) 
[image: image1341.wmf]arg(32i)arg(13i)

+>-+

；
(6) 0的辐角为0；
(7) 仅存在一个数
[image: image1342.wmf]z

，使得
[image: image1343.wmf]1
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；
(8) 
[image: image1344.wmf]1212

||||||

zzzz
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；
(9) 
[image: image1345.wmf]1
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．
(10) 若
[image: image1346.wmf]()

fz

在点
[image: image1347.wmf]0

z

处连续，则
[image: image1348.wmf]0
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存在；
(11) 若
[image: image1349.wmf]0

()

fz
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存在，则
[image: image1350.wmf]()

fz

在点
[image: image1351.wmf]0

z

处解析；
(12) 若点
[image: image1352.wmf]0

z

为
[image: image1353.wmf]()

fz

的奇点，则
[image: image1354.wmf]()
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在点
[image: image1355.wmf]0
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处不可导；   
(13) 若点
[image: image1356.wmf]0
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为
[image: image1357.wmf]()
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和
[image: image1358.wmf]()
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的奇点，则点
[image: image1359.wmf]0
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也为
[image: image1360.wmf]()()
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和
[image: image1361.wmf]()
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的奇点；   
(14) 若
[image: image1362.wmf](,)

uxy

和
[image: image1363.wmf](,)

vxy

可微，则
[image: image1364.wmf]()i

fzuv
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也可微．
2. 综合题
(1) 计算下列各式．
① 
[image: image1365.wmf]2i
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；  ② 
[image: image1366.wmf]i1i
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；  ③ 
[image: image1367.wmf](14i)(25i)
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；  ④ 
[image: image1368.wmf]1015
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．
(2) 解方程组
[image: image1369.wmf]12
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．
(3) 当
[image: image1370.wmf],

xy

等于什么实数时，等式
[image: image1371.wmf]1i(3)
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成立？
(4) 求下列复数
[image: image1372.wmf]z

的模与辐角主值．
① 
[image: image1373.wmf]5i

；     ② 
[image: image1374.wmf]3
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；     ③ 
[image: image1375.wmf]13i
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；    ④ 
[image: image1376.wmf]2i
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．
(5) 证明：
[image: image1377.wmf]2222
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，并说明其几何意义．
(6) 将下列复数转化为三角表达式和指数表达式．
① 
[image: image1378.wmf]i

；                ② 
[image: image1379.wmf]1
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；                  ③ 
[image: image1380.wmf]13i
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； 
④ 
[image: image1381.wmf]π
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sinicos
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；    ⑤ 
[image: image1382.wmf]3
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．
(7) 如果复数
[image: image1383.wmf]123

,,

zzz

满足等式
[image: image1384.wmf]13
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，证明
[image: image1385.wmf]213123
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，并说明这些等式的几何意义．
(8) 一个复数乘以
[image: image1386.wmf]i

-

，它的模与辐角有何改变？
(9) 在平面上任意选一点
[image: image1387.wmf]z

，然后在复平面上画出下列各点的位置．

[image: image1388.wmf]11
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．
(10) 求下列各式的值．
① 
[image: image1389.wmf]5

(3i)
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；    ② 
[image: image1390.wmf]4

(1i)

-+

；    ③ 
[image: image1391.wmf]6

1

-

；    ④ 
[image: image1392.wmf]1
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．
(11) 求方程
[image: image1393.wmf]3

80

z
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的所有根．
(12) 指出下列方程所表示的曲线，并作图．
① 
[image: image1394.wmf]|i|2
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；          ② 
[image: image1395.wmf]Re(2)1
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+=-

；          ③ 
[image: image1396.wmf]|2i||1|
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④ 
[image: image1397.wmf]Im(i)3
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；         ⑤ 
[image: image1398.wmf]|2||2|6
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；      ⑥ 
[image: image1399.wmf]2
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⑦ 
[image: image1400.wmf]π
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．
(13) 画出下列不等式所确定的区域或闭区域，并指出是有界的还是无界的，单连通的还是多连通的．
① 
[image: image1401.wmf]|||4|
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；                  ② 
[image: image1402.wmf]2|i|3
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③ 
[image: image1403.wmf]1
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；                     ④ 
[image: image1404.wmf]π
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⑤ 
[image: image1405.wmf]π
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；          ⑥ 
[image: image1406.wmf]|2||2|6
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⑦ 
[image: image1407.wmf](2i)(2i)4
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．
(14) 用复数方程表示下列各曲线．
① 连接
[image: image1408.wmf]1i

+

与
[image: image1409.wmf]14i

--

的直线段；

② 圆周
[image: image1410.wmf]22

(2)(1)1

xy
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③ 椭圆
[image: image1411.wmf]22
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④ 双曲线
[image: image1412.wmf]1
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．
(15) 已知映射
[image: image1413.wmf]3

wz

=

,求：
① 点
[image: image1414.wmf]1
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，点
[image: image1415.wmf]2
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在
[image: image1416.wmf]w

平面上的象；          

② 区域
[image: image1417.wmf]π
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在
[image: image1418.wmf]w

平面上的象．
(16) 试证当
[image: image1419.wmf]0
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时,下列函数
[image: image1420.wmf]()
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的极限不存在．
① 
[image: image1421.wmf]Re
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[image: image1423.wmf]0
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(17) 求下列极限．
① 
[image: image1424.wmf]i
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；              ② 
[image: image1425.wmf]2
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．
(18) 设函数
[image: image1426.wmf]()

fz

在点
[image: image1427.wmf]0
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处连续且
[image: image1428.wmf]0
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，证明可找到点
[image: image1429.wmf]0
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的小邻域，且在该邻域内
[image: image1430.wmf]()0
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．
(19) 设
[image: image1431.wmf]0
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，证明在
[image: image1432.wmf]0

z

的某一邻域内是有界的，即存在一个实数
[image: image1433.wmf]0
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，使在
[image: image1434.wmf]0
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的某一去心邻域内有
[image: image1435.wmf]|()|
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．
(20) 计算下列函数的导数．
① 
[image: image1436.wmf]4210
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fzzzz
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；           ② 
[image: image1437.wmf]3i
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．
(21) 判定下列函数的可导性与解析性．
① 
[image: image1438.wmf]22
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；                    ② 
[image: image1439.wmf]2

()||

fzzz

=+

；
③ 
[image: image1440.wmf]2332
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；      ④ 
[image: image1441.wmf]()25i
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．
(22) 设
[image: image1442.wmf]3232
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为解析函数，试确定
[image: image1443.wmf]lmn
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的值．
(23) 证明：如果函数
[image: image1444.wmf]()i

fzuv
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在区域
[image: image1445.wmf]D

内解析，并满足下列条件之一，那么
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