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第 1 章  向 量 空 间 

引例  随着计算机科学和网络信息技术的发展，计算机图形学的应用领域越来越广，

如虚拟仿真设计、效果图制作、动画片制作、电子游戏开发等．在计算机图形学中，通

常用向量表示点，例如在日常生活中经常用到的二维码（QR code），它用某种特定的几

何图形按一定规律在平面（二维）上以黑白相间的图形记录数据符号信息，通过图像输

入设备或光电扫描设备自动识读以实现信息处理．在图形相应元素的位置上，用点（方

点、圆点或其他形状）的出现表示二进制“1”，点的不出现表示二进制“0”，点的排

列组合确定了二维码所代表的意义．二维码符号共有 40 种规格（一般为黑白色），从

21 21× （版本 1）到177 177× （版本 40），每一版本符号比前一版本每边增加 4 个模块．这

样，整个二维码在版本 1 情况下就可以用 21 21× 个 1 或 0 组成的向量或 21 行 21 列的矩

阵来描述，其他版本情况类似． 

 
图 1.1  二维码示意图 

计算机图形学中经常遇到图形的几何变换问题，包括图形的平移、旋转、缩放等．例

如，图形学中需要对顶点和向量做多次空间变换，其中包括： 
① 子节点相对父节点的空间位置、旋转、缩放； 
② 模型空间变换到世界空间； 
③ 世界空间变换到观察空间； 
④ 观察空间变换到剪裁空间（视锥体剪裁）； 
⑤ 剪裁空间变换到屏幕空间（三维空间投影到二维空间）． 
以上变换中，前三种都可以理解为坐标系的变换，坐标系的旋转、缩放、平移．对

于二维图像，如果想要平移，可以在三维空间中构建一个立方体，然后对立方体实施错

切，就像一摞 A4 纸，每张纸上都画着一样的图案，一开始它们投影到桌面上的图像都

是相同的，这时我们推动这摞纸使它产生错切，最上面的纸投影到桌面上的结果，就是
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二维图像的平移．这样低阶的平移可以转化为高阶的错切，而错切是可以用矩阵乘法表

达的！而对于前三种变换中的向量，因为它是不存在空间位置的，所以不必考虑平移的

影响，向量的计算也可用三阶方阵．本章先引入向量，然后在第 3 章介绍矩阵及其运算．对

于第 4、5 种变换，也并不复杂，但不属于经典线性代数入门的范围，这里不详细讨论． 
线性方程组是科学研究与工程实践中应用最广泛的数学模型，很多读者以前也接触

过．线性方程组的求解和行列式是线性代数最初大量研究的起源，本书以向量为起点介

绍线性代数，这样对于线性方程组和其他相关问题就可以借助向量来描述，凡是线性问

题都可以借用向量空间的观点来加以讨论．  

1.1  n 维向量空间 

1.1.1  n 维向量 

线性代数中最基本且非常重要的一个概念是向量．中学阶段我们学习过有序实数对

（ordered real pairs） ( , )x y ，然后是三元有序实数组（ordered real triplets） ( , , )x y z ，甚至

n 元有序实数组（ordered real n-tuples） 1 2( , , , )nx x x ．这些有序数组在理论和实践中具

有重要应用．例如有序数对 (1, 2)， (4,1)和 (5, 4) 分别对应平面上的三个点 A，B，C（如

图 1.2 所示）， (1, 1, 3)− 和 ( 2,2, 2)− 分别对应图 1.3 中的三维空间中的两个点，四元有序

数组（120211090121, 18, 70, 175）可以用来描述一个学生的学号、年龄、体重和身高．  

          
     图 1.2  有序数对与平面中的点               图 1.3  有序数组与空间中的点 

对于物理学家和工程师而言，要定义某个向量，不仅需要它的大小，而且需要它的

方向，如速度、加速度和力等．对于这些向量，几何上通常用有向线段来描述，下面给

出线性代数中向量的一般定义． 
定义 1.1  n 个有序数组成的列表称为一个 n 维向量（vector）． 
向量既可以写成一行，也可以写成一列．若把一组有序数写成一行则是行向量（row 
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vector），记为 1 2( , , , )nx x x ．若把一组有序数写成一列则是列向量（column vector），记

为

1

2 T
1 2( , , , )n

n

x
x

x x x

x

 
 
  =
 
 
 




，其中上标“T”表示转置（transpose）．组成向量的每个数 ix 称

为该向量的第 i 个元素（element）或第 i 个分量（component）． 
行向量与列向量除了书写形式不同之外没有什么本质不同．例如，为方便起见，此

处定义中引入了向量的转置，对于任一列向量，它的转置是行向量．类似地，任一行向

量的转置是列向量． 
分量全为实数的向量称为实向量（real vector），分量为复数的向量称为复向量

（complex vector）.如不加以特殊说明，本书中的向量均指实向量． 
在使用向量时需要注意向量中元素的次序，因为每个元素代表不同的信息，不同的

次序对应不同的向量．换言之，当且仅当 

1 1 2 2, , , n nx y x y x y= = =  

时两个向量 T
1 2( , , , )nx x x= x 与 T

1 2( , , , )ny y y= y 相等（equal），记为 =x y ．对于行向

量也有同样的结论． 
若干相同维数的向量组成一个向量组（vectors），通常用大写英文字母表示．例如，

m 个 n 维向量 1 2, , , ma a a 组成的向量组为 

1 2( , , , )mA = a a a  

由有限个向量所组成的向量组可以构成矩阵，矩阵及其运算将在第 3 章予以阐述． 
定义 1.2  n 元有序数组 T

1 2( , , , )nx x x 的全体组成的集合 

T
1 2{ ( , , , ) , 1,2, , }n

n ix x x x i n= = ∈ =R R x  

称为实数域上的 n 维欧氏空间（Euclidian n-space）． 
n 元有序数组 T

1 2( , , , )nx x x 称为空间 nR 中的点， 1n = 对应数轴上的点， 2n = 对应

平面上的点，而 3n = 对应空间中的点，这样就可以通过直角坐标系，把点、向量和有序

数组、空间图形和代数方程联系起来，通过建立对应关系，给予数组和代数方程以几何

直观意义，从而利用代数方法研究空间图形的性质和相互关系．因为 4n≥ 不再具有直

观几何意义，所以下文中主要以 2 维和 3 维为例将有关向量的定义和运算推广至 4n≥ 维

空间． 

1.1.2  向量的线性运算 

线性代数中关于向量的基本运算主要有两类，即向量加法（vector addition）和数乘
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向量（scalar multiplication），线性代数中很多内容都基于这两种运算． 
1. 向量加法 
定义 1.3  两个 n 维向量 T

1 2( , , , )nx x x= x 与 T
1 2( , , , )ny y y= y 的和（sum）定义为 

1 1 1 1

2 2 2 2+ +

n n n n

x y x y
x y x y

x y x y

+     
     +     = =
     
     +     

  
x y  

 
注意：相加的两个向量必须具有相同的行数（或列数）． 
从几何上来看，向量的加法遵循平行四边形法则（parallelogram law）或三角形法则

（triangle law）．例如图 1.4 给出了平面向量的三角形法则和平行四边形法则． 

   
                      （a）三角形法则                       （b）平行四边形法则 

图 1.4  平面向量的三角形法则和平行四边形法则 

2. 数乘向量 
定义 1.4  数 λ 和向量 T

1 2( , , , )nx x x= x 的乘积（product）定义为 

1 1

2 2

n n

x x
x x

x x

λ
λ

λ λ

λ

   
   
   = =
   
   
   

 
x  

 
注意：用数 λ 乘一个向量，就是把向量的每个元素都乘上 λ ，而不是用 λ 只乘向量

的某一个元素（或分量）．向量乘大于 1 的数，就是将这个向量拉伸，乘小于 1 的数，就

是将这个向量压缩，乘负数，就是将这个向量翻转．拉伸（stretch）、压缩（shrink）、翻

转（reverse）向量的行为，统称为比例化（scaling），而这些数值本身，称之为比例化因

子（scaling factor）． 
若 1λ = − ，则 =λ −x x 称为向量 x 对应的负向量．有了负向量的概念之后就可以定

义向量减法（vector subtraction），即向量 x 与 y 的差（difference） 

T
1 1 2 2( ) ( ,  ,  ,  )n nx y x y x y− + − = − − −x y = x y  
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如图 1.5 所示． 

 
图 1.5  平面向量的数乘和减法 

3. 向量线性运算的性质 
向量的加法和数乘统称为向量的线性运算．设 x ， y 与 z 为 n 维向量，α 与 β 为数，

易证向量的线性运算满足下列运算规律： 
① 加法交换律（commutative law）： + = +x y y x ； 
② 加法结合律（associative law）： ( ) ( )+ + = + +x y z x y z ； 

③ 0 向量： + =0x x ； 
④ 负向量：若 + = 0x y ，则 = −y x ； 
⑤ 恒等（identity）性：1 = x x ； 
⑥ 数乘结合律： ( ) ( )αβ α β=x x ； 
⑦ 分配律（distributive law）： ( )α α α+ = +x y x y ； ( )α β α β+ = +x x x ． 

1.1.3  向量空间的定义 

定义 1.5  设 V 是一个非空集合，F 是一个数域，若集合 V 对于定义在集合 V 上的加

法运算和数乘运算满足封闭性，即对于集合 V 中任意两个元素 x，y 和数 Fλ ∈ ，x + y 与

λ x 也是集合 V 中的元素，则称集合 V 是数域 F 上的一个向量空间（vector space）． 
若数域 F 为实数域，则称 V 是实向量空间；若数域 F 为复数域，则称 V 是复向量空

间．向量空间也称为线性空间（linear space），其中的元素称为它的向量．这里向量的含

义更为广泛，定义 1.3 和定义 1.4 只是这个定义中的特例． 
 

 
【例 1.1】在解析几何中，从坐标原点引出的一切向量对于加法运算和数乘运算构成

实数域上的一个向量空间． 
 

【例 1.2】数域 F 按照本身的加法与乘法构成一个向量空间，即数域 F 构成一个自身

上的向量空间． 
 

【例 1.3】全体 n 维向量构成的集合对于加法运算和数乘运算构成一个向量空间．  
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【例 1.4】可以验证，对于 n 维向量的加法及实数与 n 维向量的乘法，集合 

{ }T
2 2(0, , , ) , ,n nV x x x x= ∈ R   

构成一个向量空间，而集合 

{ }T
2 2(1, , , ) , ,n nV x x x x= ∈ R   

不构成一个向量空间（证明留作练习）． 
 

【例 1.5】定义在闭区间 [ ],a b 上的一元连续函数的全体 [ ],C a b 按照函数的加法和实

数与函数的乘法，构成一个实向量空间．  
 

 
定义 1.6  设W 是V 的一个非空子集，若集合W 对于定义在集合V 上的加法和数乘

两种运算满足封闭性，则称集合W 是V 的一个子空间（subspace）． 

例如图 1.6 中，图 1.6（a）和图 1.6（c）因为不满足封闭性，所以不是二维空间的

子空间，图 1.6（b）中没有包括 0 点，所以也不构成二维空间的子空间．图 1.6（d）中{ }0
（其中 ( )T0, 0=0 ）和平面上从坐标原点引出的一切向量对于向量的加法和实数与向量的

乘法构成二维空间的子空间． 

 
图 1.6  平面向量运算的封闭性 

再例如{ }0 （其中 ( )T0, 0, 0=0 ）和例 1.1 中的向量空间，以及 3R 均为 3R 的子空间，

其中{ }0 和 3R 称为 3R 的平凡子空间（trivial subspace），其他子空间称为非平凡子空间

（nontrivial subspace）． 

1.1.4  线性组合 

给定 n维欧氏空间中的一些向量，我们知道如何将它们通过向量加法和数乘组合到

一起．这些向量的组合在理论上和应用中具有重要意义． 
定义 1.7  设向量组 1 2( , , , )mA = a a a ，任取一组实数 1 2, , , mλ λ λ ，称向量 

1 1 2 2 m mλ λ λ+ + +a a a  
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是向量组 A 的一个线性组合（linear combination）． 
 

定义 1.8  给定向量组 1 2( , , , )mA = a a a 和向量 b，若存在一组数 1 2, , , mλ λ λ 使 

1 1 2 2 m mλ λ λ= + + +b a a a  

则 称 向 量  b 是 向 量 组  A 的 线 性 组 合 或 向 量  b 能 由 向 量 组  A 线 性 表 示 （ linear 
representation），其中实数 1 2, , , mλ λ λ 称为这一个组合的系数或表示的系数． 

 
 

【例 1.6】设有向量组 T
1 (1,2, 1)= −a ， T

2 (3,4,1)=a ， T
3 (1,0,0)=a ， T

4 (3,1,0)=a 和向

量 T( 1,0, 3)= − −b ，因为 1 2=2 −b a a ，所以向量 b 能由向量 1a 和 2a 线性表示，此时显然有

1 2 3 4=2 +0 0− + b a a a a ，说明向量 b 可由向量组 1 2 3 4( , , , )a a a a 线性表示，但因为

3 3 4 4λ λ= +b a a 无解 ( )3 4λ λ ∈R, ，所以向量 b 不能由向量 3a 和 4a 线性表示． 
 

【例  1.7】任一 n 维向量 T
1 2( , , , )na a a= a 都可由 n 维向量组 T

1 (1,0, ,0)= e ，
T

2 (0,1, ,0)= e ，， T(0,0, ,1)n = e 线性表示． 
实际上，有一组数 1 2, , , na a a ，使得 

1 1 2 2 n na a a= + + +a e e e  

成立，所以 a 可以由 1 2 , n, ,e e e 线性表示． 
 

【例 1.8】设向量组 T
1 (1,0,4)=a ， T

2 ( 1,1,2)= −a ， T
3 (3,1,2)=a 和向量 T(0, 3, 2)= − −b ，

问向量 b 能否由向量组 1 2 3( , , )a a a 线性表示？ 
解   设向量 b 能由向量组 1 2 3( , , )a a a 线性表示，即存在一组数 1 2 3, ,λ λ λ 使 1 1λ +a  

2 2 3 3 =λ λ+a a b ，它等价于 

1 2 3

2 3

1 2 3

+ 3 =0
         +   = 3
4 +2 +2 = 2

λ λ λ
λ λ

λ λ λ

−
 −
 −

 

通过消元法可解得方程组的解为 

1 2 31, 2, 1λ λ λ= = − = −  

则 1 2 32= − −b a a a ，即向量 b 能由向量组 1 2 3( , , )a a a 线性表示． 
 

 
从上面的几个例子可以看出向量 b 能由向量组 1 2( , , , )mA = a a a 线性表示等价于线

性方程组 1 1 2 2 m mx x x= + + +b a a a 有解 1 1 2 2, , , m mx x xλ λ λ= = = ． 
定义 1.9  设有向量组 1 2( , , , )mA = a a a 和向量组 1 2( , , , )sB = b b b ，如果向量组 B 的

每个向量都能由向量组 A 线性表示，那么称向量组 B 能由向量组 A 线性表示．若向量组
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A 与向量组 B 能互相线性表示，则称这两个向量组等价，记为 A B 或 1 2( , , , )m a a a  

1 2( , , , )sb b b ． 
例如，3 维向量组 T

1 (1,0,0)=a ， T
2 (1,1,0)=a ， T

3 (1,1,1)=a 和 3 维向量组 T
1 (1,0,0)=e ，

T
2 (0,1,0)=e ， T

3 (0,0,1)=e 可以互相线性表示，因而等价． 

容易证明，等价向量组具有如下性质． 
（1）反身性：任一向量组与它自身等价，即 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )m m  a a a a a a  

（2）对称性：若 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )s t  a a a b b b ，则 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )t s  b b b a a a ． 
（3）传递性：若 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )s t  a a a b b b ， 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )t m  b b b c c c ，则 1 2( , ,a a  

1 2, ) ( , , , )s m  a c c c ． 
定义 1.10  n 维向量 1 2, , , ma a a 的所有线性组合对应的集合称为向量 1 2, , , ma a a 的

生成空间（spanning space），记为 { }1 2span , , , ma a a ，即 

{ } { }1 2 1 1 2 2span , , , = |m m mλ λ λ= + + + a a a x x a a a  

其中， 1 2, , , mλ λ λ 为实数． 
根据这个定义，向量 b 是向量组 1 2( , , , )mA = a a a 的线性组合或向量 b 能由向量组

1 2( , , , )mA = a a a 线性表示，与向量 b 位于向量组 1 2( , , , )mA = a a a 的生成空间中等价． 

在 2 维平面 2R 上，非零向量 v 的生成空间是用数乘向量 v 得到的全体向量，共线的

两个向量的生成空间是用数乘其中的某个向量得到的全体向量，而不共线的两个向量的

生成空间恰好是全平面 2R ，如图 1.7 所示． 

 

 
图 1.7  平面向量的生成空间 

在 3 维空间 3R 中，一个非零向量的生成空间是 3R 中通过原点的一条直线；两个非

零向量的全部线性组合，是一条过原点的直线或一个过原点的平面；三个非零向量的生

成空间是一条线、一个平面或整个 3 维空间 3R ，这与三个向量之间的关系有关，如

图 1.8 所示． 
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图 1.8  3R 中非零向量的生成空间 

需要指出的是， n维空间 nR 中任意有限个向量的生成空间都是 nR 的子空间． 
 

 
【例 1.9】设向量组 1 2( , , , )mA = a a a 与 1 2( , , , )sB = b b b 等价，记 

{ } { }1 1 2 1 1 2 2=span , , , = |m m mV λ λ λ= + + + a a a x x a a a  

{ } { }2 1 2 1 1 2 2=span , , , = |s s sV μ μ μ= + + + b b b x x b b b  

试证： 1 2V V= ． 
证明   任取 1V∈x ，则 x 可由向量组 1 2( , , , )mA = a a a 线性表示，因为向量组

1 2( , , , )mA = a a a 可由向量组 1 2( , , , )sB = b b b 线性表示，所以 2V∈x . 这就是说，若

1V∈x ，则 2V∈x ，因此 1 2V V⊂ . 同理可证 2 1V V⊂ ，故 1 2=V V ． 
 

1.2  向量的非线性运算 

在线性空间中，一般只涉及向量的线性运算和向量之间的线性关系，然而在实际问

题中往往会遇到诸如向量的长度，向量之间的距离、夹角等概念，此处通过引入向量的

点积、叉积，建立 n维空间中涉及的上述概念及规范正交基等基本问题． 

1.2.1  向量的内积  

1. 向量内积的概念 
定义 1.11  向量 x 和 y 的内积（inner product）或点积（dot product）定义为 

1 1

2 2
1 1 2 2, n n

n n

x y
x y

x y x y x y

x y

   
   
   = = + + +
   
   
   

  
 

x y = x y  
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根据定义可知向量的内积是一个数量或标量（scalar quantity），所以向量的内积又称

为向量的数量积或标量积（scalar product）． 

有了内积的定义之后任一线性方程 

1 1 2 2 n nx x x bα α α+ + + =  

便可简记为 b=a x ，其中 ( )T
1 2, , , nα α αa = ， ( )T

1 2, , , nx x x= x . 

设 , ,x y z 是 nR 中的任意向量，α 是任意实数，则容易证明向量的内积具有如下重要

的性质． 
（1）对称性： = x y y x ； 
（2）可加性： ( ) =  x + y z x z + y z ； 

（3）齐次性： ( ) ( ) ( )α α α= =  x y x y x y ；   

（4）非负性： , 0x x = x x≥ ，当且仅当 =0x 时等号成立． 

2. 向量的模 

对于 n 维欧氏空间 nR 的任意向量 x 来说， , 0x x = x x≥ ，基于这一点可以引入向

量长度的概念． 
定义 1.12  设 x 是 n 维向量空间 nR 中的一个向量，非负实数 , x x = x x 的算术平

方根称为向量的模（norm）或长度（length），记为 

2 2 2
1 2 nx x x= + + + x = x x  
 

根据向量的模的定义，零向量的长度是零，非零向量的长度是一个正数．2 维空间

和 3 维空间中的向量 a的模即为向量始点和终点两点之间的距离．根据勾股定理得到的

向量 a的模与此定义一致． 
长度为 1 的向量称为单位向量（unit vector）．n 维向量 T

1 (1,0, ,0)= e ， T
2 (0,1, ,0)= e ，

， T(0,0, ,1)n = e 均为单位向量，它们组成的向量组{ }1 2 , n, ,e e e 称为 n 维单位坐标

向量组． 
设 , ,x y z 是 nR 中的任意向量，α 是任意实数，则容易验证向量的模具有如下

性质．  
（1）非负性： 0x ≥ ； 
（2）齐次性： =α αx x ；  
（3）传递性：若 x y≤ 且 y z≤ ，则 x z≤ ； 
（4）三角不等式（triangle inequality）： x + y x + y≤ ． 

 
 

【例 1.10】设向量 ,x y 满足 =2x ， =3y ，且 4= −x y ，求 2 +3x y . 
解  因为 
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22 3 = 2 3 2 3，x + y x + y x + y  

                     =4 6 6 9   x x + x y + y x + y y 4 4 12 ( 4) 9 9 49= + − + =    

所以 

2 3 = 49=7x + y  
 

 
定义 1.13  设 x ， y 是 n 维向量空间 nR 中的两个向量，称 −x y 为向量 x 与 y 的距

离（distance），记为 

( , )d −x y = x y  

可以证明，两个 n维向量 x 与 y 之间的距离满足对称性和非负性（证明留作练习）． 
3. 向量之间的夹角 
在空间解析几何中，两个向量之间的点积定义为这两个向量的长度的乘积再乘以它

们夹角的余弦．这里也可以定义两个非零向量之间的夹角，即将 2 维、3 维向量之间的

夹角这个概念推广到 n维向量空间 nR 中向量之间的夹角． 
定义 1.14  两个 n 维非零向量 x 和 y 之间的夹角（angle）θ （ 0 πθ≤ ≤ ）定义为 

1=cosθ − x y
x y

 

根据这个定义易得柯西−施瓦茨不等式（Cauchy-Schwarz inequality） 

x y x y≤  

即 

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2n n n nx y x y x y x x x y y y+ + + + + + + + +  ≤  

定义 1.15  对于 n 维向量空间 nR 的任意两个非零向量 x 和 y ，若 

, 0=x y = x y  

则称这两个向量 x 和 y 是垂直的（perpendicular）或正交的（orthogonal），记为 ⊥x y ． 

因为 , 0=0 0 x = x 对任意向量 x 都成立，所以零向量和 n 维向量空间 nR 中的任意

向量都正交． 
另外，关于正交向量还有一个勾股定理（或毕达哥拉斯定理），即 n 维向量空间 nR 的

任意两个向量 x 和 y 正交的一个充要条件是 

2 2 2|| || || || || ||+ = +x y x y  
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根据两个向量之间的夹角公式可以计算向量 x 和向量 y 之间的夹角，从而就可以进

一步判断这两个向量是否是同一方向、是否正交（也就是垂直）等，具体对应关系为： 
①  ＞0x y ，方向基本相同，夹角在 0°到 90°之间； 
② = 0x y ，正交，相互垂直； 
③  ＜0x y ，方向基本相反，夹角在 90°到 180°之间. 
 

 
【例 1.11】在 n 维向量空间 nR 中，单位坐标向量 T

1 (1,0, ,0)= e ， T
2 (0,1, ,0)= e ，

， T(0,0, ,1)n = e 两两正交． 
 

 
平面上向量的点积 x y 是一个非常重要的概念，在向量张成的平面内，利用向量的

点积可以很容易地证明平面几何的许多定理和命题，如勾股定理、菱形的对角线相互垂

直、矩形的对角线相等． 
另外，点积在生产生活中也具有广泛应用，例如点积可以用来度量两个向量的相似

程度，通过点积可以判断两个向量是否相容、能否愉快相处．这是因为，如果两个向量

差不多指向同一个方向，就会得到一个正的点积，而且方向越接近，这个值就越大（除

非两个向量都非常小）．利用点积还可以判断一个多边形是面向“摄像机”还是背向“摄

像机”．向量的点积与它们夹角的余弦成正比，因此在聚光灯的效果计算中，可以根据点

积来得到光照效果，如果点积越大，说明夹角越小，则物体离光照的轴线越近，光照

越强． 
在物理学中，点积可以用来计算合力和功．若 y 为单位矢量，则点积 x y 即为 x 在

方向 y 上的投影，即给出了力在这个方向上的分解．计算机图形学常用点积来进行方向

判断，如两个向量的点积大于 0，则它们的方向相近；如果小于 0，则方向相反． 

1.2.2  向量的投影 

我们在初中就学过投影（projection），简单来说，投影就是将需要投影的东西上的

每一点向要投影的平面作垂线，垂线与平面的交点的集合就是投影．有了正交投影之后，

很容易把一个非零向量分解为两个正交的向量的和的形式，这是一个非常重要的数学思

想．类似地可得三维投影，三维投影就是将一个向量投影到一个平面上．注意这里的投

影是向量的投影，几何的投影并不一定是垂直投影．下面从二维投影来开始讨论． 

定义 1.16  向量 a 在非零向量 b 上的投影与向量 b 同向，其大小为 Prj
| |

= 
b

a ba
b

．类

似向量 b 在非零向量 a 上的投影与向量 a 同向，其大小为 Prj
| |

= 
a

a bb
a

． 

向量投影是线性代数中很重要的应用，可用于寻找向量到目标投影空间的投影向量，

这是线性回归的基础．另外，假设向量 e 为单位向量，那么向量 v 在单位向量 e 上的投
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影向量就是向量 v 和向量 e 的点积乘以单位向量 e ，这表示向量 v 在单位向量 e 上的分

量，也是一个向量，点积值表示 v 在单位向量 e 上的投影长度．因此如果空间中有 N 个

向量，分别投影到单位向量 e 上，可以得到这 N 个向量在单位向量 e 上的投影点，分别

表示点积值，这些值的方差越大，说明这些投影点越分散，能够很好地区分各个投影向

量，表明 e 能够清晰地表示各个向量的特点，可以作为空间中这些向量的特征向量；假

如各个投影点都集中在一起，方差越小，离散度就越小，就越难区分，则很难用 e 来区

分空间中的这些向量．在主成分分析（PCA）中，找主方向，就是找到某向量，使矩阵

在该向量上的投影点很分散，说明该向量带有矩阵的很多特征信息，能够将矩阵中的元

素区分开来． 

1.2.3  3 维向量的叉积 

与点积不同，两个向量的外积，又叫叉乘、叉积或向量积，其运算结果是一个向量

而不是一个标量，并且两个向量的外积与这两个向量组成的坐标平面垂直． 
定义 1.17  向量 x 和 y 的外积（outer product），又称为叉积（cross product）或向量

积（vector product），是一个向量 x×y，其长度为 

sinθ× =x y x y  

其中，θ 是向量 x 和 y 之间的夹角，其方向正交于 x 与 y 并且（x，y，x×y）构成右手系

（right-hand system）． 

设 x，y，z 是 nR 中的任意向量，α 是任意实数，则容易验证向量的叉积具有如下重

要的性质．  
（1）反称性： × = − ×x y y x ； 
（2）可加性： ( ) × = × + ×x + y z x z y z ； 
（3）齐次性： ( ) ( ) ( )α α α× = × = ×x y x y x y ； 
（4）雅可比恒等式： ( ) ( ) ( )× + × + × = 0x y + z y z + x z x + y ． 
在 2 维空间中，外积的一个几何意义就是： ×x y 在数值上等于由向量 x 和向量 y

构成的平行四边形的面积．在 3 维空间中，向量 x 和向量 y 的外积是一个向量，而且

位于 x 和 y 张成的平面之外，所以称为 x 和 y 的外积，得到的新向量有一个更通俗易懂

的叫法——法向量（normal vector），该向量垂直于 x 和 y 向量构成的平面．在 3 维图像

学中，外积的概念非常有用，例如设

1

2

3

=
x
x
x

 
 
 
  

x ，

1

2

3

=
y
y
y

 
 
 
  

y ，则可以通过两个向量的外积，

生成第三个垂直于 x 和 y 的法向量

2 3 3 2

3 1 1 3

1 2 2 1

= =
x y x y
x y x y
x y x y

− 
 × − 
 − 

v x y ，从而构建三维坐标系． 
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1.3  线性相关性 

1.3.1  线性相关与线性无关 

向量之间的线性组合是一种运算，其主体是向量，将各个向量比例化之后，相加在

一起，就得到了参与运算的向量之间的一个线性组合．对于任何一个向量组，它的系数

全为零的线性组合一定是零向量．而有些向量组，还存在系数不全为零的线性组合，也

是零向量，例如，3 维空间中的向量组 1

1
= 2

1

 
 
 
 − 

v ， 2

5
= 2

0

 
 
 
  

v ， 3

4
= 8

4

 
 
 
 − 

v ，容易看出 3 1=4v v ，

于是有 1 2 34 0 =− − 0v v v ，即存在一组不全为零的数 4，0，–1 使得向量组 ( )1 2 3, ,v v v 的线性

组合是零向量，具有这种性质的向量组称为线性相关的向量组． 
下面给出 n维空间 nR 中向量组线性相关和线性无关的定义． 
定义 1.18  设 n 维向量组成的向量组 1 2( , , , )mA = a a a ，若存在一组不全为零的常数

1 2, , , mλ λ λ ，使得 

1 1 2 2 =m mλ λ λ+ + + 0a a a  

则称向量组 1 2( , , , )mA = a a a 是线性相关的（ linearly dependent）；否则称向量组

1 2( , , , )mA = a a a 是线性无关的或线性独立的．换言之，向量组 1 2( , , , )mA = a a a 是线性

无关的（linearly independent），是指对任意一组不全为零的常数 1 2, , , mλ λ λ 都有 

1 1 2 2 m mλ λ λ+ + + ≠ 0a a a ． 

向量组 1 2( , , , )mA = a a a 是线性相关的在代数上等价于向量组 1 2( , , , )mA = a a a 中至

少有一个向量能用其余向量线性表示（证明留作练习）．我们主要考虑两个或两个以上向

量组成的向量组的线性相关性（linear dependence）．从几何上来看，平面或者立体空间

中两个向量线性相关的充要条件是共线，即能通过比例化得到对方． 
 

 
【例 1.12】考虑三个向量 T

1 (1, 1,0)= −a ， T
2 (5,3, 2)= −a ， T

3 (1,3, 1)= −a 组成的向量组 A ，

因为 1 2 33 2 =− + 0a a a ，所以向量组 A 线性相关，意味着这三个向量共面． 
 

【例 1.13】证明 
（1）一个零向量必线性相关，而一个非零向量必线性无关； 
（2）含有零向量的任意一个向量组必线性相关； 
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（3）n 维基本单位向量组 1 2( , )n, ,e e e 线性无关． 
证明 （1）若 =0a ，那么对任意 0k ≠ ，都有 =k 0a 成立，即一个零向量线性相关；

而当 ≠ 0a 时，当且仅当 =0k 时， =k 0a 才成立，故一个非零向量线性无关． 
（2）设向量组 1 2( , , , )mA = a a a 中 i = 0a ，显然有 

1 1 10 + 0 1 0 0 =i i i m− ++ + + + + 0 a a a a a  

而 0, …, 0, 1, 0, …, 0 不全为零，所以含有零向量的向量组必然线性相关． 
（3）若 1 1 2 2 =n nλ λ λ+ + + 0e e e ，即 

( ) ( ) ( ) ( )T T T T
1 21,0, ,0 0,1, ,0 0,0, ,1 = 0,0, ,0nλ λ λ+ + +      

化简可得 

( ) ( )T T
1 2, , , = 0,0, ,0nλ λ λ   

即 1 2= = = =0nλ λ λ ，故 n 维基本单位向量组 1 2( , )n, ,e e e 线性无关． 
 

【例 1.14】讨论向量组 T
1 (1,1,1)=a ， T

2 (0,2,5)=a ， T
3 (1,3,6)=a 的线性相关性． 

解  令 1 1 2 2 3 3 =λ λ λ+ + 0a a a ，即  

T T T T
1 2 3(111) (0 2 5) (1 3 6) =(0 0 0)λ λ λ+ +,, , , , , , ,  

它等价于如下线性方程组 

1 3

1 2 3

1 2 3

+ =0
+2 +3 =0
+5 +6 =0

λ λ
λ λ λ
λ λ λ







　　

 

进一步可得方程组的解为 1 2

3 2

=
=

λ λ
λ λ

 −

．若 2 0λ ≠ ，则线性方程组存在非零解，即存在一组

不全为零的数 1 2 3, ,λ λ λ ，使得 1 1 2 2 3 3 =λ λ λ+ + 0a a a ，由定义 1.18 知向量组 1 2 3( , , )a a a 线性

相关． 
 

 
由定义和上面的例子可以看出，若能找到一组不全为零的数，使向量组的对应线性

组合等于零成立，则该向量组线性相关；若向量组的对应线性组合等于零成立，能解出

或证明线性组合系数全部为零，则该向量组是线性无关的． 
从前面的例子可以看出，要判断向量组是线性相关还是线性无关需要求解线性方程

组．在线性代数发展史上，线性方程组的求解是一个非常重要的部分，我们将在后续章

节中分别讲述． 
下面给出线性相关和线性无关的几个重要结论． 
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定理 1.1  若向量组中有一部分向量组成的向量组（称为部分组）线性相关，则整个

向量组线性相关（部分相关，则整体相关）． 
证明  设向量组 1 2( , , , )ma a a 中有 ( )r r m≤ 个向量组成的部分组线性相关，不妨设

1 2( , , , )ra a a 线性相关，即存在一组不全为零的数 1 2, , , rλ λ λ ，使得 

1 1 2 2 =r rλ λ λ+ + + 0a a a  

成立，因而存在一组不全为零的数 1 2, , , ,0,0, ,0rλ λ λ  ，使 

1 1 2 2 1 2+0 0 0 =r r r r mλ λ λ + ++ + + + + + 0 a a a a a a  

成立，即 1 2( , , , )ma a a 线性相关． 

例如，含有两个成比例的向量的向量组是线性相关的．因为两个成比例的向量是线

性相关的，由定理 1.1 知该向量组线性相关． 
推论  若向量组线性无关，则它的任意一个部分组线性无关． 
例如，n 维单位向量组 1 2( , )n, ,e e e 线性无关，则它的任意一个部分组线性无关． 
 

 
【例 1.15】设向量组 1 2 3( , , )a a a 线性无关，证明：向量组 1 2 2 3 3 1( + , + , + )a a a a a a 也线性无关． 
证明  设有一组数 1 2 3, ,λ λ λ 使 

1 1 2 2 2 3 3 3 1( + ) ( + ) ( + )=λ λ λ+ + 0a a a a a a  

即 

1 3 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) ( ) =λ λ λ λ λ λ+ + + + + 0a a a  

因为向量组 1 2 3( , , )a a a 线性无关，所以有 

1 3

1 2

2 3

=0
=0
=0

λ λ
λ λ

λ λ

+
 +
 +

 

解此线性方程组得唯一零解 1 2 3= = =0λ λ λ ，所以向量组 1 2 2 3 3 1( + , + , + )a a a a a a 也线性无关． 
 

 
定理 1.2  ( )m m n＞ 个 n 维向量组成的向量组 1 2( , , , )ma a a 必线性相关． 

 
定理 1.3  若 n 维向量组成的向量组 1 2( , , , )mA = a a a 线性无关，则把向量组 A 中每

一个向量接长后所对应的向量组也线性无关． 
这两个定理的证明涉及后续知识，可在学完第 3 章后再证明． 
定理 1.4  若向量组 1 2( , , , )mA = a a a 线性无关，而向量组 1 2( , , , , )mB = a a a b 线性相

关，那么向量 b 可由向量组 A 线性表示且表法唯一． 
证明   因为向量组 1 2( , , , , )mB = a a a b 线性相关，即存在一组不全为零的数
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1, , ,mk k k ，使得  

1 1 2 2 + + m mk k k k+ + = 0a a a b  

若 0k = ，则有 

1 1 2 2 + + m mk k k+ = 0a a a  

进而由向量组 1 2( , , , )mA = a a a 线性无关可得 

1 20, 0, , 0mk k k= = =  

产生矛盾，故 0k ≠ ，从而有 

1 2
1 2

m
m

kk k
k k k

    = − + − + + −     
     

b a a a  

下面证明向量 b 由向量组 A 线性表示的方法唯一． 
若 1 1 2 2 + + m mk k k= + b a a a 且 1 1 2 2 + + m ml l l= + b a a a ，则有 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )m m mk l k l k l− + − + + − = 0a a a  

因为向量组 1 2( , , , )mA = a a a 线性无关，则 

1 1 2 20, 0, , 0m mk l k l k l− = − = − =  

即 

1 1 2 2, , , m mk l k l k l= = =  

所以向量 b 由向量组 A 线性表示的表示方法唯一． 
 

 
【例 1.16】讨论向量组 ( )T

1 1,0,0, 1= −a ， ( )T
2 1,1,0,0=a ， ( )T

3 1,1,1,2=a 的线性相关性． 

解  因为向量组 ( )T
1 1,0,0=v ， ( )T

2 1,1,0=v ， ( )3 1,1,1 T=v 线性无关，根据定理 1.3

可知，向量组 ( )T
1 1,0,0, 1= −a ， ( )T

2 1,1,0,0=a ， ( )T
3 1,1,1,2=a 线性无关． 

 
【例 1.17】证明：向量组 ( )T

1 1,0,0=v ， ( )T
2 1,1,0=v ， ( )T

3 1,1,1=v ， ( )T3, 2,1= −v 线

性相关，且向量 v 能由向量组（ 1v , 2v , 3v ）线性表示． 

证明  由定理 1.2 可知，4 个 3 维向量 ( )T
1 1,0,0=v ， ( )T

2 1,1,0=v ， ( )T
3 1,1,1=v ，

( )T3, 2,1= −v 组成的向量组线性相关. 因为向量组（ 1v , 2v , 3v ）线性无关，根据定理 1.4
可得，向量 v 能由向量组（ 1v , 2v , 3v ）线性表示，且 1 2 35 3 += −v v v v 表法唯一． 
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1.3.2  最大无关组 

定义 1.19  设有向量组 A ，若它的一个部分组 1 2( , , , )ra a a 满足 
（1） 1 2( , , , )ra a a 线性无关， 
（2）向量组 A 中的任意一个向量都可由部分组 1 2( , , , )ra a a 线性表示，则称部分组

1 2( , , , )ra a a 是向量组 A 的一个最（或极）大线性无关组（maximal linearly independent 
set），简称为最（或极）大无关组． 

从最大无关组的定义可以看出，一个线性无关的向量组的最大无关组就是这个向量

组本身．另外，最大无关组还有如下等价定义． 
定义 1.20  设向量组 A 中 r 个向量组成的向量组 1 2( , , , )ra a a 满足 

（1） 1 2( , , , )ra a a 线性无关， 
（2）向量组 A 中任意 +1r 个向量都线性相关， 

则称向量组 1 2( , , , )ra a a 是向量组 A 的一个最（或极）大线性无关组． 

显然，仅有零向量组成的向量组没有最大无关组．一般来说，向量组的最大无关组

是不唯一的．最大无关组有下列性质. 
性质 1  向量组 A 与它的最大无关组 1 2( , , , )ra a a 等价． 
证明 由最大无关组的定义可知，任一向量组 A 可由它的最大无关组 1 2( , , , )ra a a

线性表示，又因为最大无关组 1 2( , , , )ra a a 的每一个向量都在向量组 A 中，则向量组的

最大无关组 1 2( , , , )ra a a 可由 A 线性表示，故向量组 A 与它的最大无关组等价． 

推论  向量组的任意两个最大无关组等价． 
由向量组等价的传递性可得此结论． 
性质 2  向量组的任意两个最大无关组所含向量的个数相同． 
证明 设向量组 A 的两个最大无关组为 

1 2( , , , )ra a a , 1 2( , , , )sb b b  

由性质 1 的推论可知它们等价，再结合最大无关组的定义即可得到 =r s ． 

1.3.3  向量组的秩 

由于一个向量组的所有最大无关组含有相同个数的向量，这说明最大无关组所含向

量的个数反映了向量组本身的性质．因此，我们引进如下概念. 
定义 1.21  向量组 1 2( , , , )mA = a a a 的最大无关组所含向量的个数，称为该向量组的

秩（rank），记作 1 2rank( , , , )ma a a 或 1 2( , , , )mR a a a ，简记为 ( )R A ． 
规定：只含零向量的向量组的秩为零． 
在 2 维、3 维空间中，坐标系是不唯一的，但任一坐标系中所含向量的个数是一个

不变的量，向量组的秩正是这一几何事实的一般化． 
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如果向量组的秩是 r ，那么此向量组的任意 r 个线性无关的向量都可以是它的一个

最大无关组．n 维单位坐标向量组 1 2( , )n, ,e e e 是线性无关的，它的最大无关组就是它本

身，因此 1 2( , )nR n=, ,e e e ． 

定理 1.5  向量组线性无关的充分必要条件是它的秩等于它所含向量的个数． 
证明  必要性．如果向量组 1 2( , , , )ma a a 线性无关，则它的最大无关组就是它本身，

从而 1 2( , , , )mR m=a a a ． 
充分性．如果 1 2( , , , )mR m=a a a ，则向量组的最大无关组应含有 m 个向量，而这就

是向量组本身，所以该向量组线性无关． 
 

定理 1.6  相互等价的向量组的秩相等． 
证明  设向量组 A 和向量组 B 等价，并且设 A′ 和 B′ 分别是向量组 A 和向量组 B 的

最大无关组．根据性质 1，则向量组 A 和向量组 A′ 等价，向量组 B 和向量组 B′ 等价．由

向量组等价的传递性可知向量组 A′ 和 B′ 等价，由性质 2 即得 ( ) ( )R A R B= ． 

定理 1.6 的逆定理并不成立，即如果两个向量组的秩相等，则它们未必是等价的．例

如，对向量组 ( )T
1 1,0,0,0=a ， ( )T

2 0,1,0,0=a 与向量组 ( )T
1 0,0,1,0=b ， ( )T

2 0,0,0,1=b ，有

1 2 1 2( , ) ( , )=2R R=a a b b ，但这两个向量组显然不是等价的． 
定理 1.7  如果两个向量组的秩相等且其中一个向量组可由另一个向量组线性表示，

则这两个向量组等价．（证明留作练习） 

1.4  基 和 维 数 

在 R3 中，向量 ( )T
1 1,0,0=e ， ( )T

2 0,1,0=e ， ( )T
3 0,0,1=e 是线性无关的，而对于任一

个三维向量 ( )T
1 2 3, ,x x x=x ，均有 

1 1 2 2 3 3+ +x x x=x e e e  

1 2 3， ，e e e 称为 R3 的一个坐标系或基，而 ( )1 2 3x x x， ， 称为向量 x 在基 1 2 3， ，e e e 下的坐

标，一般地，有如下的定义． 
定义 1.22  n 维空间V 中的向量组 1 2( , , , )ma a a 称为V 的一个基（basis），如果该向

量组满足以下两个条件 
（1） 1 2( , , , )ma a a 线性无关， 
（2）V 中的任一向量均可由 1 2( , , , )ma a a 线性表示． 
等价地，向量组 1 2( , , , )ma a a 称为向量空间V 的一个基，如果该向量组线性无关，

且生成整个空间V ． 
定义 1.23  n 维向量空间V 中的向量用基线性表示的系数构成的有序数组称为该向

量在给定基下的坐标（coordinate）．  
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显然，n 维空间 Rn 中的基一般是不唯一的，实际上 n 维空间 Rn 中任意 n 个线性无

关的向量都可以作为它的基，因此同一个向量可以由不同的基来线性表示，而且该向量

在不同基下的坐标也不同． 
 

 
【例 1.18】n 维单位坐标向量组 1 2( , )n, ,e e e 是 n 维空间 Rn 中的一个线性无关的向量

组，而对任一 n 维向量 T
1 2( , , , )nx x x= x ，均有 1 1 2 2+ + + n nx x x= x e e e ，因此 1 2( , )n, ,e e e

是 Rn 中的一个基且称其为标准基（standard basis）． 
 

【例 1.19】考虑 Rn 中向量组 ( )T
1 1,0, ,0= a ， ( )T

2 1,1, ,0= a ，， ( )T1,1, ,1n = a ，

容易证明，这个向量组与 1 2( , )n, ,e e e 等价，因此 1 2( , , , )na a a 也是 n 维空间 Rn 的一个

基，且对任一 n 维向量 T
1 2( , , , )nx x x= x ，有 

1 1 2 2 1 1+ ( )+ + ( )n n nx x x −= − −x a a a a a  

这里自然产生了一个问题：n 维空间 Rn 中不同的基所含向量的个数是否可能不同？

回答是否定的． 
 

 
事实上， 1 2( , )n, ,e e e 已是  Rn 的基，设 1 2( , , , )ma a a 是  Rn 的任一基，则向量组

1 2( , )n, ,e e e 与向量组 1 2( , , , )ma a a 等价，又由于两个向量组均线性无关，所以 m=n．正

因为如此，有下面的定义 
定义 1.24  n 维空间V 的基所含向量的个数称为V 的维数（dimension），记作 dim（V ）． 
设V 为向量组 1 2( , , , )ma a a 所生成的向量空间，即 

{ } { }1 2 1 1 2 2 1 2=span , , , = | , , ,m m m mV λ λ λ λ λ λ+ + + ∈ R  a a a a a a  

则向量组 1 2( , , , )ma a a 的一个极大线性无关组就是 V 的一个基，而且向量组 1 2( , , , )ma a a

的秩就是向量空间 V 的维数. 从上面的讨论可知 dim（Rn）=n，因而把 Rn 称为 n 维向量

空间． 
 

 
【例 1.20】在例 1.18 中，n 维向量 T

1 2( , , , )nx x x= x 在基 1 2( , )n, ,e e e 下的坐标是 

( )1 2 nx x x， ， ， ． 
 

【例 1.21】在例 1.19 中，n 维向量 T
1 2( , , , )nx x x= x 在基 1 2( , , , )na a a 下的坐标是 

( )1 2 2 3 1n n nx x x x x x x−− − −， ， ， ， ． 
 

 
同一向量在不同基下的坐标有内在的联系．设( )1 2 nx x x， ， ， 是向量 x 在基 1 2( , , , )na a a

下的坐标， ( )1 2 ny y y， ， ， 是 x 在基 1 2( , , , )nb b b  下的坐标，在第 3 章将介绍不同基下

坐标的转换． 
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在几何中，往往选取两两正交的单位向量作为基，这样许多问题处理起来非常方便，

下面把这个思想推广至向量空间． 

定义 1.25  向量空间V 的一组两两正交的非零向量组叫作V 的一个正交向量组

（orthogonal vectors）． 
 

定理 1.8  设向量组 1 2( , , , )ma a a 是向量空间 Rn 的一个正交向量组，那么该向量组

1 2( , , , )ma a a 线性无关． 
证明  假设存在一组数 1 2, , , mλ λ λ ，使得 

1 1 2 2 =m mλ λ λ+ + + 0a a a  

两边与 ia 取内积，得 

1 1 2 2
1

0= , , ,
m

i m m k i k i i i
k

λ λ λ λ λ
=

+ + + = =a a a a a a a a  

由于 i ≠ 0a ，所以 , 0i i ＞a a 则 0iλ = （ 1,2, ,i m=  ）．因此，向量组 1 2( , , , )ma a a 线性

无关． 
定义  1.26  n 维向量空间  Rn 的一个基 1 2( , , , )na a a 称为  Rn 的一个标准正交基

（orthogonal standard basis）或规范正交基（orthonormal basis），若基 1 2( , , , )na a a 满足

条件 
（1） 1 2( , , , )na a a 是一个正交向量组； 
（2） 1 2( , , , )na a a 都是单位向量． 

显然，定义中的两个条件可描述如下 

1
, ( , 1,2, , )

0i j

i j
i j n

i j
=

= = ≠


，

，
a a

 
 

【例 1.22】在 n 维向量空间 Rn 中， 1 2( , )n, ,e e e 是一个标准正交基．设 1 2( , , , )ma a a
是向量空间 V 中的一个正交基，则 V 中任意一个向量可唯一地表示为 

1 1 2 2 m mλ λ λ+ + +x = a a a  

其中 

2

, ,
,   1,2, ,

, || ||
i i

i
i i i

i mλ = = = 
x a x a
a a a

 

 
 

特别地，若 1 2( , , , )ma a a 是 V 的一个规范正交基，则 
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, ,   1,2, ,i i i mλ = = x a  

给定向量空间 V 中的一个基 1 2( , , , )ma a a ，在向量空间 V 中是否存在一个规范正交

基跟它等价？对此有下面重要的结论． 
定理 1.9  设 1 2( , , , )ma a a 是 n 维向量空间 Rn 的一个线性无关的向量组，那么可以

求出 Rn 的一个标准正交向量组 1 2( , , , )mv v v ，使得 1 2( , , , )ka a a 与 1 2( , , , )kv v v  
（ 1,2, ,k m=  ）等价． 

证明  令 
    1 1=b a  

2 1
2 2 1

1 1

,
=

,
−

a b
b a b

b b
 

3 2 3 1
3 3 2 1

2 2 1 1

, ,
=

, ,
− −

a b a b
b a b b

b b b b
 

   

1 1
1 1

1 1 1 1

, ,
=

, ,
m m m

m m m
m m

−
−

− −

− − −
a b a b

b a b b
b b b b

 

则容易看出 1 2( , , , )ka a a 与 1 2( , , , )kb b b （ 1,2, ,k m=  ）等价． 
下面来证明 1 2( , , , )mb b b 两两正交． 
对 m 用数学归纳法． 

① 2 1
2 1 2 1 1 1

1 1

,
, = , , =0

,
−

a b
b b a b b b

b b
，从而 1b 与 2b 正交． 

② 假设 1 2 1( , , , )m−b b b 两两正交．当1 1i m −≤ ≤ 时， 

1 1
1 1

1 1 1 1

, ,
, = , , ,

, ,

,
, , 0

,

m m m
m i m i m i i

m m

m i
m i i i

i i

−
−

− −

− − −

= − =


a b a b

b b a b b b b b
b b b b

a b
a b b b

b b  

将 1 2( , , , )mb b b 再单位化，即得定理中的 1 2( , , , )mv v v ． 
定理 1.9 的证明中把 1 2( , , , )na a a 变成一组标准正交向量组的方法在一些教科书和

文献中称作格莱姆-施密特（Gram-Schmidt）正交化过程． 
 

 
【例 1.23】把 ( )T

1 1,1,0,0=a ， ( )T
2 1,0,1,0=a ， ( )T

3 1,0,0, 1= −a ， ( )T
4 1,1, 1, 1= − −a 变

成正交的单位向量组. 

解  先把它们正交化，令  ( )T
1 1= = 1,1,0,0b a ，则 
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T

2 1
2 2 1

1 1

, 1 1= = 1 0
, 2 2

 − − 
 

a b
b a b

b b
 

T
3 2 3 1

3 3 2 1
2 2 1 1

, , 1 1 1= = 1
, , 3 3 3

 − − − − − 
 

a b a b
b a b b

b b b b
 

( )T4 3 4 2 4 1
4 4 3 2 1

3 3 2 2 1 1

, , ,
= = 1 1 1 1

, , ,
− − − − −

a b a b a b
b a b b b

b b b b b b
 

再单位化得 

T

1
1 1= , ,0,0
2 2

 
 
 

v ，

T

2
1 1 2= , , ,0
6 6 6

 − 
 

v                        

T

3
1 1 1 3= , , ,
12 12 12 12

 − 
 

v ，
T

4
1 1 1 1= , , ,
2 2 2 2

 − − 
 

v            

 

习  题  1 

1. 设向量 T(1,0, 1,2)= −a ， T(3,2,4, 1)= −b ，求：（1） −a b ，（2）3 +2a b，（3） a, b ，

（4） a ， b ，（5）向量 a 和 b 的夹角． 

2. 设向量 T(2,1,8,6)=a ， T(3, 5,2,0)= −b ， T(6,6, 6,6)= −c ，计算 

（1） +a c  （2） 1
3

c  （3） −b a  （4） 3 +7 2−a b c  （5） − −a b c  

（6） 3 1+
4 2

a c  （7） a, b  （8） 2a, c  （9） 2− a  （10）
1
6

c   

3. 设向量组 T
1 (2,5,1,3)=a ， T

2 (10,1,5,10)=a ， T
3 (4,1, 1,1)= −a 和向量 a满足 

1 2 33( ) 2( ) 5( )− + + = +a a a a a a  

求向量 a． 

4. 求 n 维向量空间 Rn 中向量 ( )T= 1,1, ,1a 分别与基本单位向量 T
1 (1,0, ,0)= e ，

T
2 (0,1, ,0)= e ，， T(0,0, ,1)n = e 的夹角，并以 2n = 和 3n = 为例说明角度的实际

意义． 
5. 定义两个 n维向量 x 与 y 之间的距离为 ( )d = −x, y x y ，证明 

（1） ( ) 0d x, y ≥ ，当且仅当 =x y 时等号成立； 
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（2） ( ) ( )=d dx, y y, x ． 

6. 用点积的性质证明平行四边形定律（parallelogram law） 

( )2 2 2 2+ =2+ −x y x y x + y
 

并给出几何解释． 

7. 用点积证明余弦定理 2 2 2 2 cosc a b ab θ= + − ． 

8. 设向量组 T
1 (1,2,3)=a ， T

2 (0,1,2)=a ， T
3 ( 1,0,1)= −a ，证明 

（1）向量 T(1,1,1)=b 能由向量组 1 2 3( , , )a a a 线性表示； 

（2）向量 T(1, 2,2)= −c 不能由向量组 1 2 3( , , )a a a 线性表示． 

9. 已知向量 T( ,2,5)λ=b ， T
1 (3,2,6)=a ， T

2 (7,3,9)=a ， T
3 (5,1,3)=a ，讨论 b 是否可

由向量组 1 2 3( , , )a a a 线性表示． 

10. 问 γ 取什么值时，向量 T
1 ( 1)γ= ，a 与 T

2 ( 2 )γ γ= + ，a 线性无关． 

11. 证明 2 维向量 T
1 ( )α β= ，a 与 T

2 ( )ξ η= ，a 线性相关的充要条件是 0αη βξ =- ． 

12. 判断下列向量组的线性相关性． 

（1） ( )T
1 3,1, 2= −a ， ( )T

2 2, 3,0= −a  

（2） ( ) ( ) ( )T T T
1 2 31,0,1 1, 2, 2     1, 2, 4= = =， ，a   a a  

（3） ( ) ( ) ( ) ( )T T T T
1 2 3 43,5,1    1,0, 4     5, 7, 6     1, 2,0= = = − − =， ， ，a a a a  

（4） ( ) ( ) ( )T T T
1 2 36, 4,1, 1    1,0, 2,3     1, 4, 9, 16= − = = − −， ，a a a  

13. 向量组 1 2( , , , )mA = a a a （ 2m≥ ）线性相关的充分必要条件是向量组 A 中至少

有一个向量能由其余向量线性表示． 

14. 设向量组 ( ) ( ) ( )T T T
1 2 31,1, 2,1   1,0,0, 2   1, 4, 8, k= = = − − −， ，a a a 线性相关，求待定常

数 k ． 

15. 设 T
1 (6, 1,3)α= +a ， T

2 ( ,2, 2)α= −a ， T
3 ( ,1,0)α=a ，则当α 为何值时， 

（1）向量组 1 2( , )a a 线性相关？线性无关？ 

（2）向量组 1 2 3( , , )a a a 线性相关？线性无关？ 

16. 设向量组 1 2 3( , , )a a a 线性无关，向量 1b 能由向量组 1 2 3( , , )a a a 线性表示，而向量 2b
不能由向量组 1 2 3( , , )a a a 线性表示，对任意的实数 k ，问 

（1）向量组 1 2 3 1 2( , , , )k +a a a b b 是否线性相关？为什么？ 

（2）向量组 1 2 3 1 2( , , , )k+a a a b b 是否线性相关？为什么？ 

17. 设 1 1=b a ， 2 1 2= +b a a ，， 1 2= + +k kb a a a 且 1 2( , , , )ka a a 线性无关，证明向量
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组 1 2( , , , )kb b b 线性无关． 

18. 设向量b 能由向量组 1 2( , , , )mA = a a a 线性表示且表示式唯一，证明： 1 2( , , , )ma a a
线性无关． 

19. 证明：若 n维单位坐标向量组 1 2( , )n, ,e e e 可以由 n维向量组 1 2( , , , )na a a 线性

表示，则向量组 1 2( , , , )na a a 线性无关． 
20. 设向量组 1 2 3( , , )a a a 线性相关，向量组 2 3 4( , , )a a a 线性无关，证明： 1a 能由 2 3,a a 线

性表示，而 4a 不能由 1 2 3( , , )a a a 线性表示． 
21. 已知向量组 1 2( , , , )mA = a a a 的秩是 r ，证明： 1 2( , , , )mA = a a a 中任意 r 个线性

无关的向量均构成它的一个最大无关组． 
22. 设 1 2 -1, , , na a a 为 1n − 个线性无关的 n维列向量， 1b , 2b 是和 1 2 1, , , n−a a a 均正交

的 n维列向量，证明： n维列向量 1b , 2b 线性相关． 

23. 已知三维线性空间的一组基为 T
1 (1,1,0)=a ， T

2 (1,0,1)=a ， T
3 (0,1,1)=a ，求向量

T(2,0,0)=b 在这组基下的坐标． 

24. 已知向量 T
1 (1,1,1)=a ，试求向量 2a , 3a 使得（1）向量 1a 与 2 3,a a 正交；（2）三个

向量 1 2 3, ,a a a 正交． 
25. 分别将以下向量组正交化、单位化． 

（1）向量组 A： T
1 (1,1,1)=a ， T

2 (1,2,3)=a ， T
3 (1,4,9)=a ； 

（2）向量组 B： T
1 (1,0, 1,1)= −b ， T

2 (1, 1,0,1)= −b ， T
3 ( 1,1,1,0)= −b ． 

26. 向量组 T
1 (1,1,1)=a ， T

2 (0,0, 1)= −a ， T
3 (0, 1,1)= −a 在 3R 中的生成空间是什么？ 

27. 证明：由向量组 T
1 (1,1,0)=a ， T

2 (1,0,1)=a ， T
3 (0,1,1)=a 所生成的向量空间就是

3R ． 
28. 下列说法是否成立？请给出理由． 

（1）若两个向量 1a 和 2a 线性无关，向量 3a 属于 1a 和 2a 的生成空间 span{ 1a , 2a }，则

向量组 1 2 3( , , )a a a 线性相关． 

（2）若两个向量 1a 和 2a 线性无关，向量组 1 2 3( , , )a a a 线性相关，则向量 3a 属于 1a 和 2a
的生成空间 span{ 1a , 2a }． 

29. 证明：集合 { }T( , , )W x y z x y z= = = 是 3 维空间 3R 的子空间并说明它的几何意

义．W 的维数是多少？ 

30.  三维空间 3R 是四维空间 4R 的子空间吗？说明你的结论． 

31. 考虑 3=W R ，向量加法定义与通常 3R 上的向量加法相同，数乘定义为 T( , , )x y zλ =  
T( , ,0)x yλ λ ，问W 对这两种运算是否构成向量空间？为什么？ 

32. 验证向量组 
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1 2 3 4

0 01 2 1 2
0 01 2 1 2, , ,

1 2 1 20 0
0 0 1 2 1 2

       
       

−       = = = =       
       
       −       

e e e e  

构成 4R 的一个规范正交基． 
 
 
 


