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第 5 章

牛顿法和BFGS方法

梯度类方法和邻近梯度法只依赖函数和梯度信息来设计，其对所求解的最优化问题

的性质要求并不高，很多机器学习应用问题对应的最优化问题可以使用梯度类方法和邻

近梯度法来求解。然而在很多机器学习应用中，建模得到的最优化问题的目标函数也可

能是充分光滑的，即可以计算其二阶导数（Hessian矩阵），因此可以利用二阶导数等信
息构造下降方向。牛顿法是最典型的二阶方法，其每步迭代的计算复杂度较高，但是收

敛速度比一阶算法显著快。本章中，以牛顿法为基础介绍一种拟牛顿方法，即BFGS方
法，其通过一阶信息近似估计二阶导数，旨在接近牛顿法在收敛速度方面的能力。进一

步地，有限内存BFGS方法被提出，而有限内存BFGS方法更加适合处理机器学习应用
问题。

5.1 牛顿法

牛顿法在第3章中已有简单介绍，其利用最优化问题的二阶梯度信息来提升传统梯
度下降方法的优化效率。针对无约束最优化问题，即

min
x

{
f(x)

∣∣x ∈ Rn
}

其中，目标函数f为二次连续可微函数（Hessian矩阵记为∇2f(x)）。值得注意的是，该

最优化问题的一阶最优性条件为

∇f(x) = 0

如果对∇f(x)函数在y处进行泰勒展开，则有

∇f(x) ≈ ∇f(y) +∇2f(y) (x− y)

如果令y = xk，且希望找到近似最优解xk+1，满足

∇f(xk+1) ≈ ∇f(xk) +∇2f(xk)
(
xk+1 − xk

)
= 0

即

xk+1 = xk −
[
∇2f(xk)

]−1∇f(xk) (5.1)
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则得到了牛顿法的迭代格式。牛顿法的关键核心是二阶导数Hessian矩阵的逆矩阵的计
算，其较高计算难度导致牛顿法每步迭代的计算复杂度高，然而同样因为二阶导数的使

用带来了牛顿法快速收敛的优势。以牛顿法为基础，进一步设计拟牛顿方法，其中的典

型BFGS方法在5.2节中介绍。

5.2 BFGS方法

这个重要方法是由Broyden、Fletcher、Goldfard和Shanno于1970年提出的一种拟
牛顿方法[13–16]，简称为BFGS。BFGS针对无约束最优化问题，其中目标函数f(x)为二

次连续可微函数，该目标函数在迭代点xk的二阶近似记为

mk(p) := f(xk) +∇f(xk)Tp+
1

2
pTBkp (5.2)

其中，Bk ∈ Rn×n表示一个对称正定矩阵, 且其会随着迭代进行更新。由式(5.2)可以
看出

mk(0) = f(xk), ∇mk(0) = ∇f(xk)

因此在xk的附近可以用mk来近似目标函数f(·)。同时对这个二次凸函数mk(p)求极小，

可以得到

pk = −B−1k ∇f(x
k) (5.3)

此时，pk可以认为是拟牛顿方法迭代格式中的搜索方向, 于是拟牛顿方法的迭代格式可
以记为

xk+1 = xk + αkpk (5.4)

其中，αk > 0表示步长。明显地，拟牛顿方法的迭代格式和牛顿法十分类似，关键区别

在于拟牛顿方法在二阶近似时并没有使用Hessian矩阵, 而是使用一个对称正定的矩阵
Bk作为Hessian矩阵的近似。如何在迭代过程中更新Bk自然成为需要解决的核心问题。

若每次迭代都从零开始计算矩阵Bk，则需要很高的计算代价。为了减少计算量，可以在

前一步Bk的基础上通过“曲率条件”来计算新的Bk+1。

下面重点介绍曲率条件。考虑在xk+1处的二阶近似模型:

mk+1(p) = f(xk+1) +∇f(xk+1)Tp+
1

2
pTBk+1p (5.5)

mk+1在xk − xk+1处函数值近似函数f在xk处函数值。因此主要考虑函数f在xk的梯

度和mk+1在xk − xk+1处的梯度，若两者梯度相等则有

∇mk+1(x
k − xk+1) = ∇f(xk+1) +Bk+1(x

k − xk+1) = ∇f(xk)

该式等价于

Bk+1

(
xk+1 − xk

)
= ∇f(xk+1)−∇f(xk)
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进一步设定sk = xk+1 − xk，yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk)，可以得到

Bk+1sk = yk

上式被称为割线方程（Secant equation）。在每次迭代过程中，需要保证矩阵Bk的正定

性。所以，在上式两边同时左乘 sT
k 可以得到

sT
kBk+1sk = sT

k yk

因此如下条件

sT
k yk > 0 (5.6)

是保证矩阵Bk+1正定的一个必要条件，也被称为“曲率条件”。如果函数f是强凸函数，

不等式(5.6)对任意两点xk和xk+1都是满足的。但是对于非强凸函数，需要通过线搜索

技术满足Wolfe条件或者强Wolfe条件，以此来保证曲率条件(5.6)成立。
割线方程的解不一定是唯一的，可以进一步添加一些限制条件来对解进行约束，比

如要求Bk+1与Bk的距离是最近的，即

min
B
∥B −Bk∥W

s.t. B = BT, Bsk = yk

(5.7)

其中，sk和yk满足曲率条件(5.6)，且Bk是对称正定的。在优化问题(5.7)中，采用加权
Frobenius范数来定义, 即

∥B −Bk∥W ≡
∥∥∥W 1/2 (B −Bk)W

1/2
∥∥∥

F
(5.8)

其中，Frobenius范数的定义见附录。若权重矩阵W 满足Wyk = sk，使用矩阵范数

∥ · ∥W，则优化问题(5.7)有唯一解，且该解为

Bk+1 =
(
I − γkyks

T
k

)
Bk

(
I − γksky

T
k

)
+ γkyky

T
k (5.9)

其中，

γk =
1

yT
k sk

式(5.9)最初由Davidon于1959年提出，不久被Fletcher和Powell推广，因此称为DFP公
式。如果记B−1k 为Hk，即Hk = B−1k ，进一步使用Sherman-Morrison-Woodbury公式，
可以得到Hessian矩阵的逆矩阵的近似矩阵Hk的更新公式，即

Hk+1 = Hk −
Hkyky

T
k Hk

yT
k Hkyk

+
sks

T
k

yT
k sk

(5.10)

注意，式(5.10)右边的最后两项都是秩为1的矩阵，所以从Hk到Hk+1进行了一次秩2
更新。类似地, 式(5.9)也是对Bk做秩2更新。这就是拟牛顿方法更新近似矩阵的基本思
想：每次迭代更新时，近似矩阵是结合前几步迭代点的目标函数信息对当前近似矩阵Bk

或Hk做简单修正。
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DFP公式是一个有效的最优化方法，进一步如果对割线方程做一个小小的变形，即

Hk+1yk = sk

类似地，对Hessian矩阵的逆矩阵的近似矩阵Hk提出相应的要求，也可以得到BFGS公
式，其被认为是所有拟牛顿方法中最有效的方法。在BFGS方法中，Hk+1是下面最优

化问题的最优解，即

min
H

∥H−Hk∥W

s.t. H = HT, Hyk = sk

(5.11)

这里的范数同样采用带权重的Frobenius范数，权重矩阵W 满足Wsk = yk。通过计算

可得到最优化问题(5.11)的唯一解是

Hk+1 =
(
I − ρksky

T
k

)
Hk

(
I − ρkyks

T
k

)
+ ρksks

T
k (5.12)

其中，

ρk =
1

yT
k sk

同样地,可以推导出BFGS关于Hessian矩阵的近似矩阵Bk的更新公式，对式(5.12)使用
Sherman-Morrison-Woodbury公式就可以得到

Bk+1 = Bk −
Bksks

T
kBk

sT
kBksk

+
yky

T
k

yT
k sk

(5.13)

总结来看，可以得到如下的BFGS方法基本框架。

BFGS方法：
- 给定初始点x0，误差容忍度 ϵ，初始点处的Hessian矩阵的矩阵逆的近似
H0，k ← 0；

- 如果∥∇f(xk)∥ > ϵ，则进行下一步；

- 计算搜索方向
pk = −Hk∇f(xk) (5.14)

- 更新迭代点: xk+1 = xk + αkpk，其中，步长αk通过Wolfe线搜索准则
得到；

- 计算sk = xk+1 − xk和yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk)；

- 由式(5.12)计算Hk+1；

- k ← k + 1。

BFGS收敛性质：假设初始矩阵B0是对称正定矩阵，目标函数f(x)是二阶连续可微的，

且下水平集

L =
{
x ∈ Rn | f(x) ⩽ f(x0)

}
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是凸的，并且存在正数m以及M使得对于任意的z ∈ Rn以及任意的x ∈ L有

m∥z∥2 ⩽ zT∇2f(x)z ⩽M∥z∥2

结合Wolfe线搜索的BFGS方法全局收敛到f(x)的极小值点x∗。如果进一步在最优点

x∗的一个邻域内Hessian矩阵李普希茨连续，且迭代点列{xk}满足
∞∑
k=1

∥∥xk − x∗
∥∥ <∞

则{xk}以Q-超线性收敛到x∗。该部分理论性质需要大家了解，其证明过程无须掌握。

5.3 有限内存的 BFGS 方法

以BFGS为代表的拟牛顿方法虽然克服了计算Hessian矩阵的困难，但是其仍然难
以应用在大规模最优化问题中。例如，机器学习应用中的逻辑回归问题，因其数据规模

较大, 采用拟牛顿方法仍然需要很高的计算代价。具体来看，拟牛顿矩阵Bk或者Hk均

为稠密矩阵，而存储稠密矩阵要消耗大量的内存，这对于大规模最优化问题来说是不可

能实现的。本节重点介绍有限内存BFGS方法（Limited memory BFGS, L-BFGS）来解
决存储问题。L-BFGS方法可以认为是BFGS方法的扩展, 其中外部的存储被用来加速
收敛。该方法适用于大规模最优化问题，因为其所需的存储内存（以及迭代的成本）可

以由用户自主控制。另外，L-BFGS方法可以被看作是拟牛顿方法的高效简易实现，主
要原因之一是其不需要知道Hessian矩阵的稀疏性，同样也不需要了解目标函数的可分
性，从而可以非常简单地进行编程实现。

Liu和Nocedal于1980年提出了有限内存BFGS方法（L-BFGS）[17]，该方法在实

现上几乎与众所周知的BFGS方法相同，唯一的区别是其在矩阵更新方面。L-BFGS方
法与传统BFGS方法单独进行存储修正不同，当可用的存储空间用完时，前面的修正被
删除以便为新的修正腾出存储空间。后续迭代遵循这种格式：用户指定要保留数量为m

的BFGS修正，提供稀疏的对称正定矩阵H0并用其近似函数f的Hessian矩阵的逆。在
前m次迭代中，L-BFGS方法与BFGS方法相同。对于k > m，Hk基于前面m次迭代

的信息通过对H0进行m次BFGS迭代格式更新得到。
L-BFGS方法是根据BFGS方法变形而来，为了推导方便，我们以Hk的更新方

式(5.12)来推导L-BFGS。首先BFGS方法可以重写成以下形式

Hk+1 = V T
k HkVk + ρksks

T
k (5.15)

其中，

ρk =
1

yT
k sk

, Vk = I − ρkyks
T
k
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进一步将式(5.12)递推地展开m次，其中，m是一个自主给定的整数，可以得到

Hk =
(
V T
k−1V

T
k−2 · · ·V T

k−m
)
Hk−m (Vk−mVk−2 · · ·Vk−1)

+ ρk−m
(
V T
k−1V

T
k−2 · · ·V T

k−m+1

)
sk−msT

k−m (Vk−m+1Vk−2 · · ·Vk−1)

+ ρk−m+1

(
V T
k−1V

T
k−2 · · ·V T

k−m+2

)
sk−m+1s

T
k−m+1 (Vk−m+2Vk−2 · · ·Vk−1)

+ · · ·+ ρk−1sk−1s
T
k−1 (5.16)

值得注意的是，为了节省内存，上式不可能无限展开下去，但此时Hk−m仍然还是无法

显式求解得到，一个自然的想法就是用Hk−m的近似矩阵来代替Hk−m进行计算，近似

矩阵的选取方式非常多，而最常见的一种选取方式是选取对角矩阵Ĥk−m = γkI来代
替Hk−m，而γk选取为BB步长[18]，即

γk =
sT
k−1yk−1

yT
k−1yk−1

综上所述，可以得到如下的L-BFGS方法框架。

L-BFGS方法：
- 给定初始点x0，0 < β′ <

1

2
，β′ < β < 1，误差容忍度 ϵ，初始点处的

Hessian矩阵的矩阵逆的近似H0，k ← 0；

- 如果∥∇f(xk)∥ > ϵ，则进行下一步；

- 计算搜索方向
dk = −Hk∇f(xk) (5.17)

- 更新迭代点: xk+1 = xk + αkdk，其中步长αk（初始步长选为1）通过

Wolfe线搜索准则得到，即满足

f(xk + αkdk) ⩽ f(xk) + β′αk∇f(xk)Tdk

∇f(xk + αkdk)
Tdk ⩾ β∇f(xk)Tdk

- 计算sk = xk+1 − xk和yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk)；

- 由式(5.15)和式(5.16)计算Hk+1；

- k ← k + 1。

5.4 本章小结

本书重点介绍面向机器学习的最优化方法，通常二阶方法并不适用于机器学习中的

最优化问题的求解。本章以牛顿法的介绍为基础，重点介绍了BFGS方法，其为重要的
拟牛顿方法也可以看作是二阶方法。作为原始BFGS方法改进的有限内存BFGS方法在
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机器学习领域被广泛使用，并可以高效计算大规模机器学习问题。二阶方法有其优点也

有缺点，合理利用二阶方法的优点可以增加其对于大规模机器学习问题的适应性。

5.5 习题

1. 设f(x) =
3

2
x21 +

1

2
x22 − x1x2 − 2x1，设初始点x0 = (−2, 4)T，试用牛顿法求极

小化f(x)的最优解。

2. 设函数f(x) = ∥x∥β , 其中β > 0为给定的常数。考虑使用经典牛顿法 (5.1) 对
f(x)进行极小化，初值x0 ̸= 0。证明：

(1) 若β > 1且β ̸= 2，则xk收敛到0的速度是Q-线性的。
(2) 若0 < β < 1，则牛顿法发散。

3. 分别用牛顿法和拟牛顿法极小化Rosenbrock函数

f(x) = (x1 + 10x2)
2 + 5(x3 − x4)2 + (x2 − 2x3)

4 + 10(x1 − x4)4

初始点x0 = (3,−1, 0, 1)T，解为x∗ = (0, 0, 0, 0), f(x∗) = 0。

4. 证明拟牛顿方向是椭球范数∥ · ∥Bk
意义下的最速下降方向。

5. (1)如果f是强凸函数，证明不等式 (5.6)对任意两点xk和xk+1都是满足的。

(2)给出一个满足f(0) = −1, f(1) = −1

4
的单变量函数，证明在这种情况下不等

式 (5.6)是不成立的。
6. 记{xk}、{pk}、{Hk}为采用BFGS法解决最小化正定二次问题时生成的迭代序
列。目标函数为

f(x) =
1

2
xTQx− bTx

选取αk满足

f(xk + αkpk) = min
α
f(xk + αpk)

假设向量x0,x1, · · · ,xk−1均不是最优值，则：

(1) 向量p0,p1, · · · ,pk−1是Q-共轭的。
(2) 证明：Dk = Q−1。

7. 设函数f(x)是连续可微的凸函数，且∇f(x)满足李普希茨条件

∥∇f(y)−∇f(z)∥ ⩽M∥y − z∥

则由L-BFGS方法 (m = 0)产生的点列xk必满足 limk→∞ f(x
k) = −∞或者

limk→∞∇f(xk) = 0。
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