
第3章

CHAPTER
 

3

深度神经网络的函数逼近

    

函数逼近是神经网络强大应用之一同时也是其理论内核。神经网络从样本数据出发,
计算输入和输出结果集之间的映射关系,从而对未知函数进行非线性逼近。相关研究表明

深度神经网络能够为数学信号处理中使用的非常广泛的函数和函数类提供信息理论上的最

佳逼近。对于非常不同的函数类(例如平方运算、乘法、多项式、正弦函数),一般的平滑函数

甚至一维振荡纹理和分形函数(如 Weierstrass函数),神经网络能够提供指数逼近精度,其
中后两者尚没有除深度网络以外的先前已知方法能够完成指数近似精度,即近似误差在网

络中非零权重的数量上呈指数衰减。在充分光滑函数的近似中,相关研究表明有限宽深度

网络要求的连通性严格小于有限深度的宽网络。如图3-1所示,下面将展示深度神经网络

逼近乘法、多项式、光滑函数和正余弦函数的数学证明。

图3-1 神经网络对基础函数进行逼近

3.1 基本的ReLU网络定义

本节对基本的ReLU网络和一些相关的设置进行形式化定义,以便后续用其对多种多

样的函数进行逼近。首先需要考虑的一些符号定义如下:
 

对于函数f(x):
 

RRd→RR和集合
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Ω⊆RRd,定义

‖f‖L∞(Ω)∶=sup{|f(x)|:
 

x∈Ω}

其中,Lp(RRd)和Lp(RRd,CC)分别表示Lp 函数的实数空间和复数空间。在处理简单函数

的近似误差时,例如(x,y)瑭xy,为简单起见,将其记为‖f(x,y)-xy‖Lp(Ω)
。对于向量

b∈RRd,定义‖b‖∞∶= max
i=1,2,…,d

|bi|,相似地,对于矩阵A∈RRm×n,有‖A‖∞∶=max
i,j

|Ai,j|。将n×n 的单位矩阵表示为I2。对于一个集合 X∈RRd,|X|代表 X 的勒贝格

(Lebesgue)距离。
由于神经网络结构和激活函数种类繁多,在计算机视觉、语音识别、自然语言处理等众

多领域,ReLU网络最为广泛使用,因此这里限定ReLU激活函数,并且考虑下面的网络

结构。
【定义3.1】 设L∈NN和 N0,N1,…,NL∈NN,ReLU神经网络Φ 具有映射关系Φ:

 

RR
N0→RR

NL,则有

Φ=

F1, L=1

F2σF1, L=2

FLσFL-1σ…σF1, L ≥3









 (3-1)

其中,l∈{1,2,…,L},Fl:
 

RR
Nl-1→RR

Nl,Fl(x)∶=wlx+bl 表示仿射变换,矩阵wl∈

RR
Nl×Nl-1,bl∈RR

Nl 表示偏置向量,ReLU激活函数σ:
 

RR→RR,σ(x)=max(x,0),且σ(x1,

x2,…,xN)∶=(σ(x1),σ(x2),…,σ(xN))。另外,将输入维度 N0=d,输出维度 NL=d'
的ReLU网络集合记为ξd,d'。关于ReLU网络的其他定义如下。

(1)
 

连通性 (Φ)表示矩阵wl,l∈{1,2,…,L}和向量bl,l∈{1,2,…,L}中非零元素

的数量。
(2)

 

网络深度 (Φ)∶=L。
(3)

 

网络宽度 (Φ)∶= max
l=0,1,…,L

Nl。

(4)
 

权重大小 (Φ)∶= max
l=1,2,…,L

max{‖wl‖∞,‖bl‖∞}。

注意,N0 是输入层的维度,将其表示第0层,N1,N2,…,NL-1 则分别是第1层和第

L-1层,NL 指输出层的维度。深度的定义 (Φ)是指式(3-1)中的仿射变换的堆叠数量,
即网络深度。由此定义可知,单隐藏层神经网络深度为2层。出于技术目的,将标准仿射变

换视为深度为
 

1
 

的神经网络。
令矩阵(wl)i,j 表示第l-1层第j个节点与l层第i个节点之间的权重,(bl)i 是第l

层第i个节点偏置,由此表示的单隐藏层神经网络如图3-2所示。
主要考虑Φ:

 

RRd→RR,也就是NL=1的情况,很容易将其泛化到NL>1的情况。本章

使用的神经网络结构涉及下面介绍的基本元素,即网络的连接和线性组合。
【引理3.1】 设d1,d2,d3∈NN,Φ1∈ξd1,d2

,且Φ2∈ξd2,d3
,则存在网络Ψ∈ξd1,d3

,其
中 (Ψ)≤ (Φ1)+ (Φ2), (Ψ)≤2 (Φ1)+2 (Φ2), (Ψ)≤max{2d2, (Φ1),
 (Φ2)}, (Ψ)=max{ (Φ1), (Φ2)},且满足

Ψ(x)=(Φ2Φ1)(x)=Φ2[Φ1(x)], ∀x∈RR
d1 (3-2)
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图3-2 一个单隐藏层神经网络的权重(wl)i,j,偏置(bl)i 关于边和节点的示意图

  证明:
 

此证明基于等式x=ρ(x)-ρ(-x)。首先,由式(3-1)可得

Φ1=F1L1σF
1
L1-1…σF

1
1 和  Φ2=F2L2σF

2
L2-1…F

2
2σF

2
1

令N1
L1-1

表示Φ1 第L1-1层的宽度,N2
1 表示Φ2 第一层的宽度。根据

F1L1(x)∶=
IId2
IId2  F1L1(x), F21(y)∶=F21 IId2 -IId2  y  (3-3)

定义仿射变换F1L1:
 

RR
N1L1-1 瑭RR

2d2,F21:
 

RR
2d2 瑭RR

N21。
构造网络

Ψ∶=F2L2σ…F
2
2σF

2
1σF

1
L1…σF

1
1 (3-4)

满足声明的特性。
在本章中,除有明确的说明以外,两个神经网络的组合均以引理3.2中形式表示。
为了形式化具有可能不同深度的网络的线性组合的概念,需要下面两个引理展示如何

在保留网络输入-输出关系的同时增加网络深度以及如何并行化网络。
【引理3.2】 令d1,d2,K∈NN,且Φ∈ξd1,d2

, (Φ)<K。那么,存在一个网络 Ψ∈

ξd1,d2
,满足 (Ψ)<K, (Ψ)≤ (Φ)+d2 (Φ)+2d2(K- (Φ)), (Ψ)=max{2d2,

 (Φ)}, (Ψ)=max{1, (Φ)},且满足Ψ(x)=Φ(x),∀x∈RRd1。
证明:

 

令Fj(x)∶=diag(IId2,IId2)x,对于j∈{ (Φ)+1,…,K-1},FK (x)∶=
(IId2-IId2)x,则有

Φ=F (Φ)σF (Φ)-1σ…σF1 (3-5)
如下网络

Ψ∶=FKσFK-1σ…σF (Φ)+1σ
F (Φ)

-F (Φ)  σF (Φ)-1σ…σF1

(3-6)
满足声明的特性。

简单起见,只针对深度相同的网络提出以下两个引理,在引理3.2的直接应用之后,就
可以推广到一般情况。仅针对相同深度的网络陈述以下两个引理,对一般情况的扩展遵循

引理3.2的直接应用。这两个引理中式(3-1)和式(3-5)给出了神经网络并行化的概念,具
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体来说是结合神经网络实现函数f 和g 到神经网络的映射,即x瑭(f(x),g(x))。
【引理3.3】 令n,L∈NN,且对于i∈{1,2,…,n},令di,d'i∈NN,且Φi∈ξ(di,d'i)

,

 (Φi)=L。存在网络Ψ∈ξ
∑
n

i=1
di,∑

n

i=1
d'i
,且有

 (Φi)=L, (Ψ)=∑
n

i=1
 (Φi), (Ψ)=∑

n

i=1
 (Φi),A(Ψ)=max

i
A(Φi)

对于任意的x=(x1,x2,…,xn)∈RR
∑
n

i=1
di
,xi∈RR

di,i∈NN,满足

Ψ(x)=(Φ1(x1),Φ2(x2),…,Φn(xn))∈RR
∑
n

i=1
d'i

(3-7)

  证明:
  

设网络Φi 为

Φi=Fi
LσF

i
L-1σ…σF

i
1 (3-8)

其中Fi
l(x)=wi

lx+b
i
l。进一步定义Φi 的层维度为Ni

0,N
i
1,…,N

i
L,且令

Nl∶=∑
n

i=1
Ni

l, l∈ {0,1,…,L}

那么,对于任意的l∈{0,1,…,L},定义分块对角矩阵

wl∶=diag(w
1
l,w

2
l,…,w

n
l)

向量bl=(b
1
l,b

2
l,…,b

n
l),仿射变换Fl∶=wlx+bl。那么有如下的网络

Ψ∶=FLσFL-1σ…σF1 (3-9)
满足声明的特性,得证。

至此,已阐述完形式化神经网络线性组合的概念。
【引理3.4】 令n,L,d'∈NN,且对于i∈{1,2,…,n},令di∈NN,ai∈RR,有Φi∈ξdi,d'

满足 (Φi)=L。那么,存在一个网络Ψ ∈ξ
∑
n

i=1
di,d'

满足

 (Ψ)=L, (Ψ)≤∑
n

i=1
 (Φi), (Ψ)≤∑

n

i=1
 (Φi), (Ψ)=max

i
{|ai| (Φi)}

  则对于任意的x=(x1,x2,…,xn)∈RR
∑
n

i=1
di
,xi∈RR

di,i∈{1,2,…,n}满足

Ψ(x)=∑
n

i=1
aiΦi(xi)∈RR

d' (3-10)

  证明:
 

用引理3.3的结构来证明,用(a1w
1
L,a2w

2
L,…,anw

n
L)代替wL,∑

n

i=1
aib

i
L 代替

bL,得到的网络满足要求的性质。

3.2 乘法、多项式、光滑函数的逼近

首先推导神经网络近似平方函数。以此为基础,构建对乘法函数的近似,然后进行多项

式和一般平滑函数的近似①。首先引入“锯齿”函数完成相关函数的逼近网络构造。考虑函

① 本章神经网络基础元素的符号化定义等主要基于文献Deep
 

neural
 

network
 

approximation
 

theory。
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数h:RR→[0,1],有

h(x)=2σ(x)-4σx-
1
2  +2σ(x-1)=

2x, 0≤x<
1
2

2(1-x), 1
2 ≤x≤1

0, 其他













(3-11)

令h0(x)=x,h1(x)=h(x),s阶锯齿函数hs 作为函数h 的s折构成,即

hs∶=hh…h  s

, s≥2 (3-12)

注意h 能够通过2层网络Φh∈ξ(1,1)实现,根据Φh∶=F2σF1=h,其中

F1(x)=
1
1
1  x-

0
1
2
1





















, F2(x)= 2 -4 2  

x1
x2
x3  (3-13)

因此s阶锯齿函数hs 能够通过网络Φs
h∈ξ(1,1)实现,即

Φs
h∶=F2σFhσ…Fhσ

  s-1

F1=hs (3-14)

其中,

Fh(x)=
2 -4 2
2 -4 2
2 -4 2  

x1
x2
x3  -

0
1
2
1





















(3-15)

  下面对频繁用到的hs(x)的自相似性和对称特性进行总结。

【引理3.5】 对 于s∈NN,k∈ {0,1,…,2s-1-1},h(2s-1-k)包 含 在 区 间

k
2s-1

,k+1
2s-1





 




 内,有

hs(x)=∑
2s-1-1

k=0
h(2s-1x-k), x∈ [0,1]

且

hs
k
2s-1

+x  =hs
k+1
2s-1

-x  , x∈ 0,1
2s-1





 






3.2.1 乘法函数的逼近

本节首先阐述深度ReLU网络对平方函数的逼近,据此构造对乘法函数的逼近。

【命题3.1】 对于任意的常数C>0,存在ε∈ 0,
1
2  ,有网络

{Φε ∈ξ(1,1)| (Φε)≤Clog(ε-1), (Φε)=3, (Φε)≤1,Φε(0)=0}
满足

‖Φε(x)-x2‖L∞([0,1])≤ε (3-16)

  证明:
 

基于以两个基本的观察结果。
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(1)
 

关于函数f(x)=x-x2 在点j
2k
,j∈{0,1,…,2k}处的线性插值Ik:

 

[0,1]→RR,

k∈NN,尤其是其细化步骤Ik→Ik+1 的自相似性。对于任意k∈NN,残差f-Ik 在每一个

插值的两点之间的区间是相同的。具体地,将fk:
 

[0,2-k]→[0,2-2k-2]定义为fk(x)=

2-kx-x2,并且考虑它的线性插值gk:
 

[0,2-k]→[0,2-2k-2]在区间[0,2-m]的中间点和

结尾点处有

gk(x)∶=
2-k-1x, x∈ [0,2-k-1]
 
-2-k-1x+2-2k-1, x∈ [2-k-1,2-k] (3-17)

直接计算可得到

fk(x)-gk(x)=
fk+1(x), x∈ [0,2-k-1]
 
fk+1(x-2-k-1), x∈ [2-k-1,2-k]







 (3-18)

令f=f0 和I1=g0,对于任意的k∈NN,有

f(x)-Ik(x)=fk x-
m
2k  , x∈ m

2k
,m+1
2k





 



 , m ∈ {0,1,…,2k -1}  (3-19)

并且Ik =∑
k-1

j=0
Gj,其中,Gj:

 

[0,1]→RR,则

Gj(x)=gj x-
m
2j  , x∈ m

2j
,m+1
2j





 




 , m ∈ {0,1,…,2j -1} (3-20)

因此,有
sup

x∈[0,1]
x2-(x-Ik(x))=sup

x∈[0,1]
f(x)-Ik(x)= sup

x∈[0,2-k]
|fk(x)|=2-2k-2

(3-21)

  (2)
 

观察结果是基于上面描述的锯齿构造。根据它,通过每一层中两个神经元的第j
层网络容易得到Gj 的实现;

 

第三个神经元能被使用实现x-Ik(x)到x2 的近似。具体

地,记
sj(x)=2

-1σ(x)-σ(x-2-2j-1)
对于x∈[0,1],G0=s0,可得Gj=sjGj-1。据此,能够构建一个网络实现x-Ik(x),x∈[0,1]

wl=

2-1 -1 0

2-1 -1 0

-2-1 1 1  ∈RR3×3, bl=

0

-2-2l+1

0  ∈RR3, l∈ {2,3,…,k}(3-22)
并且wk+1=(-2

-1,1,1)∈RR1×3,bk+1=0。设Fl(x)=wlx+bl,l∈{1,2,…,k+1},有
Φk =Fk+1σFkσ…σF1 (3-23)

直接计算可得Φk(x)=x-∑
k-1

j=0
Gj(x),x ∈ [0,1]。 网络Φε∶=Φ log(ε-1)

2 -1
满足声明特

性,得证。
根据引理3.5中hs(x)的对称性,其导致命题3.1证明中的插值错误,由于每个区间间

隔都是相同的,最大误差出现在各个区间的中心。然而,逼近神经网络在随着网络深度呈指

数增长的多个点上实现线性插值。
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【引理3.6】 令k∈NN,函数f:
 

RR→RR如果是不超过k 块的分段线性,则称其为k 锯

齿函数,即域RR可以划分为k个区间,使得f 在这些区间中的每一个上都是线性的。
可知,锯齿函数构造中的线性区域的数量随着网络深度增加呈指数级增长能够最优消

除这种误差。值得强调的是,本章发展的理论与这种最优特性紧密相关。然而,网络权重通

过训练获取,在这个意义上,这种特性又是脆弱的,通常线性区域的数量并没有随着网络深

度呈指数级增加。有文献提出了一个神经网络训练方法尝试避免这个问题。理解在通常的

神经网络中线性区域的数量怎样增长,并量化其影响(可能是指数的),是神经网络的逼近理

论基础限制方面一个公开的问题。
构建在区间[-S,S]上近似乘法函数的网络,将用到对x2 的近似结果,极化等式

xy=
1
4
((x+y)2-(x-y)2), σ(x)+σ(-x)= x

以及ReLU函数正齐次的缩放性质,即σ(θx)=θσ(x),θ≥0,x∈RR。

【命题3.2】 对于任意的常数C>0,存在S∈RR+和ε∈ 0,
1
2  ,有网络

{ΦS,ε ∈ξ(2,1)| (ΦS,ε)≤C(log(S )+log(ε-1)), (ΦS,ε)≤5, (ΦS,ε)≤1}
满足ΦS,ε(0,x)=ΦS,ε(x,0),x∈RR,且

‖ΦS,ε(x,y)-xy‖L∞([-S,S]2)≤ε (3-24)

  证明:
 

不失一般性,对于S<1,简单地构建S=1的网络就能保证声明的特性。对于

S≥1,证明基于上面提到的极化等式。根据命题3.1构建两个平方网络,它们共享加和Gj

的神经元,加上一层从(x,y)到
|x+y|
2S

,|x-y|
2S  的映射,然后通过以1为界的权重实现

与S2 相乘的层。具体地,考虑关于矩阵wi 和偏置bi 的网络Ψk,

w1∶=
1
2S

1 1
-1 -1
1 -1
-1 1  ∈RR4×2, b1∶=0∈RR4

w2∶=

1 1 0 0
1 1 0 0
1 1 -1 -1
0 0 1 1
0 0 1 1























∈RR5×4

b2∶=

0
-2-1

0
0

-2-1























wi∶=

2-1 -1 0 0 0
2-1 -1 0 0 0
2-1 1 1 2-1 -1
0 0 0 2-1 -1
0 0 0 2-1 -1

























∈RR5×5
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bi∶=

0

-2-1i+3

0
0

-2-1i+3

























, l∈ {3,4,…,k+1}

wk+2∶= -2-1, 1, 1, 2-1, -1  ∈RR1×5, bk+2∶=0
结合命题3.1证明中定义的Gj 和Φk,直接计算可得

Ψk(x,y)=
|x+y|
2S -∑

k-1

j=0
Gj

|x+y|
2S  - |x-y|

2S -∑
k-1

j=0
Gj

|x-y|
2S  

=Φk
|x+y|
2S  -Φk

|x-y|
2S  (3-25)

结合式(3-21)得

 sup
(x,y)∈[-S,S]2

Ψ2(x,y)-
xy
S2

= sup
(x,y)∈[-S,S]2

Φk
|x+y|
2S  -Φk

|x-y|
2S    - |x+y|

2S  2- |x-y|
2S  2  

≤2sup
z∈[0,1]

Φk(z)-z2 =2-2k-1 (3-26)

  根据引理3.6,令ΨS(x)=S
2x 为标量乘法网络,且
ΦS,ε∶=ΨSΨk(S,ε)

其中

k(S,ε)∶=2-11+log(S2ε-1)  
然后,式(3-24)直接由式(3-26)得到,且引理3.1建立深度、宽度和权重大小的所需边界。
最后,直接从式(3-25)得到

ΦS,ε(0,x)=ΦS,ε(x,0)=0, ∀x∈RR
  注意,上述构建的乘法网络的权重以1为界,与域的大小S 无关。这是根据引理3.6
通过权衡网络深度得到权重大小实现的。

3.2.2 多项式函数的逼近

下面阐述多项式的近似问题,该问题受实现多项式线性组合的网络的影响,而多项式的

线性组合又由乘法网络构成。
【命题3.3】 存在常数C>0,对于任意的k∈NN,a=(ai)

k
i=0∈RR

k+1,S∈RR+和ε∈

0,
1
2  ,存在网络

{Φa,S,ε ∈ξ(1,1)  (Φa,S,ε)≤Ck(log(ε-1)+klog(S )+log(k)+log(‖a‖∞ ))

 (Φa,S,ε)≤9,  (Φa,S,ε)≤1}
满足

Φa,S,ε(x)-∑
k

i=0
aix

i
L∞([-S,S])≤ε (3-27)

  证明:
 

如命题3.2中的证明,只需考虑S≥1的情况。对于k=1,进行仿射变换,并可
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直接从推论3.2得到。对于k≥2的证明通过实现单项式xm,m≥2并联合乘法网络的迭

代组合。其中使用网络实现xm 的构建不仅作为网络实现xm+1 的构建块,而且用来并行

化逼近级数和∑
m

i=0
aix

i。

首先设

Am =Am(S,μ)∶= S m+μ∑
m-2

s=0
S s, m ∈NN,μ∈RR+

令ΦAj,μ
为命题3.2中的乘法网络。然后,定义如下递归函数

fm,S,μ
(x)=ΦAm-1,μ

(x,fm-1,S,μ(x)), m ≥2 (3-28)

其中,f0,S,μ(x)=1且f1,S,μ(x)=x。为了简化符号,后面使用缩写fm=fm,S,μ
。首先,

验证fm,S,μ 可以很好地近似单项式。具体来说,用归纳法证明如下:
 

‖fm(x)-xm‖L∞([-S,S])≤μ∑
m-2

s=0
S s, ∀m ≥2 (3-29)

  对于基础情形m=2直接从命题3.2中得到,也就是

‖f2(x)-x2‖L∞([-S,S])=‖Φ(A1,μ)
(x,x)-x2‖L∞([-S,S])≤μ (3-30)

注意S≤A1= S (当在Am 的定义中求和的上限为负时,让求和等于0)。
继续使用归纳假设建立归纳步骤(m-1)→m,

‖fm-1(x)-xm-1‖L∞([-S,S])≤μ∑
m-3

s=0
S s (3-31)

由于

‖fm-1‖L∞([-S,S])=‖x
m-1‖L∞([-S,S])+‖fm-1(x)-xm-1‖L∞([-S,S])≤Am-1

(3-32)
应用命题3.2可得

‖fm(x)-xm‖L∞([-S,S])≤‖fm(x)-xfm-1(x)‖L∞([-S,S])+‖xfm-1(x)-xm‖L∞([-S,S])

≤‖ΦAm-1,μ
(x,fm-1(x))-xfm-1(x)‖L∞([-S,S])+

 S‖fm-1(x)-xm-1‖L∞([-S,S])

≤μ+ S μ∑
m-3

s=0
S s,

 

(3-33)

归纳法完成。

现在构建网络Φa,S,ε 近似多项式∑
k

i=0
aixi。 存在常数C',对于任意的

k≥2,a=(ai)
k
i=0∈RR

k+1, i∈ {1,2,…,k-1}
存在一个网络Ψa,S,μ∈ξ(3,3)满足

| (Ψi
a,S,μ

)≤C'(log(μ-1)+log(Ai )+log(‖a‖∞)), (Ψ
i
a,S,μ

)≤9,  (Ψi
a,S,μ

)≤1
且满足

Ψi
a,S,μ

(x,s,y)=(x,s+aiy,ΦAi,μ
(x,y)) (3-34)

为了验证这一点,考虑下面的映射链
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(x,s,y)
Ⅰ
→(x,s,y,y)

Ⅱ
→(x,s+aiy,y)

Ⅲ
→

(x,s+aiy,x,y)
Ⅳ
→(x,s+aiy,ΦAi,μ

(x,y))。 (3-35)
注意到映射Ⅰ是系数在{0,1}之间的仿射变换,可以简单地把它看作深度为1的网络。使用

推论3.2实现权重以1为界的仿射变换(s,y)瑭s+aiy 可以获取映射Ⅱ,然后应用引理3.2
和映射Ⅱ。将该网络与两个网络并行,根据x=σ(x)-σ(-x)实现该恒等映射。映射Ⅲ的

获取通过同样的方式,将映射Ⅱ结果与另一个网络并行实现该恒等映射。最后,通过将网络

ΦAi,μ
与两个恒等网络并行实现映射Ⅳ。根据引理3.1构建4个网络可得网络Ψi

a,S,μ
,i∈

{1,2,…,k-1},满足声明的特性。应用推论3.2可得网络Ψ0
a,S,μ

,实现x 瑭(x,a0,x),并
通过网络Ψk

a,S,μ 实现(x,s,y)瑭s+aky。
令

μ=μ(a,S,ε)∶=(‖a‖∞(k-1)2S k-2)-1ε
且定义

Φa,S,ε∶=Ψk
a,S,μΨk-1

a,S,μ…Ψ1
a,S,μΨ0

a,S,μ
(3-36)

直接计算可得

Φa,S,ε=∑
k

i=0
aifi,S,μ

(3-37)

因此式(3-29)意味着

Φa,S,ε(x)-∑
k

i=0
aixi L∞([-S,S])≤∑

k

i=0
ai ‖fi,S,μ

(x)-xi‖L∞([-S,S])

≤∑
k

i=0
ai μ∑

i-2

s=0
S s  

≤ ‖a‖∞μ∑
k-2

m=0
(k-1-k)S k

≤ ‖a‖∞(k-1)2S k-2μ
=ε (3-38)

  对于一个适当选择的绝对常数C,通过引理3.1建立 (Φa,S,ε)≤9, (Φa,S,ε)≤1,有

 (Φ(a,S,ε))≤∑
k

i=0
 (Ψi

(a,S,μ)
)

≤2(log(‖a‖∞ )+5)+∑
k-1

i=1
C'(log(μ-1)+log(Ai-1 )+log(‖a‖∞ ))

≤Ck(log(ε-1)+klog(S )+logk+log(‖a‖∞ )) (3-39)
证毕。

Weierstrass逼近定理指出,闭区间上的每个连续函数可以通过多项式以任意精度

逼近。
【定理3.1】 令[a,b]⊆RR,f∈C([a,b]),那么对于任意的ε>0,存在一个多项式π,

满足

‖f-π‖L∞([a,b])≤ε (3-40)
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  从命题3.3可得出结论,闭区间上的每个连续函数都可以通过宽度不超过9的深度

ReLU网络以任意精度逼近,这相当于对于有限宽深度ReLU网络的通用逼近定理的变体。
通过将命题3.3应用于具有切比雪夫点的拉格朗日插值,可以获取逼近(非常)光滑函数的

网络,并可显式地定量其宽度、深度和权重边界。

3.2.3 光滑函数的逼近

基于前面的结论和定理,本节主要介绍深度ReLU网络对光滑函数的逼近。
【引理3.7】 考虑集合

V[-1,1]∶={f∈C∞([-1,1],RR:
 

‖f(n)(x)‖L∞([-1,1])≤n!,∀n∈NN0)}(3-41)

存在常数C>0,对于任意的f∈V[-1,1]和ε∈ 0,
1
2  ,存在网络

{Ψf,ε ∈ξ(1,1)  (Ψf,ε)≤C(log(ε-1))2, (Ψf,ε)≤9, (Ψf,ε)≤1}

满足

‖Ψf,ε-f‖L∞([-1,1])≤ε (3-42)

  证明:
 

一个关于切比雪夫点的拉格朗日插值的基本结果确保,对于任意的f∈V[-1,1],

k∈NN,存在k阶多项式Pf,k 满足

‖f-Pf,k‖L∞([-1,1])≤
1

2k(k+1)!
‖f(k+1)‖L∞([-1,1])≤

1
2k

(3-43)

  注意,根据Pf,k =∑
k

j=0
cf,k,jTj(x),|cf,k,j|≤2和通过两项递归定义的切比雪夫多项

式

Tj(x)=2xTj-2(x), j≥2,T0(x)=1, T1(x)=x
可以表示为切比雪夫基。此外,使用这个递归可得出多项式基上Tm 的系数的上界为3m。

因此,根据Pf,k =∑
k

j=0
af,k,jx

j 可表达Pf,k 为

Af,k∶= max
j=0,1,…,k

af,k,j ≤2(k+1)3k (3-44)

  将命题3.3应用于单项式基中的Pf,k,且有k= log
2
ε  和逼近误差ε/2,那么对于

某个绝对常数C,满足

C'k(log(2/ε)+log(k)+log(|Af,k|))≤C(log(ε-1))2 (3-45)
证毕。

引理3.6中提供了引理3.7对一般区间近似的扩展。而引理3.7表明,一类特定的

C∞-函数,即那些导数适当有界的函数可以由神经网络近似,该近似网络的连通性在ε-1 内

呈多对数增长,事实证明这并适用于一般m 次可微函数。

3.3 正余弦函数的逼近

本节阐述深度网络对正余弦函数的近似。深度神经网络逼近振荡函数的基本思想,本
质上是利用锯齿构造实现线性区域的数量随着网络深度呈指数级增长的最优性。图3-3展

示了使用锯齿函数完成余弦函数的构造,其结合余弦函数和锯齿函数的对称性,从而产生随
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网络深度呈指数增长的振荡行为。

图3-3 定理3.1使用式(3-12)所示的函数hs(x)构造对cos(2πax)函数的逼近

3.3.1 余弦函数的逼近

基于以上深度神经网络逼近振荡函数的基本思想,本节具体阐述深度神经网络逼近余

弦函数。

【定理3.2】 对于任意的常数C>0,存在
 

a,S∈RR+,ε∈ 0,
1
2  ,有网络

{Ψa,S,ε ∈ξ(1,1)| (Ψa,S,ε)≤C((log(ε-1))2+log(aS )), (Ψa,S,ε)≤9, (Ψa,S,ε)≤1}
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满足

‖Ψa,S,ε(x)-cos(ax)‖L∞([-S,S])≤ε (3-46)

  证明:
 

注意f(x)∶=(6/π3)cos(πx)在V[-1,1]中。因此,由引理3.6可知,存在一个常

数C>0,对于任意的ε∈ 0,
1
2  ,存在网络{Φε∈ξ(1,1)| (Φε)≤C(log(ε

-1))2, (Φε)≤9,

 (Φε)≤1},且满足

‖Φε-f‖L∞([-1,1])≤
6
π3
ε (3-47)

  将此结果扩展到在区间[-1,1]上对x瑭cos(ax),a∈RR+的近似。这将通过利用x 瑭

cos(ax)是2周期偶函数来实现。令hs:
 

[0,1]→[0,1],s∈NN,为式(3-12)中定义的s阶锯

齿函数,且注意由于余弦函数的周期性和对称性,对于任意的s∈NN0,x∈[-1,1],有

cos(π2sx)=cos(πhs(|x|)) (3-48)
  对于a>π,定义

s=s(a)∶=loga-logπ

β=β(a)∶=(π2s)-1a∈
1
2
,1 




且

cos(ax)=cos(π2sβx)=cos(πhs(β|x|)), x∈ [-1,1] (3-49)
  对于hs(β|x)∈[0,1],由式(3-47)可得

π3

6Φε(hs(β|x))-cos(ax)
L∞([-1,1])

=
π3

6‖Φε(hs(β|x))-f(hs(β|x))‖L∞([-1,1])≤ε

(3-50)
  为了将Φε(hs(β|x))实现为神经网络,从式(3-14)中定义的网络Φs

h 开始,应用引理3.5
转化它们为网络

Ψs
h(x)=hs(x), x∈ [0,1]

满足 (Ψs
h)≤1, (Ψ

s
h)=7(s+1), (Ψ

s
h)=3。接着,令

Ψ(x)∶=βσ(x)-βσ(-x)=β|x|
且Φmult

π3/6
为引理3.8中的标量乘法网络。注意

Ψa,ε∶=Φmult
π3/6ΦεΨs

hΨ =Φε(hs(β|x|))
从引理3.1可得

 (Ψa,ε)≤C((log(ε-1))2+log(a )), (Ψa,ε)≤9, (Ψa,ε)≤1
联合式(3-50),建立对于a>π和区间[-1,1]上的期望结果的近似。对于a∈(0,π),由
x瑭cos(6/π3)在区间V[-1,1]上可得

Ψa,ε∶=Φmult
π3/6Φε

  最后,对于任意的S≥1,考虑区间[-S,S]上x瑭cos(ax)的近似。为此,定义网络

Ψa,S,ε(x)∶=Ψa,S,ε
x
S  

并由此可得

sup
x∈[-S,S]

|Ψa,S,ε(x)-cos(ax)|= sup
y∈[-1,1]

|Ψa,S,ε(Sy)-cos(aSy)|

= sup
x∈[-1,1]

|Ψa,S,ε(y)-cos(aDy)|≤ε
(3-51)

证毕。
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3.3.2 正弦函数的逼近

由3.3.1节获得的结果通过sin(ax)=cos(x-π/2)可扩展到对x 瑭sin(ax)的近似。
下面构建网络对cos(ax-b)的近似即完成对正弦函数的逼近。

【推论3.1】 存在常数C>0,对于任意的a,S∈RR+,b∈RR,ε∈ 0,
1
2  ,存在网络

{Ψa,b,S,ε ∈ξ(1,1)  (Ψa,b,S,ε)≤C((log(ε-1))2+log(aS +|b|)),

 (Φa,b,S,ε)≤9,  (Ψa,b,S,ε)≤1}
满足

‖Ψa,b,S,ε(x)-cos(ax-b)‖L∞([-S,S])≤ε (3-52)

  证明:
 

对于给定的a,S∈RR+,ε∈ 0,
1
2  ,与定理3.2的证明中所定义的Ψa,S,ε 网络

同理,考虑网络Ψa,b,S,ε(x)∶=Ψ
a,S+

|b|
a ,ε

x-
b
a  ,并由式(3-51)可得

sup
x∈[-S,S]

Ψa,b,S,ε(x)-cos(ax-b)≤ sup
y∈ - S+|b|a  ,S+|b|a  

Ψ
a,S+

|b|
a ,ε
(y)-cos(ay)≤ε

(3-53)

  本章中的结果均具有以ε-1 多对数缩放的有限宽度和深度的近似网络。由

 (Φ)≤  (Φ) (Φ)( (Φ)+1) (3-54)
可知,连通性的缩放不会比以ε-1 多对数更快。因此,近似误差ε在连通性上(至少)以指数

速度衰减,而连通性与神经网络使用的参数数量等价。因此,可以说网络提供了指数近似

精度。

3.4 神经网络的万能逼近性质和深度的必要性

前面探讨了深度ReLU网络对广泛的函数类的逼近,展示了深度网络良好的逼近性

能。其实,早 在1989年,研 究 者 就 严 格 证 明 了 具 有 隐 藏 层 的(Feed
 

forward
 

Neural
 

Network,FNN)的万能近似性质,即一个包含足够数量的隐藏层的FNN,至少包含一层具

有“挤压”性质的激活函数(比如sigmoid函数),那么它可以以任意精度完成从任意一个有

限维空间到另一个有限维空间的波莱尔(Borel)可测函数的近似。波莱尔可测函数亦称波

莱尔函数,是一类非常广泛的函数,包括一切阶梯函数、连续函数和分段函数。就本章涉及

的内容而言,只需要知道一切连续函数都是波莱尔可测的。
神经网络的万能近似定理表明,多层前馈网络(Multilayer

 

Feedforward
 

Network,

MLP)是一类通用逼近器,它可以以任意精度近似任何函数。但是,该定理并没有具体给出

网络究竟需要多少隐藏层,每个隐藏层又需要配备多少神经元。Ian
 

Goodfellow等在《深度

学习》中指出,尽管一个大的前馈网络能表示任何函数,提供了表示函数的万能系统,但是不

存在一个万能的学习过程能保证一定学得这个函数。通常学习失败可能因为以下两个

原因。
(1)

 

使用的优化算法未能找到用于期望函数的参数值,即陷入局部最优或者欠拟合。
(2)

 

由于过拟合,训练算法选择了错误的函数。
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Barron研究了近似误差和网络中节点数量的关系,提供了单层神经网络近似多种函数

类的一些界,并表明具有一层Sigmoid非线性函数的前馈网络能够获得O(1/n)阶的积分平

方误差,其中n 为神经元数量。但在最坏的情况下可能需要指数级数量的隐藏层节点数。

一个明显的例子是二进制情况,向量v∈{0,1}n 可能的二值型函数数量为22
n
,通常需要2n

次选择这样一个函数,且需要的自由度为O(2n)。总结来说,虽然单层前馈网络能够表示任

何函数,但可能引起维度灾难而给计算带来极大的挑战,甚至不可计算,尤其对于高维数据。
事实上,在众多情况下,更深的网络模型的使用可以减少表示期望函数的神经元数量,且能

够更好地学习和泛化。
万能逼近性质已被证明适用于众多激活函数类型。近些年,由于ReLU激活函数的优

越性,其被广泛的使用,函数近似领域也不例外。多位学者将万能近似理论扩展到了有限宽

度的ReLU网络,并指出这种网络的深度随着数据的维度呈指数级增长。其中一项研究表

明,ReLU神经网络可以均匀逼近索伯列夫(Sobolev)空间中的函数,在索伯列夫空间中,网
络规模随数据维数呈指数增长,并匹配下界。2019年发表的基于深度卷积神经网络

(Convolutional
 

Neural
 

Networks,CNN)的万能逼近理论表明网络的深度与数据维度相关,
并呈指数级伸缩。广泛的应用表明更深的网络模型具有更好的泛化性能。

3.5 本章小结

作为由大量处理单元互联组成的非线性、自适应信息处理系统,神经网络能够通过其自

组织、自学习能力计算出复杂输入与输出结果之间的关系,因此神经网络具有强大的函数逼

近能力。对于众多的深度网络模型,通过合理地选择网络的拓扑结构和激活函数,能够实现

对任意高维非线性复杂函数的逼近。本章考虑以逼近乘法、多项式、光滑函数和正余弦函数

等多种不同的函数显式构造深度神经网络,深度神经网络对于这些函数的逼近都具有指数

精度,即具有在网络连通性中指数衰减的近似误差。此外,对比于浅层网络,深度网络具有

更好的学习和泛化性能。

附录

以下3个引理与采用权重上限为1的神经网络实现任意权重的仿射变换有关。
【引理3.8】 设d∈NN,a∈RR,则存在网络Φa∈ξ(d,d)满足Φa(x)=ax,且 (Φa)≤

log(|a|)+4, (Φa)≤3d, (Φa)≤1。
证明:

 

首先,对于|a|≤1的情况,结论显而易见,通过将Φa 看作仿射变换x瑭ax,并且

根据定义3.1将其表示为深度为1的神经网络。接下来,考虑|a|>1的情况,对于d=1,
令K∶= log(a),α∶=a2-(K+1),定义

w1∶=(1,-1)
T ∈RR2×1

w2∶=
1 0
1 1
0 1  ∈RR3×2
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wk∶=
1 1 -1
1 1 1
-1 1 1  ∈RR3×3, k∈ {3,4,…,K +3}

且wK+4∶=(α,0,-α)。注意,对于k∈{3,4,…,K+3},有
(σw2σw1)(x)=(σ(x),σ(x)+σ(-x))

且

σ(wk(x,x+y,y)T)=2(x,x+y,y)
因此,网络Ψa∶=wK+4σ…σw1 满足

Ψa(x)=ax,  (Ψa)=log(a)+4,  (Ψa)=3, (Ψa)≤1
应用引理3.3得到Ψa 的d 个副本的并行化完成证明。

【推论3.2】 令d,d'∈NN,a∈RR+,w∈[-a,a]
d'×d,且b∈[-a,a]d',则存在网络

Φw,b∈ξ(d,d')满足Φw,b(x)=wx+b,且
 (Φw,b)≤ log(|a|)+5,  (Φw,b)≤max{d,3d'}, (Φw,b)≤1

  证明:
 

令Φa∈ξd',d'是引理3.8中的乘法网络,考虑F(x)∶=a-1(wx+b)为1层网

络,根据引理3.1可得,Φw,b∶=ΦaF。

【命题3.4】 令d,d'∈NN且Φ∈ξ(d,d'),对于任意的x∈RRd,存在网络Ψ∈ξ(d,d')满足

Ψ(x)=Φ(x),且有

 (Ψ)≤ (log( (Φ))+5) (Φ), (Ψ)≤max{3d', (Φ)}, (Ψ)≤1
  证明:

 

令

Φ=F (Φ)σ…σF1

Fl∶=( (Φ))-
1Fl ≤1, l∈ {1,2,…, (Φ)}

且a=∶ (Φ) (Φ)。令Φa∈ξ(d',d')是引理3.8中的乘法网络,且定义

Φ∶=F (Φ)σ…σF1
  根据引理3.1有Ψ∶=ΦaΦ。注意Φ 有上界1的权重以及与Φ 相同的深度和宽度。
考虑到σ是正齐次的,也就是对于任意的λ≥0,有σ(λx)=λσ(x),x∈RR,可得,Ψ(x)=
Φ(x),x∈RRd。应用引理3.1和引理3.8完成证明。

【引理3.9】 令ε∈ 0,
1
2  ,n∈NN,a0<a1<…an∈RR,f∈L

∞([a0,an]),且

A∶= max|a0|,|an|,2 max
i∈{2,3,…,n-1}

1
|ai-ai-1|  , B∶=max{1,‖f‖L∞([a0,an])

}

  假设对于任意的i∈{1,2,…,n-1},存在网络Φi∈ξ(1,1),有‖f-Φi‖L∞([ai,ai+1])
≤

ε/3。那么,存在网络Φ∈ξ(1,1),满足

‖f-Φi‖L∞([a0,an])
≤ε

且

 (Φ)≤ ∑
n-1

i=1
 (Φi)  +Cn(log(ε-1)+log(B)+log(A))

 (Φ)≤7+max{2, max
i∈{1,2,…,n-1}

 (Φi)}, (Φ)=max{1,maxi  (Φi)}

其中,C>0是一个绝对常数,也就是独立于ε,n,f,a0,a1,…,an。
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证明:
 

首先根据如下的定义形成统一划分的神经网络(Ψi=1)
n-1
i=1∈ξ(1,1),即

Ψ1(x)∶=1-
1

a2-a1
σ(x-a1)+

1
a2-a1

σ(x-a2)

Ψi(x)∶=
1

ai-ai-1
σ(x-ai-1)-

1
ai-ai-1

+
1

ai+1-ai  σ(x-ai)+

1
ai+1-ai

σ(x-ai+1), i∈ {2,3,…,n-2}

Ψn-1(x)∶=
1

an-1-an-2
σ(x-an-2)-

1
an-1-an-2

σ(x-an-1)

注意supp(Ψ1)=(∞,a2),supp(Ψn-1)=[an-2,∞)和supp(Ψi)=[ai-1,ai+1]。确保,
对于任意的i∈{1,2,…,n-1},Ψi 能够通过神经网络实现且其满足

 (Ψi)≤2(log( (w)+5), (Ψi)≤3, (Ψi)≤1
接下来,令ΦB+1/6,ε/3∈ξ(2,1)为命题3.2中的乘法网络,且定义该网络为

Φi(x)∶=ΦB+1/6,ε/3(Φi(x),Ψi(x))
  根据引理3.3和引理3.1,且以和的形式有

Φ(x)∶=∑
n-1

i=1
Φi(x)

  由引理3.8和命题3.2可确保,对于任意的i∈{1,2,…,n-1},x∈[ai-1,ai+1],有
 |f(x)Ψi(x)-Φi(x)|
≤|f(x)Ψi(x)-Φi(x)Ψi(x)|+|Φi(x)Ψi(x)-ΦB+1/6,ε/3(Φi(x),Ψi(x))|

≤ (Ψi(x)+1)
ε
3

且supp(Φi)=[ai-1,ai+1]。特别是对于任意的x∈[a0,an],活动索引集

I(x)∶={i∈ {1,2,…,n-1}:
 

Φi(x)≠0}

最多包含两个元素。此外,由 ∑
i∈I(x)

Ψi(x)=1可知,对于任意的x∈RR,有

|f(x)-Φ(x)|= ∑
i∈I(x)

Ψi(x)f(x)- ∑
i∈I(x)

Φi(x)≤ ∑
i∈I(x)

(Ψi(x)+1)
ε
3 ≤ε

  由引理3.1、引理3.3、命题3.2和引理3.9,可得出结论Φ 满足声明的特性。接下来,
将引理3.6推广到任意(有限)区间。

【引理3.10】 对于a,b∈RR且a<b,令
V[a,b]∶={f∈C∞([a,b],RR):

 

‖f(n)(x)‖L∞([a,b])≤n!,∀n∈NN0}

存在一个常数C>0,对于任意的a,b∈RR,a<b,f∈S[a,b],且ε∈ 0,
1
2  ,存在网络Ψf,ε∈

ξ1,1满足

‖Ψf,ε-f‖L∞([a,b])≤ε
且有

 (Ψf,ε)≤Cmax{2,(b-a)}(log(ε-1))2+log(max{|a|,|b|} )+log
1

b-a    
 (Ψf,ε)≤16, (Ψf,ε)≤1
  证明:

 

考虑引理3.6讨论过的情况[a,b]=[-1,1],首先证明在区间[-S,S],S∈(0,
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1)的情况,然后使用这个结果根据引理3.8通过一个修补参数建立更一般的情况。注意到

对于g∈V[-S,S],由于D<1,函数fg:
 

[-1,1]→RR,x瑭g(Sx)在区间V[-1,1]上。因此,
根据引理3.6,存在一个常数C>0,对于所有的g∈V[-S,S]和ε∈(0,1/2),存在网络Ψ∈

ξ(1,1)满足‖Ψg,ε-fg ‖L∞([-1,1])≤ε,且  (Ψg,ε)≤C(log(ε-1))2, (Ψg,ε)≤9,
 (Ψg,ε)≤1。然后通过使网络近似g 为Ψg,ε∶=Ψg,εΦS-1

来建立该声明,其中ΦS-1
是

引理3.9中的标量乘法网络,即

‖Ψg,ε(x)-g(x)‖L∞([-S,S])= sup
x∈[-S,S]

Ψg,ε
x
S  -fg

x
S  

= sup
x∈[-1,1]

Ψg,ε(x)-fg(x)≤ε

  由引理3.1可得

 (Ψg,ε)≤C (log(ε-1))2+log
1
S      , (Ψg,ε)≤9, (Ψg,ε)≤1

  接下来陈述在一般区间[a,b]上的证明。通过在长度不超过2的间隔上逼近f 并结合

根据引理3.10得到的逼近一起实现该证明。首先对于b-a≤2的情况,将函数移动

(a+b)/2以使其域围绕原点居中,然后使用上面的结果完成区间[-S,S],S∈(0,1)上的

近似,如果b-a=2,两者结合推论3.2通过权重以1为界的神经网络实现移位。使用引理

3.1实现该移位的网络构建从而实现g,因此可得,存在常数C',对于任意的[a,b]⊆RR,且
b-a≤2,g∈V[a,b],ε∈(0,1/2),存在网络满足‖g-Ψg,ε‖L∞([a,b])≤ε,且 (Ψg,ε)≤

C' (log(ε-1))2+log 1
b-a     , (Ψg,ε)≤9, (Ψg,ε)≤1.最后,对于b-a>2,划分

区间[a,b],并且应用引理3.9如下,令n∶=[b-a],且定义

ai∶=a+ib-a
n
, i∈ {0,1,…,n}

  接着,对于i∈{0,1,…,n-1},令gi:
 

[ai-1,ai+1]→RR将g 限制在区间[ai-1,ai+1]

中,且有ai+1-ai-1=
2(b-a)

n ∈ 4
3
,2 


 。进一步,对于i∈{0,1,…,n-1},类似于上述构

建,令Ψgi,ε/3
是错误为ε/3的逼近gi 的网络。那么,对于i∈{0,1,…,n-1},有‖g-

Ψg,ε/3‖L∞([ai-1,ai+1])
≤
ε
3
,并应用引理3.9产生期望的结果。
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