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  在高次方程求解问题上,虽然牛顿、欧拉都直接或间接地做了工作,

但是他们都没有投入太多的精力专门对此问题进行研究。第一位对此问

题展开深入研究,并做出重要贡献的大数学家是法国的拉格朗日。

拉格朗日(1736—1813)

拉格朗日1736年出生于意大利都灵,是法国和意大利混血儿。父亲

是法国陆军骑兵里的一名军官,后由于经商破产,家道中落。拉格朗日开

始学习欧几里得几何学时,并没有对数学显示出特别的兴趣。后来,他被

牛顿的朋友哈雷的一篇介绍微积分的短文所吸引,并迅速自学掌握了那

时的现代分析。19岁时,拉格朗日创立了变分法,并当上了都灵皇家炮

兵学校的教授。拉格朗日23岁时将解决等周问题的变分法写信告诉欧

拉。欧拉不仅私下回信高度赞誉其工作,而且有意将自己论文的发表安

排在拉格朗日论文发表之后。不仅如此,欧拉还在其发表的论文中,特别

说明拉格朗日的变分法是如何帮助其解决了困难。由于欧拉的极力推

荐,23岁的拉格朗日当选为柏林科学院的外籍院士。1767年受腓特烈大

帝的邀请,拉格朗日接替欧拉出任柏林科学院数学所所长,开始了他一生

科学研究的鼎盛时期。在此期间,他完成了《分析力学》一书,这是牛顿之

后的一部重要的经典力学著作。拉格朗日书中运用变分原理和分析的方

法,建立起完整和谐的力学体系,使力学分析化了。他在序言中宣称:
 

力

学已经成为分析的一个分支。1786年腓特烈大帝去世,拉格朗日接受了

法王路易十六的邀请,离开柏林,定居巴黎,直至1813年去世。
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或许是年轻时的过度用功,影响了拉格朗日的身体。中年以后,他

对数学的热情锐减。51岁时,拉格朗日厌倦了与数学有关的一切,转

向研究他认为自己真正感兴趣的东西:
 

玄学、人类思想的发展、宗教

史、语言、医学、植物学等。他认为数学已经结束或者至少进入了一个

衰落期。

还有一则有意思的事。与高斯将“数论比作数学上的明珠”不同,拉

格朗日则认为“算术研究是让他最费脑筋的,也许是最没有价值的研究”。

拉格朗日不仅是一位一流的数学家,而且善于与人相处。他不仅深

得腓特烈大帝的喜欢,而且能与拿破仑谈论哲学问题和数学在现代国家

中的作用,以至于拿破仑称其为数学科学高耸的金字塔,并让他当上了参

议员、帝国伯爵,授予他荣誉军团二级勋章。为了纪念拉格朗日,法国在

1958年发行了一张纪念邮票。

法国1958年发行的邮票

拉格朗日在1770年左右达到其数学研究的高峰期,对高次方程求解

展开了深入研究。拉格朗日的思路是:
 

系统地梳理以往高次方程求解方

法,看看能否总结出一个统一的方法。拉格朗日显然了解,欧拉已经形式

上给出了n 次方程的通解形式
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A+Bnα+C nα  2+D nα  3+…

问题在于能否以及如何找到其中关键无理项nα的表达形式。拉格朗日

引入了新的思想去研究这个问题:
 

不是直接去找此无理项nα的关于方程

系数的表达式,而是寻找此项与方程根的关系,以及这个关系在方程根置

换下的变化情况。拉格朗日通过研究以往的高次方程求解方法,发现此

无理项可以由方程的n 个根有理表达出来(这里有理表达是指通过加、

减、乘、除运算),即

nα=u(x1,x2,…,xn) (1)

这里需要说明的是,拉格朗日只是通过研究二次、三次、四次方程的求

解发现了这个关系,但并没有给出严格证明,严格证明是由第7章要介

绍的年轻数学家阿贝尔完成的。拉格朗日进一步指出这个表达式

ux1,x2,…,xn  
 

就是方程求解中所用的变换式,而且这个变换式在根

置换下的变化形式数目与方程能否降阶,能否求解直接相关。为了把这

个思想说得更清楚,下面以三元多项式为例,假设u(x1,x2,x3)为如下

形式:
 

u(x1,x2,x3)=x1+2x2+3x3 (a)

如果将(x1,x2,x3)置换为(x1,x3,x2),简记为

1 2 3

1 3 2  
则u(x1,x2,x3)就变为下列形式
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u(x1,x2,x3)=x1+2x3+3x2 (b)

很明显,形式(a)和形式(b)是不同的。因为 x1,x2,x3  有3! =6种置

换,
 

1种是恒等置换,其他5种置换u(x1,x2,x3)都发生了变化,因此

u(x1,x2,x3)在所有置换下有6个形式。但是,如果u(x1,x2,x3)是下

列形式

u(x1,x2,x3)=x1x2+x3

则(x1,x2,x3)在所有置换下只有3个形式。因为这个多项式是关于x1
和x2 对称的,它们的置换不会带来多项式的变化,因此对于一般多元多

项式u(x1,x2,…,xn),在所有置换下的变化形式个数,反映了多元多项

式的对称程度。我们知道,多元未知数序列(x1,x2,…,xn)有n! 种置

换,如果u(x1,x2,…,xn)没有任何对称性,那么每种置换都会使u(x1,

x2,…,xn)发生形式变化,因此有n! 个变化形式。但是拉格朗日发现,

引入无理项的有理表达式(1)的n 次方,即un(x1,x2,…,xn)往往没有

n! 个形式,这是因为其中某些置换下un(x1,x2,…,xn)是完全等价的

形式。这正是通过引入变换y=un(x1,x2,…,xn),原方程能达到降次

求解的原因。而且,更为重要的是,拉格朗日还进一步发现,在n! 个置

换下所获得的un(x1,x2,…,xn)不同形式数m 一定能整除n!,这便是

著名的拉格朗日定理。

下面以三次方程为例,来具体说明上述拉格朗日的发现。考虑如下

三次方程

x3+px+q=0

我们知道此方程的3个根为
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x1= 3r1 + 3r2

x2=ω 3r1 +ω2 3r2

x3=ω2 3r1 +ω 3r2

其中ω 是三次单位根,r1、r2 是下面二次方程的根

r2+qr-p
27=0

很容易验证

3r1 =
x1+ω2x2+ωx3

3

3r2 =
x1+ωx2+ω2x3

3

  考虑表达式
 

x1+ωx2+ω
2x3 在

 

(x1,x2,x3)所有置换下的形式。它

们分别是

u1=x1+ωx2+ω2x3

u2=x1+ω2x2+ωx3

u3=ωx1+ω2x2+x3

u4=ωx1+x2+ω2x3

u5=ω2x1+x2+ωx3

u6=ω2x1+ωx2+x3

显然,这6种形式是不同的,但是如果考虑(x1+ωx2+ω
2x3)

3,那么就只

有2个不同形式,因为
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u34=(ωx1+x2+ω2x3)
3=[ω(x1+ω2x2+ωx3)]

3

=(x1+ω2x2+ωx3)
3=u32

u36=(ω2x1+ωx2+x3)
3=[ω2(x1+ω2x2+ωx3)]

3

=(x1+ω2x2+ωx3)
3=u32

u33=(ωx1+ω2x2+x3)
3=[ω(x1+ωx2+ω2x3)]

3

=(x1+ωx2+ω2x3)
3=u31

u35=(ω2x1+x2+ωx3)
3=[ω2(x1+ωx2+ω2x3)]

3

=(x1+ωx2+ω2x3)
3=u31

  正因如此,原方程便可以降次求解了。为了更清晰地了解这一过程,

考虑如下以u1,u2,u3,u4,u5,u6 为根的高次方程:
 

(y-u1)(y-u2)(y-u3)(y-u4)(y-u5)(y-u6)=0 (2)

  方程左边6个因子可分成两组:
 

一组为(y-u1)、(y-u3)、(y-u5);
  

另一组为(y-u2)、(y-u4)、(y-u6)。前一组3个因子相乘兼并成

(y-u1)(y-u3)(y-u5)=y3-u31,后一组3个因子相乘兼并成

(y-u2)(y-u4)(y-u6)=y
3-u32。因此令z=y3,方程(2)就变成一

个关于z的二次方程,即

(z-u31)(z-u32)=0 (3)

  又因为方程(2)中的ui i=1,2,…,6  覆盖了表达式x1+ωx2+

ω2x3 在
 

x1,x2,x3  所有置换下的变化形式,所以方程系数一定是关于

x1、x2、x3 的对称多项式。根据牛顿对称多项式基本定理以及韦达定

理,方程(3)的系数一定可由原方程系数表示出来,于是方程(3)便可以确

定。这样便可以先解方程(3)求出z,然后由z 得到y,最后由y 求出x。
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这便是拉格朗日总结出来的系统方法,一般称为预解法,其中方程(3)便

是预解方程。

拉格朗日预解法的核心在于找到变换式u x1,x2,x3  ,如果这个变

换式的幂次方在所有根置换下的不同形式数目小于原方程次数,那么方

程就可以降阶求解。拉格朗日的注意力 或 许 只 在 于 寻 找 变 换 式u

x1,x2,x3  ,但并没有将变换式抽象出来,单独研究其在所有根置换下

的不同形式所形成的集合,后面我们会介绍这个集合就是伽罗瓦群。伽

罗瓦清晰严格地揭示了求解方程的所有秘密都在伽罗瓦群里。

拉格朗日用这种方法求解四次方程,也获得了成功,可是当他用这种

方法挑战五次方程时却失败了。遗憾的是,拉格朗日没有进一步深入分

析其中失败的原因,自1771年发表论文《关于方程代数解的思考》之后,

他再也没有回到高次方程求解这个研究课题,从而失去了发明现代数学

基础———群论的机会。若以拉格朗日的数学才能和当时他已获得的在高

次方程求解上的重要发现来看,发现群论对他来说是极有可能的。而且,

拉格朗日擅长表述且极具影响力,若他发现群论,一定会大大提前现代数

学的发展进程。我不知后人该如何吸取教训,才能避免失去这种机会的

遗憾,或许拉格朗日下面几段话会有或多或少的暗示。

在刚刚40岁时,拉格朗日便写信给他的朋友法国数学家达朗贝尔:
 

“我开始感到我的惰性在一点一点地增加,我怀疑能否从现在再干10年

数学。而且,我还觉得,这个矿井已经太深了,除非发现新矿脉,否则就不

得不抛弃它了。”

拉格朗日说:
 

“牛顿无疑是特别有天赋的人,但是我们必须承认,他

也是最幸运的人:
 

找到建立世界体系的机会只有一次。”他又说:
 

“牛顿是

多么幸运啊,在他那个时候,世界的体系仍然有待发现呢!”
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至于数学,拉格朗日认为它已经结束了,或者至少进入了一个衰落的

时期。他甚至预言,数学在科学院和大学中的位置,不久就会跌落到像阿

拉伯语那样平凡的水平。

后来的事实证明:
 

拉格朗日错了,在他之后新的数学理论仍在不断

地被发现,譬如群论。实际上,世界一直在发展,无尽的理论等待发现、创

造。新的理论能否被发现,在于人类投入了多少热情,在于积累是否足够

了,在于是否有足够的才能!

在结束本章之前,还需提及另一位法国人范德蒙德。这位法国人对

数学、音乐都有兴趣,还是狂热的法国革命支持者。他于1770年11月,

在巴黎法国科学院宣读了一篇论文,随后又在该科学院宣读了三篇论文。

这四篇论文的思想和拉格朗日的思想有很多相似之处,但表述较为粗糙。

这四篇论文据说就是他的全部数学成果。他的论文虽然早于拉格朗日,

但是没有受到关注。没有证据表明拉格朗日知道范德蒙德的工作。



如果我继承可观的财产,我在数学上可能没有多少价值了。

———拉格朗日


