
     

各种实际的或理论的问题所讨论的对象往往与通常三维空间有类似的结构.19世纪下

半叶,Ascoli、Volterra、Arzela、Fréchet、Riesz、Hilbert等数学家先后在变分法、微分方程、积
分方程等研究中表达了将函数看作空间的点或向量的观点,这种观点导致了抽象的向量空

间及与之相联系的一些抽象空间概念的产生.在理论与应用上最重要、最基本的一类空间是

Banach空间与Hilbert空间,这也是本书着重讨论的一类空间.但是,有一些理论与应用问

题往往需要在较弱的条件下讨论.Banach空间本身的一些问题放在比它更一般的框架下讨

论时会变得更加清楚.这个一般的框架就是拓扑线性空间.3.2节将介绍拓扑线性空间的概

念,读者根据需要可以跳过其中有关定理论证方面的内容,这对后继各章节基本内容的修读

没有太大影响.

3.1 相关向量与度量的基本空间类

现代分析数学中有两种最基本的结构:
 

一种是可以施行加法与数乘运算的代数结构即

线性结构,另一种是可以建立极限运算的结构即拓扑结构.线性空间(或向量空间)与度量空

间是分别具备这两种结构的空间.在大多数场合需要考虑同时具备这两种结构的空间,这类

空间中最重要的是赋范空间,而内积空间又是赋范空间中性态最好的一类空间.

3.1.1 线性空间与凸集

定义3.1.1
设X 是一个非空集合,KK是数域(通常是实数域RR1 或复数域CC).若X 上可定义加法与

数乘运算,即:
 

任意x,y∈X,存在唯一的z∈X 与之对应,称为x 与y 的和,记为z=x+
y;

 

任意x∈X,任意α∈KK,存在唯一的u∈X 与之对应,称为α与x 的数积,记为u=αx;
 

且任意x,y,z∈X,任意α,β∈KK,上述加法与数乘运算满足

(1)
 

x+y=y+x;
(2)

 

(x+y)+z=x+(y+z);
(3)

 

存在零元素θ,使任意x∈X 有x+θ=x;
(4)

 

任意x∈X,存在负元素-x∈X,有x+(-x)=θ;
(5)

 

1x=x;
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(6)
 

α(βx)=(αβ)x;
(7)

 

(α+β)x=αx+βx;
(8)

 

α(x+y)=αx+αy.
则称X 是数域KK上的线性空间或向量空间(简称为线性空间或向量空间),其中的元素称为

向量或点(θ称为零点或原点).特别地,当KK=RR1 时称 X 为实线性空间,当KK=CC时称 X
为复线性空间.

设E 是数域KK上线性空间X 的子集,若E 也构成KK上的线性空间,则称E 是X 的线

性子空间(简称为子空间).显然,E 是X 的子空间当且仅当

∀x,y∈E, ∀α,β∈KK, 有αx+βy∈E.
集E⊂X 与点x∈X 的和(称为E 对x的平移)定义为

x+E=E+x={x+e:
 

e∈E}.
集A⊂X 与集B⊂X 的和定义为

A+B=B+A={a+b:
 

a∈A,b∈B}.
数α∈KK与集E⊂X 的数积定义为

αE={αe:
 

e∈E}.
  线性空间 X 中的一组元素x1,x2,…,xn 称为线性相关的,若存在不全为零的α1,

α2,…,αn∈KK使

α1x1+α2x2+…+αnxn =θ.
否则,称它们是线性无关的.

向量组x1,x2,…,xn 线性无关等价于若有α1,α2,…,αn∈KK使

α1x1+α2x2+…+αnxn =θ.
则必有α1=α2=…=αn=0.

线性空间X 的子集E 称为线性无关集,若E 中任意有限多个元素都线性无关.否则称

E 是线性相关集.
设x∈X,{x1,x2,…,xn}⊂X.若存在α1,α2,…,αn∈KK使

x=α1x1+α2x2+…+αnxn.
则称x 是x1,x2,…,xn 的线性组合,或说x 可由x1,x2,…,xn 线性表示.

设E 是线性空间X 的非空子集,E 中任意有限个向量的线性组合的全体称为E 的线

性包或张成空间,记作spanE,即

spanE= x: 

x=∑
n

i=1
αixi,xi ∈E,αi ∈KK,n≥1 . (3.1.1)

  设E 是线性空间X 的线性无关集,若∀x∈X,存在有限多个x1,x2,…,xn∈E 使x 由

x1,x2,…,xn 线性表示,则称E 是X 的基底———线性基或Hamel基.此时若E 仅由n 个元

素组成,则称X 是n维空间,记为dimX=n;
 

若E 由无穷多个元素组成,则称X 是无限维

空间,记为dimX=∞.当X={θ}(称为零空间)时,记为dimX=0.
由定义可知,数域KK本身是KK上的一维线性空间;

 

零空间是唯一的由有限个元素构成

的线性空间.
上述定义中关于维数的叙述依赖线性基的存在性.
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命题3.1.1
 

任何非零的线性空间必存在线性基(Hamel基).
证明 设X 是线性空间,X≠{θ}.记X 中线性无关集的全体为􀰬,以集合的包含关系为

半序,则􀰬为非空的半序集.若􀰧是􀰬中的全序子集,不妨设􀰧={Aλ:
 

λ∈Λ}.令E=∪
λ∈Λ

Aλ.

对任意x1,x2,…,xn∈E,若xi∈Aλi
,i=1,2,…,n,由全序性,不妨设Aλi

⊂Aλn
,i=1,

2,…,n-1.则x1,x2,…,xn∈Aλn
,由Aλn

是线性无关集推知x1,x2,…,xn 线性无关,

由此进一步得出E 是线性无关集.故E∈􀰬.因为任意λ∈Λ 有Aλ⊂E,所以E 是􀰧的上

界.由Zorn引理,􀰬中有极大元,记为B.我们断言,B 为X 中 Hamel基.事实上,因B∈􀰬,
故B 是线性无关集.若某个x∈X 不能用B 中任何有限个元素线性表示,换言之,B∪
{x}是线性无关集,B∪{x}∈􀰬,B⊂B∪{x},B≠B∪{x}.这与B 是􀰬的极大元矛盾.
证毕.

用同样方法可以证明下述基的存在性结果.
推论

设E 是线性空间X 的线性无关子集,则必存在X 的Hamel基B 使B⊃E.
例3.1.1 映射(函数)空间􀰲 设X 为任意点集,Y 为数域KK上的线性空间,􀰲为从X

到Y 的映射全体,即􀰲={f|f:
 

X→Y}.在􀰲上定义加法与数乘(f,g∈􀰲,t∈X,α∈KK)
如下:

 

(f+g)(t)=f(t)+g(t), (αf)(t)=αf(t).
容易验证􀰲是数域KK上的线性空间,称为映射空间.当Y=KK时也称为函数空间.今后涉及

的映射(函数)空间,其线性运算都将采用上述定义.
特例1 n元数组空间 X={1,2,…,n},Y=KK,􀰲中的每个元素x 是一个n 元数组,

x=(a1,a2,…,an),ai∈KK,1≤i≤n.按坐标(分量)定义加法与数乘为

(a1,a2,…,an)+(b1,b2,…,bn)=(a1+b1,a2+b2,…,an +bn);

β(a1,a2,…,an)=(βa1,βa2,…,βan), β∈KK.

这些n 元数组全体构成线性空间也记为KKn,其维数为n.KK=RR1 时,特例RR1、RR2、RR3,分别

是通常的实直线、实二维平面、实三维空间.
特例2 无穷数列空间 X={1,2,…,n,…},Y=KK,􀰲中的每个元素x 是一个无穷数

列(或无穷元数组),x=(a1,a2,…,an,…),an∈KK(n=1,2,…),有时也记为x={an}
∞
n=1

或x={an}.定义加法与数乘为

(a1,a2,…)+(b1,b2,…)=(a1+b1,a2+b2,…),

β(a1,a2,…)=(βa1,βa2,…), β∈KK.
无穷数列空间是线性空间,其维数是∞.

例3.1.2 线性空间CC(X) 由定理1.3.12的推论,两个连续函数的和是连续的,

连续函数的数积是连续的.现设f,g,f+g 的支集(参见定义2.2.5)分别为Sf,Sg,S;
 

并记

Ef = {x∈X:
 

f(x)=0}, Eg = {x∈X:
 

g(x)=0}, E= {x∈X:
 

f(x)+g(x)=0}.
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因Ef∩Eg⊂E,故Ec⊂Ecf∪E
c
g,从而

S=Ec⊂Ecf ∪Ecg ⊂E
c
f ∪E

c
g =Sf ∪Sg.

因S 是紧集,从而Sf∪Sg 的闭子集也是紧的,故f+g∈CC(X);
 

设0≠α∈KK,则αf 的支

集就是f 的支集,故αf∈CC(X).因此CC(X)是线性空间.
例3.1.3 线性空间C0(X) 设f 是局部紧Hausdorff空间X 上的复值函数.若任意

图3-1

ε>0,总存在X 中紧集Kε 使任意x∈Kc
ε 有|f(x)|<ε,

则称f 在无穷远点为0.所有在无穷远点为0的 X 上的

连续函数之族记为C0(X)(参见图3-1).易知C0(X)为线

性空间.显然 CC(X)⊂C0(X),若 X 本身是紧集,则

CC(X)=C0(X),此时简记为C(X).例如,RR1 中闭区间

[a,b]上连续函数全体所成的空间记为C[a,b].
例3.1.4 线性空间Lp(μ)(1≤p≤∞).设(X,M,

μ)是Borel测度空间,其中 X 是局部紧 Hausdorff的,μ
是正则的正测度.

(1)
 

1≤p<∞,记Lp(μ)= f: 

f 是复值可测函数且∫X
|f|pdμ < ∞ .按照

Minkowski不等式容易验证Lp(μ)是线性空间,称为p-幂可积函数空间.设E⊂RRk.若μ是

E 上的Lebesgue测度,则习惯上记Lp(μ)为Lp(E).例如,闭区间[a,b]上p-幂可积函数空间

记为Lp[a,b].若μ 是集A 上的计数测度,则习惯上记Lp(μ)为lp(A),当A 可数时简记

为lp,即lp= x={ai}
∞
i=1:

 

∑
∞

i=1
|ai|p < ∞ .

(2)
 

p=∞.设f 是X 上的复值可测函数,f 称为本性有界的是指除去X 的某个零测

子集E 外,f 在X\E 上是有界的.设L∞(μ)为X 上本性有界可测函数全体.f∈L∞(μ),
若α满足μ({t∈X:

 

|f(t)|>α})=0,则称α是|f|的本性上界.若α是|f|的本性上界,则

|f(t)|≤αa.e..记

ess
 

sup
t∈X

|f(t)|=inf
 

{α:
 

α是|f|在X 的本性上界},

称为|f|的本性上确界.本性上确界β=ess
 

sup
t∈X

|f(t)|也是本性上界.事实上,因为

{t∈X:
 

|f(t)|>β}=∪
∞

n=1
{t∈X:

 

|f(t)|>β+1/n},

由β+1/n是本性上界及零测集的可数并仍是零测集得到β也是本性上界.由于当α是|f|在

X 的本性上界时,总存在E⊂X,μ(E)=0,使α=sup
t∈X\E

|f(t)|,故

ess
 

sup
t∈X

|f(t)|=inf
μ(E)=0

sup
t∈X\E

|f(t)|.

因为两个本性有界可测函数的线性组合仍是本性有界的可测函数,所以L∞(μ)是线性空间,
称为本性有界函数空间.设E⊂RRk.若μ 是E 上的Lebesgue测度,则习惯上记L∞(μ)为

L∞(E),例如,闭区间[a,b]上本性有界可测函数空间记为L∞[a,b].当μ 是集A 上的计

数测度时,习惯上记L∞(μ)为l∞(A).由于μ 为计数测度时,每个非空集具有正的测度(每
个非空集都不是零测集),故在l∞(A)中有界与本性有界含义相同,确界与本性确界含义相
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同,l∞(A)表示A 上有界函数的族,A 为可数时简记为l∞,l∞为有界数列的族,即

l∞ ={x={ai}
∞
i=1:supi≥1

|ai|< ∞}.

  Lp(μ)(1≤p≤∞)统称为Lebesgue空间.一般来说,在Lp(μ)中,将几乎处处相等的函

数作为同一函数,因而Lp(μ)实际上不是以函数为元素的空间,而是以函数的等价类为元

素的空间.
注意本性上确界与上确界是不同的概念,二者的差别可由下面的例子看出(其中的测度

为Lebesgue测度).令

f(t)=
1,t∈ [0,1),
 
2,t=1,  g(t)=

-1,t∈ [0,1)\1/n,n∈ZZ+,
 
n, t=1/n,n∈ZZ+. 

则 sup
t∈[0,1]

|f(t)|=2,ess
 

sup
t∈[0,1]

|f(t)|=1;
 

sup
t∈[0,1]

|g(t)|=∞,ess
 

sup
t∈[0,1]

|g(t)|=1.

定义3.1.2
设X 是KK上的线性空间,对x,y∈X,集合

{λx+(1-λ)y:
 

0≤λ≤1}
称为以x 与y为端点的区间或线段,记作[x,y].若X 的非空子集E 满足:

 

对∀x,y∈E,有
[x,y]⊂E,则称E 为X 的凸集.非空子集E 为凸集当且仅当∀λ∈[0,1],λE+(1-λ)E⊂E.
凸集与非凸的集如图3-2所示.

图3-2

对x,y∈X,λ∈[0,1],λx+(1-λ)y 称为x 与y 的凸组合.一般地,对x1,x2,…,

xn∈X,若λi≥0(i=1,2,…,n),∑
n

i=1
λi=1,则形如∑

n

i=1
λixi 的元素称为x1,x2,…,xn 的凸

组合.对X 的非空子集E,称E 中任意有限个向量的凸组合的全体为E 的凸包或凸壳,记
为coE(参见图3-3),即

 

coE= ∑
n

i=1
λixi|xi ∈E,λi ≥0,∑

n

i=1
λi=1,n≥1 . (3.1.2)

  设E 是线性空间X 的子空间,则E 对某个向量x0∈X 的平移E+x0 称为线性流形或

仿射集.若X 中除X 本身外没有其他子空间包含E,则称E 是X 的极大子空间,当E 是X
的极大子空间时,E+x0 称为X 的超平面.

图3-3
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由上述定义可知,单点子集必是凸集;
 

子空间是凸集也是线性流形;
 

线性流形必是凸

集.按式(3.1.1)与式(3.1.2),显然有E⊂spanE,E⊂coE.下述事实也是明显的:
 

RR3 中不

经过原点的直线和平面不是子空间,但都是线性流形;
 

RR3 中的超平面是平面,RR2 中的超平

面是直线.
例3.1.5 设A 是m×n 矩阵(m≤n),b是m 维非零列向量,x 是n 维列向量,Ax=b

表示线性方程组.则对应的齐次方程组Ax=θ的解的全体E={x∈KKn:
 

Ax=θ}是KKn 的线

性子空间,设x0 是Ax=b的一个解,则Ax=b 的解集合V={x∈KKn:
 

Ax=b}=E+x0
是一个线性流形.

命题3.1.2
设X 是线性空间,E⊂X.
(1)

  

coE 是X 中的凸集,它是X 中包含E 的所有凸集的交集.
(2)

  

spanE 是X 的线性子空间,它是X 中包含E 的所有子空间的交集.

证明 (1)
 

∀x,y∈coE,设x=∑
n

i=1
αixi,y=∑

m

j=1
βjyj,其中xi,yj∈E,αi≥0,βj≥0,

∑
n

i=1
αi=1,∑

m

j=1
βj =1.∀λ∈ [0,1],有

λx+(1-λ)y=∑
n

i=1
λαixi+∑

m

j=1
(1-λ)βjyj. (3.1.3)

由于∑
n

i=1
λαi+∑

m

j=1
(1-λ)βj =λ+(1-λ)=1,式(3.1.3)是xi,yj(i=1,2,…,n;

 

j=1,

2,…,m)的凸组合.故
 

λx+(1-λ)y∈coE,coE 是凸集.显然E⊂coE.我们断言,若A 是

X 中任意凸集,则coA=A.事实上只需证明coA⊂A.利用数学归纳法,n=2时,若x1,
x2∈A,α1,α2>0,α1+α2=1,则由A 的凸性知凸组合α1x1+α2x2∈A.设n=k 时结论成

立.当n=k+1时,若x1,x2,…,xk,xk+1∈A,αi>0,∑
k+1

i=1
αi=1,则∑

k

i=1

αi

1-αk+1
=1,由归

纳假设,x=∑
k

i=1

αixi

1-αk+1
∈A,从而

∑
k+1

i=1
αixi=(1-αk+1)x+αk+1xk+1∈A.

现设{Eλ:
 

λ∈Λ}是包含E 的全体凸集.由E⊂Eλ 得coE⊂coEλ,由Eλ 为凸集得coEλ=

Eλ.于是coE⊂∩
λ∈Λ
coEλ=∩

λ∈Λ
Eλ.另外,由于coE 是包含E 的凸集,即coE∈{Eλ:

 

λ∈Λ},

故∩
λ∈Λ

Eλ⊂coE.总之,coE=∩
λ∈Λ

Eλ.

(2)
 

的证明类似于(1),从略.证毕.
由命题3.1.2可知,spanE 是X 中包含E 的最小的线性子空间;

 

coE 是X 中包含E 的

最小的凸集.容易作出RR2 上有限点集的凸包的图.圆周的凸包是圆盘.
定义3.1.3
设X,Y 是同一数域KK上的线性空间,T 是从X 到Y 的映射.若T 满足

T(x+y)=Tx+Ty, T(αx)=αTx, α∈KK,x,y∈X, (3.1.4)
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则称T 是从X 到Y 的线性算子,当Y 是数域时称为线性泛函.若式(3.1.4)中二条件不全

成立或全不成立,则称 T 为非线性算子(当Y 是数域时称为非线性泛函).T 的值域

􀰧(T)=TX(TX⊂Y)也称为T 的像空间,􀩑(T)=T-1(θ)
 

={x∈X:
 

Tx=θ}称为T 的

零空间或核空间.
式(3.1.4)中二条件等价于

T(αx+βy)=αTx+βTy, α,β∈KK,x,y∈X.
这意味着T 保持线性运算.由式(3.1.4)第二个条件可得Tθ=θ,即线性算子将零元映射为

零元.
常见的线性算子的例子很多,若Tx=αx(x∈X),其中α∈KK为常数,则T 是从线性空

间X 到自身的线性算子,当α=0时称为零算子,当α≠0时称为相似算子,并记作αI,当
α=1时,T=I称为单位算子或恒等算子.

例3.1.6 设X=KKn,Y=KKm,A=(aij)为m×n 矩阵,其中aij∈KK.定义T:
 

KKn→

KKm,T(x1,x2,…,xn)=(y1,y2,…,ym),使得yi=∑
n

j=1
aijxj,i=1,2,…,m.即

y1
y2
︙

ym

􀮠

􀮢
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

x1
x2
︙

xn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

.

容易验证T 是从KKn 到KKm 的线性算子.
反之,对每个线性算子T:

 

KKn→KKm,各取KKn 与KKm 的一组基e1,e2,…,en 与η1,η2,…,

ηm.令Tei=∑
m

j=1
ajiηj(i=1,2,…,n),即可形式地写成

T(e1,e2,…,en)=(η1,η2,…,ηm)

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

.

则得到m×n 矩阵A=(aij).
于是,从KKn 到KKm 的线性算子与m×n 阶矩阵相对应.特别地,取m=1,记a1i=αi,

α=(α1,α2,…,αn),便得到KKn 上的线性泛函f:
 

KKn→KK,f(x)=α1x1+α2x2+…+αnxn,

其中x=(x1,x2,…,xn)∈KK
n.这表明KKn 上线性泛函f 与α=(α1,α2,…,αn)相对应.

例3.1.7 C[a,b]上定义

(Tx)(t)=∫
t

a
x(u)du, t∈ [a,b] 及  F(x)=∫

b

a
x(u)du.

则容易验证T 是C[a,b]到自身的线性算子,而F 是C[a,b]上的线性泛函.
线性算子具有良好的代数性质,如下列出最基本的性质(证明是简单的).
命题3.1.3 设X,Y 是同一数域KK上的线性空间,T:

 

X→Y 是一线性算子,则
(1)

 

􀩑(T)是X 的线性子空间,􀰧(T)是Y 的线性子空间.
(2)

 

T 是单射当且仅当􀩑(T)={θ}.
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(3)
 

若T 可逆(T 是单满射或称为双射),则T-1 是从Y 到X 的线性算子.
(4)

 

若M⊂X 是线性相关集,则T(M)⊂Y 亦线性相关.当dimX<∞时有dimTX≤dimX.

3.1.2 度量空间与球

下面考虑度量结构.度量或距离的概念是根据实直线RR1及复平面CC上两点间的距离的性

质抽象地提出的.因为当∀x,y∈RR1(或CC),x 与y 的距离ρ(x,y)=|x-y|显然满足下述

定义3.1.4中的正定性、对称性与三角形不等式,以这三条性质为公理来定义抽象集合上的

距离是很自然的.
定义3.1.4
设X 是非空集合,ρ是X 上的二元实函数(对任意x,y∈X,有唯一实数ρ(x,y)与之

对应),若对任意x,y,z∈X,ρ还满足

图3-4

(D1)
 

正定性 ρ(x,y)≥0;
 

ρ(x,y)=0当且仅当x=y;
 

(D2)
 

对称性 ρ(x,y)=ρ(y,x);
 

(D3)
 

三角形不等式(如图3-4所示)

ρ(x,z)≤ρ(x,y)+ρ(y,z),
则称ρ是X 上的度量(或距离)函数,ρ(x,y)为x 与y 之间的距

离,称X 为度量空间(或距离空间),有时为了明确,记为(X,ρ).
设(X,ρ)是度量空间,E⊂X,则E 按同样的距离ρ也是度量空间,(E,ρ)称为(X,ρ)的

子空间.
例3.1.8 设(X,M,μ)是测度空间,0<p<1,Lp(μ)表示X 上可测的p 方可积函数

全体,即Lp(μ)= f: 

f 可测且∫X
|f(t)|pdμ < ∞ .对f,g∈Lp(μ),f=g 定义为

f(t)=g(t)a.e.,定义

ρ(f,g)=∫X
|f(t)-g(t)|pdt.

则Lp(μ)是度量空间.为了验证这一点,先证明不等式

(u+v)p ≤up +vp, 其中  u≥0,v≥0.
 

(3.1.5)
事实上,若uv=0,此不等式显然成立.以下不妨设0<v≤u.记F(λ)=1+λp-(1+λ)p,

λ∈(0,1].因导数F'(λ)=pλp-1-p(1+λ)p-1≥0,故F(λ)≥F(0)=0,即(1+λ)p≤1+

λp.令λ=
v
u
,便得到式(3.1.5).

ρ显然满足正定性与对称性.对f,g,h∈Lp[a,b],令u=|f(t)-h(t)|,v=|h(t)-
g(t)|,则

|f(t)-g(t)|p ≤ (u+v)p ≤up +vp =|f(t)-h(t)|p +|h(t)-g(t)|p.
取积分可得ρ(f,g)≤ρ(f,h)+ρ(h,g).这表明ρ满足三角不等式.因此,当0<p<1时,
(Lp(μ),ρ)是度量空间.

例3.1.9 设X 是任意非空集合,对x,y∈X,定义

ρ(x,y)=
1, x≠y;
 
0, x=y. 
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则(X,ρ)是一个度量空间,称此空间为离散度量空间.
这是容易验证的.ρ显然满足正定性与对称性.若x=y,则任意z∈X,显然有

ρ(x,y)=0≤ρ(x,z)+ρ(z,y).
若x≠y,则任意z∈X,z≠x 与z≠y 至少有一个成立,于是也有

1=ρ(x,y)≤ρ(x,z)+ρ(z,y)(=1或2).
这表明ρ满足三角不等式.因此(X,ρ)是度量空间.

离散度量空间的例子表明,任意一个非空集都可定义为度量空间.这是度量结构与线性

结构的区别之一.
类似于通常的几何术语,以下在度量空间 X 中引入开球、闭球、球面、开集、闭集等

概念.
定义3.1.5
设(X,ρ)是度量空间,x0∈X,r>0,称X 中的点集

B(x0,r)={x∈X:
 

ρ(x,x0)<r},

B[x0,r]={x∈X:
 

ρ(x,x0)≤r},

Sr(x0)={x∈X:
 

ρ(x,x0)=r}
分别为以x0 为中心,以r为半径的开球、闭球、球面.

定理3.1.4
在度量空间(X,ρ)中,开球族 Bρ={B(x,r):

 

x∈X,r>0}构成拓扑基.因此度量空间

是拓扑空间,其拓扑称为度量拓扑,记为τρ.

证明 因为∪
x∈X

B(x,r)=X,故

∪ {B ∈ Bρ
}=X. (3.1.6)

设B(x1,r1),B(x2,r2)∈Bρ
,x∈B(x1,r1)∩B(x2,r2).令

 

r=min
 

{r1-ρ(x,x1),r2-ρ(x,x2)}.
则任意y∈B(x,r)有

 

ρ(y,x1)≤ρ(y,x)+ρ(x,x1)<r+ρ(x,x1)≤r1,

ρ(y,x2)≤ρ(y,x)+ρ(x,x2)<r+ρ(x,x2)≤r2.
因此,有

B(x,r)⊂B(x1,r1)∩B(x2,r2). (3.1.7)
根据定理1.2.5,式(3.1.6)与式(3.1.7)表明 Bρ 是拓扑基.证毕.

定理3.1.4指出,度量空间是拓扑空间;
 

且由于对度量空间X 的每一点x,都有

{B(x,r):
 

r∈QQ}
为可数邻域基,因而度量空间是第一可数的拓扑空间.反之,拓扑空间要在一定条件下才能

定义与拓扑相一致的度量而成为度量空间.拓扑空间X 称为可度量化的,是指在X 上可定

义度量ρ,使由ρ导出的度量拓扑就是X 上的拓扑.
由拓扑空间知识与定理3.1.4可知,在度量空间(X,ρ)中,开集(τρ 中元素)是X 中若

干开球之并;
 

特别地,开球本身是开集;
 

开集的余集是闭集.设E⊂X.则含于E 的一切开

集之并为Eo,Eo是开集,E 为开集当且仅当Eo=E;
 

包含E 的一切闭集之交为􀭺E,􀭺E 是闭

集,E 是闭集当且仅当􀭺E=E.
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利用球的概念,可以更加精细地刻画度量空间的拓扑结构.
定义3.1.6
设(X,ρ)为度量空间,E⊂X,x0∈X.
(1)

 

若存在r>0,使B(x0,r)⊂E,则称x0 为E 的内点.
(2)

 

若任意ε>0,B(x0,ε)∩E≠⌀,则称x0 为E 的接触点或极限点.
(3)

 

若任意ε>0,
  

B(x0,ε)∩E≠⌀
   

且
  

B(x0,ε)∩E
c≠⌀,其中Ec=X\E

 

表示E 的

余集,则称x0 为E 的边界点.E 的边界点的全体称为E 的边界,记为∂E.
(4)

 

d(E)=sup
x,y∈E

ρ(x,y)称为E 的直径.若d(E)<∞,则称E 为有界集,否则称为无

界集.
(5)

 

称ρ(x0,E)=inf
y∈E

ρ(x0,y)为点x0 到集E 的距离.

命题3.1.5
设(X,ρ)是度量空间,E⊂X.则
(1)

 

Eo是E 的一切内点之集.
(2)

 􀭺E
 

是E 的一切接触点(极限点)之集.
(3)

 

Ec-c=Eo(记住c-c=0).
证明 (1)

 

设x∈Eo.因Eo是开集,即Eo 为某些开球之并,必存在开球B(x0,r0)使

x∈B(x0,r0)⊂Eo.在式(3.1.7)中令r1=r2=r0,x1=x2=x0,有r>0使B(x,r)⊂

B(x0,r0)⊂E
o⊂E.这表明x 是E 的内点.

(2)
 

由于开球B(x,ε0)也是x 的邻域,利用命题1.2.3得证.
(3)

 

由(1)与(2)得

x∈Eo⇔∃r>0,B(x,r)⊂E⇔∃r>0,Ec∩B(x,r)=⌀

⇔x∉Ec- ⇔x∈Ec-c.
证毕.

例3.1.10 设(X,ρ)为度量空间,则对任意x∈X,任意r>0,闭球B[x,r]是闭集.事
实上,若x0∉B[x,r],则ρ(x0,x)>r,令δ=ρ(x0,x)-r,则δ>0.此时任意y∈
B(x0,δ),有ρ(y,x0)<δ.于是

ρ(y,x)≥ρ(x0,x)-ρ(y,x0)>ρ(x0,x)-δ=r,

即y∉B[x,r].所以 B(x0,δ)∩B[x,r]=⌀.这表明x0∉B[x,r].证得 B[x,r]⊂
B[x,r].因此B[x,r]是闭集.

但值得注意的是,在度量空间的框架下,开球的闭包未必是闭球.
例3.1.11 设X={x,y}为仅有两个元素的离散的度量空间,r=1.则开球B(x,1)=

{x}.由于对y 而言,存在ε0=1/2,B(y,ε0)={y},因而B(y,ε0)∩{x}=⌀,故y 不是

B(x,1)的接触点,即y∉B(x,1).于是B(x,1)={x},但B[x,1]={x,y}.
由于度量空间是第一可数的拓扑空间,因此在度量空间的框架下可以用点列(而不需要

用网)更加方便地引入收敛及与收敛有关的一些概念.通俗地说,收敛就是距离趋近零.
定义3.1.7
设(X,ρ)为度量空间,点列{xn}⊂X.若存在点x∈X 使lim

n→∞
ρ(xn,x)=0,则称点列


