
     

回溯法采用类似穷举法的搜索尝试过程,在搜索尝试过程中寻

找问题的解,当发现已不满足求解条件时就“回溯”(即回退),尝试其

他路径,所以回溯法有“通用解题法”之称。本章介绍回溯法求解问

题的一般方法,并给出一些用回溯法求解的经典示例。本章的学习

要点和学习目标如下:
(1)掌握问题解空间的结构和深度优先搜索过程。
(2)掌握回溯法的原理和算法框架。
(3)掌握剪支函数(约束函数和限界函数)设计的一般方法。
(4)掌握各种回溯法经典算法的设计过程和算法分析方法。
(5)综合运用回溯法解决一些复杂的实际问题。
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5.1 回溯法概述

5.1.1 问题的解空间
先看看求解问题的类型,通常求解问题分为两种类型,一种类型是给定一个约束函数,

需要求所有满足约束条件的解,称为求所有解类型。例如鸡兔同笼问题中,所有鸡兔头数为

a,所有腿数为b,求所有头数为a、腿数为b的鸡兔数,设鸡兔数分别为x 和y,则约束函数

是x+y=a,2x+4y=b。另外一种类型是除了约束条件外还包含目标函数,最后是求使目

标函数最大或者最小的最优解,称为求最优解类型。例如鸡兔同笼问题中,求所有鸡兔头数

为a、所有腿数为b并且鸡最少的解,这就是一个求最优解问题,除了前面的约束函数外还

包含目标函数min(x)。这两类问题本质上是相同的,因为只有求出所有解再按目标函数

进行比较才能求出最优解。
求问题的所有解时涉及解空间的概念,在3.1节中讨论穷举法时简要介绍过解空间,这

里作进一步讨论。实际上问题的一个解是由若干个决策(即选择)步骤组成的决策序列,可
以表示成解向量x=(x0,x1,…,xn-1),其中分量xi 对应第i步的选择,通常可以有两个

或者多个取值,表示为xi∈Si(0≤i≤n-1),Si 为xi 的取值候选集,即Si=(vi,0,vi,1,…,

vi,|Si|-1)。x 中各个分量xi 所有取值的组合构成问题的解向量空间,简称为解空间,解空

间一般用树形式来组织,树中每个结点对应问题的某个状态,所以解空间也称为解空间树或

者状态空间树。
例如,对于如图5.1(a)所示的连通图,现在要求从顶点0到顶点4的所有路径(默认为

简单路径),这是一个求所有解问题,约束条件就是0→4的路径,由于路径是一个顶点序列,
所以对应的解向量x=(x0,x1,…,xn-1)表示一条路径,这里x0=0(没有其他选择),需要

求出满足约束条件的其他xi(i≥1),这里的路径有多条,每条路径对应一个解向量,对应的

解空间如图5.1(b)所示,图中i表示结点的层次,由于x0 是固定的,只需要从x1 开始求

图5.1 一个连通图及其问题的解空间

起,所有根结点层次i=1,从中看出S1={1,3},S2={2,4},S3={4}。在确定解空间后该

问题转换为在其中从根结点出发搜索到叶子结点并且叶子结点为顶点4的所有解,对应的

两个解为x={0,3,2,4}和x={0,3,4}。如果问题是求从顶点0到顶点4的一条最短路



149  

径,属于求最优解问题,同样需要求从顶点0到顶点4的所有路径,通过对路径长度的比较

得到一条最短路径是x={0,3,4}。
归纳起来,解空间的一般结构如图5.2所示,根结点(为第0层)的每个分支对应分量

x0 的一个取值(或者说x0 的一个决策),若x0 的候选集为S0={v0,1,…,v0,a},即根结点

的子树个数为|S0|,例如x0=v0,0时对应第1层的结点A0,x0=v0,1时对应第1层的结点

A1,…。对于第1层的每个结点Ai,Ai 的每个分支对应分量x1 的一个取值,若x1 的取值

候选集为S1={v1,0,…,v1,b},Ai 的分支数为|S1|,例如对于结点A0,当x1=v1,0时对应

第2层的结点B0,…。以此类推,最底层是叶子结点层,叶子结点的层次为n,解空间的高度为

n+1。从中看出第i层的结点对应xi 的各种选择,从根结点到每个叶子结点有一条路径,
路径上的每个分支对应一个分量的取值,这是理解解空间的关键。

图5.2 解空间的一般结构

从形式化角度看,解空间是S0×S1×…×Sn-1的笛卡儿积,例如当|S0|=|S1|=…
|Sn-1|=2时解空间是一棵高度为n+1的满二叉树。需要注意的是,问题的解空间是虚拟

的,并不需要在算法运行中真正地构造出整棵树结构,然后在该解空间中搜索问题的解。实

际上,有些问题的解空间因过于复杂或结点过多难以画出来。

5.1.2 什么是回溯法
从前面的讨论看出问题的解包含在解空间中,剩下的问题就是在解空间中搜索满足约

束条件的解。所谓回溯法就是在解空间中采用深度优先搜索方法从根结点出发搜索解,与
树的遍历类似,当搜索到某个叶子结点时对应一个可能解,如果同时又满足约束条件则该可

能解是一个可行解。所以一个可行解就是从根结点到对应叶子结点的路径上所有分支的取

值,例如一个可行解为(a0,a1,…,an-1),其图示如图5.3所示,在解空间中搜索到可行解的

部分称为搜索空间。简单地说,回溯法采用深度优先搜索方法寻找根结点到每个叶子结点

的路径,判断对应的叶子结点是否满足约束条件,如果满足该路径就构成一个解(可行解)。
回溯法在搜索解时首先让根结点成为活结点,所谓活结点是指自身已生成但其孩子结

点没有全部生成的结点,同时也成为当前的扩展结点,所谓扩展结点是指正在产生孩子结点

的结点。在当前扩展结点处沿着纵深方向移至一个新结点,这个新结点又成为新的活结点,
并成为当前扩展结点。如果在当前扩展结点处不能再向纵深方向移动,则当前扩展结点就

成为死结点,所谓死结点是指其所有子结点均已产生的结点,此时应往回移动(回溯)至最

近的一个活结点处,并使这个活结点成为当前的扩展结点。
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如图5.4所示,从结点A 扩展出子结点B,从结点B 继续扩展,当结点B 的所有子结点

扩展完毕,结点B 变为死结点,从结点B 回退到结点A(即回溯),通过回溯使结点A 恢复

为扩展结点B 之前的状态,再扩展出子结点C,此时开始做结点C 的扩展,结点C 就是扩展

结点,由于结点A 可能还有尚未扩展的其他子结点,结点A 称为活结点。

图5.3 求解的搜索空间

   
图5.4 回溯过程

从上看出,求问题解的过程就是在解空间中搜索满足约束条件和目标函数的解。所以

搜索算法设计的关键点有3个:

① 根据问题的特性确定结点是如何扩展的,不同的问题扩展方式是不同的。例如,求
图中从顶点s到顶点t的路径时,其扩展十分简单,就是从一个顶点找所有相邻顶点。

② 在解空间中按什么方式搜索解,实际上树的遍历主要有先根遍历和层次遍历,前者

就是深度优先搜索(DFS),后者就是广度优先搜索(BFS)。回溯法就是采用深度优先搜索

解,第6章介绍的分支限界法则是采用广度优先搜索解。

③ 解空间通常十分庞大,如何高效地找到问题的解,通常采用一些剪支的方法实现。
所谓剪支就是在解空间中搜索时提早终止某些分支的无效搜索,减少搜索的结点个数

但不影响最终结果,从而提高了算法的时间性能。常用的剪支策略如下。

① 可行性剪支:在扩展结点处剪去不满足约束条件的分支。例如,在鸡兔同笼问题

中,若a=3,b=8,兔数的取值范围只能是0~2,因为3只或者更多只兔子时腿数就超过8
了,不再满足约束条件。

② 最优性剪支:用限界函数剪去得不到最优解的分支。例如,在求鸡最少的鸡兔同笼

问题中,若已经求出一个可行解的鸡数为3,后面就不必搜索鸡数大于3的结点。

③ 交换搜索顺序:在搜索中改变搜索的顺序,比如原先是递减顺序,可以改为递增顺

序,或者原先是无序,可以改为有序,这样可能减少搜索的总结点。
严格来说交换搜索顺序并不是一种剪支策略,而是一种对搜索方式的优化。前两种剪

支策略采用的约束函数和限界函数统称为剪支函数。归纳起来,回溯法可以简单地理解为

深度优先搜索加上剪支。因此用回溯法求解的一般步骤如下:

① 针对给定的问题确定其解空间,其中一定包含所求问题的解。

② 确定结点的扩展规则。

③ 采用深度优先搜索方法搜索解空间,并在搜索过程中尽可能采用剪支函数避免无效

搜索。
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5.1.3 回溯法算法的时间分析
通常以回溯法的解空间中的结点个数作为算法的时间分析依据。假设解空间树共有

n+1层(根结点为第0层,叶子结点为第n 层),第1层有m0 个结点,每个结点有m1 个子

结点,则第2层有 m0m1 个结点,同理,第3层有 m0m1m2 个结点,以此类推,第n 层有

m0m1…mn-1个结点,则采用回溯法求所有解的算法的执行时间为T(n)=m0+m0m1+
m0m1m2+…+m0m1m2…mn-1。这是一种最坏情况下的时间分析方法,在实际中可以通

过剪支提高性能。为了估算更精确,可以选取若干条不同的随机路径,分别对各随机路径估

算结点总数,然后再取这些结点总数的平均值。通常情况下,回溯法的效率高于穷举法。

5.2 深度优先搜索

  深度优先搜索是在访问一个顶点v 之后尽可能先对纵深方向进行搜索,在解空间中搜

索时类似树的先根遍历方式。

5.2.1 图的深度优先遍历
图遍历是从图中某个起始点出发访问图中所有顶点并且每个顶点仅访问一次的过程,

其顶点访问序列称为图遍历序列。采用深度优先搜索方法遍历图称为图的深度优先遍历,
得到的遍历序列称为深度优先遍历序列,其过程是从起始点v 出发,以纵向方式一步一步

沿着边访问各个顶点。例如,对于图5.1(a)所示的连通图,采用如下邻接表存储:

  int adj[][]={{1,3},{0},{3,4},{0,2,4},{2,3}};

从顶点v 出发求深度优先遍历序列ans的算法如下:

  int visited[];                //访问标记数组

List<Integer>ans; //存放一个 DFS 序列

void dfs1(int adj[][],int v) { //深度优先遍历

  ans.add(v); //访问顶点 v

  visited[v]=1;
  for(int u:adj[v]) { //找到 v 的相邻点 u

    if(visited[u]==0) //若顶点 u 尚未访问

      dfs1(adj,u); //从 u 出发继续搜索

  }

}

List<Integer>dfs(int adj[][],int v) { //返回 DFS序列

  ans=new ArrayList<>(); //存放一个 DFS 序列

  visited=new int[adj.length];
  Arrays.fill(visited,0); //初始化所有元素为 0

  dfs1(adj,v);

  return ans;

}



152  

上述算法求得一个深度优先遍历序列为{0,1,3,2,4}。需要注意的是深度优先遍历特

指图的一种遍历方式,而深度优先搜索是一种通用的搜索方式,前者是后者的一种应用,但
目前人们往往将两者等同为一个概念。

5.2.2 深度优先遍历和回溯法的差别
深度优先遍历和回溯法都是基于深度优先搜索,但两者在处理方式上存在差异,下面通

过一个示例进行说明。
【例5-1】 对于图5.1(a)所示的连通图,求从顶点0到顶点4的所有路径。
解:采用深度优先遍历求u 到v 的所有路径时是从顶点u 出发以纵向方式进行顶点搜

索,用x 存放一条路径,用ans存放所有的路径,如果当前访问的顶点u=v,将找到的一条

路径x 添加到ans中,同时从顶点u 回退以便找其他路径,否则找到u 的所有相邻点w,若
顶点w 尚未访问,则从w 出发继续搜索路径,当从u 出发的所有路径搜索完毕,再从u 回

退。对应的算法如下:

  int visited[];
List<List<Integer>>ans;        //存放所有路径

void dfs11(int adj[][],int u,int v,ArrayList<Integer>x) {   //深度优先遍历

  x.add(u); //访问顶点 u

  visited[u]=1;

  if(u==v) { //找到一条路径

    ans.add(new ArrayList<>(x)); //将路径 x 添加到 ans 中

    visited[u]=0; //置 u 可以重新访问

    x.remove(x.size()-1); //路径回退

    return;

  }

  for(int w:adj[u]) { //找到 u 的相邻点 w

    if(visited[w]==0) //若顶点 w 尚未访问

      dfs11(adj,w,v,x); //从 w 出发继续搜索

  }

  visited[u]=0; /从/u 出发的所有路径找完后回退

  x.remove(x.size()-1); //路径回退

}

List<List<Integer>>dfs1(int adj[][],int u,int v) {  //求 u到 v的所有路径

  ans=new ArrayList<>(); //存放所有路径

  ArrayList<Integer>x=new ArrayList<>(); //存放一条路径

  visited=new int[adj.length];

  Arrays.fill(visited,0); //初始化所有元素为 0

  dfs11(adj,u,v,x);

  return ans;

}

调用上述dfs1(adj,0,4)时求出的两条路径是0→3→2→4和0→3→4。现在采用回溯
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法,对应的解空间如图5.1(b)所示,解向量x 表示一条路径,首先将起始点u(初始u=0)
添加到x 中,再求xi(i≥1),当u=v(v=4)时对应解空间的一个叶子结点,此时x 中就是

一条满足约束条件的路径,将其添加到ans中,否则从顶点u 进行扩展,若相邻点w 尚未访

问,将w 添加到x 中,然后从w 出发进行搜索,当从w 出发的路径搜索完后再回退到顶点

u,简单地说从u 出发搜索再回到u,这就是回溯法的核心。对应的算法如下:

  void dfs21(int adj[][],int u,int v,ArrayList<Integer>x) {   //回溯法

  if(u==v)                      //找到一条路径

    ans.add(new ArrayList<>(x)); //将路径 x 添加到 ans 中

  else {

    for(int w:adj[u]) { //找到 u 的相邻点 w

      if(visited[w]==0) { //若顶点 w 尚未访问

        x.add(w); //访问 v,将 v 添加到 ans 中

        visited[w]=1;

        dfs21(adj,w,v,x); //从 w 出发继续搜索

        visited[w]=0; //从 w 回退到 u

        x.remove(x.size()-1);

      }

    }

  }

}

List<List<Integer>>dfs2(int adj[][],int u,int v) {       //求 u到 v的所有路径

  ans=new ArrayList<>(); //存放所有路径

  ArrayList<Integer>x=new ArrayList<>(); //存放一条路径

  visited=new int[adj.length];

  Arrays.fill(visited,0); //初始化所有元素为 0

  x.add(u); //将起始点 u 添加到 x 中

  visited[u]=1;

  dfs21(adj,u,v,x);

  return ans;

}

调用上述dfs2(adj,0,4)时同样求出的两条路径是0→3→2→4和0→3→4。从中看出,
深度优先遍历主要考虑顶点u 的前进和回退,不需要专门表示回退到哪个顶点,而回溯法

主要考虑顶点u 扩展的子结点以及从子结点的回退,需要专门处理出发点u 和子结点w 之

间的扩展和回退关系。尽管都是采用深度优先搜索,但后者解决问题的思路更清晰,特别是

对于复杂的问题求解要方便得多。

5.2.3 实战———二叉树的所有路径(LeetCode257★)

1.问题描述

  给定一棵含n(1≤n≤100)个结点的二叉树的根结点root,结点值在[-100,100]内,设
计一个算法按任意顺序返回所有从根结点到叶子结点的路径。例如,对于如图5.5所示的

扫一扫

视频讲解
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图5.5 一棵二叉树

二叉树,返回结果是{"1->2->5","1->3"}。要求设计如下方法:

  public List<String>binaryTreePaths(TreeNode root) { }

2.问题求解———深度优先遍历

  采用深度优先遍历。从根结点root出发搜索到每个叶子结点时构成一条路径apath,
将其转换为路径字符串tmp后添加到ans中,由于是树结构,不会重复访问顶点,不必设置

访问标记数组。对应的程序如下:

  class Solution {

  List<String>ans=new ArrayList<>();       //存放所有路径

  public List<String>binaryTreePaths(TreeNode root) {

    if(root==null)

      return ans;

    ArrayList<Integer>apath=new ArrayList<>();     //存放一条路径

    dfs(root,apath); //DFS 求 ans

    return ans;

  }

  void dfs(TreeNode root,ArrayList apath) { //回溯算法

    apath.add(root.val);

    if(root.left==null && root.right==null) { //找到一条路径

      String tmp=""; //路径转换为字符串

      tmp+=apath.get(0);

      for(int i=1;i<apath.size();i++) {

        tmp+="->";

        tmp+=apath.get(i);

      }

      ans.add(tmp);

    }

    else {

      if(root.left!=null)

        dfs(root.left,apath);

      if(root.right!=null)

        dfs(root.right,apath);

    }

    apath.remove(apath.size()-1); //从结点 root 回退

  }

}
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上述程序的提交结果为通过,运行时间为2ms,消耗空间为37.9MB。

3.问题求解———回溯法

  采用回溯法时将给定的一棵树看成解空间,存放一条路径的apath就是一个解向量。
从根结点root出发搜索,当到达一个叶子结点时构成一条路径,将解向量apath转换为路径

字符串tmp后添加到ans中,否则从root扩展出左、右孩子结点,并从孩子结点回退到

root。对应的程序如下:

  class Solution {

  List<String>ans=new ArrayList<>();       //存放所有路径

  public List<String>binaryTreePaths(TreeNode root) {

    if(root==null)

      return ans;

    ArrayList<Integer>apath=new ArrayList<>(); //存放一条路径

    apath.add(root.val); //将根结点添加到路径中

    dfs(root,apath); //DFS 求 ans

    return ans;

  }

  void dfs(TreeNode root,ArrayList apath) { //回溯算法

    if(root.left==null && root.right==null) { //找到一条路径

      String tmp=""; //路径转换为字符串

      tmp+=apath.get(0);

      for(int i=1;i<apath.size();i++) {

        tmp+="->";

        tmp+=apath.get(i);

      }

      ans.add(tmp);

    }

    else {

      if(root.left!=null) {

        apath.add(root.left.val); //扩展左结点

        dfs(root.left,apath);

        apath.remove(apath.size()-1); //从 root.left 回退

      }

      if(root.right!=null) {

        apath.add(root.right.val); //扩展右结点

        dfs(root.right,apath);

        apath.remove(apath.size()-1); //从 root.right 回退

      }

    }

  }

}

上述程序的提交结果为通过,运行时间为2ms,消耗空间为38.5MB。
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5.3 基于子集树框架的问题求解

5.3.1 子集树算法框架概述
通常求解问题的解空间分为子集树和排列树两种类型。当求解问题是从n 个元素的

集合S 中找出满足某种性质的子集时,相应的解空间树称为子集树,在子集树中每个结点

的扩展方式是相同的,也就是说每个结点的子结点个数相同。例如在整数数组a 中求和为

目标值target的所有解,每个元素a[i]只有选择和不选择两种方式,对应的解空间就是子

集树。假设子集树的解空间高度为n+1,每个非叶子结点有c个子结点,对应算法的时间

复杂度为O(cn)。
设问题解是一个n 维向量(x1,x2,…,xn),约束函数为constraint(i,j),限界函数为

bound(i,j),解空间为子集树的递归回溯框架如下:

  int x[]=new int[MAXN];         //x 存放解向量,这里作为全局变量

void dfs(int i){ //求解子集树的递归框架

  if(i>n) //搜索到叶子结点,输出一个可行解

    输出一个解;

  else {

    for(j=下界;j<=上界;j++){ //用 j 表示 x[i]的所有可能候选值

      x[i]=j; //产生一个可能的解分量

      … //其他操作

      if(constraint(i,j) && bound(i,j))

        dfs(i+1); //满足约束条件和限界函数,继续下一层

      回溯 x[i];
      …
    }

  }

}

对采用上述算法框架的几点注意事项说明如下:

① 如果i从1开始调用上述递归框架,此时根结点为第1层,叶子结点为第n+1层。

i也可以从0开始,这样根结点为第0层,叶子结点为第n 层,所以需要将上述代码中的

“if(i>n)”改为“if(i>=n)”。

② 上述递归框架中通过for循环用j枚举xi 的所有可能候选值,如果扩展路径只有两

条,可以改为两次递归调用(例如求解0/1背包问题、子集和问题等都是如此)。

③ 这里递归框架只有i一个参数,在实际应用中可以根据具体情况设置多个参数。

5.3.2 实战———子集(LeetCode78★★)

1.问题描述

  见3.3.5节,这里采用回溯法求解。

扫一扫

视频讲解


