
第 1 章 集类与测度

1.1 集合的运算与集类

在本书中, N表示全体自然数集, Z表示全体整数集, Q表示全体有理数集, R表示
全体实数集, C表示全体复数集, R+ 表示全体非负实数集, R− 表示全体非正实数集,
Rn 表示 n维欧几里得空间.

集合是现代数学最基本的概念之一,在测度论中,我们通常在某个给定的集合上
讨论问题.

设Ω是一个非空集合, Ω中的元素用ω表示. Ω的子集用大写英文字母A,B, C, · · ·
等表示.如果一个元素 ω 属于集合 A,记作 ω ∈ A;反之,元素 ω 不属于集合 A,记作
ω /∈ A.不包含任何元素的集合称为空集,记为 ∅.如果

ω ∈ A ⇒ ω ∈ B,

则称集合 A被集合 B 包含,或集合 A是集合 B 的子集,记为 A ⊂ B 或 B ⊃ A.如果
A ⊂ B且 B ⊂ A,则称集合 A等于集合 B,记为 A = B.

用 Ac表示集合 A的余集,这里

Ac def= {ω|ω /∈ A}.
给定两个集合 A,B,用

A ∩B, A ∪B, A \B, A4B

分别表示集合 A与集合 B的交、并、差和对称差.这里

A ∩B
def= {ω|ω ∈ A且 ω ∈ B},

A ∪B
def= {ω|ω ∈ A或 ω ∈ B},

A \B
def= {ω|ω ∈ A且 ω /∈ B},

A4B
def= (A \B) ∪ (B \A).

有时也用 AB表示 A∩B,把 A∪B称为集合 A与 B的和. 当 B ⊂ A时,也称 A\B为
A和 B的真差.
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显然有

Ac = Ω\A, A\B = A ∩Bc, A ∩Ac = ∅, A ∪Ac = Ω, A4B = (A ∪B)\(A ∩B).

若A∩B = ∅,则称集合A与B是不相交的.当A与B不相交时,我们也称A∪B

为集合 A与 B的直和,以 A + B表示.

集合的运算满足交换律、结合律、分配律和对偶律,其中对偶律也叫德摩根（De
Morgan）律,即有

A ∩B = B ∩A, A ∪B = B ∪A;

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C), (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);

(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C), (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C);

(A ∩B)c = Ac ∪Bc, (A ∪B)c = Ac ∩Bc.

特别地, (Ac)c = A.

交和并的概念及运算法则可以推广到任意多个集合的情形.

设 {Ai, i ∈ I}是一族集合,这里 I 是指标集（I 中的元素可数或不可数）,分别用
⋂

i∈I

Ai
def= {ω|对一切 i ∈ I, 有 ω ∈ Ai},

⋃

i∈I

Ai
def= {ω|∃ i ∈ I, 使 ω ∈ Ai}

表示集合族 {Ai, i ∈ I}的交和并.

如果对任何 i, j ∈ I,都有 Ai ∩ Aj = ∅,则称这族集合 {Ai, i ∈ I}是两两不交的.
同样,一族集合 {Ai, i ∈ I}的交和并运算遵循交换律、结合律、分配律和对偶律.特
别地 (⋃

i∈I

Ai

)c

=
⋂

i∈I

Ac
i ,

(⋂

i∈I

Ai

)c

=
⋃

i∈I

Ac
i .

定定定义义义 1.1.1 设 {An, n > 1} 为一集合序列, 若对每个 n = 1, 2, · · · , 有 An ⊂
An+1, 则称 {An, n > 1} 为单调增（非降）的集合序列, 记为 An ↑. 若对每个 n =
1, 2, · · · ,有 An ⊃ An+1,则称 {An, n > 1}为单调降（非增）的集合序列,记为 An ↓.
把单调增和单调降的集合序列统称为单调集合序列.

定定定义义义 1.1.2 设 {An, n > 1}是一个单调增集合序列,令 A =
∞⋃

n=1

An, 则称 A为
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{An, n > 1}的极限,记作 lim
n→∞

An = A,或 An ↑ A.即
∞⋃

n=1

An 是单调增集合序列的

极限.

当 {An, n > 1}是一个单调降集合序列,令 A =
∞⋂

n=1

An, 则称 A为 {An, n > 1}的

极限,记作 lim
n→∞

An = A,或 An ↓ A.即
∞⋂

n=1

An 是单调降集合序列的极限.

定义 1.1.2表明,单调集合序列总有极限.

由对偶律可知,如果 An ↑ A,则 Ac
n ↓ Ac.反之,如果 An ↓ A,则 Ac

n ↑ Ac.

下面给出一般的集合序列下极限和上极限的定义.

定定定义义义 1.1.3 设 {An, n > 1}是任意给定的一个集合序列,令

lim inf
n→∞

An
def=

∞⋃
n=1

∞⋂

k=n

Ak,

lim sup
n→∞

An
def=

∞⋂
n=1

∞⋃

k=n

Ak.

分别称其为 {An, n > 1}的下极限和上极限.

事实上,对于任意给定的一个集合序列 {An, n > 1},可构造两个不同的集合序列{ ∞⋂

k=n

Ak, n > 1

}
和

{ ∞⋃

k=n

Ak, n > 1

}
. 注意到

{ ∞⋂

k=n

Ak, n > 1

}
和

{ ∞⋃

k=n

Ak, n > 1

}

分别是单调增和单调降的集合序列,因此它们分别有极限
∞⋃

n=1

∞⋂

k=n

Ak 和

∞⋂
n=1

∞⋃

k=n

Ak.此

时,我们就将
∞⋃

n=1

∞⋂

k=n

Ak 和

∞⋂
n=1

∞⋃

k=n

Ak 分别称为 {An, n > 1}的下极限和上极限, 并分

别用 lim inf
n→∞

An 和 lim sup
n→∞

An 表示
(
有时也用 lim

n→∞
An 和 lim

n→∞
An 表示

)
.

由于

ω ∈
∞⋃

n=1

∞⋂

k=n

Ak ⇔存在 n0 > 1, 使得 ω ∈
∞⋂

k=n0

Ak

⇔存在 n0 > 1, 使得当 n > n0 时, ω ∈ An

⇔ ω属于 An0 之后的所有的 An.
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ω ∈
∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak ⇔对每个 n > 1, ω ∈
∞⋃

k=n

Ak

⇔对每个 n > 1, 存在一个 kn > n, 使得 ω ∈ Akn

⇔ ω属于无穷多个 An.

所以有

lim inf
n→∞

An = {ω|ω至多不属于有限多个 An}.

上式表明了 {An, n > 1}的下极限中元素的特征:即除去 {An, n > 1}中的有限个
集合外,元素 ω属于该序列的其余集合.而

lim sup
n→∞

An = {ω|ω属于无穷多个 An}.

意味着 {An, n > 1}的上极限中元素 ω属于序列 {An, n > 1}中的无穷多个集合.

于是有

lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An.

对于集合序列 {An, n > 1},若

lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An,

则称 {An, n > 1}的极限存在,并用 lim
n→∞

An 表示.此时

lim
n→∞

An
def= lim inf

n→∞
An = lim sup

n→∞
An.

例例例 1.1.1 对 n > 1,令

An =





(
− 1

n
, 1

]
,当 n为奇数,

(
−1,

1
n

]
,当 n为偶数.

由于
∞⋃

k=n

Ak = (−1, 1],
∞⋂

k=n

Ak = {0}, n > 1.

因而
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lim inf
n→∞

An =
∞⋃

n=1

∞⋂

k=n

Ak = {0}, lim sup
n→∞

An =
∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak = (−1, 1].

即

lim inf
n→∞

An ( lim sup
n→∞

An.

设 {An, n > 1} 为一集合序列, 若 {An, n > 1} 两两不相交（即当 n 6= m 时,

An ∩Am = ∅）,则可用
∞∑

n=1

An表示

∞⋃
n=1

An.若有
∞∑

n=1

An = Ω,则称 {An, n > 1}为 Ω

的一个（可数）划分.

对任意集合序列 {An, n>1},通过下述方法可构造一个新的集合序列 {Bn, n>1}.

B1 = A1, Bn = AnAc
1 · · ·Ac

n−1 = An\
n−1⋃

k=1

Ak, n > 2,

则 {Bn, n > 1}中的集合是两两不相交的,且有
∞∑

n=1

Bn =
∞⋃

n=1

An.

利用这个方法可将任意一个集合序列改造成一个两两不交的新的集合序列.

以集合 Ω 中的一些子集合为元素构成的集合称为 Ω 上的集类（集合系）.集类一
般用花体字母 A, B, C, · · · 来表示.

定定定义义义 1.1.4 设 C 是 Ω 上的一个非空集类,如果满足

A1, A2, · · · , An ∈ C ⇒
n⋂

i=1

Ai ∈ C,

则称 C 对有限交（运算）封闭.如果满足

An ∈ C, n > 1 ⇒
∞⋂

n=1

An ∈ C,

则称 C 对可列交（运算）封闭.

类似地可定义“有限并（运算）封闭”“可列并（运算）封闭”以及“单调序列极

限（运算）封闭”等概念.

若令

C∩f =

{
A|A =

n⋂

i=1

Ai, Ai ∈ C, i = 1, 2, · · · , n, n > 1

}
,

则 C∩f 对有限交（运算）封闭.我们也称 C∩f 为 C 上使得有限交运算封闭的集类.
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类似地,用
C∪f , CΣf , Cδ, Cσ, CΣσ

分别表示 C 上使得有限并运算、有限不交并运算、可列交运算、可列并运算以及可列
不交并运算封闭的集类.

下面介绍测度论中常用的一些集类.

以下总是假定 C 为 Ω 的若干子集合构成的集类.

定定定义义义 1.1.5 若 C 对交运算封闭,即

A,B ∈ C ⇒ A ∩B ∈ C,
则称 C 为一个 π类.

例例例 1.1.2 用 R表示全体实数组成的集合,对任意 a ∈ R,有

(−∞, a] = {x|x ∈ R,−∞ < x 6 a},
若令

C = {(−∞, a]|a ∈ R},

则 C 为 R上的一个 π类.

定定定义义义 1.1.6 若 C 满足:

(1) ∅ ∈ C;
(2) A,B ∈ C ⇒ A ∩B ∈ C;
(3) 当 A,B ∈ C 且 A ⊃ B 时, 存在有限个两两不交的 {Ck|Ck ∈ C, k =

1, 2, · · · , n},使得 A\B =
n⋃

k=1

Ck. 则称 C 为一个半环.

例例例 1.1.3 设 Ω = {ω1, ω2, · · · , ωn}.令
C = {∅, {ω1}, {ω2}, · · · , {ωn}}.

此时 C 就是 Ω 上的一个半环.

注注注 由半环的定义可知,半环一定是 π类.

定定定义义义 1.1.7 如果 C 是半环,且 Ω ∈ C,则称 C 是一个半代数.

下面是半代数的一个等价说法.

若 C 满足:

(1) Ω ∈ C;
(2) A,B ∈ C ⇒ A ∩B ∈ C;
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(3) A,B∈C,且 A⊂B ⇒ B\A=
n⋃

k=1

Ck,其中 Ck ∈ C, k=1, 2, · · ·, n,且两两不交.

则 C 是一个半代数.

显然,对于例 1.1.3中的 C,若添加 Ω 在 C 中,则 C 构成一个半代数.

定定定义义义 1.1.8 若 C 对并和差运算封闭,即

A,B ∈ C ⇒ A ∪B ∈ C, A\B ∈ C.
则称 C 是一个环.

例例例 1.1.4 若令

C =
∞⋃

n=1

{
n⋃

k=1

(ak, bk]|ak, bk ∈ R
}

,

则 C 是 R上的环.

定定定义义义 1.1.9 如果 C 对有限交及取余运算封闭,且有 Ω ∈ C.即 C 满足下列条件:

(1) Ω ∈ C;
(2) A ∈ C ⇒ Ac ∈ C;
(3) A,B ∈ C ⇒ A ∩B ∈ C.

则称 C 是一个代数（或域）.

若 C 是一个代数,易证它对有限并及差运算封闭,即

A,B ∈ C ⇒ A ∪B ∈ C, A\B ∈ C.
因此代数一定是环.

定定定义义义 1.1.10 如果 C 对可列交及取余运算封闭,且有 Ω ∈ C.即 C 满足下列条件:

(1) Ω ∈ C;
(2) A ∈ C ⇒ Ac ∈ C;

(3) {An, n > 1} ⊂ C ⇒
∞⋂

n=1

An ∈ C.

则称 C 是一个 σ代数（或 σ域）.

若 C 是一个 σ代数,易证它对差及可列并运算封闭,即有

(4) ∅ ∈ C;
(5) A,B ∈ C ⇒ A\B ∈ C;

(6)若 {An, n > 1} ⊂ C ⇒
∞⋃

n=1

An ∈ C.
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定定定理理理 1.1.1 设 C 是一个代数,则下列 5 种可数集运算的封闭性是相互等价的:

(1)“可数并”运算封闭;

(2)“可数交”运算封闭;

(3)“可数直和”运算封闭；

(4)“非降极限”运算封闭;

(5)“非增极限”运算封闭.

证证证明明明 设 {An, n > 1} ⊂ C,由于 C 是代数,故 {Ac
n, n > 1} ⊂ C.令

B1 = A1, Bn = AnAc
1 · · ·Ac

n−1 = An\
n−1⋃

k=1

Ak, n > 2,

则 {Bn, n > 1} ⊂ C, {Bn, n > 1}中的集合两两不交,且有
∞⋃

n=1

Bn =
∞⋃

n=1

An.

(1) ⇔ (2) 若 (1) 成立, 则
∞⋃

n=1

Ac
n ∈ C. 再由 C 是代数, 则

( ∞⋃
n=1

Ac
n

)c

∈ C, 从而

∞⋂
n=1

An =

( ∞⋃
n=1

Ac
n

)c

∈ C. 反之,若 (2)成立,则由
∞⋃

n=1

An =

( ∞⋂
n=1

Ac
n

)c

∈ C, 即 (1)

成立.

(1) ⇔ (3) 由
∞⋃

n=1

Bn =
∞⋃

n=1

An 可得.

(1) ⇔ (4) 若 (1)成立,设 {An, n > 1}是非降集合序列,由于

An ↑
∞⋃

n=1

An ∈ C,

故 (4)成立.反之,若 (4)成立,则集合序列

{
n⋃

k=1

Ak, n > 1

}
⊂ C,且当 n →∞时

n⋃

k=1

Ak ↑
∞⋃

k=1

Ak ∈ C,

故 (1)成立.

(2) ⇔ (5) 类似于 (1)和 (4)的等价性证明,可证 (2)和 (5)是等价的.证毕.

由定理 1.1.1可知,当我们需要验证某集类 C 是 σ 代数时,只需验证 C 是代数,同
时还须验证定理中所述 5 种可数集运算之一是封闭的,其中 (3)、(4)或 (5)比 (1)或
(2)更容易验证.
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例例例 1.1.5 设 Ω = {1, 2, 3},分别令
C1 = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}, C2 = {∅, {1, 2, 3}}.

则 C1, C2 都是 Ω 上的 σ代数.

在例 1.1.5中,若以 2Ω 表示 Ω 的幂集（ Ω 的一切子集构成的类）,即有 C1 = 2Ω ,

则 2Ω 是 Ω 上的 σ代数.易见 Ω 上的任何 σ代数都包含于 C1,因而 C1 是 Ω 上最大的

σ代数.同时, C2被任何 σ代数都包含,因而是Ω上最小的 σ代数.如果 A是Ω的一个

非空真子集合,则包含 A的最小的 σ代数为 {∅, A, Ac, Ω}.
定定定义义义 1.1.11 如果 C 对单调序列极限封闭,即

{An, n > 1} ⊂ C, An ↑ A (或 An ↓ A) ⇒ A ∈ C.
则称 C 是一个单调类.

定定定义义义 1.1.12 如果 C 满足下列条件:

(1) Ω ∈ C;
(2) A,B ∈ C, B ⊂ A ⇒ A\B ∈ C;
(3) {An, n > 1} ⊂ C, An ↑ A ⇒ A ∈ C.

则称 C 是一个 λ类.

λ类还有另外一种定义.

把上述定义记为 (Ⅰ)，下面给出的另外一种定义记为 (Ⅱ).

(Ⅱ)如果 C 满足下列条件:

(1) Ω ∈ C;
(2) A,B ∈ C, B ⊂ A ⇒ A\B ∈ C;

(3)
′{An, n > 1} ⊂ C,且 An ∩Am = ∅, m 6= n ⇒

∞⋃
n=1

An ∈ C.

则 C 是一个 λ类.

下面证明这两个定义是等价的.

(Ⅰ)⇒ (Ⅱ) 只需证 (3)
′
成立.

设 {An, n > 1} ⊂ C,且 An ∩Am = ∅, m 6= n,构造集合序列

Bn =
n⋃

k=1

Ak, n = 1, 2, · · · ,

显然有 Bn ⊂ Bn+1, n = 1, 2, · · · ,而

∞⋃

k=1

Ak =
∞⋃

n=1

Bn.
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由 (3)知 lim
n→∞

Bn ∈ C,即
∞⋃

k=1

Ak ∈ C.

(Ⅱ)⇒ (Ⅰ) 只需证 (3)成立. 设 {An, n > 1} ⊂ C,构造集合序列 {Bn, n > 1}.

B1 = A1, Bn = An\
n−1⋃

k=1

Ak, n > 2,

此时 Bn ∩Bm = ∅, m 6= n,且 {Bn, n > 1} ⊂ C. 由此

A =
∞⋃

n=1

An =
∞⋃

n=1

Bn ∈ C.

总结以上不同定义,我们得到了不同集类之间由强到弱的顺序:

σ代数⇒代数⇒半代数⇒半环⇒ π 类,

σ代数⇒代数⇒环⇒半环⇒ π 类,

σ代数⇒ λ类⇒单调类.

上述这些集类最核心的是 σ代数,它的成员就是我们常说的可测集（在概率论中,
σ代数也称为事件域,它里面的元素称为事件）.我们最终就是要在 σ代数上建立测度.

今后,一个非空集合 Ω 和它上面的一个 σ代数 F 放在一起写成的二元组 (Ω,F),
被称为可测空间.

一个简单的集类在什么情况下能成为一个 σ代数呢?下面我们来探讨一下这个问
题.有下面两个理论上的结果.

命命命题题题 1.1.1 集类 F 是 σ代数的充分必要条件是 F 既是单调类又是代数.

证证证明明明 必要性显然,下证充分性.

设 F 是一个单调类且是一个代数,只需证 F 对可数并封闭.

设 {An, n > 1} ⊂ F ,记 Bn =
n⋃

k=1

Ak, n > 1,则 {Bn, n > 1}是一个单调增序列,

因此Bn ↑
∞⋃

n=1

Bn.由于 F 为代数,故Bn ∈ F , n > 1.又 F 为单调类,从而
∞⋃

n=1

Bn ∈ F .

因此
∞⋃

n=1

An =
∞⋃

n=1

(
n⋃

k=1

Ak

)
=

∞⋃
n=1

Bn ∈ F .

可见, F 是一个 σ代数.证毕.

命命命题题题 1.1.2 集类 F 是 σ代数的充分必要条件是 F 既是 λ类又是 π类.

该命题有两种证法.


