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讲
立体几何中的截面及空间轨迹问题

数学是研究客观世界的空间形式和数量关系的学科!而空间想象能力是数学要求的重
要能力之一

!

近几年!高考立体几何试题紧紧围绕空间想象能力和逻辑思维能力进行
考查!以下是近三年考点分布情况"

考点
"#"#

年
"#"$

年
"#""

年 合计

!

卷
"

卷
#

卷新高考甲卷乙卷新高考甲卷乙卷新高考
!

卷
新高考
"

卷
三视图及
展开图 理

$%

理
&

理
'

文
(

理
%

文
&

文
$%

理
$%

理
)

文
)

*

年
$#

考

空间几何体
#球体$

及计算

理
*

文
*

理
$#

文
$"

理
$#

文
$"

理
$+

文
$%

理
$$

文
$)

*

理
(

文
$"

)

'

&

$$

*

年
$&

考

动态问题探究
#截面问题$

$% $"

理
&

*

年
*

考
位置关系的判
断与证明

理
$'

文
$(

理
"#

文
"#

理
$(

文
$(

"#

理
$(

文
$(

文
$' "#

理
$'

文
$(

理
$'

文
(

"#

*

年
$%

考

空间角的
计算 理

$'

理
"#

理
$(

)

"#

理
$(

理
+

文
$#

理
$'

"#

理
&

理
$'

文
(

文
$'

理
$'

(

$(

"#

*

年
$'

考

空间距离或
体积 文

$(

文
"#

文
$(

理
$'

文
$'

"#

文
$(

文
$' $(

*

年
(

考

!!

根据近几年的考点分布来看!立体几何在高考层面考查的难度并不大!属于中档
难度!极个别问题综合性强一些!但也是基本思想%方法的运用

!

但在&强基'层面!还是
有很多思维上的考查

!

这类题目形式多样!多数是以空间图形的截面%折叠%展开为知
识和能力的结合点!考查学生的空间想象能力%动手操作能力%探究能力和灵活运用所
学知识解决实际问题的能力

!

本讲针对几个重要考点进行梳理!比如平面化的方法有截面图%展开图等!对应的
就会产生轨迹%解三角形%折叠方面的问题(再比如代数化的方法有向量法%函数法等!

对应的就会产生建系%构造函数等问题
!



!

!!!!

!"#$

!

截面问题

!!

截面"一个平面与空间几何体相交所得的公共部分图形!包括边界及其内部
!

截面问题是立体几何中的典型问题之一
!

空间几何体作为研究立体几何的重要载体!几
乎包含了立体几何的所有研究对象!空间几何体截面问题的探究出现在高考命题中的次数也
越来越多

!

截面对研究几何体有着重要的作用!如平行于底面的截面%过高线的截面%过侧棱
的截面%过锥体顶点的截面%旋转体的轴截面%某直线的垂面等!这些截面都是常用的截面!它
们集中反映了几何体的元素间的位置关系和数量关系

!

在动点%动直线!甚至是动平面问题的
探究过程中!作出和研究这些截面!是把空间问题转化为平面几何问题的重要途径!也是立体
几何知识的基础性与综合性的集中体现

!

!!

!

!"!$

如图所示!在棱长为
)

的正方体
!"#$%!

$

"

$

#

$

$

$

中!

&

!

'

分别是
"#

和
#

$

$

$

的中点!经过点
!

!

&

!

'

的平面把正方体
!"#$%

!

$

"

$

#

$

$

$

截成两部分!则截面与
"##

$

"

$

的交线段长为
!!!!

!

!

!

&

!

'

三点确定一个平面!设为
!

!且
&

"!

!

&

"

平面
"##

$

"

$

!则平面
!

与平面
"##

$

"

$

相交!设交线为
(

!通过延长线可得到
完整的截面

!

和交线
(!

如图所示!延长
!&

与
$#

的延长线交于点
)

!连接
')

交
##

$

于点
*

!则
*&

是截面与侧面
"##

$

"

$

的交线段!

#

'#

$

*

$

#

)#*

!由比例知
#&,"

!

*#,

'

*

!

*&

"

,)-

%)

(

,

$##

(

!所以
*&,

$#

*

!

延长
*'

交
$$

$

的延长线于点
+

!连接
+!

交
!

$

$

$

于点
,

!连接
,'

!截面为五边形
!&*',-

可以用至少
*

种方法作此截面
!

!

如图所示!已知正方体
!"#$%!

$

"

$

#

$

$

$

中!

!!

$

,"

!

)

为

底面
!

$

"

$

#

$

$

$

的中心!

*

!

.

分别为
##

$

!

!$

的中点!求截面
)*.

与正

方体各面的交线
!

作法如下"#

$

$如图
$

所示!连接
)*

!

.*

!

).

!显然
#

)*.

不是截面多边形
!

#截面是平面与几何体的公共部分图形!包含边界及其内部$

#

"

$取
$

$

#

$

中点
+

!连接
$+

!易证
$+

%

).

!取
$#

中点
,

!连接
#

$

,

!可得
$+

%

#

$

,!

!!!!!

立体几何与概率统计
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取
,#

中点
&

!连接
*&

!易知
*&

%

).!*&

是截面
)*.

与平面
$$

$

#

$

#

的交线
!

#

*

$连接
.&

!则
.&

为截面
)*.

与平面
!"#$

的交线
!

#

.

!

&

"

平面
!"#$

!

.

!

&

"

截面
)*.

$

#

)

$如图
"

所示!延长
&*

!交
$

$

#

$

延长线于点
'

!易知
#

$

',

$

"

,#&!

连接
')

交
"

$

#

$

于

点
/

!延长
')

交
!

$

$

$

于点
0

!如图
*

所示
!

在底面
!

$

"

$

#

$

$

$

中!因为边长为
"

!

#

$

',

$

"

!

#

$

/

%

+)

%

$

$

0

!

#

'#

$

/

$#

'+)

$#

'$

$

0

!由相似比易知
#

$

/,

$

*

!

$

$

0,

+

*

!

故
0/

即
为截面

)*.

与底面
!

$

"

$

#

$

$

$

的交线
!

#

+

$连接
*/

!

0.

!则
*/

!

0.

分别为截面
)*.

与侧面
""

$

#

$

#

及侧面
!!

$

$

$

$

的交线
!

图
$

!! 图
"

!! 图
*

该题还可以用至少
"

种方法作截面!如下图所示
!
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!

!"!%

如图所示!正方体
!"#$%!

$

"

$

#

$

$

$

的棱长为
"

!

+

是棱

!!

$

的中点!点
)

在侧面
!""

$

!

$

内!若
$

$

)

垂直于
#+

!则
#

)"#

的面

积的最小值为
!!!!

!

因为
$

$

)

&

#+

!所以动点
)

在
#+

的垂面内!又因为
)

"

平面
!""

$

!

$

!所以点
)

在
#+

的垂面和平面
!""

$

!

$

的交线上!且
)

的
运动轨迹为一条线段

!

如图所示!取
!"

中点
*

!连接
"

$

*

!

$

$

*

!

"

$

$

$

!

"

$

*

与
"+

相交于点
.

!易证
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R

"

$

$

$

&

#+

!

"

$

*

&

#+

!则平面
$

$

"

$

*

&

#+

!又
$

$

)

&

#+

!所以
$

$

)

'

平
面

$

$

"

$

*

!且
)

"

平面
!""

$

!

$

!故
)

"

"

$

*!

1

#

)"#

,

$

"

!

"#

!

2,2

!当
2

为
"#

与
"

$

*

的公垂线!即
2,".

时!

#

)"#

的面积最小
-

在
./

#

""

$

*

中!

2

012

,".,

"

槡+,

槡"+

+

!故
#

)"#

的面

积的最小值为槡"+

+

-

!

如图所示!在圆柱的轴截面
!"#$

中!

!",)

!

"#,"

!

3

$

!

3

"

分别为圆柱上下底面的中心!

+

为
3

$

3

"

的中点!动点
)

在圆柱下底面内

#包括圆周$

!

若
!+

&

+)

!则点
)

形成的轨迹的长度为
!!!!

!

在线段
3

"

"

上取一点
*

!使得
3

"

*,

$

)

3

"

"

!则由边长关系可得
#

!+3

"

$

#

+*3

"

!所以
(

!+3

"

,

(

+*3

"

!

(

*+3

"

,

(

+!3

"

!且
(

!+*,

(

!+3

"

-

(

*+3

"

,

(

!+3

"

-

(

+!3

"

,(#3

!即
!+

&

+* !

如图所示!过
*

作
!"

的垂线!交
)

3

"

于
&

!

'

!则
&'

&

!"

!

&'

&

+*

!所以
&'

&

平面
!+*

!即
&'

&

!+

!又因为
!+

&

+*

!所以
!+

&

平面
+&'!

故点
)

在底面的轨迹为线段
&'

!

&'," '3

"

"

4*3槡 "

"

," )4槡$

)

槡, $+!

A
E

D

M

C

BQ

F

O1

O2

!!!!! Q

本题依然是对三垂线定理的应用!也有对三角形相似的考查
!

在几何体中!对基本
几何关系要熟悉

!

!

!"!!

如图所示!已知四面体
!%"#$

为正四面体!

!",$

!

&

!

'

分别是
!$

!

"#

中点!若用一个与直线
&'

垂直!且与四面体的每一个面都

相交的平面
!

去截该四面体!得到一个多边形截面!则该多边形截面面积

的最大值为#

!!

$

!

5!

$

)

6!

槡"
)

7!

槡*
)

8!$

!!!!!

立体几何与概率统计
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借助正方体构造正四面体
!

如图所示!将正四面体嵌在正方体中!

&'

&

!$

!

&'

&

"#!

设平面
!

与
!"

!

!#

!

#$

!

"$

分别交于点
+

!

,

!

)

!

*

!则
!%

!$

!

!%

"#!

因为平面
!"#

*!

,+,

!所以
+,

%

"#-

同理可证
,)

%

!$-

而
"#

&

!$

!所以
+,

&

,)

!四边形
+,)*

为矩形
-

设
+,,4

!

4

"

#

#

!

$

$!则
,),$44

!

1,4

#

$44

$

+

4-

#

$44

$

) *

"

"

,

$

# $

"

"

,

$

)

!

当且仅当

4,

$

"

时等号成立!故选
5!

!

在四面体
!"#$

中!

!",#$,"

!

!#,"$,槡+!

!$,"#,槡&!

若平面
!

同时与

直线
!"

%直线
#$

平行!且与四面体的每一个面都相交!由此得到一个多边形截面!则该多边形

面积的最大值为#

!!

$

!

5!

*槡*
'

6!

槡*
"

7!

+槡*
'

8!

&槡*
'

借助长方体构造四面体
!

如图
$

所示!将四面体嵌入长方体中!设长方体的长%宽%高分别为
5

!

6

!

7

!则
5

"

-6

"

,&

6

"

-7

"

,)

5

"

-7

"

,

-

.

,+

!解得
5,"

6,槡*
7

,

-

.

,$

!

设平面
!

与
!$

!

!#

!

"#

!

"$

分别交于点
+

!

,

!

)

!

*

!则
+,

%

)*

%

#$

!

,)

%

+*

%

!"!

设+,

#$

,4

!

4

"

#

#

!

$

$!则,)

!"

,$44

!又
!",#$,"

!所以平行四边形
+,)*

对边分别为

"4

!

"

#

$44

$!

4

"

#

#

!

$

$

!

由
+,

与
,)

的夹角即是
#$

与
!"

的夹角且易知
!"

与
#$

的夹角
"

为
%#3!

如图
"

所

示!则平行四边形
+,)*

的面积
1,

/

+,

//

,)

/

912%#3,"4

!

"

#

$44

$!

槡*
"

,"槡*4#

$44

$

+

槡*
"

!当且仅当
4,

$

"

时等号成立!故选
6!

D'

C'

!!! !!!

C'

D'

!!!!!!!!

图
$

!!!!!!!!!!!!

图
"

!

!"!"

已知正方体的棱长为
$

!每条棱所在直线与平面
!

所成的角都相等!则
!

截此正

方体所得截面面积的最大值为#

!!

$

!

第
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讲
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5!

*槡*
)

6!

"槡*
*

7!

*槡"
)

8!

槡*
"

思路一"根据正方体的&对称性'!确定所求截面在平面
!#$

$

与平面
!

$

#

$

"

之
间!利用截面在底面上的射影求截面的面积

!

思路二"根据极限思想确定经过中心
3

时截面面积最大!此时截面为正六边形
!

思路三"根据空间向量在立体几何中的应用!将线面角问题转化为直线与平面法线的夹角
问题!即找平面的法线!使其与所有棱所在直线所成角都相等

!

思路四"将截面进行延展!得到等边三角形
)*.

!根据截面面积和等边三角形面积的比值
求截面的面积

!

解法一"因为
!

$

"

$

%

$

$

#

$

%

$#

%

!"

!

!!

$

%

""

$

%

##

$

%

$$

$

!

!

$

$

$

%

"

$

#

$

%

"#

%

!$

!所以根据正方体的&对称性'可知每条棱所在直线与平面
!

所成角相等!等价于直线
$!

!

$#

!

$$

$

与平面
!

所成角相等
!

根据上述可联想到正三棱锥
$%!#$

$

!故平面
!%

平面
!#$

$

!

同理!平面
!

$

#

$

"

也符合题
意!面积最大的截面一定在平面

!#$

$

与平面
!

$

#

$

"

之间
!

如图
$

所示!设截面
!

与各棱交点分别为
8

!

9

!

+

!

,

!

&

!

'

!则利用面积射影法可得二面角

&%89%$

的余弦值
:;9

"

,

槡*
*

!

过
&

作
&&

$

&

!$

!垂足为
&

$

!过
,

作
,,

$

&

$#

!垂足为
,

$

!截面
89+,&'

在底面
!"#$

内的射影为
89#,

$

&

$

!

!如图
"

所示
!

由射影面积法可知射影面积
1

#

与截面面积
1

的

比值为槡*
*

!所以
1,槡*1#

!

设
"8,:

!则
"8,"9,!&

$

,#,

$

,:

!

$&

$

,$,

$

,$4:

!所以
1

#

,$41

#

"89

4

1

#

$&

$

,

$

,$4

$

"

:

"

4

$

"

#

$4:

$

"

,4:

"

-:-

$

"

,4 :4

$

# $

"

"

-

*

)

!当
:,

$

"

时!

1

#

有最大值为*

)

!

此时
1

0<=

,槡*1#

,

*槡*
)

!

故选
5!

图
$

!!!!! 图
"

解法二"如图
*

所示!截面
!

只要与
#

!#$

$

和
#

!

$

"#

$

所在平面平行就是符合题意的
!

应
当确定的是满足题意的平面

!

有无数个!不妨设平面
!

是由平面
!#$

$

#或平面
!

$

"#

$

$沿正方
体的体对角线

$"

$

平行移动而形成的!可以把过顶点
$

或
"

$

时的平面
!

理解成截面面积是
#

!!!!!

立体几何与概率统计
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!!!!

!

图
*

的极端特殊情形
!

再利用正方体的对称性确定平面经过中心
3

时截面面积为
最大!此时截面是由六条棱

$

$

!

$

!

!

$

!

!

!"

!

"#

!

##

$

!

#

$

$

$

的中点连线而成

的正六边形
&'89+,

!其边长为槡"
"

!此时截面面积为
%>

槡*
)

#

>

槡"
$

"

"

,

槡**

)

!

故选
5!

解法三"如图
)

所示!在空间直角坐标系
$%:

;

<

中!正方体的体对角线
$"

$

所在直线和所有棱所在的直线夹角相等#正方体是非常特殊的几何体之一!且有一定的对
称性!其中体对角线所在直线即为&对称轴'!且

$"

$

&

平面
!#$

$

!

$"

$

&

平面
!

$

"#

$

$

!

利用数
学运算的方法!即将问题转化为如图

+

所示的平面图形的面积计算
!

图
)

!!!!! 图
+

设
#+,:

!则截面面积
1 ,

$

"

槡": 槡# $

- "

!

槡%
"

#

$4:

$

-

$

"

槡"#

$4:

$ 槡) *

- "

!

槡%
"

:,

槡*
"

#

4":

"

-":-$

$ 槡,4 * :4

# $

$

"

"

4

) *

*

)

!

:

"

#

#

!

$

$

!

所以当
:,

$

"

时!截面面积
1

取最大值为槡**

)

!

故选
5!

图
%

解法四"利用正方体的对称性确定平面经过中心
3

时截面面积为最
大!如图

%

所示!将截面进行延展!得到等边三角形
)*.

!此时正六边形的

顶点为正三角形边长的三等分点!所以截面面积
1,

"

*

1

#

)*.

,

"

*

>

槡*
)

#

>

槡*"

$

"

"

,

槡**

)

!

故选
5!

!"#%

!

空间轨迹问题

!!

空间轨迹问题!一般是指空间几何体表面或者内部动点的轨迹问题!多与截面相关
!

包括
用平面截多面体得交线段!也包括平面截旋转体得曲线

!

如用平面截球面%用平面截圆锥#得圆
锥曲线$等

!

除了空间问题平面化%几何问题代数化!常常也和解三角形%解析几何问题综合
!

!!

第
!"

讲
!

立体几何中的截面及空间轨迹问题
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#

"#"#

新高考全国
!

卷
$%

$已知直四棱柱
!"#$%!

$

"

$

#

$

$

$

的棱长均为
"

!

(

"!$,%#3

!以
$

$

为球心!槡+为半径的球面与侧面"##

$

"

$

的交线长为
!!!

!

图
$

将平面与球面的交线转化至平面内求解
!

由球体的性质知侧面
"##

$

"

$

所在平面与球面的公共部分
是小圆的一段圆弧!该截面小圆的圆心为

"

$

#

$

的中点!如图
$

所示
!

因为直四棱柱
!"#$%!

$

"

$

#

$

$

$

所有棱长为
"

!

(

"!$,%#3

!所以
#

"

$

#

$

$

$

为等边三角形!则
$

$

3

&

"

$

#

$

!

$

$

3

&

平面
"##

$

"

$

-

易知
$

$

3,槡*!因为球的半径为槡+!所以截面圆半径
=, .

"

42槡 "

,槡+4*,槡"!故球面

图
"

与平面
"##

$

"

$

的交线上的点即为平面
"##

$

"

$

内到
3

距离为槡"的点!

在正方形
"##

$

"

$

中!以
3

为圆心!槡"为半径作弧!如图
"

所示!易知
+

+,

是$

)

个圆!故+
+,

的长为$

)

>"

$

=,

槡"
"

$

!即球面与侧面
"##

$

"

$

的交线长

为槡"
"

$

!

本题通过球面与平面交线长的计算!考查学生空间想象能力%逻辑推理能力及运
算求解能力!考查核心是球体的截面性质

!

!

如图所示!在正三棱锥
!%"#$

中!底面边长为槡%!侧面均

为等腰直角三角形!现该三棱锥的表面上有一动点
3

!且
3","

!则动点
3

在三棱锥表面所形成的轨迹曲线的长度为
!!!

!

如图所示!轨迹为曲线
&'89

!因为在正三棱锥
!%"#$

中!底面边长为槡%!侧面均为等腰直角三角形!故
!",槡*!

在
#

!"9

中!因为
"9,"

!

!",槡*!

(

"!9,(#3

!所以
(

!"9,

$

%

!

!9,$

!

(

#"9,

$

)

4

$

%

,

$

$"

!故+

&',

+

89,

$

$"

>",

$

%

!又
!9,

!&,$

!

(

#!$,

$

"

!所以+
9&,

$

"

!

+

8',

$

*

>",

"

$

*

!

则点
3

的轨迹长度为
">

$

%

-

$

"

-

"

$

*

,

*

$

"

!

!

如图所示!在棱长为
$

的正方体
!"#$%!

$

"

$

#

$

$

$

中!

&

是棱
"#

的中点!

'

是

侧面
"##

$

"

$

上的动点!且
!

$

'

%

平面
!$

$

&

!则
!

$

'

与平面
"##

$

"

$

所成角的正切值
>

构成

!!!!!

立体几何与概率统计
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的集合是#

!!

$

!

5!>

槡"+

+

+

>

+

槡"*

,

-

.

0

1

2

*

6!>

"

+

>

3 槡, -

""

7!>

槡"+

+

+

>

+ 槡,

-

.

0

1

2

"*

8!>

"

+

>

+ 槡, -

""

如图所示!取
##

$

的中点
8

!连接
&8

!

$

$

8!

设
"

$

#

$

!

"

$

"

!

#

$

#

的中点分别为
+

!

,

!

8

!连接
+,

!

"

$

#

且
+,

交
"

$

#

于
'

#

!

A1

D1 C1

B1
M

GF0
N

Q
C

E
BA

D

O1

设
"

$

#

*

&8,*

!侧面
!$$

$

!

$

的中心为
3

$

!连接
3

$

*

!

!

$

'

#

!

!

$

3

$

!易
知

!

$

3

$

4

'

#

*

!则四边形
!

$

3

$

*'

#

为平行四边形!所以
!

$

'

#

%

3

$

*

!又
3

$

*

'

平面
!&8$

$

!

!

$

'

#

5

平面
!&8$

$

!因此
!

$

'

#

%

平面
!&8$

$

!

又
+,

%

平面
!&8$

$

!

+,

*

!

$

'

#

,'

#

!

+,

!

!

$

'

#

'

平面
!

$

+,

!故
平面

!

$

+,

%

平面
!&8$

$

!则动点
'

的运动轨迹是线段
+,!

设
!

$

'

与平面
"##

$

"

$

所成角的正切值为
>

!则
>,

!

$

"

$

"

$

'

,

$

"

$

'

!又
"

$

'

"

槡"
)

!

) *

$

"

!所以

>

"

"

!槡) *

""

!

故选
8!

!

!"!'

如图所示!在正方体
!"#$%!

$

"

$

#

$

$

$

中!

&

是
!!

$

的中

点!

)

为底面
!"#$

内动点!设
)$

$

!

)&

与底面
!"#$

所成的角分别为

"

$

!

"

"

#

"

$

!

"

"

均不为
#

$!若
"

$

,

"

"

!则动点
)

的轨迹为#

!!

$

!

5!

直线的一部分
6!

圆的一部分

7!

椭圆的一部分
8!

抛物线的一部分

使用投影得到平面角!根据两角的正切值可得点
)

到点
!

和点
$

的距离成比
例!故点

)

的轨迹为圆
!

如图所示!连接
)$

!

)!

!则
)$

$

与底面所成角的平面角
"

$

即为
(

$

$

)$

!

)&

与底面所成角的平面角
"

"

即为
(

&)!!

不妨设正方体的棱长为
$

!则
/<2

"

$

,

$$

$

)$

!

/<2

"

"

,

!&

)!

!由
"

$

,

"

"

得

)!,

$

"

)$

!故点
)

的轨迹为圆#阿波罗尼斯圆$

!

故选
6!

在本题中由于点
)

在一个平面上运动!且满足
)!,

$

"

)$

!所以其轨迹为阿波罗尼斯
圆

-

阿波罗尼斯圆的概念可拓展到空间!即在空间中!动点
)

到两定点
!

!

"

的距离满足
)!,

#

)"

#

#6

#

!

#7

$

$!可以看作阿波罗尼斯球
!

这便是阿波罗尼斯圆的三维空间版本
!

第
!"

讲
!

立体几何中的截面及空间轨迹问题
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!

阿波罗尼斯

!! !

古希腊数学家阿波罗尼斯发现"平面上到两定点
!

!

"

距离之比

为常数
#

#

#6

#

且
#7

$

$的点的轨迹是一个圆心在直线
!"

上的圆!该圆简称阿

氏圆
!

根据以上信息!解决下面的问题"如图所示!在长方体
!"#$%!

$

"

$

#

$

$

$

中!

!","!$,"!!

$

,%

!点
&

在棱
!"

上!

"&,"!&

!动点
)

满足
"),

槡*)&!

若点
)

在平面
!"#$

内运动!则点
)

所形成的阿氏圆的半径

为
!!!!

(若点
)

在长方体
!"#$%!

$

"

$

#

$

$

$

内部运动!

'

为棱
#

$

$

$

的 中 点!

+

为
#)

的 中 点!则 三 棱 锥
+%"

$

#'

的 体 积 的 最 小

值为
!!!!

!

在平面
!"#$

上建立平面直角坐标系#如图
$

所示$!则
"

#

"

!

#

$!

&

#

4"

!

#

$!假
设

)

#

:

!

;

$!由
") 槡, *)&

得#

:4"

$

"

-

;槡 " 槡, *

! #

:-"

$

"

-

;槡 "

!整理得#

:-)

$

"

-

;

"

,$"

!

所以动点
)

的轨迹是以
!

为圆心!槡"*

为半径的阿氏圆
!

同理!推广到空间中!如图
"

所示!动点
)

的轨迹是以
!

为球心!槡" *

为半径的阿氏球面!

根据长方体的棱长易知该四棱柱是两个正方体的组合体!所以
!'

&

平面
#"

$

'

!此时点
)

到平
面

"

$

#'

的最小距离为
?

! 槡 槡 槡槡4" *,* *4" *, *!

又
+

为
#)

的中点!所以点
+

到平面

"

$

#'

的最短距离为槡*
"

!从而#

@

+%"

$

#'

$

0<=

,

$

*

?

+

!

1

#

"

$

#'

,

$

*

>

槡*
"

>

槡*
)

-

.

1

2

>$'

,

(

)

!

图
$

!!!! 图
"

!

!"!(

如图所示!

#

!"#

的边长都为
"

!在边
!"

上任取一点
$

!沿
#$

折起!使平面

"#$

&

平面
!#$!

在平面
"#$

内过点
"

作
")

&

平面
!#$

!垂足为
)

!那么随着点
$

的变化!

点
)

的轨迹长度为#

!!

$

!

5!

$

%

6!

$

*

7!

"

$

*

8!

$

!!!!

E

由垂足可以找到圆心!根据折叠的临界情况计算弧长
!

由题意可得平面
"#$

&

平面
!#$!

因为
")

&

平面
!#$

!所以
")

&

#$

!即
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