
本章介绍一种傅里叶变换的广义形式———分数阶傅里叶变换(FractionalFourier
Transform,FRFT)。本章将讨论时频平面上的旋转表示,包括分数阶傅里叶变换的定义和

性质、分数阶傅里叶变换与其他时频分析工具的关系、分数阶傅里叶域的不确定原理,最后

介绍Chirp信号的时频特点和Chirp平稳的基本概念。

5.1 分数阶傅里叶变换基础

5.1.1 分数阶傅里叶变换的定义

  分数阶傅里叶变换可以有若干种不同的定义方式,可以由其中任何一种定义导出其他

的定义方式,它们都是彼此等价的[1]。本节给出易于理解的基本定义。
首先回顾傅里叶变换的定义,采用对称形式描述为

X(ω)=F[x(t)]=
1
2π∫

∞

-∞
x(t)e-jωtdt (5-1)

x(t)=F-1[X(ω)]=
1
2π∫

∞

-∞
X(ω)ejωtdω (5-2)

或

X(f)=F[x(t)]=∫
∞

-∞
x(t)e-j2πftdt (5-3)

x(t)=F-1[X(f)]=∫
∞

-∞
X(f)ej2πftdf (5-4)

其中,F和F-1表示傅里叶变换算子和傅里叶变换逆算子。注意式(5-1)和式(5-2)定义与通

常定义的系数不同,这种对称形式便于引出算子的分数幂次形式。若n 为整数,Fn表示对

信号x(t)的n 次傅里叶变换,则容易得出下列结论:

① 信号x(t)的1阶傅里叶变换为其频谱X(ω)或X(f)。

② 信号x(t)的2阶傅里叶变换为时域翻转x(-t)。

③ 信号x(t)的3阶傅里叶变换为其频谱翻转X(-ω)或X(-f)。
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④ 信号x(t)的4阶傅里叶变换为其本身x(t),等价于0阶傅里叶变换。
在时频二维平面上,1阶傅里叶变换相当于将时间轴逆时针旋转π/2,2阶傅里叶变换

相当于将时间轴逆时针旋转2(π/2)等。更一般地,n 阶傅里叶变换相当于将时间轴逆时针

旋转n(π/2)。若令α=n(π/2),并且使用旋转算子Rα=Rn·π/2=Fn表示n 阶傅里叶变换,
则旋转因子具有以下形式。

① 零旋转:零旋转算子为恒等算子R0=I。

② 与傅里叶变换的等价性,即Rπ/2=F。

③ 旋转相加性:Rα+β=RαRβ。

④2π旋转:R2π=I。
那么,很自然地思考一个问题,若n 不限定为整数,进行一般化地拓展,α=p(π/2),会得到

何种变换呢? 答案自然是分数阶傅里叶变换。

FRFT基本定义:函数x(t)的p 阶分数阶傅里叶变换是一个线性积分运算

Xp(u)=Fp[x(t)]=∫
∞

-∞
Kp(u,t)x(t)dt (5-5)

其中Kp(u,t)称为分数阶傅里叶变换的核函数,其定义为

Kp(t,u)=

1-jcotα
2π ej

t2+u2
2 cotα-jtucscα α≠nπ

δ(t-u) α=2nπ
δ(t+u) α=(2n±1)π

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(5-6)

其中n 是任意整数。如果p=1,即α=π/2,此时式(5-6)为

K1(t,u)=
1
2πe

-jut (5-7)

比较式(5-1)和式(5-7),可以看到分数阶傅里叶变换退化为角频率ω 表达的对称型傅里叶

变换。如果对式(5-6)进行变量替换,u←u/ 2π,t←t/ 2π,可得

Kp(t,u)=
1-jcotαejπ(u

2cotα-2utcscα+t2cotα) α≠nπ
δ(t-u) α=2nπ
δ(t+u) α=(2n±1)π

ì

î

í

ï
ï

ïï

(5-8)

显然,如果p=1,即α=π/2,此时式(5-8)表达式为

K1(t,u)=e-j2πut (5-9)
比较式(5-3)和式(5-9),可以看到此时分数阶傅里叶变换退化为频率表达f 的傅里叶变

换。因此,式(5-3)和式(5-8)可以认为分别是ω 和f 对应的傅里叶变换的分数化推广

(图5-1)。

图5-1 傅里叶变换算子幂次的分数化
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Xp(·)为信号x(t)在p 阶分数阶傅里叶域中的表示,为了区分这些不同域上的变量,
有时候把每个域的变量写作up,于是Xp(up)是在p 阶域的表示,X0(u0)是在时域的表示,

X1(u1)是在频域的表示。

5.1.2 分数阶傅里叶变换的基本性质

分数阶傅里叶变换的性质比较多[1-4],下面列出了FRFT的一些基本性质。
性质1 时间偏移的影响,若信号z(t)=x(t-t0),则有

Zp(u)=Xp(u-t0cosα)ej
t20
2sinαcosα-jut0sinα (5-10)

  【证明】

Zp(u)=∫
∞

-∞
Kp(t,u)z(t)dt

=∫
∞

-∞
Apej

t2+u2
2 cotα-jtucscαx(t-t0)dt

其中,Ap=
1-jcotα
2π

,并通过变量替换,得到

Zp(u)=∫
∞

-∞
Apej

(t+t0)2+u2

2 cotα-j(t+t0)ucscαx(t)dt

=∫
∞

-∞
Apej

(t+t0)2+(u-t0cosα+t0cosα)2

2 cotα-j(t+t0)ucscαx(t)dt

=∫
∞

-∞
Apej

t2+(u-t0cosα)2

2 cotα-jtucscα+j
t20sin

2αcosα+2tt0cosα-2ut0sin2α
2sinα x(t)dt

=Xp(u-t0cosα)ej
t20
2sinαcosα-jut0sinα

  显然,如果p=0,即α=0,此时式(5-10)表达式为

Z0(u)=X0(u-t0)
即原信号的时移。如果p=1,即α=π/2,此时式(5-10)表达式为

Z1(u)=X1(u)e-jut0

正是傅里叶变换的时移性质,傅里叶域附加了一个与时延对应的相位。那么,分数阶次下的

作用效果可以推断是介于二者之间,即搬移和附加相位同时存在。
这个性质可以看到由于时频平面(t,ω)的旋转,t0 在u 轴上和与之正交的方向上分别

投影,两个方向的分量是t0cosα 和t0sinα,分别对应着搬移 Xp(u-t0cosα)和附加相位

e-jut0sinα,以及二者的耦合项ej
t20
2sinαcosα。

如果是在时频平面(t,f)的旋转模式下,则

Zp(u)=Xp(u-t0cosα)ejπt
2
0sinαcosα-j2πut0sinα (5-11)

  性质2 频率偏移的影响,若信号z(t)=x(t)ejω0t=x(t)ej2πf0t,则有

Zp(u)=Xp(u-ω0sinα)e-j
ω20
2sinαcosα+juω0cosα (5-12)

  【证明】

Zp(u)=∫
∞

-∞
Kp(t,u)z(t)dt
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=∫
∞

-∞
Apej

t2+u2
2 cotα-jtucscα-jω0tx(t)dt

=∫
∞

-∞
Apej

t2+[(u-ω0sinα)+ω0sinα]2

2 cotα-jt[(u-ω0sinα)+ω0sinα]cscαx(t)dt

=∫
∞

-∞
Apej

t2+(u-ω0sinα)2

2 cotα-jt(u-ω0sinα)cscαx(t)dt·ej
2(u-ω0sinα)ω0sinα+(ω0sinα)2

2 cotα

=Xp(u-ω0sinα)e-j
ω20
2sinαcosα+juω0cosα

  显然,如果p=0,即α=0,此时式(5-12)表达式为

Z0(u)=X0(u)ejuω0

也就是原信号附加了一个频率偏移相位。如果p=1,即α=π/2,此时式(5-12)表达式为

Z1(u)=X1(u-ω0)
这正是傅里叶变换的频移性质,傅里叶域发生平移。那么,分数阶次下的作用效果可以推断

是介于二者之间,即附加相位和偏移同时存在。这个性质的理解与性质1类似,频率偏移也

等价于两个方向的分量。ω0 在u 轴上和与之正交的方向上分别投影,两个方向的分量分别

是ω0sinα和ω0cosα,分别对应着偏移Xp(u-ω0sinα)和附加相位ejuω0cosα,以及二者的耦合

项e-j
ω20
2sinαcosα。

如果是在时频平面(t,f)的旋转模式下,则

Zp(u)=Xp(u-f0sinα)e-jπf20sinαcosα+j2πuf0cosα (5-13)
  性质3 线性组合性,若信号z(t)=ax(t)+by(t),则有

Zp(u)=aXp(u)+bYp(u) (5-14)

  【证明】

Zp(u)=∫
∞

-∞
Kp(t,u)z(t)dt

=∫
∞

-∞
Kp(t,u)[ax(t)+by(t)]x(t)dt

=a∫
∞

-∞
Kp(t,u)x(t)dt+b∫

∞

-∞
Kp(t,u)y(t)dt

=aXp(u)+bYp(u)

  这个性质表明了两个信号线性组合的合成信号的FRFT是这两个信号各自FRFT的

线性组合。FRFT是线性变换,没有交叉项,是它的一个优点。
性质4 尺度特性,若信号z(t)=x(ct),则有

Zp(u)=
1-jcotα
c2-jcotα

ej
u2
2cotα 1-

cos2φ
cos2α( ) Xq usinφcsinα

æ

è
ç

ö

ø
÷ (5-15)

其中

φ=arctan(c2tanα)=qπ/2 (5-16)
  【证明】

Zp(u)=∫
∞

-∞
Kp(t,u)z(t)dt

=∫
∞

-∞

1-jcotα
2π ej

t2+u2
2 cotα-jtucscαx(ct)dt
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=
1
c

1-jcotα
2π ∫

∞

-∞
ej

t2+u2
2 cotα-j(ct) u

c( ) 1
sinαx(ct)d(ct)

=
1
c

1-jcotα
2π ∫

∞

-∞
ej
(ct)21

c2
tanφ
tanα+u2tanφtanα
2 cotφ-j(ct)usinφcsinα( ) 1

sinφx(ct)d(ct)

令tanφ=c2tanα,则

Zp(u)=
1
c

1-jcotα
2π ∫

∞

-∞
ej
(ct)2+u2tanφtanα

2 cotφ-j(ct)usinφcsinα( ) 1
sinφx(ct)d(ct)

=
1
c

1-jcotα
2π ej

u2
2cotαe-j

u2
2

sinφ
csinα( ) 2cotφ∫

∞

-∞
ej
(ct)2+ usinφcsinα( ) 2

2 cotφ-j(ct)usinφcsinα( ) 1
sinφx(ct)d(ct)

=
1
c

1-jcotα
2π

1-jcotφ
2π

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

ej
u2
2cotα 1-

cos2φ
cos2α( )

 ∫
∞

-∞

1-jcotφ
2π ej

t2+ usinφcsinα( ) 2
2 cotφ-jt usinφcsinα( ) cscφx(t)dt

=
1-jcotα
c2-jcotα

ej
u2
2cotα 1-

cos2φ
cos2α( ) Xq usinφcsinα

æ

è
ç

ö

ø
÷

  分数阶傅里叶变换的尺度特性形式上比较复杂。当p=1,即α=π/2,φ=π/2,有
Zp(u)=(1/c)Xp(u/c),即傅里叶变换的尺度特性。式(5-16)是一个重要的关系,也就是

旋转角度变化,两个角度之间的关系为tanφ=c2tanα。也就是时间轴的伸缩造成了在时频

平面上旋转角度的变化,从物理意义上也可以大致理解这个结论,即tanφ=f/t,tanα=
f'/t'=(f/c)/(ct)=tanφ/c2。

尺度特性的一个典型应用场景是在实际离散时间序列的处理中需要考虑采样间隔的影

响。在傅里叶变换中的DFT结果的对应频率轴范围,以数字角频率Ω 度量为[0,2π)区间,
假设单位采样间隔,以模拟角频率ω 也为[0,2π)区间,频率f 为[0,1)区间。如果实际序列

的采样间隔为Ts,则根据傅里叶变换的尺度缩放性质,若x(t)↔X(f)则x(ct)↔1/cX(f/
c),可得对应的频率f 的范围为[0,1/Ts)。

对于分数阶傅里叶变换应用而言,离散计算过程往往是以归一化的量纲作为假设得到

对应的阶次(旋转角度)信息,量纲归一化技巧将时域和频域分别转换成无量纲的域,具体方

法是引入一个尺度因子S,并定义新的尺度化坐标x=t/S,y=f·S。若S= Δt/Δf,则

新的坐标系(x,y)实现了Δx=Δy= ΔtΔf。根据Δt=Ts 和Δf=1/(NTs),得S=

Ts N 。根据分数阶傅里叶变换的尺度特性可知,tanφ=T2
sNtanα,其中α是无量纲(x,y)

坐标下的结果,可以利用此关系得到与数据物理意义对应的(t,f)坐标下结果φ。
性质5 帕塞瓦尔关系,有

∫
∞

-∞
x(t)y*(t)dt=∫

∞

-∞
Xp(u)Y*

p (u)du (5-17)

帕塞瓦尔关系的直接结果是分数阶傅里叶变换的能量保持特性,即

∫
∞

-∞
|x(t)|2dt=∫

∞

-∞
|Xp(u)|2du (5-18)

  分数阶傅里叶变换可以被认为是函数从一种表达形式到另一种表达形式的变换,且变

换时内积和范数都不发生变化。帕塞瓦尔关系和能量保持特性也可以看作下列事实的结
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果:分数阶傅里叶变换理解为信号的正交基分解,分数阶傅里叶变换的基函数是正交基函

数的集合。该结论可以根据分数阶傅里叶变换的反变换得到,具体而言,从时频平面旋转的

角度很容易确定对Xp(u)进行阶次为-p 的分数阶傅里叶变换可以得到x(t),也就是

Xp(u)=Fp[x(t)]=∫
∞

-∞
Kp(t,u)x(t)dt

=∫
∞

-∞
K*

-p(t,u)x(t)dt=<x(t),K-p(t,u)>
(5-19)

x(t)=F-p[Xp(u)]=∫
∞

-∞
K-p(t,u)Xp(u)du (5-20)

  式(5-20)和式(5-19)表明x(t)在基函数K-p(u,t)上分解,分解系数为x(t)在基函数

方向的投影,这是在正交基函数上进行信号表示的特点。分数阶傅里叶变换基函数表达

式为

K-p(t,u)=
1-jcotα
2π e-

1
2cotαt

2+jcscαut-
1
2cotαu

2 (5-21)

或

K-p(t,u)= 1-jcotαe-jπcotαt2+j2πcscαut-jπcotαu2 (5-22)
式(5-21)和式(5-22)表明分数阶傅里叶变换的基函数是时间t的二次多项式表达式。这种

图5-2 分数阶傅里叶变换的

旋转可加性示意图

基函数意味着分数阶傅里叶变换适合分析二次相位信号,也
就是线性调频信号。

分数阶傅里叶变换的性质与傅里叶变换相对应的基本性

质具有一定的类似性和差异性。此外,分数阶傅里叶变换的一

个十分重要的性质是阶数可加性(也称为旋转可加性,如图5-2
所示),可以表示为

Fp1[Fp2[x(t)]]=Fp1+p2[x(t)]=Fp2[Fp1[x(t)]]
(5-23)

  根据旋转叠加性质,对信号进行阶次p 的分数阶傅里叶

变换,p=p'±1,或者α=α'±π/2,则等价于对信号阶次p'的

分数阶傅里叶变换叠加傅里叶变换或傅里叶反变换。这种等价性对于理解后文分析线性调

频信号处理有所帮助。

5.1.3 分数阶傅里叶变换的计算

为了便于计算机计算,需要讨论分数阶傅里叶变换的离散计算方法。离散分数阶傅里

叶变换(DiscreteFractionalFourierTransform,DFRFT)研究具有重要意义,近年来国内

外学者提出了多种DFRFT的定义及快速算法。HMOzaktas[5]和S.C.Pei[6]的采样型算法

目前使用最普遍,本节仅简要介绍Ozaktas采样型DFRFT的计算方法。

Ozaktas提出根据连续FRFT的积分定义式,将FRFT的复杂积分变换分解成若干简

单的计算步骤,然后离散化处理。首先,分数阶傅里叶变换(核函数为式(5-8)所示)重写为

Xp(u)=Ap∫
∞

-∞
ejπ(u

2cotα-2utcscα+t2cotα)x(t)dt
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=Ap∫
∞

-∞
ejπ(u2cscα-2utcscα+t2cscα)ejπu

2(cotα-cscα)ejπt
2(cotα-cscα)x(t)dt

=e-jπu2tan α
2( ) Ap∫

∞

-∞
ejπcscα(u-t)2 e-jπt2tan α

2( )x(t)[ ]dt{ } (5-24)

其中Ap= 1-jcotα,α=
pπ
2
。假定阶次p∈[-1,1],可以分解为如下三步:

g(t)=e-jπt2tan α
2( )x(t) (5-25)

g'(u)=Ap∫
∞

-∞
ejπβ(u-t)2g(t)dt (5-26)

Xp(u)=e-jπu2tan α
2( )g'(u) (5-27)

其中β=cscα。对以上的分解步骤进行离散化处理即可实现FRFT的离散计算,具体细节

可参见文献[5],函数frft.m可通过网址[7]下载。这里仅强调两点:①式(5-26)经离散化得

到一个离散卷积的表达式,这一离散卷积可以利用FFT快速计算;②信号x(t)和调制信号

g(t)的带宽可能不同,离散序列x(n)的采样间隔未必能够满足g(t)的采样定理条件,因此

式(5-25)对应的离散化步骤有插值操作。

5.2 分数阶傅里叶变换与时频变换的关系

5.2.1 分数阶傅里叶变换与 Wigner-Ville分布

  根据分数阶傅里叶变换的基本定义可以看到,不同于前文讨论的二维分布,FRFT是

图5-3 (t,f)平面旋转α角

到(u,v)平面

带参数的整体变换,也就是信号x(t)可以得到 Xpi
(u),其

中pi 取值有多个。如果使用阶次p 分数阶变换轴(u 轴)及
其正交的阶次p+1分数阶变换轴(v轴)构成一个新的坐标

系,可以理解为(t,f)坐标的一个对应角度的旋转,如图5-3
所示。

信号x(t)的p 阶分数阶傅里叶变换Fp[x(t)]=Xp(u)
的 Wigner-Ville分布WXp

(u,v)相当于信号的 Wigner-Ville
分布Wx(t,f)分布在时间-频率平面上旋转角度α=pπ/2,
即有

WXp
(u,v)=Wx(ucosα-vsinα,usinα+vcosα) (5-28)

其中

u
v
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

cosα sinα
-sinα cosα

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
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  【证明】
对于信号x(t),其 WVD为

Wx(t,f)=∫
∞

-∞
xt+

τ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷x* t-

τ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷e-j2πfτdτ

=2∫
∞

-∞
x(t+τ)x*(t-τ)e-j4πfτdτ
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=2∫
∞

-∞
x[t+(τ-t)]x*[t-(τ-t)]e-j4πf(τ-t)dτ

=2ej4πft∫
∞

-∞
x(τ)x*(2t-τ)e-j4πfτdτ

  根据FRFT的时移和频域性质得到

Fp[x(2t-τ)]=Xp(-u+2tcosα)ej4πt
2sinαcosα-j4πutsinα

Fp[x(τ)e-j4πfτ]=Xp(u+2fsinα)e-j4πf2sinαcosα-j4πufcosα

于是根据帕塞瓦尔关系得到

Wx(t,f)=2ej4πft∫
∞

-∞
x(τ)e-j4πfτx*(2t-τ)dτ

=2ej4πft∫
∞

-∞
Fp[x(τ)e-j4πfτ]Fp[x(2t-τ)]*du'

=2ej4πft∫
∞

-∞
Xp(u'+2fsinα)X*

p (-u'+2tcosα)e-j4π(t2+f2)sinαcosαj+4πu'(tsinα-fcosα)du'

作变量替换u'+2fsinα=y,则-u'+2tcosα=2tcosα+2fsinα-y,并且令

u=tcosα+fsinα
v=-tsinα+fcosα{ ,t=ucosα-vsinα

f=usinα+vcosα{
于是

Wx(t,f)=2ej4πuv∫
∞

-∞
Xp(y)X*

p (2u-y)e-j4πvydy

=∫
∞

-∞
Xp u+

y
2
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è
ç

ö

ø
÷X*

p u-
y
2

æ

è
ç

ö

ø
÷e-j2πvydy

也就是Wx(t,f)=WXp
(u,v)得证。根据 WVD的频率边缘特性,WXp

(u,v)在u 轴的投影

给出Xp(u)的幅值的平方|Xp(u)|2。由于模糊函数AF与 WVD是二维傅里叶变换的关

系,可以直观推断:信号分数阶傅里叶变换的模糊函数等于原信号模糊函数的旋转形式。

5.2.2 分数阶傅里叶变换与短时傅里叶变换

短时傅里叶变换是一个重要的时频分析工具,信号x(t)的p 阶分数阶傅里叶变换

Fp[x(t)]=Xp(u)与信号的修正短时傅里叶变换 MSTFTx(t,f)之间存在如下关系

MSTFTXp
(u,v)=MSTFTx(ucosα-vsinα,usinα+vcosα) (5-29)

其中
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  【证明】
信号x(t)的短时傅里叶变换为

STFTx(t,f)=∫
∞

-∞
x(τ)g*(τ-t)e-j2πfτdτ

其中g(t)为窗函数。由于x(τ)e-j2πfτ↔X(v+f),g(τ-t)↔G(v)e-j2πvt,利用帕塞瓦尔关

系式得到

STFTx(t,f)=∫
∞

-∞
X(v+f)G*(v)ej2πvtdv



88   

=e-j2πft∫
∞

-∞
X(v)G*(v-f)ej2πvtdv

为了便于时频平面的旋转,对STFT进行对称性修正,定义修正的STFT为

MSTFTx(t,f)=ejπft∫
∞

-∞
x(τ)g*(τ-t)e-j2πfτdτ

=e-jπft∫
∞

-∞
X(v)G*(v-f)ej2πvtdv

由于Fp[x(t)]=Xp(u),得x(t)=F -p[Xp(u)],于是

x(τ)=∫
∞

-∞
Xp(u')K-p(τ,u')du'

那么

MSTFTx(t,f)=ejπft∫
∞

-∞
x(τ)g*(τ-t)e-j2πfτdτ

=ejπft∫
∞

-∞∫
∞

-∞
Xp(u')K-p(τ,u')du'[ ]g*(τ-t)e-j2πfτdτ

=ejπft∫
∞

-∞
Xp(u')∫

∞

-∞
K-p(τ,u')g*(τ-t)e-j2πfτdτ[ ]du'

由于K-p(τ,u')=K*
p (τ,u'),那么

∫
∞

-∞
K-p(τ,u')g*(τ-t)e-j2πfτdτ=∫

∞

-∞
Kp(τ,u')g(τ-t)ej2πfτdτ[ ]

*

=Fp[g(τ-t)ej2πfτ]
根据FRFT的时移和频域性质得到

Fp[g(τ-t)ej2πfτ]=Gp(u'-tcosα-fsinα)ejπ(t
2-f2)sinαcosα+j2πu'(-tsinα+fcosα)+2πftsin2α

作变量替换u'=y,则u'-tcosα-fsinα=y-u,并且令

u=tcosα+fsinα
v=-tsinα+fcosα{ ,t=ucosα-vsinα

f=usinα+vcosα{
得到

MSTFTx(t,f)=ejπuv∫
∞

-∞
Xp(y)G*

p (y-u)-j2πyvdy

MSTFTx(t,f)=MSTFTXp
(u,v)得证。这再一次说明分数阶傅里叶变换作为一种旋转算

子的观点。

5.2.3 分数傅里叶域的不确定原理

对比傅里叶变换和分数阶傅里叶变换定义,可以发现分数阶傅里叶变换实际上的另一

种分解方法。具体为

① 与线性调频信号ejπcotαt
2相乘,即

z(t)=ejπcotαt2x(t)

② 傅里叶变换Z(f),并进行尺度缩放Z(cscαf),幅度系数 1-jcotα相乘(有限支集,
能量不变),即

Z(cscαf)=∫
∞

-∞
z(t)e-j2πcscαfdt
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= 1-jcotα∫
∞

-∞
x(t)e-j2πcscαfejπcotαt

2
dt

  ③ 与另一个线性调频信号ejπcotαf
2相乘,得到

ejπcotαf
2Z(cscαf)= 1-jcotα∫

∞

-∞
x(t)ejπ(f2cotα-2ftcscα+t2cotα)dt

  FRFT结果的幅度信息由步骤①和②决定,步骤③仅影响FRFT的相位信息。用上述

分数阶傅里叶变换的三步分解法以及第1章所介绍的时频域不确定性准则,可以得到两个

不同阶数分数阶傅里叶域间的不确定性原理为

Δu2
p1Δu

2
p2 ≥

1
4π
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

sin2(α2-α1) (5-30)

若α2=α1+π/2,即p1=p,p2=p1+1,对应的两个轴up 和up+1,则得到

ΔupΔup+1 ≥
1
4π

(5-31)

式(5-31)是分数阶傅里叶域不确定原理退化为与时频分析同样的情况,物理意义可以解释

为:将up 理解为时域,up+1则为变换信号Xp 对应频谱F[Xp]所在域。
如果p1=0,p2=p,则得到

ΔtΔup ≥
1
4π|sinα| (5-32)

式(5-32)是时域-分数阶频域(t-up)的联合约束,是与变换阶次有关的量。信号经过步骤

①是常规不确定原理适用范围内时间信号z(t),步骤②是缩放傅里叶变换,频域的缩放

Z(f/sinα)造成了带宽大小发生相应的改变,Δup=Δfsinα。

5.3 Chirp信号与Chirp平稳

5.3.1 Chirp信号的时频特点

  线性调频信号指持续期间频率连续线性变化的信号,也称为Chirp信号,其基本的想法

是在持续期间T 内线性扫过一个带宽为B 的频带,其表达式可以写为

x(t)=u(t)ej2πfct (5-33)
其中,fc 是中心频率,T 是信号持续时间,复包络u(t)的表达式为

u(t)=
1
T
rectt

T
æ

è
ç

ö

ø
÷ejπkt

2 (5-34)

其中,k=B/T,图5-4所示为线性调频信号(基带)的波形,从中可见信号的变化快慢随时

间发生变化。瞬时频率f(t)根据对相位求导可得

f(t)=
1
2π
d(πkt2)
dt =kt (5-35)

瞬时频率是时间的线性函数,k的单位是 Hz/s,它表示调频斜率。k 是正值表示正调频,频
率由低变高;k是负值表示负调频,频率由高变低。

线性调频信号的频谱由信号的复包络决定,采用相位驻留原理(PrincipleofStationary
Phase,PSP)可以得到非常有用且更为简便的近似表达,可以得到


