
3.1 级数收敛性

1.
 

级数

  由复数序列 ak  ∞k=1 的部分和构成一个新序列 sn =∑
n

k=1
ak ,称无穷和

∑
∞

k=1
ak =a1+a2+a3+…+ak +…

为级数(series).如果部分序列和具有有限的极限s,

sn =∑
n

k=1
ak

n→ ∞
→s,

则称级数∑
∞

k=1
ak 收敛(convergent),记作

lim
n→∞∑

n

k=1
ak =s.

序列 ak  ∞k=1 的极限lim
k→∞

ak →0是级数∑
∞

k=1
ak 收敛的必要条件,但不是充分条件,例如调和

级数

∑
∞

k=1

1
k =1+

1
2+

1
3+

1
4+…+

1
k +…

是发散的.部分和在两个值之间振荡的级数也不收敛,例如

∑
∞

k=0
ak =1-1+1-1+…+ -1  k +…

  柯西收敛判据 级数∑
∞

k=1
ak 收敛的充分必要条件是 lim

m,n→∞
|sm -sn|→0,即对于任意
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的正数ε>0,存在正整数N,使得当k>N 时, ∑
N+p

k=N+1
ak <ε,其中p 为任意正整数.

由于复数由实部和虚部构成,故复级数收敛的充分必要条件是其实部和虚部构成的级

数均收敛.

2.
 

函数项级数

如果序列的每一项是复变函数{wk(z)},则称无穷求和表达式

∑
∞

k=1
wk(z)=w1(z)+w2(z)+…+wk(z)+…

为函数项级数.函数项级数的收敛性同样由柯西判据确定,即对于任意小的正数ε>0,必存

在正整数N,使得当k>N 时,有 ∑
N+p

k=N+1
wk(z)<ε,其中p 为任意正整数.

由于每一项都是函数,函数项级数在不同z 的收敛性可能会不一样,这就有收敛域问

题.另外,级数在各点收敛的快慢也可能不一样,它们会影响级数的解析性质,必须进一步加

以澄清.下面是几个相关概念.
(1)

 

绝对收敛(absolute
 

convergence).
在函数项级数中,如果由各项的模构成的级数

∑
∞

k=1
|wk(z)|=|w1(z)|+|w2(z)|+…+|wk(z)|+…

在z点收敛,则称该函数项级数在z点绝对收敛.
(2)

 

一致收敛(uniform
 

convergence).
函数项级数的各项是z的函数,如果级数在闭区域B 的任意点都收敛,则称级数在区域

B 内收敛.如果上述柯西判据中的正整数N 与z无关,则该复函数项级数在B 域上一致收敛.
(3)

 

绝对一致收敛.
如果对于某个区域B 上的所有各点,由各函数项的模构成的级数都一致收敛,则称函

数项级数绝对一致收敛.
一致收敛是指可以找到一个与z 无关正整数N,使得无穷级数的尾巴可以忽略不计,

即 ∑
∞

k=N+1
wk(z)<ε.关于函数项级数的一致收敛性,有以下判别法.

魏尔斯特拉斯 M-Test判别法 令 Mk  为正实数序列,且级数∑
∞

k=1
Mk 收敛,如果对于

区域B 内所有z均满足|wk(z)|≤Mk,则函数项级数∑
∞

k=1
wk(z)在区域B 一致收敛.

例3.1 设x∈RR,证明下列级数绝对收敛,但不一致收敛:
 

f(x)=∑
∞

k=1

x2

1+x2  k.

  证明 当x=0时,f(0)=0;
 

当x≠0时,这是一个几何级数,直接计算得

f x  =∑
∞

k=1

x2

1+x2  k =1,
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所以级数在-∞<x<∞收敛且绝对收敛.再考虑从第N+1项开始的级数和,

∑
∞

k=N+1

x2

1+x2  k =
1

1+x2  N <ε,

可知对于小的正数ε,整数N 必依赖于x 的值,所以级数非一致收敛.
值得注意的是,本例中的函数项是连续函数,但级数f x  不是连续函数.

3.
 

解析性

设函数序列{wk(z)}的每一项在区域B 内解析,则有以下定理.

(1)
 

导数定理 如果函数级数f(z)=∑
∞

k=1
wk(z)在区域B 一致收敛,则f(z)在B 内

解析,且f(z)的导数等于级数项函数导数之和,即

f n  (z)=∑
∞

k=1
w(n)

k (z).

  (2)
 

积分定理 设Γ 为区域B 内分段光滑的路径,如果函数级数f(z)=∑
∞

k=1
wk(z)在

B 内一致收敛,则f(z)的路径积分等于级数项函数的路径积分之和,即

∫Γ
f(z)dz=∑

∞

k=1∫Γ
wk(z)dz.

  这两个定理表明,如果级数在某个区域内一致收敛,则在该区域内级数的导数或积分可

以与求和交换次序.

4.
 

幂级数

形如∑
∞

k=0
ak(z-z0)

k 的级数称为以z0为中心的幂级数,其中ak 是复常数.若存在正数

R,使得当|z-z0|<R 时幂级数收敛,而当 z-z0 >R 时级数发散,则称|z-z0|<R 为

收敛圆,称R 为级数的收敛半径.可以根据以下几种方法判定幂级数的收敛圆及收敛半径.
(1)

 

比值判别法.
如果幂级数的相邻两项之比满足

lim
k→∞

ak+1 |z-z0|
k+1

ak |z-z0|
k =

 

lim
k→∞

ak+1

ak
|z-z0|<1,

则级数收敛,收敛半径为

R=
 

lim
k→∞

ak

ak+1
.

比值判别法也称作达朗贝尔判别法.
(2)

 

根式判别法.
如果幂级数项满足

lim
k→∞

k
|ak||z-z0|

k <1,

则级数收敛,收敛半径为
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R=
 

lim
k→∞

1
k ak

.

根式判别法也称作柯西判别法.
例3.2 求级数的收敛半径:

 

∑
∞

k=0
(-1)kz2k.

  解 由比值判别法,有

|(-1)k+1z2(k+1)|
|(-1)kz2k|

<1,

所以收敛半径R=1.
本题的级数是几何级数,其和可以直接求出来,即

∑
∞

k=0
(-1)kz2k =1-z2+z4-…=

1
1+z2

.

该解析表达式表明,函数除了在z=±i处有奇异性,在全平面上解析.级数的收敛半径恰好

是从原点开始扩张的圆,当圆周达到奇点时的圆半径.
问题 当|z-z0|<R 时,级数在圆周内收敛;

 

那么在圆周|z-z0|=R 上级数是否收

敛呢? 这由下述高斯判别法确定.
(3)

 

高斯判别法.

如果幂级数相邻两项之比的极限为lim
k→∞

wk+1

wk
=1,将前后项之比表示为

wk

wk+1
=1+

λ
k +

ωk

kp
,

当k→∞时,如果λ>1则级数收敛;
 

如果λ≤1则级数发散.具体证明可参考梁昆淼《数学

物理方法》第四版附录,此处略.
例3.3 研究勒让德级数的收敛性:

 

y(x)=∑
∞

k=0
a2kx

2k,

其中,系数满足递推关系

a2k+2=
(2k-l)(2k+l+1)
(2k+2)(2k+1)

a2k, a0=1.

  解 由比值判别法,级数的收敛半径为

R=
 

lim
k→∞

a2k
a2k+2

1/2

=
 

lim
k→∞

(2k+2)(2k+1)
(2k-l)(2k+l+1)

1/2
=1,

即级数 x <1时收敛.现在考察级数在|x|=1是否收敛,由于

lim
k→∞

a2k
a2k+2

=
 

lim
k→∞

(2k+2)(2k+1)
(2k-l)(2k+l+1)=

4k2+6k+2
4k2+2k-l(l+1)

=1+
1
k +

1
k2

l(l+1)(l+1/k)
4+2/k-l(l+1)/k2

,

可见λ=1,由高斯判别法知,勒让德级数在x=±1发散,于是勒让德级数的收敛域为



第3章 级数展开 49   

x∈(-1,+1).
幂级数的解析性也与级数的一致收敛性相关,其判别依据如下所述.

阿贝尔定理 如果幂级数∑
∞

k=0
ak(z-z0)

k 在z=z1点收敛,则必在 z-z0 <|z1-z0|

的圆内收敛,且在 z-z0 ≤δ (δ<|z1-z0|)的闭圆内一致收敛.
证明 由于幂级数在z=z1 点收敛,所以

lim
k→∞

ak+1 z1-z0
k+1

ak z1-z0
k =

 

lim
k→∞

ak+1

ak
z1-z0 <1

→lim
k→∞

ak+1

ak
<

1
|z1-z0|

.

根据比值判别法

lim
k→∞

|ak+1||z-z0|
k+1

ak |z-z0|
k =

 

lim
k→∞

ak+1

ak
|z-z0|<

|z-z0|
|z1-z0|

<1,

所以幂级数在区域 z-z0 <|z1-z0|内收敛.另外,对于收敛域 z-z0 ≤δ 内的任意点

z,由于|ak(z-z0)
k|≤akR

k=Mk,级数∑
∞

k=0
Mk 收敛且与z无关,由魏尔斯特拉斯M-Test

判别法可知,幂级数在闭区域 z-z0 ≤δ内一致收敛.

推论 如果幂级数∑
∞

k=0
ak(z-z0)

k 在z=z1点发散,则必在 z-z0 >|z1-z0|处处

发散.
由阿贝尔定理可知,幂级数在收敛圆|z-z0|<R 的内部是解析函数,在收敛圆内不可

能出现奇点,即收敛圆是单连通域.在收敛圆以外的任意点,幂级数都是发散的.
注记

牛顿和莱布尼兹创立的微积分是建立在直觉之上的,要为它找到一个坚实的基础,需要对

实数、函数与极限等基本概念给出明确的定义,这一过程导致了长达200年的数学分析演化史.
从牛顿时代以来人们就谈论极限的思想,到18世纪末,拉克鲁瓦(S.F.Lacroix)摒弃传

统的几何切线法,最早采用极限来定义导数.柯西是第一个将函数逼近某个特殊值的模糊观

念转化为严格数学术语的人,他采用δ-ε不等式的语言表述极限概念,定义了函数的连续性

和无穷级数的收敛性,并给出当今数学教科书里通行的导数定义———在此之前拉格朗日的

导数定义是基于一个颇有疑问的假设:
 

所有函数都可以表示为幂级数形式.
关于积分,早期流行的做法是将其视作求导的逆运算,柯西率先将积分定义为无穷求和

的极限,由此开辟一片广阔的天地.1840年,柯西将他的积分定义推广到复变函数,引入路

径积分并得到一系列重要结果,包括柯西定理和留数概念等.然而柯西的结论之一“连续函

数的无穷序列极限必定是连续函数”却是错误的,14.2节将给出一个反例.魏尔斯特拉斯研

究了如何保证函数项级数在某个区域的解析性问题,强调函数项级数的一致收敛性.这个思

想最早被斯托克斯(Stokes)和赛德尔(Seidel)注意到,但一度被柯西曲解,比如柯西认为由连续

函数构成的收敛级数必定是连续函数,本节例3.1即一个反例,阿贝尔也曾举出一个反例:
 

∑
∞

k=1

(-1)k+1

k sinkx=sinx-
1
2sin2x+

1
3sin3x-…
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该级数的每一项都是连续可导函数,但级数函数在x= 2n+1  π(n∈ZZ)处不连续,因而也

不可导.
解析性定理表明,对于一致收敛的级数,其导数或积分与级数求和可以交换次序.非一

致收敛的级数在相应区域B 内可能会出现奇异性,导数或积分与级数求和不能交换次序.
例如泰勒级数展开

e-x =∑
∞

k=1

(-1)k

k! xk =1-
1
1! x+

1
2! x

2-
1
3! x

3+…

等式右边的级数绝对收敛,收敛半径为R=∞,但这并不意味着下式成立:
 

∫
a

0
e-xdx=∑

∞

k=1∫
a

0

(-1)k

k! xkdx.

当积分限a 为有限值时等式是成立的;
 

但由于z=∞是函数f(z)=e-z 的奇点,当a→∞
时,求和号里的每一项积分均发散.事实上,柯西判据中的正整数 N 与x 有关,

∑
N+p

k=N+1

(-1)k

k! xk <ε,

级数∑
∞

k=1

(-1)k

k! xk 在[0,∞)不一致收敛,所以积分与求和不能交换次序.

习  题

[1]证明调和级数发散:
 

∑
∞

k=1

1
k =1+

1
2+

1
3+

1
4+…

  提示:
 

考虑1
k ≥∫

k+1

k

1
xdx.

[2]在什么区域内下列幂级数一致收敛:
 

(a)
 

∑
∞

k=0
zk;

 

 (b)
 

∑
∞

k=0

zk

k
;

 

 (c)
 

∑
∞

k=0

zk

k2
.

  提示:
 

如果级数在 z <1一致收敛,则它在 z =1收敛.
答案:

 

(a)z ≤δ<1;
 

 (b)
 

z ≤δ<1;
 

 (c)
 

z <1.

[3]如果级数∑
∞

k=1
ak 和∑

∞

k=1
bk 均绝对收敛,证明在实数域-∞<x<∞内下列级数一致

收敛:
 

∑
∞

k=1
(akcoskx+bksinkx).

  [4]求幂级数的收敛域:
 

(a)
 

∑
∞

k=1

k!
kkz

k;
 

 (b)
  

∑
∞

k=1
klnkzk;

 

 (c)
 

∑
∞

k=1
(-1)k(z2+2z+2)k;

 

 (d)
 

∑
∞

k=1
2ksinz

3k
.

  答案:
 

(a)
 

R=e;
 

 (b)
 

R=1;
 

 (c)
 

z2+2z+2 <1;
 

 (d)
 

R=∞.
[5]证明:

 

ln(1-z)=-z-
z2

2-
z3

3-
z4

4-… (|z|<1).
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  [6]求级数和:
 

(a)
 

∑
∞

k=1
kzk (|z|<1);

 

 (b)
 

∑
∞

k=1
k2zk (|z|<1).

  答案:
 

(a) z
(1-z)2

;
 

 (b)
 z(1+z)
(1-z)3

.

3.2 泰勒展开

1.
 

泰勒定理

  设函数f(z)在以z0 为圆心、半径为R 的区域内解析,则对于圆内任一点z,函数f(z)

可展开成幂级数形式:
 

f(z)=∑
∞

k=0
ak(z-z0)

k, (3.2.1)

其中,系数

ak =
1
2πi∮C

f(ζ)
(ζ-z0)

k+1dζ=
1

k! f
(k)(z0). (3.2.2)

图 3.1

  证明 如图3.1所示,取半径R'<R 的圆CR'.根据柯西积

分公式,CR'内任一点z的函数值为

f(z)=
1
2πi∮CR'

f(ζ)
ζ-zdζ.

由于在CR'圆内|z-z0|<|ζ-z0|,按照几何级数展开有

1
ζ-z=

1
ζ-z0  - z-z0  =

1
ζ-z0

· 1

1-
z-z0
ζ-z0

=
1

ζ-z0∑
∞

k=0

z-z0
ζ-z0  k

=∑
∞

k=0

(z-z0)
k

(ζ-z0)
k+1.

根据阿贝尔定理,该几何级数在闭区域CR'内一致收敛,于是

f(z)=∑
∞

k=0
(z-z0)

k·1
2πi∮CR'

f(ζ)
(ζ-z0)

k+1dζ=∑
∞

k=0
ak(z-z0)

k.

由于被积函数在闭区域CR'内解析,积分回路CR'可连续变形为区域内的任意回路C,所以

展开系数为

ak =
1
2πi∮C

f(ζ)
(ζ-z0)

k+1dζ=
1

k! f
(k)(z0).

将解析函数表示成正幂级数的形式称为函数的泰勒级数展开.

2.
 

唯一性定理

函数f(z)在B 内解析的充分必要条件是,f(z)在B 内任一点的邻域内可展开成唯一
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的泰勒级数.
证明 假设解析函数f(z)在z0 还可以展开成另一种不同的泰勒级数

f(z)=∑
∞

k=0
bk(z-z0)

k,

则有

b0+b1(z-z0)
1+b2(z-z0)

2+…+bk(z-z0)
k +…

=fz0  +
f'z0  
1!

(z-z0)
1+

f″z0  
2!

(z-z0)
2+…+

f(k)z0  
k!

(z-z0)
k +…

由于级数的每一项在B 内解析,且在|z-z0|<R 内一致收敛,可将上式逐项求导,然后取

z=z0,必有

b0=fz0  , b1=
f'z0  
1!

, b2=
f″z0  
2!

, …, bk =
f(k)z0  

k!
, …

  例3.4 求函数f(z)=sinz在z0=0点的泰勒展开.
解 根据泰勒展开公式,

f(z)=∑
∞

k=0

f(k)(z0)
k! z-z0  k =z-

1
3!z

3+
1
5!z

5-…+
(-1)k

2k+1  !z
2k+1+…

可见它具有与实变函数完全一样的形式.
例3.5 证明欧拉公式:

 

eiθ =cosθ+isinθ.
  解 考虑泰勒级数展开

ez =1+
1
1!z+

1
2!z

2+
1
3!z

3+…

令z=iθ,有

eiθ = 1-
1
2!θ

2+
1
4!θ

4-…


 


 +i
1
1!θ-

1
3!θ

3+
1
5!θ

5-…


 




=cosθ+isinθ.
  例3.6 求函数f(z)=lnz在z=1点的泰勒级数展开.

解 f(z)=lnz是多值函数,需选取其中一个分支进行泰勒展开,由于

f1  =2kπi, f'1  =1,  f″1  =-1!,

f(3)1  =2!, f(4)(1)=-3!, …
所以

lnz=2kπi+ z-1  -
1
2z-1  2+

1
3z-1  3-

1
4z-1  4+…

其中,z-1 <1,k∈ZZ.

3.
 

解析函数的零点

如果函数f(z)在z0 的邻域内解析,且fz0  =0,则称z=z0 为f(z)的零点.由于泰

勒展开
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f(z)=∑
∞

n=0
an(z-z0)

n,

若z=z0 为零点,且

a0=a1=…=an-1=0,
则称z0 为f(z)的n 阶零点.

零点孤立性定理 设f(z)在包含z=z0 的区域内解析且不恒为零,若f z0  =0,则
必能找到有限圆域|z-z0|<ρ,在其内f(z)没有其他零点.

证明 设z=z0 是f(z)的n 阶零点,必有

f(z)=(z-z0)
ng(z),

其中,g(z)在z=z0 的邻域内解析,且g(z0)≠0.由于g(z)在z=z0 连续,故存在圆域

|z-z0|<ρ,其中g(z)恒不为零,即f(z)在z0 的邻域内没有其他零点.
由零点孤立性定理可得到如下推论.
推论1 如果解析函数的零点是非孤立的,则此函数恒为零.
推论2 设f1(z)和f2(z)都在区域B 内解析,且在B 内的某一段连续弧线或者某个

子区域D⊂B 内相等,则在B 内必有f1(z)=f2(z).
解析函数的零点是其实部和虚部同时为零的点,其实部和虚部为零时分别画出一条曲

线,它们的交点即复变函数的零点.图3.2(a)描绘了函数

f(z)=(z2+1)(z-3-i)3

的实部和虚部零线,其中z=±i和z=3+i分别为一阶和三阶零点.零点同时是其相位或

辐角的奇异点(无定义),当z 绕零点一周时,函数的相位增加2nπ(n∈ZZ),如图3.2(b)所
示,其中n 为零点的阶数,称作绕数(winding

 

number).在超导或超流体中,宏观波函数的

零点对应于一个量子化的涡旋.

图 3.2

注记

如果函数f(z)在z0 的邻域内解析,且f'z0  =0,f″z0  ≠0,将其作泰勒级数展开并

保留至二阶项:
 

f(z)≈fz0  +
1
2f″z0  (z-z0)

2.

当z→z0 时,令z-z0=re
iθ,f″z0  =r0e

2iα.为简明起见,略去常数fz0  ,有

f(z)~
1
2r0r

2ei(2θ+2α)=
1
2r0r

2 cos2(θ+α)+isin2(θ+α)  ,
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其实部和虚部分别为

ur,θ  ~
1
2r0r

2cos2(θ+α), vr,θ  ~
1
2r0r

2sin2(θ+α).

当θ=-α时,ur,θ  为开口向上的抛物线;
 

而当θ=
π
2-α

时,ur,θ  为开口向下的抛物

线,因此,z=z0 是实部函数ur,θ  的鞍点.同理,它也是虚部函数vr,θ  的鞍点.区别在

于,马鞍型的ur,θ  曲面与vr,θ  曲面相对旋转了π/4.
所以实变函数一阶导数的零点对应于函数的极值点,而复变函数一阶导数的零点对应

于其实部和虚部二元函数的共同鞍点.

习  题

[1]在z=0点将函数展开为泰勒级数:
 

(a)
 

tanz;
 

 (b)
  1
1-3z+2z2

.

  [2]在z=i点将函数展开为泰勒级数:
 

(a)
 3z;

 

 (b)
  

lnz.
  [3]求多值函数在z=0点的泰勒级数展开:

 

f(z)=(1+z)m (m ∉ZZ).
  [4]如果解析函数f(z)和g(z)在z=z0 皆为一阶零点,即比值

fz  
gz  z=z0

=
0
0
,

证明洛必达法则(L’
 

Hopital
 

rule):
 

lim
z→z0

fz  
gz  =

 

lim
z→z0

f'z  
g'z  .

  [5]运用泰勒定理证明刘维尔定理.
[6]运用泰勒定理证明最大模定理.
提示:

 

用反证法,假设|fz0  |最大,对以z0 为圆心的圆周积分.

3.3 洛朗展开

当f(z)在圆 z-z0 <R 内解析,泰勒定理表明,f(z)必可展开成正幂级数,那么是

否可以有收敛的负幂项级数? 其收敛性又如何呢? 这就是下面要讨论的双边幂级数.

1.
 

双边幂级数

形如

∑
∞

k=-∞
ak z-z0  k =…+a-k z-z0  -k +…+a-1z-z0  -1+a0+

a1z-z0  +a2z-z0  2+…ak z-z0  k +…


