
决策是人类社会实践活动中一个极为重要的环节,包括:
 

个人层面决策,如填报高考志

愿、购买产品、选择出行方式等;
 

商业层面决策,如决定生产何种产品、如何定价、如何安排

生产计划等。如何科学合理地开展决策是学界和业界共同关注的焦点,定量决策模型能够

很好地协助处理这些决策问题。
决策模型有不同的形式。一种是描述性的(descriptive)模型,它们仅仅描述关系和提

供评估信息。描述模型自身并不包含任何决策变量,主要用于解释系统的行为,预测未来

事件对计划过程的影响,帮助管理者做出决策。另一种是规定性的(prescriptive)模型,称
为优化模型,试图获得一项最优策略,即为了取得最大或最小目标值,决策者应当采取的最

佳解决方案。
在数学模型中,一个需要优化的函数通常称为目标函数(objective

 

function),而称使目

标函数达到最优值的可行解为最优解(optimal
 

solution)。在过去几十年中,优化方法已经

被广泛应用于交通、物流、供应链、金融、销售和商业领域的一些活动中,帮助管理者有效分

配资源,做出更节省成本或获得更多利润的决策。优化是一个非常广阔和复杂的课题,在
这一部分,我们将介绍几种典型的优化模型,包括线性规划模型、非线性规划模型、整数规

划模型、随机规划模型和鲁棒优化模型。
构建优化模型的目的在于寻找最优解,而这在大多数情况下需要算法的帮助。算法

(algorithm)是一种提供解决问题方案的系统过程。针对线性规划模型的求解,美国数学家

George
 

Dantzig于1947年提出了单纯形法;
 

针对非线性规划模型,20世纪30年代起,

Kuhn、Tucker、Karush分别独立发现了最优解所满足的条件,被称为Karush-Kuhn-Tucker
条件;

 

针对整数规划模型的求解,1958年,IBM 的高级副总裁Gomory提出了割平面法;
 

1960年,Land和Doig提出了分支定界法。此外,某些模型非常复杂,难以获得最优解,或
者不可能在合理的计算时间内得到最优解。在这种情况下,学者们开发了启发式算法,能
够在可接受的计算时间内给出一个优质解。针对复杂的优化模型,常用的启发式算法有遗

传算法、粒子群算法、邻域搜索算法、模拟退火算法等。
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本书的第一部分讲述如何针对决策问题构建并求解优化模型,主要目的在于帮助读者

理解优化模型的数学性质、算法的基本原理,以及实际应用时的实现方式和注意事项。重

点内容包括:
 

•
 

线性规划基本概念、基本模型及求解算法;
 

•
 

非线性规划的基本概念、基本模型及两类主要求解方法;
 

•
 

整数规划的一般形式及求解整数规划的分支定界法和割平面法;
 

•
 

随机规划的基本思想、建模方法及求解算法;
 

•
 

鲁棒优化模型的基本类型和数学性质;
 

•
 

遗传算法、粒子群算法、邻域搜索算法、模拟退火算法的基本原理、实现方式、应用

案例。



第 1 章

线
 

性
 

规
 

划

  线性规划(linear
 

programming,LP)是研究目标函数和约束条件均为线性的最优化问

题的数学理论和方法。它作为运筹学的一个重要分支,在军事作战、经济分析、运营管理和

工程技术等领域得到了广泛的应用
 [1,2]。线性规划为合理地分配有限的人力、物力、财力等

资源提供了科学依据。
线性规划的起源可以追溯到1939年,著名的苏联数学家Kantorovich受列宁格勒胶合

板信托中心实验室委托,通过建立线性规划的数学模型成功完成了一项工业生产组织与计

划任务。随后,他出版了著作《组织与计划生产的数学方法》,这为线性规划理论奠定了基

础,尽管当时他的工作并未引起足够的关注,但奠定了线性规划的雏形。与此同时,线性规

划理论在美国得到了飞速发展。1941年,Hitchcock提出运输问题[3],Stigler提出了营养问

题[4],Koopmans提出了经济问题[5],而被誉为“线性规划之父”的George
 

Dantzig则在1948
年提出了经典的线性规划优化模型,即“在一组线性方程或不等式约束下,求某一线性形式

极小值问题的数学模型”,这一数学模型是“线性规划”的经典优化模型。同年夏天,Dantzig
提出了单纯形算法,后来被评为20世纪最伟大算法之一。值得注意的是,在1948年,
Dantzig和Koopmans共同提出了“线性规划”这一名词。

 

70多年来,单纯形法虽然发展出了多种变体,但其基本思想始终保持不变:
 

如果线性

规划问题存在最优解,那么必定可以在其可行区域的顶点中找到。基于此,单纯形法的基

本思路是:
 

先找出可行域的一个顶点,然后根据一定规则判断其是否最优;
 

若否,则转换到

与之相邻的另一顶点,并使目标函数值更优;
 

如此反复,直到找到最优解。
单纯形法是解决线性规划问题的有效方法,但并非在所有情况下都高效可行。1971

年,Klee和 Minty构造出了一个“变量多、约束少”的例子,该案例下单纯形法的执行需要访

问指数数量级的顶点,即单纯形法不能高效地解决该类线性规划问题。为解决这类问题,
Dantzig和Koopmans于1960年提出了列生成算法(column

 

generation
 

algorithm,CGA)。
随后,线性规划问题的理论研究不断深入,应用范围逐渐扩大,众多著名学者如 Arrow、
Samuelson、Simon和Dorfman等为线性规划领域做出了重要贡献,最终将其发展成为运筹

学领域的一个重要分支———线性规划。
本章主要学习线性规划的基本概念、基本要素、基本模型以及解决线性规划模型的方

法,包括图解法、单纯形法、人工变量法、列生成算法等。

1.1 线性规划问题及其数学模型

线性规划是运筹学中研究较早、发展较快、应用广泛的一个重要分支,它致力于解决线

性约束条件下线性目标函数的极值问题[6]。在线性规划中,根据目标函数是取极大值还是
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极小值,可以分成“极大化问题”与“极小化问题”。例如,在交通运输工作中,常常涉及以下

两种类型的最优决策问题:
 

(1)
 

在给定车辆资源的限制下,如何确定运输方案以极大化运送的客流量。这种问题

的目标是在满足资源约束的前提下,使目标函数(通常是客流量)达到极大值。例如,一个

公交公司希望极大化每天的乘客数量,但受到车辆数量、线路容量等资源的限制。
(2)

 

在满足预期输送客流量的前提下,如何确定运输方案使所需的车辆数量最少。这

种问题的目标是在满足一定客流量需求的前提下,使目标函数(通常是成本,如运营成本或

车辆数量)达到极小值。例如,在设计一个公共交通系统时,需要确保满足旅客的出行需

求,同时尽可能降低运营成本。

1.1.1 线性规划问题的提出

随着经济的高速发展,人们出行需求不断攀升,城市交通压力陡增,公共交通系统对于

缓解城市交通压力始终发挥着无可替代的作用。由此引出一个研究问题:
 

如何使用最少的

公交车数量满足不同时间段内的运营需求?
例1-1 节假日期间,北京郊区景点旅客众多,客流庞大,极易造成旅客滞留问题。为

降低由旅客聚集带来的各类风险,北京公交集团需及时在某些热门景区路线临时加大运

力,以便及时疏散旅客。如表1-1所示,现有A、B两种公交车型可供指派,其中A型为无人

售票车,可容纳30位旅客,运营时需要1名驾驶员和1名安保员;
 

B型为有人售票车,可容

纳50位旅客,运营时需要1名驾驶员、2名安保员和1名乘务员。设公交集团在执行此项

任务时只能调配到12名驾驶员、16名安保员及6名乘务员到该临时线路,那么公交集团应

该分别组织多少辆A型与B型公交车使得旅客的疏散量最大?

表 1-1

A型公交车(30人) B型公交车(50人) 可调配人力(人)

驾驶员 1 1 12
安保员 1 2 16
乘务员 0 1 6

用变量x1 和x2 分别表示A型公交车和B型公交车的数量,称为决策变量。该公交集

团全天的疏散客流量为30x1+50x2。令z=30x1+50x2,则z为该公交集团能疏散的客流

量,即公交集团所决策的目标,它是关于变量x1 和x2 的线性函数,称为目标函数。因问题

中要求旅客的疏散量最大,因此为极大化问题,即max
 

z。此外,x1 和x2 的取值受到A型

公交车和B型公交车的容量及可调配人力的限制和非负值的限制,可以用数学表达式描述

限制条件,并称之为约束条件。由此,例1-1的数学模型可表示为

max z=30x1+50x2
s.t.

 

x1+x2 ≤12
x1+2x2 ≤16
x2 ≤6
x1,x2 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1-1)
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其中,约束条件x1+x2≤12表示驾驶员的人力约束,x1+2x2≤16表示安保员的人力约

束,x2≤6表示乘务员的人力约束,x1,x2≥0称为变量的非负约束,表明A型公交车和B
型公交车的数量不可能为负值。

随着人们出行需求日趋个性化和多元化,乘客除了公共交通之外还可以选择网约车出

行。网约车作为巡游出租车形式的变种,是城市公共交通的补充,现如今已然成为“城市综

合交通运输体系”的重要组成部分。
例1-2 春节期间,各地返乡客流激增,同时,愿意出行的网约车司机反而减少。为解

决此期间旅客在各交通枢纽打车排队时间长的问题,政府号召网约车平台完成部分旅客的

疏散任务。已知网约车平台可以通过给司机补贴的方式调派拼车和专车两种网约车,其中

调派一辆拼车需要给司机补贴2元,调派一辆专车需要补贴3元。经协商,网约车平台需要

调派不少于350辆拼车和专车,其中拼车不少于125辆。设一辆拼车可以满足2位旅客的

出行需求,一辆专车可以满足1位旅客的出行需求,某机场有600位旅客等候乘车。那么,
网约车平台应该分别调派多少辆拼车和专车,使得平台补贴的费用最少?

用变量y1 和y2 分别表示网约车平台调派拼车和专车的数量,则该网约车平台的补贴

费用为2y1+3y2,令f=2y1+3y2。该网约车平台希望平台补贴费用最少(极小化问题),
即min

 

f,相应的数学模型为

min f=2y1+3y2
s.t.

 

y1+y2 ≥350

y1 ≥125
2y1+y2 ≥600

y1 ≥0,y2 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1-2)

其中,约束条件y1+y2≥350表示调派的总车辆数量要求,y1≥125表示调派的拼车数量要

求,2y1+y2≥600表示所需服务的旅客人数要求,y1,y2≥0称为变量的非负约束,表明拼

车和专车的数量不可能为负值。

1.1.2 线性规划问题的数学模型

上一小节的两个例子清晰地展示了规划问题的一般结构。通常情况下,规划问题的数

学模型由三个核心要素组成:
 

(1)决策变量,通常表示问题中需要明确定义的未知量,用于

表示规划中的数量或选择方案,通常由决策者来控制和调整;
 

(2)目标函数,用于衡量问题

的优化目标,它可以是寻找最大化效益(标记为“max”),也可以是最小化成本/风险(标记为

“min”),目标函数的设定直接反映了问题的本质和求解的目标,指导算法或决策朝着最理

想的方案前进;
 

(3)约束条件,描述了决策变量的取值受到的各种资源条件限制,通常表示

为包含决策变量的等式或不等式,它们确保问题的解在实际情况下是可行的。若一个规划

问题的目标函数是决策变量的线性函数,约束条件是含决策变量的线性等式或不等式,则
称该类规划问题的数学模型为线性规划的数学模型。

从例1-1中,可以总结出一般线性规划问题的数学建模过程如下。
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(1)
 

定义决策变量:
 

用一组变量X=(x1,x2,…,xn)表示问题的决策方案,当这组变量

取具体值时就表示一个具体的决策方案;
 

(2)
 

定义目标函数:
 

用决策变量表示出线性目标函数,即决策者追求极大化或者极小

化的目标;
 

(3)
 

定义约束条件:
 

从问题的各类资源限制出发,用决策变量的线性等式或者不等式

来表示决策变量必须满足的条件。
由此可见,线性规划模型的一般形式可表示为

max(min)
 

z=c1x1+c2x2+…+cnxn
s.t.

 

a11x1+a12x2+…+a1nxn ≤ (=,≥)b1
a21x1+a22x2+…+a2nxn ≤ (=,≥)b2

︙

am1x1+am2x2+…+amnxn ≤ (=,≥)bm
x1,x2,…,xn ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1-3)

其中,m 是约束方程的个数,n是决策变量的个数。
由于目标函数和约束条件在内容和形式上的差别,线性规划问题可以有很多种表达

式。为了便于讨论和制定统一的算法,当m 个约束条件均为“=”且目标为“max”时,称其

为线性规划问题的标准形式:
 

max z=c1x1+c2x2+…+cnxn
s.t.

 

a11x1+a12x2+…+a1nxn=b1
a21x1+a22x2+…+a2nxn=b2

︙

am1x1+am2x2+…+amnxn=bm
x1,x2,…,xn ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

(1-4)

  线性规划问题的标准形式(1-4)可以被表示为矩阵形式:

max z=CX
s.t.

 

AX=b
X ≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1-5)

其中,A 称为约束方程的系数矩阵,X 称为决策向量,b 称为资源向量,C 称为价值向量,分
别表示如下:

 

A=

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
︙ ︙ ︙

am1 am2 … amn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
 

 X=

x1
x2
︙

xn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, b=

b1
b2
︙

bm

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, C=(c1,c2,…,cn)

  标准形式的线性规划模型中,目标函数为求极大值,约束条件全为等式,约束条件右端

项bi(i=1,2,…,m)全为非负值,变量xj(j=1,2,…,n)的取值全为非负值。对于不符合

标准形式的线性规划问题,可通过下列方法将其转换为标准形式。
(1)

 

若线性规划的目标函数为求极小值(min),可将目标函数等式两端同时乘以“-1”
转化为求极大值(max)。
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(2)
 

若线性规划约束条件的符号为“≥”,可通过添加剩余变量将约束条件转化为“=”。
例如:

 

约束“x1+x2≥3”,可添加变量x3,系数为“-1”,将该约束转化为“x1+x2-x3=
3”,此时,x3 即为剩余变量。

(3)
 

若线性规划约束条件的符号为“≤”,可通过添加松弛变量将约束条件转化为“=”。
例如:

 

约束“x1+x2≤5”,可添加变量x4,其系数为“1”,将此约束转化为“x1+x2+x4=
5”,此时,x4 即为松弛变量。

(4)
 

若约束条件的等式右端项bi 为负数,可将第i个约束的等式两边同时乘以“-1”。
(5)

 

若线性规划的决策变量xi 为负数,可令xi=-x'i,此时x'i≥0。
(6)

 

若线性规划的决策变量xi 无约束,可令xi=x'i-x″i,此时x'i≥0,x″i≥0。
例1-3 请将例1-2中的线性规划问题(1-2)化为标准形式。
解 上述问题中令f'=-f,并按标准化规则可将线性规划化为如下标准形式:

 

max f'=-2y1-3y2+0y3+0y4+0y5
s.t.

 

y1+y2-y3=350
y1-y4=125
2y1+y2-y5=600
y1,y2,y3,y4,y5 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1-6)

1.2 图 解 法

图解法是一种用几何作图求解线性规划问题最优解的方法。这种方法简单直观,有助

于深入理解线性规划问题求解的基本原理。通常情况下,图解法只适用于包含2个决策变

量x1 和x2 的线性规划问题。通过在以x1 和x2 为坐标轴的直角坐标系中绘制图形,图上

的任意一点的坐标代表了决策变量x1 和x2 的一组取值,同时也代表了问题的一个潜在

解。图解法的主要目的有两个方面:
 

一是判断线性规划问题解的可能性;
 

二是在存在最优

解的情况下,找到问题的最优解。

1.2.1 图解法的步骤

下面通过图1-1求解例1-1来详细介绍图解法的基本思想。在以x1 和x2 为坐标轴的

直角坐标系中,每个线性约束条件都代表了一个半平面。例如,约束条件x1+x2≤12表示

以直线x1+x2=12为边界的左下方的半平面,可以用集合表示为:
 

{(x1,x2)|x1+x2≤12}。
在这个半平面内的任一点都满足约束条件x1+x2≤12,而在半平面以外的点都不满足这个

约束条件。
当同时满足约束条件x1+x2≤12,x1+2x2≤16,x2≤6,x1≥0和x2≥0时,这些点位

于5个不同半平面的交集内(包括5条边界线)。这5个半平面分别如图1-1的(a)、(b)、
(c)、(d)、(e)中的阴影部分所示,它们的交集如图1-1的(f)所示。交集(阴影部分)中的每

一点(包括边界上的点)都是问题(1-1)的可行解,而这个交集被称为例1-1线性规划问题的

可行域。
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图1-1 模型(1-1)的可行域

图1-2 模型(1-1)的最优解

  目标函数为z=30x1+50x2,当z取某

一固定值时,该函数就对应于平面上的一条

直线。不同的z值对应于一系列相互平行的

直线,因为同一条直线上的点都具有相同的

目标函数值z,故称该直线为“等值线”。
图解法的核心思想是通过平移目标函数

的等值线,在可行域内寻找等值线与可行域

的交点,确定目标函数取到极大或极小值的

决策变量的取值,从而找到最优解。
如图1-2所示,当z的取值逐渐增大时,

等值线(虚线)将沿其法线方向向右上方移

动。同时,为了确保解的可行性,等值线与可

行域一定要存在交点。因此,当等值线移动
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到可行域的顶点C 点时,目标函数值在可行域的边界取得了极大值。此时,C 点的坐标为

(8,4),即直线x1+x2=12与x1+2x2=16的交点。因此例1-1线性规划问题的最优解是

x1=8和x2=4,最优值是z=440。这说明公交集团的最优调度方案应该是调配8辆A型

公交车和4辆B型公交车。这种情况下,公交集团能够疏散的景点旅客为440人。
下面计算最优解所对应的驾驶员、安保员和乘务员的调配情况。把最优解x1=8和

x2=4分别代入例1-1线性规划问题的约束条件进行计算,可以得到需要驾驶员1×8+1×
4=12(人),安保员1×8+2×4=16(人),乘务员0×8+1×4=4(人)。因此,组织8辆A
型公交车和4辆B型公交车的调配方案将占用所有可用的驾驶员和安保员,但只占用了

4名乘务员,还有6-4=2(名)乘务员没有参与。
在线性规划问题中,对应“≤”约束中没有用尽的资源或能力称之为松弛量。因此,

对例1-1组织8辆A型公交车和4辆B型公交车的最优方案中,驾驶员的松弛量为0人,
安保员的松弛量也为0人,而乘务员的松弛量为2人。为了将线性规划模型标准化,需
要对未全部使用的资源或能力的约束引入“松弛变量”。引入松弛变量不应该对目标函

数产生影响,因此在目标函数中把松弛变量的系数设为零。引入松弛变量后,式(1-1)的
数学模型如下:

 

max
 

z=30x1+50x2+0x3+0x4+0x5
s.t.

 

x1+x2+x3=12
x1+2x2+x4=16
x2+x5=6
x1,x2,x3,x4,x5 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1-7)

  关于松弛变量的信息也可以从图解法中获得。例如,从图1-2中可知例1-1的最优解

位于直线x1+2x2=16与直线x1+x2=12的交点C 处,故可知驾驶员和安保员的松弛量

x3 和x4 都为零,而C 点不在直线x2=6上,故可知x5>0。

1.2.2 线性规划问题解的几种情形

在图1-2中,A、B、C、D、O 都是可行域的顶点。对于可行域有界的线性规划模型来

说,其可行域的顶点个数有限。从图解法的求解过程可以观察到以下现象:
 

(1)
 

如果线性规划模型有最优解,则最优值一定会在可行域的某个顶点上取到。
(2)

 

线性规划模型存在有无穷多个最优解的情形。例如,当A型公交车可容纳旅客50
人,则例1-1中的目标函数将变为z=50x1+50x2,等值线平移到最优位置后将与直线

x1+x2=12重合(如图1-3所示)。此时不仅顶点C 和D 是最优解,线段CD 上的所有点

也都是最优解,其最优值均为600人。
(3)

 

线性规划模型存在无界解的情形。试想在无人驾驶、无人售票、无安保员、车辆可

以循环调配的情况下,线性规划问题(1-1)简化为
 

max z=30x1+50x2
s.t. x1 ≥0,x2 ≥0 (1-8)

  此时模型的可行域无界(如图1-4所示),目标函数值可以通过将等值线向右上方移动
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图1-3 线性规划模型存在有无穷多个最优解的情形

而增大到无穷大,存在无界解。
(4)

 

线性规划问题存在无可行解的情况。例如,公交集团疏散旅客数量的目标为1000
人,那么线性规划问题(1-1)中需要再增加一个约束条件30x1+50x2≥1000,此时可行域为

空集,即不存在满足所有约束条件的可行解。
一般情况下,我们将上述情况(3)和(4)统称为线性规划问题无最优解。
例1-1是求目标函数极大值的线性规划问题,下面我们采用图解法求解例1-2,即用图

解法求解模型(1-2),该问题的可行域为图1-5中的阴影部分。

图1-4 线性规划模型存在无界解的情形 图1-5 模型(1-2)的可行域

目标函数f=2y1+3y2,在坐标平面上可表示为以f为参数,以-2/3为斜率的一簇等

值线。这些等值线随着f值的减少向左下方平移,当移动到Q 点时,目标函数在可行域内

取得极小值。如图1-5所示。Q点的坐标可以通过求解线性方程y1+y2=350得到,当y2=0
时,y1=350,此线性规划问题的最优解为分别调派350辆拼车和0辆专车,此时平台给司机

的补贴为f=2×350=700(元)。对该线性规划问题的最优解进行分析可知:
 

调派拼车和专车

的总数量为350辆,达到了两种网约车需求(即第一个约束条件)的最低要求;
 

疏散旅客的数

量为2×350=700(位),大于候车旅客数量。
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1.3 单
 

纯
 

形
 

法

单纯形法的理论基础源于线性规划问题的特性,即其可行域是n维向量空间Rn 中的

一个多面凸集。从1.2节可以看到,如果存在最优解,那么它必然位于这个凸集的某个顶点

上,这意味着最优解在可行域的角落或顶点处实现。单纯形法运用这一理论,通过不断移

动到可行域的不同顶点,逐步逼近最优解,从而实现对线性规划问题的求解。

1.3.1 线性规划问题解的相关概念

给定标准形式的线性规划问题如下:
 

          

max z=∑
n

j=1
cjxj                 (1-9)

s.t. ∑
n

j=1
aijxj=bi,i=1,2,…,m          (1-9a)

xj ≥0,j=1,2,…,n             (1-9b)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  可行解 满足上述约束条件(1-9a)和(1-9b)的解X=(x1,x2,…,xn)T,被称为线性规

划问题的可行解,全部可行解的集合称为可行域。
最优解 使目标函数(1-9)达到极大值的可行解称为最优解。
基 设A 为约束方程组(1-9a)的m×n阶系数矩阵(设n>m),其秩为m,B 是矩阵A

中的一个m×m 阶的满秩子矩阵,称B 是线性规划问题的一个基。不失一般性,设

B=

a11 a12 … a1m
a21 a22 … a2m
︙ ︙ ⋱ ︙
am1 am2 … amn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=(P1,P2,…,Pm)

B 中的每一个列向量Pj,j=1,2,…,m 称为基向量,与基向量对应的变量xj 称为基变量,
除基变量以外的变量称为非基变量。

基解 在约束方程组(1-9a)中,令所有非基变量xm+1=xm+2=…=xn=0,又由于

B ≠0,根据克莱姆法则(Cramer’s
 

Rule),由m 个约束方程可解出m 个基变量的唯一解

XB=(x1,x2,…,xm)T。将该解结合非基变量取0有X=(x1,x2,…,xm,0,0,…,0)T,称
X 为线性规划问题的基解。显然在基解中变量取非零值的个数不大于m,故基解的总数不

超过Cm
n 个。

基可行解 满足变量非负约束条件(1-9b)的基解称为基可行解。
可行基 对应于基可行解的基称为可行基。

1.3.2 单纯形法及其迭代原理

通常情况下,一般线性规划问题的约束方程个数小于或等于决策变量的个数。因此,
满足约束方程的解的个数通常不止一个,甚至可能是无穷多个。正如我们在1.2节中所分
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析的,线性规划问题的基可行解是有限的,并且如果存在最优解,那么最优解必然可以在某

个基可行解上实现。
例1-4 本例演示如何用单纯形法求解线性规划模型。在例1-1中,模型(1-1)所对应

的标准形式的目标函数为

max
 

z=30x1+50x2+0x3+0x4+0x5 (1-10)
约束方程为

x1+x2+x3   =12
x1+2x2  +x4 =16
  x2  +x5=6

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1-11)

非负约束为

xj ≥0, j=1,2,…,5
约束方程(1-11)的系数矩阵为

A= P1,P2,P3,P4,P5  =
1 1 1 0 0
1 2 0 1 0
0 1 0 0 1  

从(1-11)式中可以看到x3,x4,x5 的系数列向量为

P3=
1
0
0  , P4=

0
1
0  , P5=

0
0
1  

是线性独立的,这些向量构成一个基

B0= P3,P4,P5  =
1 0 0
0 1 0
0 0 1  

对应于B0 的变量x3,x4,x5 为基变量,从(1-12)式中可以得到

x3=12-x1-x2
x4=16-x1-2x2
x5=6  -x2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1-12)

  将(1-12)式代入目标函数(1-10)式得到

z0=0+30x1+50x2 (1-13)
  令非基变量x1=x2=0,得到x3=12,x4=16,x5=6,此时z0=0。因此,基矩阵B0 的

基可行解为

X(0)=(0,0,12,16,6)T

该基可行解可以理解为公交公司没有指派任何A型公交车和B型公交车疏散旅客,所有的

资源都没有被利用,因此能够疏散的旅客数量是z0=0。
从分析目标函数的表达式(1-13)可以看出非基变量x1 和x2 的系数都是正数,因此将

非基变量变换为基变量,目标函数值就可能增大。在实践中,只要适当安排A型或者B型

公交车参与服务,可以使疏散旅客的数量有所增加。在理论上,只要目标函数(1-13)的表达

式中存在系数为正的非基变量,则表示目标函数值还有增大的空间,此时可以将非基变量

与基变量进行置换。在求解过程中,如果有多个系数为正的非基变量,为了使目标函数值

变得尽可能大,通常选择系数最大的那个非基变量(如当前阶段的x2)为换入变量,将它加
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入基变量中。同时,为了确保基变量的个数等于m,还要选择一个基变量作为换出变量,成
为非基变量。当确定x2 为换入变量后,其值将由0变为正数。在逐渐增大x2 的过程中

(此时x1 仍取值为0),为了确保x3,x4,x5 均非负,将最先变为0的基变量作为换出变量。
在(1-12)式中,当x1=0时,我们有

x3=12-x2 ≥0
x4=16-2x2 ≥0
x5=6-x2 ≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1-14)

  从(1-14)式可以看出,x2 的最大可能取值是 min{12,16/2,6}=6。此时x5=0,因此

x5 由基变量置换为非基变量。在实践中,每组织一辆B型车,所需要的驾驶员、安保员和乘

务员的数量是(1,2,1)。这表示人力资源中的薄弱环节确定了组织B型车的数量上限,此
处由乘务员的数量确定了B型车的数量上限是6辆。

基于以上分析,此时得到一组新的基变量x3,x4,x2 及其对应的基矩阵:
 

B1=(P3,P4,P2)=
1 0 1
0 1 2
0 0 1  

  为了得到以x3,x4,x2 为基变量的一个基可行解,将约束方程中含有基变量的项放在

等式左边,同时将含有非基变量的项放在等式的右边,得到

x3+x2=12-x1 ①
x4+2x2=16-x1 ②
x2=6-x5 ③

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1-15)

  用高斯消去法,将(1-15)式中x2 的系数列向量变换为单位列向量。其运算步骤是:
 

①'=①-③';
 

②'=②-2×③';
 

③'=③,并将结果仍按原顺序排列,得到

x3=6-x1+x5 ①'
x4=4-x1+2x5 ②'
x2=6-x5 ③'

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1-16)

再将(1-16)式代入目标函数(1-13)得到

z1=300+30x1-50x5 (1-17)
令非基变量x1=x5=0,得到x3=6,x4=4,x2=6,此时z1=300。因此,对应于基矩阵B1

的基可行解为

X(1)=(0,6,6,4,0)T

由目标函数(1-17)可观察到非基变量x1 的系数是正的,说明目标函数值还可以继续增大。
重复上述过程,确定x1 为换入变量,x4 为换出变量,得到基可行解为

X(2)=(4,6,2,0,0)T

相应地得到

x3=2+x4-x5
x1=4-x4+2x5
x2=6-x5

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

代入目标函数后得到z2=420-30x4+10x5。此时非基变量x5 的系数为正,说明目标函数

仍可以继续增大。再次重复上述过程,经过一次迭代,可以得到基可行解为

X(3)=(8,4,0,0,2)T
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此时目标函数表达式为

z3=440-10x3-20x4 (1-18)
检查目标函数的表达式(1-18),所有非基变量x3 和x4 的系数都是负数,这说明若要用剩余

资源x3 或x4,势必降低疏散旅客的数量。因此当x3=x4=0,即不再利用这些资源时,目
标函数达到极大值。此时X(3)是该问题的最优解,即当分别组织8辆A型公交车和4辆B
型公交车的时候,公交公司疏散的旅客数达到极大值440人。

上例呈现了用单纯形法求解线性规划问题的基本思路,现将每次迭代得到的结果与图

解法对比,理解其几何意义。原例1-1的线性规划问题是二维的,即两个决策变量x1 和

x2;
 

当加入松弛变量x3、x4 和x5 后该问题变为高维。此时可以想象,满足所有约束条件

的可行域是一个高维空间的凸多面体。该凸多面体的顶点就是线性规划模型的基可行解。
以平面坐标为例,初始基可行解X(0)=(0,0,12,16,6)T 相当于图1-2中的O 点(0,0),

X(1)=(0,6,6,4,0)T 相当于图1-2中的A 点(0,6);
 

X(2)=(4,6,2,0,0)T 相当于图1-2中

的B 点(4,6),最优解X(3)=(8,4,0,0,2)T 相当于图1-2中的C 点(8,4)。从初始基可行解

X(0)开始迭代,依次得到X(1),X(2),X(3)。这表示图1-2中的目标函数的等值线平移时,从
O 点开始,首先到达A 点,然后到达B 点,最后到达最优解对应的C 点。

1.3.3 单纯形法计算步骤

单纯形法的基本思想可以概括为以下步骤:
 

首先,初始化一个基可行解,也就是可行域

的某个顶点。然后,通过检验数(稍后将详细介绍)来判断目标函数是否在该基可行解处达

到极大值。如果是,那么这个基可行解就被确定为最优解。否则
 

,就通过替换基变量来改

进基可行解,以增加目标函数的值。这个过程一直重复,直到找到最优解为止。这种方法

的本质是在可行域的各个顶点上进行迭代搜索,而可行域本身是一个凸多面体,通常被称

为单纯形。因此,这个方法被称为单纯形法。
下面将详细讨论一般线性规划问题的求解步骤。
第1步:

 

初始基可行解的确定

如果线性规划问题具有标准形式:
 

max
 

z=c1x1+c2x2+…+cnxn
s.t.

 

P1x1+P2x2+…+Pnxn=b
x1,x2,…,xn≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

可以从P1,P2,…,Pn 中直接观察得到一个初始的可行基,即m 个线性无关的列向量。
若m 较大,不容易直接观察到一个可行基,可以通过构造一个单位矩阵作为初始可行基。
构造的方法是在每个约束方程的左边减去一个人工变量后再加上一个人工变量,此时正系

数的人工变量便对应一个单位矩阵。
如果线性规划具有一般形式(1-3),对于“≤”的约束条件,在每个约束方程的左侧加上

一个松弛变量;
 

对于“≥”或“=”的约束条件,在每个约束方程的左侧先减去一个人工变量

再加上一个人工变量,此时松弛变量与正系数的人工变量便对应一个单位矩阵。
通过以上过程可以得到一个基矩阵。不妨设x1,x2,…,xm 是基变量,利用高斯消去法

求解方程组
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a11x1+a12x2+…+a1mxm +a1,m+1xm+1+…+a1nxn=b1
a21x1+a22x2+…+a2mxm +a2,m+1xm+1+…+a2nxn=b2
        ︙

am1x1+am2x2+…+ammxm +am,m+1xm+1+…+amnxn=bm

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1-19)

  设该方程组的解为

x1=b'1-a'1,m+1xm+1-…-a'1nxn
x2=b'2-a'2,m+1xm+1-…-a'2nxn
       ︙

xm =b'm-a'm,m+1xm+1-…-a'mnxn

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1-20)

其中,b'i=(B-1b)i,a'ik=(B-1Pk)i,1≤i≤m,m+1≤k≤n。
令非基变量xm+1=xm+2=…=xn=0,可得xi=b'i,i=1,2,…,m。如果b'1,b'2,…,

b'm≥0,此时得到了一个初始基可行解X= b'1,b'2,…,b'm,0,…,0︸n-m个

  T;
 

否则,重新选择一个

基矩阵,直到找到一个基可行解。
第2步:

 

最优性检验与解的判别

一般情况下,经迭代后,(1-20)式变成

xi=b'i- ∑
n

j=m+1
a'ijxj,i=1,2,…,m (1-21)

  将(1-21)式代入目标函数,整理后可得

z=∑
m

i=1
cib'i+ ∑

n

j=m+1
cj-∑

m

i=1
cia'ij  xj (1-22)

  令z0=∑
m

i=1
cib'i,σj=cj-∑

m

i=1
cia'ij,j=m+1,m+2,…,n,有

z=z0+ ∑
n

j=m+1
σjxj (1-23)

这里σj 称为非基变量xj 的检验数。
(1)

 

最优解的判别准则

若X(0)=(b'1,b'2,…,b'm,0,…,0)T 是一个基可行解,且对于所有j=m+1,m+2,…,

n,有σj≤0,则X(0)是最优解。事实上,当所有检验数σk≤0时,由(1-23)式可知不存在可以

换入的非基变量使目标函数值继续增大。
(2)

 

无界解的判别准则

若X(0)=(b'1,b'2,…,b'm,0,…,0)T 是一个基可行解,存在某个m+1≤k≤n,使得σk>
0,且a'ik≤0对于所有i=1,2,…,m 成立,那么该线性规划问题具有无界解。事实上,此时

可以将非基变量xk 的取值趋向正无穷。在此过程中,因为a'ik≤0,约束条件恒成立;
 

而根

据σk>0,目标函数值也趋向正无穷。
此外,由1.2.1节的图解法可以了解到,线性规划问题还可能存在无穷多最优解的情

形。若X(0)=(b'1,b'2,…,b'm,0,0,…,0)T 是一个基可行解,对于所有j=m+1,m+2,…,

n,有σj≤0,且存在某个m+1≤k≤n,使得σk=0,则根据最优性判别准则可知X(0)是一个

最优解。进一步,如果b'1,b'2,…,b'm>0,可以将非基变量xk 换入基变量中,此时能够找到
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一个新的基可行解X(1)。又因为σk=0,由(1-23)式可知目标函数值保持不变,此时X(1)也

是最优解。1.2.2节中已经指出,当线性规划问题存在两个最优解X(0)和X(1)时,它们连线

上的所有点也都是最优解(结合图解法中图1-3理解),此时线性规划问题有无穷多最优解。
值得注意的是,以上讨论都是针对标准形式的线性规划模型,即极大化目标函数(max)

的情形。对于极小化目标函数(min)的情形,可先将模型化为标准形式。
第3步:

 

基变换

若当前基可行解X(0)不是最优解也不满足无界解判别准则时,需要找到一个新的基可

行解替换X(0)。基变换的具体做法是:
 

从X(0)中选择一个入基变量和一个出基变量,得到

一组新的基变量及其对应的基矩阵,再通过高斯消去法求解方程,得到一个新的基可行解。
(1)

 

确定入基变量

设对应于X(0)的非基变量的检验数是σm+1,σm+2,…,σn。由(1-24)式看到,当σj>0
时,增加xj 可以使目标函数值增大。一般来说,为了使目标函数值增加得更快,通常选择

最大非负检验数所对应的非基变量作为入基变量。不妨设σk=max{σj|σj>0},此时σk 对

应的xk 为入基变量。
(2)

 

确定出基变量

在(1-24)式中,当确定xk 为入基变量后,令其他非基变量取值为零,可得

x1=b'1-a'1kxk
x2=b'2-a'2kxk
   ︙

xm =b'm-a'mkxk

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1-24)

  为了尽可能增大目标函数值,xk 应该选取满足非负性约束的最大值。不妨设

θ=min
b'i
a'ik
a'ik>0  =b'la'lk  (1-25)

  因为在xk 逐渐增大的过程中xl 最先变为零,所以选取xl 为出基变量。令xk 为入基

变量,xl 为出基变量,便得到一组新的基变量。为方便起见,记为X(1)=(x1,x2,…,xn)T。

设X(0)对应的基矩阵为B=(P1,…,Pl-1,Pl,Pl+1,…,Pm),显然P1,…,Pl-1,Pl,

Pl+1,…,Pm 线性独立。现用反证法证明X(1)基变量所对应的系数列向量P1,…,Pl-1,Pk,

Pl+1,…,Pm 仍线性独立。假设P1,…,Pl-1,Pk,Pl+1,…,Pm 线性相关,那么Pk 一定可用

P1,…,Pl-1,Pl+1,…,Pm 线性表示,即存在一组不全为零的实数λi,i=1,2,…,m,i≠l,
使得

Pk= ∑
m

i=1,i≠l
λiPi

成立。在上式两端同时乘以B-1,可得

B-1Pk= ∑
m

i=1,i≠l
λiB-1Pi

又因为

(B-1P1,…,B-1Pl-1,B-1Pl,B-1Pl+1,…,B-1Pm)=B-1B=I
所以有
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B-1P1=

1
0
︙

0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, B-1P2=

0
1
︙

0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,…, B-1Pm =

0
0
︙

1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

此时可得

B-1Pk= ∑
m

i=1,i≠l
λiB-1Pi=(λ1,…,λl-1,0,λl+1,…,λm)T

这与(B-1Pk)l=a'lk>0相矛盾,因此P1,…,Pl-1,Pk,Pl+1,…,Pm 线性独立。
第4步:

 

迭代

通过在线性规划问题的约束方程组中加入松弛变量或人工变量,得到

x1+a1,m+1xm+1+…+a1kxk+…+a1nxn=b1
x2+a2,m+1xm+1+…+a2kxk+…+a2nxn=b2

︙

xl+al,m+1xm+1+…+alkxk+…+alnxn=bl
︙

xm +am,m+1xm+1+…+amkxk…+amnxn=bm

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1-26)

  已知xk 为入基变量,xl 为出基变量,xk 和xl 的系数列向量分别为

Pk=

a1k
︙

alk
︙

amk

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, Pl=

0
︙

1
︙

0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

← 第l个分量

  为了计算新的基变量所对应的基解,通过高斯消去法把Pk 变为单位向量,这可以通过

系数矩阵的增广矩阵实施行初等变换来实现,这里的增广矩阵可表示为

x1 … xl … xm xm+1 … xk … xn b

1 a1,m+1 … a1k … a1n
⋱
1 al,m+1 … alk … aln
⋱
1 am,m+1 … amk … amn

b1

bl

bm

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1-27)

行初等变换的步骤如下:
 

(1)
 

将增广矩阵(1-27)中的第l行除以alk,得到

0,…,0,1alk
,0,…,0,

al,m+1
alk

,…,1,…,
aln
alk

bl
alk  (1-28)

  (2)
 

通过行变换,将(1-27)式中第k 列除l行以外的各元素都变换为零,变换后第

i(i≠l)行的表达式为

0,…,0,-
aik
alk
,0,…,0,ai,m+1-

al,m+1
alk
aik,…,0,…,ain-

aln
alk
aik bi-

bl
alk
aik  
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此时可得到变换后系数矩阵各元素的变换关系式为

a'ij=
aij-

alj
alk
aik (i≠l)

alj
alk

(i=l),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 b'i=
bi-

aik
blk
bl (i≠l)

bl
alk

(i=l)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

其中a'ij和b'i是变换后的新元素。
(3)

 

经过初等变换后的新增广矩阵为

x1 …  xl  … xm xm+1 … xk … xn b

1 … -
a1k
alk

… 0 a'1,m+1 … 0 … a'1n

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 … 1
a1k

… 0 a'l,m+1 … 1 … a'ln

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 … -
amk
alk

… 1 a'm,m+1 … 0 … a'mn

b'1

︙

b'l

︙

b'm

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

(1-29)

(4)
 

由(1-29)式中可以看到,x1,x2,…,xk,…,xm 的系数列向量构成m×m 单位矩

阵。当非基变量xm,…,xl,…,xn 为零时,就得到一个基可行解:
 

X(1)=b'1,…,b'l-1,0,b'l+1,…,b'm,0,…,b'k,0,…,0  T

在基变换过程中,已经确保了X(1)的非负性。
在上述系数矩阵的变换中,alk 称为主元素,变换后的取值为1,它所在列称为主元列,

所在行称为主元行。综上所述,单纯形法的计算步骤与流程总结如图1-6所示。
 

图1-6 单纯形法的计算步骤与流程

1.3.4 单纯形表

由于直接用公式进行单纯形法的迭代计算很不方便,其中最复杂的是进行基变换。因
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此,为了便于计算,我们可以将单纯形法的全部计算过程在一个类似增广矩阵的数表上进

行,本节在单纯形法的基础上介绍一种基于单纯形表的计算方法。
首先,将所有约束条件与目标函数组成一个有n+1个变量和m+1个方程的方程组:

 

x1+a1,m+1xm+1+…+a1nxn=b1
︙

x2+a2,m+1xm+1+…+a2nxn=b2
︙

xm +am,m+1xm+1+…+amnxn=bm
-z+c1x1+c2x2+…+cmxm +cm+1xm+1+…+cnxn=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

并表示成如下增广矩阵形式:
 

z x1 x2 … xm xm+1 … xn b
0 1 0 … 0 a1,m+1 … a1n b1
0 0 1 … 0 a2,m+1 … a2n b2

︙

0 0 0 … 1 am,m+1 … amn bm
1 c1 c2 … cm cm+1 … cn 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

通过初等行变换将基变量系数c1,c2,…,cm 变为0,得到

-zx1 x2 … xm   xm+1    …   xn     b
0 1 0 … 0 a1,m+1 … a1n b1
0 0 1 … 0 a2,m+1 … a2n b2

︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … 1 am·m+1 … amn bm

1 0 0 … 0 cm+1-∑
m

i=1
ciai,m+1 … cn-∑

m

i=1
ciain -∑

m

i=1
cibi

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

根据上述增广矩阵可形成第一张单纯形表,见表1-2。其中,XB 列填入基变量x1,

x2,…,xm;
 

CB 列填入基变量的系数c1,c2,…,cm;
 

b列填入约束方程组右端的常数;
 

cj 行

填入变量系数c1,c2,…,cn;
 

θi 列是在确定入基变量后,按θ规则(见式(1-26))计算;
 

最后

一行对应目标函数值的相反数:
 

-z=-∑
m

i=1
cibi,及各变量xj的检验数:

 

σj=cj-∑
m

i=1
ciaij,

j=1,2,…,n。
基于单纯形表的计算步骤如下:

 

步骤1 确定初始可行基和初始基可行解,建立初始单纯形表;
 

步骤2 若σj≤0,j=m+1,…,n,则已得到最优解,终止计算,并返回最优解xj=bj,

j=1,…,m;
 

xj=0,j=m+1,…,n。否则,转入下一步;
 

步骤3 若存在σk>0且列向量Pk≤0,则无界解,终止计算。否则,转入下一步;
 

步骤4 确定入基变量xk 与出基变量xl,以alk 为主元素进行初等行变换,使得
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Pk=

a1k
a2k
︙

alk
︙

amk

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

⇒
变换为

0
0
︙

1
︙

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

← 第l行

将XB 列中的xl 换为xk,得到一张新的单纯形表(表1-2)。重复步骤2-4,直到满足终止计

算条件。

表 1-2

cj c1 … cm cm+1 … cn
CB XB b x1 … xm xm+1 … xn

θi

c1 x1 b1 1 … 0 a1,m+1 … a1n θ1
c2 x2 b2 0 … 0 a2,m+1 … a2n θ2
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

cm xm bm 0 … 1 am,m+1 … amn θm

-z -∑
m

i=1
cibi 0 … 0 cm+1-∑

m

i=1
ciai,m+1 … cn-∑

m

i=1
ciain

现用例1-1的标准型(1-3)来说明上述计算步骤。取松弛变量x3,x4,x5 为基变量,得

到初始基可行解X(0)=(0,0,12,16,6)T,目标函数值是z=0,建立初始单纯形表1-3。

表 1-3

cj 30 50 0 0 0
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5

θi

0 x3 12 1 1 1 0 0 12
0 x4 16 1 2 0 1 0 8
0 x5 6 0 [1] 0 0 1 6

-z 0 30 50 0 0 0

非基变量的检验数σ1=30,σ2=50,且P1 和P2 均有正分量存在,取对应最大检验数的

x2 为入基变量,取对应最小θi 的x5 为出基变量。以a32=1为主元素进行初等行变换,使

P2 变换为(0,0,1)T,在XB 列中用x2 替换x5,于是得到新的单纯形表1-4。新的基可行解

是X(1)=(0,6,4,6,0)T,目标函数值是z=300。

表 1-4

cj 30 50 0 0 0
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5

θi

0 x3 6 1 0 1 0 -1 6
0 x4 4 [1] 0 0 1 -2 4
50 x2 6 0 1 0 0 1 -

-z -300 30 0 0 0 -50

非基变量的检验数σ1=30,且P1 有正分量存在,取x1 为入基变量,x4 为出基变量。重
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复步骤4,得到单纯形表1-5。新的基可行解是X(2)=(4,6,2,0,0)T,目标函数值是z=420。

表 1-5

cj 30 50 0 0 0
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5

θi

0 x3 2 0 0 1 -1 [1] 2
30 x1 4 1 0 0 1 -2 -
50 x2 6 0 1 0 0 1 6

-z -420 0 0 0 -30 10

非基变量的检验数σ5=10,且系数列P5 有正分量存在,取x5 为入基变量,x3 为出基

变量。重复步骤4,得到单纯形表1-6。

表 1-6

cj 30 50 0 0 0
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5

θi

0 x5 2 0 0 1 -1 1 —

30 x1 8 1 0 2 -1 0 —

50 x2 4 0 1 -1 1 0 —

-z -440 0 0 -10 -20 0

因为最后一行的检验数均为负数或零,说明此时目标函数值已不可能再继续增大,最
优解是X(3)=(8,4,0,0,2)T,最优值是z*=440。

1.4 单纯形法的进一步讨论

在使用上述单纯形法解决问题时,通常需要进行基变换的迭代步骤,这些步骤可能会

变得复杂且容易出错。此外,当对模型进行标准化后,可能无法直接获得单位矩阵,即无法

确定初始基向量。在这种情况下,我们需要在不具备单位列向量的等式约束中引入变量,
以构建原线性规划问题的伴随问题,从而获得一个初始基。这些额外引入的变量称为人工

变量,而使用它们来找到初始可行基的求解方法被称为人工变量法(artificial
 

variable
 

method)。因此,人工变量法是一种帮助寻找原始问题的初始可行基的方法。

1.4.1 人工变量法

人工变量法包括大M
 

法和两阶段法,两者引入人工变量的目的和原则相同,不同之处

在于处理人工变量的方法。1.3.2节中曾提到,通过添加人工变量可以得到初始基可行解。

设线性规划问题的约束条件是∑
n

j=1
Pjxj=b,分别给每个方程加入一个人工变量xn+1,…,

xn+m,得到
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a11x1+a12x2+…+a1nxn+xn+1 =b1
a21x1+a22x2+…+a2nxn+xn+2 =b2

︙

am1x1+am2x2+…+amnxn+xn+m =bm
x1,…,xn,xn+1,…,xn+m ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  以人工变量xn+1,…,xn+m 为基变量,令非基变量x1,x2,…,xn 取值为零,得到一个初

始基可行解X(0)=(0,…,0,b1,…,bm)T。
以下介绍求解含有人工变量的线性规划问题的大M 法和两阶段法。
(1)

 

大M 法

对于一个极大化线性规划问题,若在约束条件中加进人工变量,需要在目标函数中将

人工变量的系数取成-M,其中M 为充分大的正数。此时,目标函数要实现极大化,必须把

人工变量从基变量中换出,否则目标函数永远不可能实现极大化。相反,对于极小化线性

规划问题,人工变量在目标函数中的系数应取为M。
例1-5 用大M 法求如下解线性规划问题:

 

min z=-3x1+x2+x3
s.t.

 

x1-2x2+x3 ≤11
-4x1+x2+2x3 ≥3
-2x1+x3=1
x1,x2,x3 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  解:
 

通过加入松弛变量x4 和剩余变量x5 将上述问题转化成标准形式,然后再加入人

工变量x6 和x7 得到如下形式:
 

min z=-3x1+x2+x3+0x4+0x5+Mx6+Mx7
s.t.

 

x1-2x2+x3+x4=11
-4x1+x2+2x3-x5+x6=3
-2x1+x3+x7=1
x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中,M 是一个充分大的正数。
基于单纯形表对该问题进行求解,见表1-7。从最后一张单纯形表可以看出最优解为

(4,1,9,0,0,0,0),最优值为z*=-2。
(2)

 

两阶段法

第一阶段给原问题加入人工变量,构造仅含人工变量的目标函数,并要求实现极小化,
如表1-7所示。

表 1-7

cj -3 1 1 0 0 M M
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

θi

0 x4 11 1 -2 1 1 0 0 0 11
M x6 3 -4 1 2 0 -1 1 0 3/2
M x7 1 -2 0 [1] 0 0 0 1 1
-z -4M -3+6M 1-M 1-3M 0 M 0 0
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续表

cj -3 1 1 0 0 M M
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

θi

0 x4 10 3 -2 0 1 0 0 -1 —

M x6 1 0 [1] 0 0 -1 1 -2 1
1 x3 1 -2 0 1 0 0 0 1 —

-z -1-M -1 1-M 0 0 M 0 3M-1
0 x4 12 [3] 0 0 1 -2 2 -5 4
1 x2 1 0 1 0 0 -1 1 -2 -
1 x3 1 -2 0 1 0 0 0 1 -
-z -2 -1 0 0 0 1 M-1 M+1

-3 x1 4 1 0 0 1/3 -2/3 2/3 -5/3 —

1 x2 1 0 1 0 0 -1 1 -2 —

1 x3 9 0 0 1 2/3 -4/3 4/3 -7/3 —

-z 2 0 0 0 1/3 1/3 M-1/3 M-2/3

min w=xn+1+…+xn+m +0x1+…+0xn
s.t.

 

a11x1+…+a1nxn+xn+1=b1
a21x1+…+a2nxn+xn+1=b1

︙

am1x1+…+amnxn+xn+m =bm
x1,x2,…,xn+m ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  利用单纯形表求解上述模型,若得到w>0,说明原问题无可行解,停止计算;
 

否则,若
得到w=0,说明原问题存在基可行解。基于最后一张单纯形表,除去人工变量,将目标函

数系数行换为原问题的目标函数系数,进行第二阶段的单纯形迭代,求原问题的最优解。
例1-6 用两阶段法求解线性规划下述问题:

 

min z=-3x1+x2+x3
s.t.

 

x1-2x2+x3 ≤11
-4x1+x2+2x3 ≥11
-2x1+x3=1
x1,x2,x3 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  解:
 

先在上述线性规划问题的约束方程中加入人工变量,给出第一阶段模型:
 

min w=x6+x7
s.t.

 

x1-2x2+x3+x4=11
-4x1+x2+2x3-x5+x6=3
-2x1+x3+x7=1
x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中x6 和x7 是人工变量,用单纯形法求解,见表1-8。此时得到结果w=0,最优解是x1=
0,x2=1,x3=1,x4=12,x5=x6=x7=0。
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  表 1-8

cj 0 0 0 0 0 1 1
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

θi

0 x4 11 1 -2 1 1 0 0 0 11
1 x6 3 -4 1 2 0 -1 1 0 3/2
1 x7 1 -2 0 [1] 0 0 0 1 1
-w -4 6 -1 -3 0 1 0 0

0 x4 10 3 -2 0 1 0 0 -1 —

1 x6 1 0 [1] 0 0 -1 1 -2 1
0 x3 1 -2 0 1 0 0 0 1 —

-w -1 0 -1 0 0 1 0 3
0 x4 12 3 0 0 1 -2 2 -5 —

0 x2 1 0 1 0 0 -1 1 -2 —

0 x3 1 -2 0 1 0 0 0 1 —

-w 0 0 0 0 0 0 1 1

因为人工变量x6=x7=0,所以该线性规划问题的基可行解为(0,1,1,12,0)T。然后进

行第二阶段的运算,此时将第一阶段的最终表中的人工变量x6 和x7 的列删除,并修改cj
行为原问题目标函数对应的系数,继续利用单纯形表进行计算,见表1-9。

从表1-9中得到最优解为x1=4,x2=1,x3=9,最小目标函数值是z*=-2。

表 1-9

cj -3 1 1 0 0
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5

θi

0 x4 12 [3] 0 0 1 -2 4
1 x2 1 0 1 0 0 -1 —

1 x3 1 -2 0 1 0 0 —

-z -2 -1 0 0 0 1
-3 x1 4 1 0 0 1/3 -2/3 —

1 x2 1 0 1 0 0 -1 —

1 x3 9 0 0 1 2/3 -4/3 —

-z 2 0 0 0 1/3 1/3

1.4.2 退化问题

单纯形法计算中用θ规则确定出基变量时,有时会存在两个以上相同的最小比值,这样

在下一次选代中就有一个或几个基变量同时等于零,此时会出现退化解。这时出基变量

xl=0,迭代后的目标函数值不变,不同的基可行解表示同一顶点。有学者曾构造出一个特

例,当出现退化时,进行多次迭代,而基从B1,B2,…,又返回到B1,即出现计算过程死循环,
永远达不到最优解。

尽管计算过程死循环现象极少,但还是有可能出现,那么我们该如何解决这一问题?

1977年,Bland[7]提出了一种简便的规则———Bland规则:
 

选取σj>0中下标最小的非基变
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量xk 为入基变量;
 

按θ规则计算存在两个和两个以上最小比值时,选取下标最小的基变量

为出基变量。按照Bland规则进行单纯形迭代时,一定能避免出现上述死循环情形。

1.4.3 常用处理方式汇总

将线性规划一般形式转化为标准形式时,几种常见的处理方式汇总于表1-10。

表 1-10

决策

变量

xj≥0 不需要处理

xj≤0 令x'j=-xj,x'j≥0
xj 无约束 令xj=x'j-x″j,x'j,x″j≥0

约束

条件

b≥0 不需要处理

b<0 约束条件两端同乘-1
≤ 加松弛变量,目标函数中松弛变量的系数取0
= 加人工变量,目标函数中人工变量的系数取-M(极大化问题)或M(极小

化问题)
≥ 减去剩余变量,再加人工变量

目标

函数

max
 

z 不需要处理

min
 

z 令z'=-z,求 max
 

z'

1.5 线性规划的对偶理论

无论是从理论还是实践的角度来看,对偶理论都在线性规划中扮演着重要的角色。对

偶理论的基本思想是:
 

每个线性规划问题(称为原始问题)都有一个与之对应的对偶线性规

划问题(称为对偶问题)。在解决一个问题的同时,也同时找到了另一个问题的解。这一理

论最早由美籍匈牙利数学家John
 

von
 

Neumann于1947年提出。

1.5.1 对称形式下对偶问题的一般形式

对称形式定义 满足下列条件的线性规划问题称为具有对称形式:
 

其变量均具有非负

约束,其约束条件当目标函数求极大时均取“≤”,当目标函数求极小时均取“≥”号。
对称形式下线性规划原问题的一般形式为

max z=c1x1+c2x2+…+cnxn
s.t.

 

a11x1+a12x2+…+a1nxn ≤b1
a21x1+a22x2+…+a2nxn ≤b2

︙

am1x1+am2x2+…+amnxn ≤bm
xj ≥0,j=1,2,…,n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  用yi,i=1,2,…,m 代表第i种资源的估价,则其对偶问题的一般形式为
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min w=b1y1+b2y2+…+bmym
s.t.

 

a11y1+a21y2+…+am1ym ≥c1
a12y1+a22y2+…+am2ym ≥c2

︙

a1ny1+a2ny2+…+amnym ≥cn
yi ≥0,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  用矩阵形式表示,对称形式的线性规划问题的原问题为
 

max z=CX
s.t.

 

AX ≤b
X ≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

其对偶问题为
 

min w=YTb
s.t.

 

ATY≥CT

Y≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  上述矩阵形式的对偶问题中令w'=-w',可改写为

max w'=-YTb
s.t.

 

-ATY≤-CT

Y≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

如将其作为原问题,并按对应关系写出它的对偶问题:
 

min z'=-CX
s.t.

 

-AX ≥-b
X ≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

由此可见对偶问题的对偶即为原问题。

1.5.2 非对称形式的原———对偶问题关系

并非所有线性规划问题具有对称形式,故下面讨论如何写出一般形式下线性规划问题

的对偶问题。
例1-7 写出下述线性规划问题的对偶问题

maxz=c1x1+c2x2+c3x3 (1-30)

s.t.a11x1+a12x2+a13x3≤b1 (1-30a)

a21x1+a22x2+a23x3=b2 (1-30b)

a31x1+a32x2+a33x3≥b3 (1-30c)

x1≥0,x2≤0,x3 无约束 (1-30d)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

先将(1-30)式转换成对称形式,再写出其对偶问题。
(1)

 

将约束(1-30b)先转换成a21x1+a22x2+a23x3≤b2 和a21x1+a22x2+a23x3≥b2,
再变换为a21x1+a22x2+a23x3≤b2 和-a21x1-a22x2-a23x3≤-b2;

 

(2)
 

将约束(1-30c)两端乘“-1”,得-a31x1-a32x2-a33x3≤-b3;
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(3)
 

在约束(1-30d)中令x2=-x'2,由此x'2≥0;
 

令x3=x'3-x″3,其中x'3,x″3≥0。
经过上述变换后例1-6可重新表达为

maxz=c1x1-c2x'2+c3x'3-c3x″3 对偶变量

s.t.a11x1-a12x'2+a13x'3-a13x″3≤b1 y1
a21x1-a22x'2+a23x'3-a23x″3≤b2 y'2
-a21x1+a22x'2-a23x'3+a23x″3≤-b2 y″2
-a31x1+a32x'2-a33x'3+a33x″3≤-b3 y'3
x1≥0,x'2≥0,x'3≥0,x″3≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

令各约束对应的对偶变量分别为y1,y'2,y″2和-y3,写出其对偶问题为
 

minw=b1y1+b2y'2-b2y″2-b3y'3 (1-31)

s.t.a11y1+a21y'2-a21y″2-a31y'3≥c1 (1-31a)

-a12y1-a22y'2+a22y″2+a32y'3≥-c2 (1-31b)

a13y1+a23y'2-a23y″2-a33y'3≥c3 (1-31c)

-a13y1-a23y'2+a23y″2+a33y'3≥-c3 (1-31d)

y1≥0,y'2≥0,y″2≥0,y'3≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

在(1-31)式中,令y2=y'2-y″2,y3=-y'3,将(1-31c)式和(1-31d)式转换为a13y1+
a23y'2-a23y″2-a33y'3=c3,即有a13y1+a23y2+a33y3=c3,在(1-31b)式两端乘“-1”,由此得

 

min w=b1y1+b2y2+b3y3
s.t.

 

a11y1+a21y2+a31y3 ≥c1
a12y1+a22y2-a32y3 ≤c2
a13y1+a23y2+a33y3=c1
y1 ≥0,y2 无约束,y3 ≤0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  根据例1-6中约束和变量的对应关系,下面将对称或不对称线性规划原问题与对偶问

题的对应关系归纳在表1-11。

表 1-11

项  目 原问题(对偶问题) 对偶问题(原问题)

A 约束系数矩阵 约束系数矩阵的转置

b 约束条件右端项向量 目标函数中价格系数向量

C 目标函数中价格系数向量 约束条件右端项向量

目标函数 max
 

z=∑
n

j=1
cjxj min

 

w =∑
m

i=1
biyi

n个变量xj (j=1,2,…,n):

xj≥0;
 

xj≤0;
 

xj 无约束

n个约束条件(j=1,2,…,n):

∑
m

i=1
aijyi ≥cj;

 

∑
m

i=1
aijyi ≤cj;

 

∑
m

i=1
aijyi =cj

m 个约束条件(i=1,2,…,m):

∑
n

j=1
aijxj ≤bi;

 

∑
n

j=1
aijxj ≥bi;

 

∑
n

j=1
aijxj =bi

m 个变量yi(i=1,2,…,m):

yi≥0;yi≤0;
 

yi=0
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1.5.3 对偶问题基本性质

(1)
 

对称性:
 

对偶问题的对偶是原问题。
证 设原问题是

maxz=CX;
 

AX ≤b;
 

X ≥0
根据对偶问题的对称变换关系,可以找到它的对偶问题是

minw=Yb;
 

YA ≥C;
 

Y≥0
若将上式两边取负号,又因-minw=max(-w)可得到

max(-w)=-Yb;
 

-YA ≤-C;
 

Y≥0
根据对称变换关系,得到上式的对偶问题为

min(-w')=-CX;
 

-AX ≥-b;
 

X ≥0
又因

min(-w')=-maxw'
可得

maxw'=maxz=CX;
 

AX ≤b;
 

X ≥0
由此可以看出,该问题这就是原问题。

(2)
 

弱对偶性:
 

若􀭺X 是原问题的可行解,Y 是对偶问题的可行解。则存在C􀭺X≤Yb。
证 设原问题是

maxz=CX;
 

AX ≤b;
 

X ≥0
因􀭺X 是原问题的可行解,所以满足约束条件,即

A􀭺X ≤b
若Y 是给定的一组值,设它是对偶问题的可行解,将Y 左乘上式,得到

YA􀭺X ≤Yb
原问题的对偶问题是

minw=Yb;
 

YA ≥C;
 

Y≥0
因为Y 是对偶问题的可行解,所以满足

YA ≥C
将􀭺X 右乘上式,得到

YA􀭺X ≤C􀭺X
于是得到

C􀭺X ≤YA􀭺X ≤Yb
  (3)

 

无界性:
 

若原问题(对偶问题)为无界解,则其对偶问题(原问题)无可行解。
证 由弱对偶性显然得。
注意这个问题的性质不存在逆。当原问题(对偶问题)无可行解时,其对偶问题(原问

题)或具有无界解或无可行解。例如下述两个问题两者皆无可行解。
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原问题(对偶问题)  对偶问题(原问题)

minw=-x1-x2  maxz=y1+y2
 x1-x2 ≥1
-x1+x2 ≥1
x1,x2 ≥1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁  

 y1-y2 ≤-1
-y1+y2 ≤-1
y1,y2 ≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  (4)
 

可行解是最优解:
 

设X㤠 是原问题的可行解,Y㤠 是对偶问题的可行解,当CX㤠=Y㤠b

时,X㤠,Y㤠 是最优解。

证 若CX㤠=Y㤠b,根据性质(2)可知:
 

对偶问题的所有可行解Y 都存在Y㤠b≥CX㤠,因

CX㤠=Y㤠b,所以Yb≥Y㤠b。可见Y㤠 是使目标函数取值最小的可行解,因此是最优解。同样可证

明:
 

对于原问题的所有可行解􀭺X,存在

CX㤠 =Y㤠b≥C􀭺X

所以X㤠 是最优解。
(5)

 

对偶定理:
 

若原问题有最优解,那么对偶问题也有最优解;
 

且目标函数值相等。

证 设X㤠 是原问题的最优解,它对应的基矩阵B 必存在C-CBB-1A≤0。即得到

Y㤠b≥C,其中Y㤠=CBB-1。

这时Y㤠 是对偶问题的可行解,它使

w=Y㤠b=CBB-1b

因原问题的最优解是X㤠,使目标函数取值

z=CX㤠 =CBB-1b
由此,得到

Y㤠b=CBB-1b=CX㤠

可见Y㤠 是对偶问题的最优解。

(6)
 

互补松弛性:
 

若X㤠,Y㤠 分别是原问题和对偶问题的可行解。那么Y㤠XS=0和YSX㤠=

0
 

,当且仅当X㤠,Y㤠 为最优解。
证 设原问题和对偶问题的标准型是

原问题(对偶问题) 对偶问题(原问题)

maxz=CX
AX+XS=b
 
X,XS ≥0 

minw=Yb
YA-YS=C
 
Y,YS ≥0 

  将原问题目标函数中的系数向量C 用C=YA-YS 代替后,得到

z=(YA-YS)X=YAX-YSX (1-32)

  将对偶问题的目标函数中系数列向量,用b=AX+XS 代替后,得到

w=Y(AX+XS)=YAX+YXS (1-33)
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  若YSX㤠=0,Y㤠XS=0;
 

则Y㤠b=Y㤠AX㤠=CX㤠,由性质(4)可知X㤠,Y㤠 为最优解。

又因为X㤠,Y㤠 分别是原问题和对偶问题的最优解,根据性质(5),则有

CX㤠 =Y㤠AX㤠 =Y㤠b

由式(1-32),式(1-33)可知,必有Y㤠XS=0,YSX㤠=0。
(6)

 

设原问题是

maxz=CX;
 

AX+XS=b;
 

X,XS ≥0
它的对偶问题是

minw=Yb;
 

YA-YS=c;
 

Y,YS ≥0
则原问题单纯形表的检验数行对应其对偶问题的一个基解,其对应关系见表1-12。

表 1-12

原问题XB XN XS

检验数θ CN-CBB-1N -CBB-1

对偶问题YS1
-YS2 -Y

这里YS1
是对应原问题中基变量XB 的剩余变量,YS2

是对应原问题中非基变量XN 的

剩余变量。
证 设B 是原问题的一个可行基,于是A=(B,N);

 

原问题可以改写为

maxz=CBXB+CNXN

BXB+NXN +XS=b
 
XB,XN,XS ≥0 

相应地对偶问题可表示为

minw=Yb

YB-YS1=CB

YN-YS2=CN

Y,YS1
,YS2 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1-34)
(1-35)

这里YS=(YS1
,YS2

)。

当求得原问题的一个解XB=B-1b,其相应的检验数为CN-CBB-1N 与-CBB-1。现分

析这些检验数与对偶问题的解之间的关系:
 

令Y=CBB-1,将它代入式(1-34)和式(1-35)得

YS1=0

-YS2=CN -CBB-1N
  这些对应关系可以在单纯形法计算表看到,在求解原问题时,隐含着同时也获得对偶

变量的值。

1.5.4 对偶单纯形法

1.5.3节讲到原问题与对偶问题的解之间的对应关系时指出:
 

在单纯形表中进行迭代
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时,在b列中得到的是原问题的基可行解,而在检验数行得到的是对偶问题的基解。通过

逐步迭代,当在检验数行得到对偶问题的解也是基可行解时,根据性质(4)、(5)可知,已得

到最优解,即原问题与对偶问题都是最优解。
根据对偶问题的对称性,也可以这样考虑:

 

若保持对偶问题的解是基可行解,即cj-
CBB-1Pj≤0,而原问题在非可行解的基础上,通过逐步迭代达到基可行解,这样也得到了

最优解。其优点是原问题的初始解不一定是基可行解,可从非基可行解开始迭代,方法

如下。
设原问题

maxz=CX
AX=b
 
X ≥0 

又设B 是一个基。不失一般性,令B= P1,P2,…,Pm  ,它对应的变量为XB=(x1,x2,…,

xm)。当非基变量都为零时,可以得到XB=B-1b。若在B-1b 中至少有一个负分量,设

B-1b  i<0,并且在单纯形表的检验数行中的检验数都为非正,即对偶问题保持可行解,它
的各分量是

(1)
 

对应基变量x1,x2,…,xm 的检验数是

σi=ci-zi=ci-CBB-1Pj=0,i=1,2,…,m
  (2)

 

对应非基变量xm+1,…,xn 的检验数是

σj=cj-zj=ci-CBB-1Pj ≤0,j=m+1,…,n
  每次迭代是将基变量中的负分量xl 取出,去替换非基变量中的xk,经基变换,所有检

验数仍保持非正。从原问题来看,经过每次选代,原问题由非可行解往可行解靠近。当原

问题得到可行解时,便得到了最优解。
对偶单纯形法的计算步骤如下:

 

(1)
 

对 线 性 规 划 问 题 进 行 变 换,使 列 出 的 初 始 单 纯 形 表 中 所 有 检 验 数σj ≤0
j=1,2,…,n  ,即对偶问题为基可行解。
(2)

 

检查b列的数字,若都为非负,检验数都为非正,则已得到最优解。停止计算。若

检查b列的数字时,至少还有一个负分量,检验数保持非正,那么进行以下计算。
(3)

 

确定换出变量。
按min

i
B-1b  i B-1b  i<0  = B-1b  l 对应的基变量xl 为换出变量。

(4)
 

确定换人变量。
在单纯形表中检查xl 所在行的各系数αljj=1,2,…,n  ,若所有αlj≥0,则无可行解,

停止计算。若存在αlj<0j=1,2,…,n  ,计算θ=min
j

cj-zj
alj

αlj<0  =ck-zkαlk
,按θ规

则所对应的列的非基变量xk 为换入变量,这样才能保持得到的对偶问题解仍为可行解。
(5)

 

以αlk 为主元素,按原单纯形法在表中进行选代运算,得到新的计算表。
重复步骤(2)~(5)。
下面举例来说明具体算法。
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例1-8 用对偶单纯形法求解

minw=2x1+3x2+4x3
x1+2x2+x3 ≥3
2x1-x2+3x3 ≥4
x1,x2,x3 ≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  解 先将此问题化成下列形式,以便得到对偶问题的初始可行基

maxw=-2x1-3x2-4x3
-x1-2x2-x3+x4=-3
-2x1+x2-3x3+x5=-4
xj ≥0,j=1,2,…,5

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  建立此问题的初始单纯形表,见表1-13。

表 1-13

cj -2 -3 -4 0 θ

CB XB b x1 x2 x3 x4 x5

0 x4 -3 -1 -2 -1 1 0

0 x5 -4 [-2] 1 -3 0 1

-z -2 -3 -4 0 0

从表1-13看到,检验数行对应的对偶问题的解是可行解。因b 列数字为负,故需进行

迭代运算。
换出变量的确定:

 

按上述对偶单纯形法计算步骤(3),计算 min(-3,-4)=-4,故x5
为换出变量。

换入变量的确定:
 

按上述对偶单纯形法计算步骤(4),计算

θ=min-
2
-2
,-,-

4
-3  = -2-2=1

故x1 为换入变量,换入换出变量的所在列、行的交叉处“-2”为主元素。按单纯形法计算

步骤进行迭代,得表1-14。

表 1-14

cj -2 -3 -4 0 θ

CB XB b x1 x2 x3 x4 x5

0 x4 -1 0 [-5/2] 1/2 1 -1/2

-2 x1 2 1 -1/2 3/2 0 -1/2

-z 0 -4 -1 0 -1

由表1-14看出,对偶问题仍是可行解,而b 列中仍有负分量,故重复上述迭代步骤,得
表1-15。
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  表 1-15

cj -2 -3 -4 0 θ

CB XB b x1 x2 x3 x4 x5

-3 x2 2/5 0 1 -1/5 -2/5 1/5

-2 x1 11/5 1 0 7/5 -1/5 -2/5

-z 0 0 -9/5 -8/5 -1/5

表1-15中,b列数字全为非负,检验数全为非正,故问题的最优解为

X* = 11/5,2/5,0,0,0  T。

  若对应两个约束条件的对偶变量分别为y1 和y2,则对偶问题的最优解为

Y* = y*
1 ,y*

2  = 8/5,1/5  
  从以上求解过程可以看到对偶单纯形法有以下优点:

 

(1)
 

初始解可以是非可行解,当检验数都为负数时,就可以进行基的变换,这时不需要

加入人工变量,因此可以简化计算。
(2)

 

当变量多于约束条件,对这样的线性规划问题,用对偶单纯形法计算可以减少计算

工作量,因此对变量较少,而约束条件很多的线性规划问题,可先将它变换成对偶问题,然
后用对偶单纯形法求解。

(3)
 

在灵敏度分析及求解整数规划的割平面法中,有时需要用对偶单纯形法,这样可使

问题的处理简化,对偶单纯形法的局限性主要是,对大多数线性规划问题,很难找到一个对

偶问题的初始可行基,因而这种方法在求解线性规划问题时很少单独应用。

1.6 列生成算法

在某些线性规划问题的模型中,约束条件的数量相对较少,但决策变量的数量会随着

问题规模的增加而迅速增加。这类问题被称为大规模线性规划问题。尽管单纯形法可以

在进行数次迭代后找到最优解,但由于需要涉及大量决策变量的基变换,因此求解过程会

变得非常烦琐。此外,当使用单纯形法解决大规模问题时,基变量的数量仅与约束条件的

数量相关。每次迭代只会引入一个新的非基变量,换句话说,在整个求解过程中,实际上只

有很少一部分变量被涉及。
为了应对这一挑战,Danzig和 Wolfe

 

于1960年提出了列生成算法[8]。这种算法有效

地解决了大规模线性规划问题,例如广义分配问题(generalized
 

assignment
 

problem)、切割

问题(cutting
 

stock
 

problem)、车辆路径问题(vehicle
 

routing
 

problem)、机组人员调度问题

(crew
 

assignment
 

problem)以及单资源工厂选址问题(the
 

single
 

facility
 

location
 

problem)
等。列生成算法的优点在于它能够高效地处理大规模问题,减少计算的复杂性,从而为复

杂问题的求解提供了有力工具。
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1.6.1 列生成算法的基本思想

列生成算法的基本思想如图1-7所示,其在解决某些优化问题时,特别是大规模优化问

题时,只考虑一部分变量(列),然后逐步生成(列生成)新的变量来逼近最优解。这样可以

显著减少需要考虑的变量的数量,从而降低了计算的复杂性,提高了算法的效率。本节针

对最大化问题,介绍列生成算法的基本步骤。

图1-7 列生成算法流程图

(1)
 

首先,将原问题(master
 

problem,MP)限制到一个规模更小的问题,称之为原问题

的限制主问题(restricted
 

master
 

problem,RMP),然后,使用单纯形法在RMP上求解最优

解。需要注意的是,这个步骤仅得到了RMP的最优解,而不是 MP的最优解;
 

(2)
 

通过一个子问题去检测在那些未被考虑的变量中是否有使得检验数(reduced
 

cost,RC)不小于零的情况,如果有,则将这个变量的相关系数列加入RMP的系数矩阵中,
返回第1步,否则进入第3步。

(3)
 

经过反复迭代,直到子问题中的RC小于等于零,则得到 MP最优解。

1.6.2 应用案例

在资源管理和优化的实际应用中,常常需要对资源进行有效分配和利用。例如在生产

调度问题中,需要将任务分配给设备或工人,分配不同任务到不同机器所带来的效益各不

相同,且每项任务必须且只能由一台机器完成,其目标是最大化生产效率,同时不超出每台

机器的负荷,这类问题被称为广义分配问题。以下以广义分配问题为例,介绍列生成算法

的应用。
设定有m 项任务需要分配给n台机器,cij(i=1,2,…,m;

 

j=1,2,…,n)表示任务i被

分配到机器j的效益系数,aij(i=1,2,…,m;
 

j=1,2,…,n)表示任务i被分配到机器j上

消耗的时间,bj(j=1,2,…,n)表示机器j的可利用时间。xij(i=1,2,…,m;
 

j=1,2,…,

n)是决策变量,当任务i被分配到机器j上时,xij=1,否则,xij=0。所以该广义分配问题
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的一般模型如下:
 

max ∑
m

i=1
∑
n

j=1
cijxij

s.t. ∑
n

j=1
xij=1,i=1,2,…,m

∑
m

i=1
aijxij ≤bj,j=1,2,…,n

xij ∈ {0,1},i=1,2,…,m,j=1,2,…,n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  令Kj={x1j,x2j,…,x
kj
j }表示m 项任务分配给机器j的所有可能的分配方案集合,其

中xkj={xk1j,xk2j,…,xkmj}是背包问题,即下面问题的一个可行解:
 

∑
m

i=1
aijxkij ≤bj,

xkij ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m
  对于j∈ 1,2,…,n  和k=1,2,…,kj,设ykj 为一个二进制变量,若机器j选择了可行

的分配xkj,则ykj=1,否则,ykj=0,则这个广义分配问题能被重新表示为

max ∑
1≤j≤n,1≤k≤kj

∑
m

i=1
cijxkij  ykj

s.t. ∑
1≤j≤n,1≤k≤kj

xkijykj=1,i=1,2,…,m

∑
1≤k≤kj

ykj ≤1,j=1,2,…,n

ykj ∈ 0,1  ,j=1,2,…,n,k=1,2,…,kj

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中第一个约束强制每个任务被精确地分配给一个机器,而第二个约束则强制为每个机器

最多选择一个可行的分配。考虑线性松弛后的广义分配问题的限制主问题为

(RMP)

max ∑
1≤j≤n,1≤k≤kj

∑
m

i=1
cijxkij  ykj

s.t. ∑
1≤j≤n,1≤k≤kj

xkijykj=1,i=1,2,…,m

∑
1≤k≤kj

ykj ≤1,j=1,2,…,n

ykj ≥0,j=1,2,…,n,k=1,2,…,kj

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

令ui 表示无约束的对偶变量,对应RMP问题的第一个约束;
 

vj 表示与机器j的约束相关

的对偶变量,对应RMP问题的第二个约束。那么可通过式子Z=max
1≤j≤n

Z(KPj)-vj  ≤0
判断RMP问题的最优性,其中Z(KPj)是以下背包问题(即子问题)的最优值:

 

(SP)

max ∑
1≤i≤m

(cij-ui)xij

s.t. ∑
1≤i≤m

aijxij ≤bj,

xij ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁
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  考虑某工厂现有2台机器,且有3个任务待分配。已知两台机器生产任务1所耗费的

时间分别为5小时和7小时,产生的效益分别为20元和16元;
 

生产任务2所耗费的时间

分别为3小时和8小时,产生的效益分别为15元和19元;
 

生产任务3所耗费的时间分别

为2小时和10小时,产生的效益分别为19元和14元。两台机器的可工作时长分别为6小

时和21小时。需要考虑如何分配任务既保证每台机器的能力时间不超过其上限,又使得总

效益最大。首先我们简单思考下,该问题中可能的分配方案的有很多,可以先列出其中两

种可能的分配方案,具体如表1-16所示。

表 1-16
(a)

 

方案1(y1j) (b)
 

方案2(y2j)

   机器

任务   
1 2 效益合计

1 1(x111) 0(x112) 20

2 0(x121) 1(x122) 19

3 0(x131) 1(x132) 14

时长合计 5 18

   机器

任务   
1 2 效益合计

1 0(x211) 1(x212) 16

2 1(x221) 0(x222) 15

3 0(x231) 1(x232) 14

时长合计 3 17

其中Kj={x1j,x2j},j=1,2,表示上述两种分配方案,企业的目标是在保证每台机器的工作

能力消耗不超过其上限时获得最大的效益,即每种方案与效益的乘积之和(20x111+15x121+
19x131)y11+(16x112+19x122+14x132)y12+(20x211+15x221+19x231)y21+(16x212+19x222+
14x232)y22,其约束条件是满足上述RMP的约束,即

x111y11+x112y22+x111y21+x212y22=1

x121y11+x122y12+x221y21+x222y22=1

x131y11+x132y12+x231y21+x232y22=1

y11+y21 ≤1

y12+y22 ≤1

y11,y12,y21,y22 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  迭代1:
 

将表1-16中xkij 的值代入上式可以得到限制主问题模型为

max 20y11+33y12+15y21+30y22
s.t. y11+y22=1

y12+y21=1

y12+y22=1

y11+y21 ≤1

y12+y22 ≤1

y11,y12,y21,y22 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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求解可得其最优解为y*=(1,1,0,0)Τ,最大的收益为Z*=53,对偶问题最优解为w*=
(20,15,18,0,0),其中ui=(20,15,18),vj=(0,0)。

子问题1:
 

针对机器1(即j=1),可建立模型

max (20-20)x311+(15-15)x321+(19-18)x331-0

s.t. 5x311+3x321+2x331 ≤6

x3i1 ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  子问题
 

2:
 

针对机器2(即j=2),可建立模型

max (16-20)x311+(19-15)x321+(14-18)x331-0

s.t. 7x311+8x321+10x331 ≤21

x3i1 ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

求解两个子问题,可得x3
i1=(0,0,1)Τ,x3

i2=(0,1,0)Τ,对应的检验数分别为zj-c1=1,

zj-c2=4,均大于0,因此,将x3
ij=(0,0;

 

0,1;
 

1,0),y31,y42,c3=(19,19)加入到限制主问

题中,继续迭代。
迭代

 

2:
 

限制主问题模型变为

max 20y11+33y12+15y21+30y22+19y31+19y32
s.t. y11+y22=1

y12+y21+y32=1

y12+y22+y31=1

y11+y21+y31 ≤1

y12+y22+y32 ≤1

y11,y12,y21,y22,y31,y32 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

求解可得其最优解为y*=(1,1,0,0,0,0)Τ,最大的收益为Z*=53,对偶问题最优解为

w*=(15,10,14,5,9),其中ui=(15,10,14),vj=(5,9)。
子问题1:

 

针对机器1(即j=1),可建立模型

max (20-15)x411+(15-10)x421+(19-14)x431-5

s.t. 5x411+3x421+2x431 ≤6

x4i1 ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  子问题
 

2:
 

针对机器2(即j=2),可建立模型

max (16-15)x412+(19-10)x422+(14-14)x432-9

s.t. 7x412+8x422+10x432 ≤21

x4i2 ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

求解两个子问题,可得x4
i1=(0,1,1)Τ,x4

i2=(1,1,0)Τ,对应的检验数分别为zj-c1=5,

zj-c2=1,均大于0,因此,将x4ij=(0,1;
 

1,1;
 

1,0),y41,y32,c4=(34,35)加入到限制主问

题中,继续迭代。
迭代

 

3:
 

限制主问题模型变为
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max 20y11+33y12+15y21+30y22+19y31+19y32+34y41+35y42
s.t. y11+y22+y42=1

y12+y21+y32+y41+y42=1

y12+y22+y31+y41=1

y11+y21+y31+y41 ≤1

y12+y22+y32+y42 ≤1

y11,y12,y21,y22,y31,y32,y41,y42 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

求解可得其最优解为y*=(0,0,0,0,1,0,0,1)Τ,最大的收益为Z*=54,对偶问题最优解

为w*=(15.5,19.5,14.5,4.5,0)T,其中ui=(15.5,19.5,14.5),vj=(4.5,0)。
子问题1:

 

针对机器1(即j=1),可建立模型

max (20-15.5)x511+(15-19.5)x521+(19-14.5)x531-4.5

s.t. 5x511+3x521+2x531 ≤6

x5i1 ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  子问题
 

2:
 

针对机器2(即j=2),可建立模型

max (16-15.5)x512+(19-19.5)x522+(14-14.5)x532-0

s.t. 7x512+8x522+10x532 ≤21

x5i2 ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

求解两个子问题,可得x5
i1=(1,0,0)Τ,x5

i2=(1,0,0)Τ,对应的检验数分别为zj-c1=0,

zj-c2=0.5,均不小于0,因此,将x5
ij=(1,1;

 

0,0;
 

0,0),y51,y52,c5=(20,16)加入到限制

主问题中,继续迭代。
迭代

 

4:
 

限制主问题模型变为

max 20y11+33y12+15y21+30y22+19y31+19y32+34y41+35y42+20y51+16y52
s.t. y11+y22+y42+y51+y52=1

y12+y21+y32+y41+y42=1

y12+y22+y31+y41=1

y11+y21+y31+y41+y51 ≤1

y12+y22+y32+y42+y52 ≤1

y11,y12,y21,y22,y31,y32,y41,y42,y51,y52 ≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

求解可得其最优解为y*=(0,0,0,0,1,0,0,1,0,0)Τ,最大的收益为Z*=54,对偶问题最

优解为w*=(16,15,15,4,4)T,其中ui=(16,15,15),vj=(4,4)。
子问题1:

 

针对机器1(即j=1),可建立模型

max (20-16)x611+(15-15)x621+(19-15)x631-4

s.t. 5x611+3x621+2x631 ≤6

x6i1 ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  子问题
 

2:
 

针对机器2(即j=2),可建立模型
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max (16-16)x611+(19-15)x621+(14-15)x631-4

s.t. 7x611+8x621+10x631 ≤21

x5i1 ∈ 0,1  ,i=1,2,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

求解两个子问题,可得x5
i1=(1,0,0)Τ,x5

i2=(0,1,0)Τ,对应的检验数分别为zj-c1=0,

zj-c2=0,均小于等于0,因此获得该广义分配问题的最优解,迭代结束,且最优解为y*=
(0,0,0,0,1,0,0,1,0,0)Τ。从前面的迭代可以看出,选择方案y31(即机器1加工任务3)和
方案y42(即机器2加工任务1和2),可以获得的最大效益为54元。

本
 

章
 

小
 

结

线性规划是目标函数和约束条件均为线性的最优化问题,其在交通运输、经济分析、
运营管理和工程技术等领域得到了广泛的应用,是运筹学的一个重要分支[9]。本章主要

介绍了线性规划问题及其数学模型、二元线性规划的图解法、单纯形法原理、线性规划的

对偶理论以及列生成算法。同时,提供了例题,阐明各内容的具体计算以及求解过程。

即练即测 

习题

习题1-1 把下列线性规划问题化成标准形式:

(1)
 

min Z=5x1-2x2

s.t. x1+
8
3x2≤4

-x1+x2≤-2
2x2≤3
x1,x2≥0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

   (2)
 

min Z=2x1-x2+2x3
s.t. -x1+x2+x3=4

-x1+x2-x3≤6
x1≤0,x2≥0,x3 无约束

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

习题1-2 按各题要求建立线性规划数学模型。
(1)

 

某工厂生产A、B、C三种产品,每种产品的原材料消耗、机械台时消耗量以及这些

资源的限量,单位产品的利润如下表所示。

     产品
 单位    
  消耗

资源     

A B C 资源限量

原材料 1.0 1.5 4.0 2000

机械台时 2.0 1.2 1.0 1000

单位利润 10 14 12

问:
 

如何安排生产计划才能最大化利润?
(2)

 

某建筑工地有一批长度为10米的相同型号的钢筋,现要截成长度为3米的钢筋90
根,长度为4米的钢筋60根,问怎样下料才能使所使用的原材料最省?
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