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第一章  中国古代数学
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了解“鸡兔同笼”“百僧百馍”和“以碗知僧”问题的出处及原文解法。

能够阐述《周髀算经》《孙子算经》和《算法统宗》的主要内容。
深切感受我国古代数学家的智慧和传统文化的魅力，从而增强学生的文化自信，激发学生的爱国情感与责任感。
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理解“物不知数”问题的内容及其历史影响。

人教版、北师大版和苏教版等多个版本的小学教材中，都不约而同地出现了古典名题“鸡兔同笼”。有些版本的教材中还选取了“百僧百馍”及“以碗知僧”等古典题目。人教版教材介绍了刘徽、祖冲之和朱世杰等优秀的中算家。名家、名著和名题是相伴而生的。古代名家所散发的人格魅力、古典名著所承载的深邃数学思想，以及古代名题所运用的巧妙解题方法，在激发小学生的数学兴趣、提升小学生的数学素养方面具有不可估量的作用。除了后面章节介绍的中算家及著作之外，本章以小学教材中出现频次较高的几个古典数学题目为切入点介绍其他一些成就斐然的数学家、经久不衰的著作和趣味十足的数学问题。
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第一节  《算经十书》
隋唐时期，中国数学教育界发生了两件大事：数学教育制度的建立和数学典籍的整理，二者相互联系。7世纪初，隋代开始在国子监中设立“算学”机构，并“置博士、助教、学生等员”，这是中国封建教育中数学专科教育的开端。唐代不仅沿袭了算学制度，还在科举考试中开设了数学科目，称为“明算科”，考试及第者也可做官，不过只授予最低官阶。
算学制度及明算开科都需要适用的教科书，唐高宗亲自下诏对以前的十部数学著作进行注疏整理。李淳风奉诏负责这项工作，于656年编成后，该书成为国子监的标准数学教科书，称为《算经十书》，它们分别是《周髀算经》《九章算术》《海岛算经》《孙子算经》《张丘建算经》《夏侯阳算经》《五曹算经》《五经算术》《缀术》和《缉古算经》。其中《缀术》在唐、宋之交失传，后来宋代刊刻的《算经十书》中便以《数术记遗》来替补。《算经十书》成为唐以后各朝代的数学教科书，对唐以后的数学发展产生了巨大影响，特别是为宋元时期数学的高度发展创造了条件。本章简略介绍小学教材中涉及的《周髀算经》和《孙子算经》等内容。
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一、《周髀算经》
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《周髀算经》是《算经十书》之首，原名为《周髀》，入选《算经十书》时更名，沿用至今。《周髀算经》并非一人一时之作，是中国现存最古老的一部天文学、数学著作。它是历史上首次以数理化的方式阐述“盖天说”宇宙体系的著作，周髀学说是先秦至西汉对于宇宙认识的最主要的三种学说之一，其中论述的勾股定理也使《周髀算经》成为中国古代重要的算学经典著作。
周指周代，髀为圭表(见图1-1)，是一种测量影长的工具。圭表测影是中国古代重要的天文观测手段，是历法制定中不可或缺的工具，因此，圭表测影一直受到古代天文学家的重视。中国古代的圭表测影，多用“八尺表”。据研究，“表高八尺”的制度在东周已经形成，其后1000多年里，历朝官方几乎都用八尺表进行测影。元代郭守敬建“四丈表”之前，官方仅在南朝梁武帝时使用过九尺表，郭守敬之后，明清官方还使用过四丈表、六丈表和一丈表。
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图1-1  圭表

《周髀算经》全文以两组对话的形式展开，即数学大师商高与周公
的对话和陈子与荣方的对话，前者称为“商高篇”，后者称为“陈子篇”。《周髀算经》中的数学内容比较丰富，包括勾股定理、分数运算、等差数列、一次内插法和开平方等。
在《周髀算经》中有对勾股定理的阐述，“商高篇”中有“……勾广三，股修四，径隅五……”，“陈子篇”中有“若求邪至日者，以日下为勾，日高为股。勾股各自乘，并而开方除之，得邪至日。”前者为三边之比为3∶4∶5的特殊情况，后者为一般化的描述，这表明华夏祖先早已熟知勾股定理的一般化表达，勾股定理又称为“商高定理”。
除了数学知识，《周髀算经》还对数学的来源、特点、作用以及学习方法等方面进行了有趣而精辟的论述。虽历经两千余年，仍不失其夺目之光彩。
《周髀算经》开宗明义地阐述了数学的来源。

昔者周公问于商高曰：“……夫天不可阶而升，地不可得尺寸而度，请问数安从出?”
商高曰：“数之法出于圆方。圆出于方，方出于矩，矩出于九九八十一。……此数之所由生也。”
对话发生在公元前1 000多年的周朝，周公是主张以礼治国的典范，他向商朝旧贵族数学大师商高请教时，问道：“……天空没有台阶可供攀登，大地也无法用尺子度量，请问那些数据是怎样得来的？”商高的回答是：“数学的方法出自圆和方，圆面积可由多边形面积推导而来，多边形面积可由矩形面积推导而来，矩形的面积可通过乘除法计算得到。……数据就是这样得来的。”其中“圆出于方”后给出了“圆径一而周三”的注释，由此看来这时的圆周率为3，一般称这个圆周率为“古率”。
不难看出，3 000多年前的周朝，华夏祖先便知晓圆周率，能够运用圆周率解决问题，熟知圆和矩形的面积计算方法，掌握了比较丰富的几何知识。
【教材对接】2022年人教版《数学》六年级上册第五单元“圆的认识”中“你知道吗？”板块介绍了我国古代著作《周髀算经》中的圆周率(古率)为3(见图1-2)。
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图1-2  小学教材中的《周髀算经》
《周髀算经》中对数学特点的描述相当通透，荣方请教陈子：“今者窃闻夫子之道。知日之高大，……天地之广袤，夫子之道皆能知之。其信有之乎？”陈子曰：“然。此皆算术之所及。……此亦望远起高之术，……夫道术，言约而用博……”短短数语，道破了解决天文方面众多问题的关键；数学的原理叙述起来十分简要，而应用却极其广泛。这样就把数学的两大特点即数学原理的抽象性及其应用的广泛性都阐明了。
当荣方根据陈子的指点，苦思冥想多日仍不得要领又去请教陈子时，陈子对他说：“思之未熟。……则子之于数，未能通类。……问一类而以万事达者，谓之知道。”这就是说，学习数学必须要掌握归纳与推理的方法。只有这样，才能举一反三、触类旁通，才能算是真正的“知道”。
陈子接着又说：“夫道术所以难通者，既学矣，患其不博；既博矣，患其不习；既习矣，患其不能知。”这就是说，要想突破学习数学的难关，有几个环节是必不可少的。首先，要博览群书，扩大知识面；其次，必须对所学习的知识反复研习，以求其精深；最后，必须善于总结、归类，把知识系统化、条理化。
关于学习态度，陈子也有独到的见解，他说：“夫学同业而不能入神者，此不肖无智而业不能精习。”这就是说，在学习过程中必须专心致志，那种心神游荡、意不入神的态度是绝对不可取的。
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二、《孙子算经》
《孙子算经》作者不详，是我国古代的一部启蒙算书，成书于四五世纪。《孙子算经》现传本分上、中、下三卷。卷上叙述度量衡制度、大数计法、筹算计数、筹算乘除算法及比例算法，在充分准备后，让初学者练习自然数的乘除运算，这是最基本的运算；卷中由自然数的四则运算扩展到正分数的四则运算，并用几道简单的应用题说明筹算分数算法、开平方以及面积、体积计算；卷下是应用数学解决各种贴近生活的问题。内容安排遵循了由易到难的原则，逻辑结构十分严密，对当今的数学教育颇具借鉴意义。
(一)筹算计数法则
算筹是我国古代的计数或计算工具，数学古籍中均将算筹写为“筭筹”。从许慎的《说文解字》中对“筭”和“算”的解释可知，算筹最初是用竹子制成的，后世出土文物中还有用木、骨、象牙、玉及金属制成的。汉代算筹长度约140毫米，后世为便于布筹，长度逐渐变短，隋代已经缩到70毫米左右。一般用红色算筹表示正数，用黑色算筹表示负数，零最初用空位表示，到了南宋，秦九韶的《数书九章》中开始出现用“○”表示0。
《孙子算经》卷上给出了筹算计数法则。
“凡算之法，先识其位。一纵十横，百立千僵。千十相望，万百相当。”
意思是计数或计算之前，辨识数位是首要的。个位数的算筹用纵式，十位数的算筹用横式，百位数的算筹用纵式，千位数的算筹用横式。千位和十位相同，万位和百位相同。
由此可知，筹算计数有横式和纵式两种形式，按个、十、百、千……的次序，从右向左纵横相间，遇零添加空位或“○”，这样就可以表示一个数字了。算筹具有使用方便、运算迅速的特点，我国古代数学的辉煌成就大多是在使用算筹时期取得的。算筹在中国使用了近2 000年，直到15世纪中叶被更方便的计算工具“算盘”代替，才逐渐退出历史舞台。
【教材对接】2022年人教版《数学》一年级上册第四单元“10的认识”中“你知道吗？”板块介绍了我国古代计算工具算筹的形式及材质(见图1-3)。
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图1-3  小学教材中的算筹
(二)物不知数
《孙子算经》中题目的阐述方式与《九章算术》基本一致，正文一般由问、答、术三部分组成。问是提出问题，答是问题答案，术是解题过程。《孙子算经》对后世数学发展影响深远，特别是卷下第26题“物不知数”问题，原文如下。
“今有物不知其数。三三数之，剩二；五五数之，剩三；七七数之，剩二。问物几何？
答曰：二十三。
术曰：三三数之剩二，置一百四十；五五数之剩三，置六十三；七七数之剩二，置三十。并之，得二百三十三。以二百一十减之，即得。
凡三三数之剩一，则置七十；五五数之剩一，则置二十一；七七数之剩一，则置十五。一百六以上，以一百五减之，即得。”
大意是求一个被3除余数为2、被5除余数为3、被7除余数为2的正整数。首先通过现代数学的解决方法解释一下“一次同余组”的含义。
设x为所求之数，根据题意可得方程组
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，这里的x、a、b、c均为未知量。
由于方程组*中所有未知量的最高次数都是一次，所以这是一个一元一次方程组。方程(1)的解为被3除所得余数是2的所有数，像(1)这样的方程，叫作一次同余方程。综上所述，称方程组*为一次同余方程组，简称一次同余组。其中的3、5、7称作模，记作mod3、mod5、mod7，方程组*也可表示为
x≡2(mod3)≡3(mod5)≡2(mod7)
读作x同余2模3同余3模5同余2模7。
《孙子算经》中“物不知数”问题是我国古算书关于一次同余组的最早记载，原文给出的解决问题的“术”文很简略，只说明了得到结果的程序，并没有说明得到结果的依据，这样的机械化算法是古算书的普遍做法。但解的结构十分清晰，因此，容易将其类推到一般情形，从类推中可以初步窥见古代解一次同余组的大体过程。
本题原文解法为：(5和7的公倍数中)被3除余数为2的数是140，(3和7的公倍数中)被5除余数为3的数是63，(3和5的公倍数中)被7除余数为2的数是30，三数相加：140+63+30=233，233-210=23，23就是满足条件的最小正整数解。

一次同余组的一般解法为：以模为3、5、7的情况为例，先找满足x≡1(mod3)≡1(mod5)≡ 1(mod7)的数，然后将同余其他数的情况转化为同余1的情况。5和7的公倍数中70模3余1，3和7的公倍数中21模5余1，3和5的公倍数中15模7余1，70+21+15=106，106是满足条件的最小正整数解。大于106的数减去105即得所求数，105是3、5、7的最小公倍数。
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在《孙子算经》成书时代，我国的历算家已经掌握了按一定程序来计算一次同余组的解的方法。《孙子算经》以数学游戏的形式对其进行记叙，正是这一算法普及于民间的具体体现。这是今天关于一次同余组一般解法的剩余定理的特殊形式。“物不知数”问题引导了南宋秦九韶求解一次同余组的一般算法——“大衍求一术”。南宋数学家秦九韶(见图1-4)为中国古代数学做出了杰出贡献，同时也为中世纪世界数学的发展提供了巨大的推力。秦九韶的《数书九章》是一部划时代的巨著，内容丰富，精湛绝伦。特别是“大衍求一术”的中国独特解法及高次代数方程的数值解法，在世界数学史上占有崇高的地位。现代文献中往往把求解一次同余组的剩余定理称为“中国剩余定理”或“孙子定理”。
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“物不知数”问题引起了后世算学家的极大兴趣，很多人为之创作诗歌以助记忆。宋人周密的《志雅堂杂钞》卷下“鬼谷算”条，除抄录“物不知数”原题外，还对“术”文中的四个数字作了隐语诗，即
“三岁孩儿七十稀，五留廿一事尤奇。七度上元重相会，寒食清明便可知。”
明代程大位《算法统宗》卷五录有“物不知数”，“术”文也同样用诗歌写出，且对四个数据和盘托出，即
“三人同行七十稀，五树梅花廿一枝。七子团圆正月半，除百零五便得知。”
(三)雉兔同笼
《孙子算经》卷下第31题是一道有趣的“雉兔同笼”问题。

“今有雉兔同笼，上有三十五头，下有九十四足，问雉、兔各几何？
答曰：雉二十三，兔一十二。
术曰：上置三十五头，下置九十四足。半其足，得四十七，以少减多，再命之，上三除下三，上五除下五，下有一除上一，下有二除上二，即得。
又术曰：上置头，下置足，半其足，以头除足，以足除头，即得。”
题意大致为一些鸡和兔被关在同一个笼子里，从上面看能看到35个头，从下面看能看到94只脚。问笼中有鸡和兔各多少只？
“术”呈现了用算筹进行减法运算的过程，上、下是算筹的摆放位置，原文中的“除”为现代的减法运算。

《孙子算经》中的两种解决方法可称为“半足法”，解题的思路和步骤大致如图1-5所示。
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图1-5  《孙子算经》中的半足法
鸡和兔如果都保持头数不变且只保留各自真实足数的一半，那么笼中动物总足数降为
94÷2=47(只)
此时，鸡变成独脚鸡，兔变成双足兔，即鸡的足数与头数相等，兔的足数是头数的2倍，头足比分别为1∶1和1∶2。

此时，每个动物再减去1只脚，鸡变为无脚鸡，兔变为独脚兔，所剩的脚均为兔脚，

则兔子的数量为
47-35=12(只)
【教材对接】图1-6(a)所示为2022年人教版《数学》四年级下册第九单元“数学广角”，图1-6(b)为2014年苏教版六年级下册“解决问题的策略”中“你知道吗”板块，图1-6(c)所示为2014年北师大版数学五年级上册“数学好玩”中“尝试与猜测”板块介绍的鸡兔同笼问题。
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(a) 人教版
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(b) 苏教版
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(c) 北师大版
图1-6  小学教材中的“鸡兔同笼”问题
现代“鸡兔同笼”问题解决方案中的“抬腿法”可以看作这个解法的升级版。

如果笼中的鸡和兔都是训练有素的，教官每吹一次哨它们就抬起一只脚。教官第一次吹哨后，所有动物抬一只脚，落在地面的总脚数变为94-35=59(只)；教官第二次吹哨后，落在地面的脚数变为59-35=24(只)，此时，鸡已经没有脚，一屁股坐在地上了，所有脚都是兔子的，每只兔子剩两只脚，所以共有兔子24÷2=12(只)。

“雉兔同笼”问题是今天“鸡兔同笼”问题的始祖，后来传到日本，变成“鹤龟算”；传到俄罗斯，变成“人狗问题”。该问题在明代数学家程大位的《直指算法统宗》(以下简称《算法统宗》)中被称作“鸡兔同笼”问题，此称呼沿用至今。
第二节  《算法统宗》

《算法统宗》是明代珠算理论和实践的集大成之作，其结构严谨，内容由浅入深，文字通俗易懂。《算法统宗》于1592年问世后，不久便风行全国，数百年来长盛不衰，而且传到了朝鲜、日本、越南、泰国等地，对推动汉字文化圈的数学发展起到了重要作用，成为明清之际研习数学者必读的教材，现行版本共17卷。《算法统宗》的作者是明代数学家程大位(见图1-7)，字汝思，号宾渠，安徽休宁率口(今安徽省黄山市屯溪区)人，年少时“酷嗜算学”，成年后利用在吴楚一带经商的机会，积累数学资料，参加交流活动，收集了大量与数学有关的问题原型。
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图1-7  明代数学家程大位

作者依从《九章算术》的体例，集前人之大成，写出了这部契合民间日用需求的实用珠算算书。全书有595个应用问题，大多数是从数学传本中摘录的，其中也不乏创新之处。程大位使用珠算完成了所有题目的计算，其中珠算开带从诸乘方、截两成斤法、新丈量步车等均为原创内容。全书内容除了附录大略可分为如下5个部分。

(1) 首篇总说“数有本源”，列举河图、洛书、八卦、黄钟等。

(2) 卷一至卷二是对数学术语的解释，介绍算学常识与珠算知识。例如，大数、小数、度量衡单位、算盘图式、珠算定位法、九九表、九归诀、撞归诀、起一诀等，并举例说明其在珠算盘上的用法。

(3) 卷三至卷十二是应用问题解法汇编。除了《粟米》改称《粟布》，《盈不足》改称《盈朒》外，其余各卷均以《九章算术》九章名和刘徽的《海岛算经》为卷标题。卷三《方田》中记录了作者自己创造的测量田地用的“丈量步车”。卷六、卷七为开平方、开立方的珠算方法。

(4) 卷十三至卷十六是难题汇编。这部分都是与卷三至卷十二中10类算法相应的算题。所谓“难题”，其解法实质上都很简单，只不过有些题目用诗歌形式表达，有些题意比较隐晦。

(5) 卷十七是杂法汇编。“杂法”就是一切不能归入前面几卷里的各种算法，包括写算、纵横图、律吕相生等。
《算法统宗》中收集了大量趣味题，并以诗词歌诀的形式命题，让读者在思考问题的同时感受诗词之美，具体如下。
“今携一壶酒，游春郊外走。逢朋添一倍，入店饮斗九。相逢三处店，饮尽壶中酒。试问能算士，如何知原有？”
小学阶段用“还原法”解决问题时常借用“李白买酒”的故事，上述题目就是李白买酒的原型。
“李白街上走，提壶去买酒，遇店加一倍，见花喝一斗，三遇店和花，喝光壶中酒。借问此壶中，原有酒几斗？”

《算法统宗》涉及的内容丰富多彩、妙趣横生，有很多至今仍在社会上流传。卷十四第36题“僧分馒头歌”便是其中之一。它的记载如下。
“一百馒头一百僧，大和三个更无争。小和三人分一个，大小和尚得几丁？
答曰：大和尚二十五人，该馒头七十五个：小和尚七十五人，该馒头二十五个。
法曰：置僧一百名为实，以三一并得四为法除之，得大僧二十五人，以每人三个因之，得馒头七十五个。于总僧内减大僧，余七十五为小僧，以三人归之，得馒头二十五个。合问。”
【教材对接】2022年人教版《数学》四年级下册第九单元“数学广角”课后思考题介绍了“百僧百馍”问题(见图1-8)。
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图1-8  小学教材中的“百僧百馍”问题
第三节  小学数学案例分享
我们将中华优秀传统文化融入小学数学课堂的方式有多种，将传统文化作为知识点，例如，介绍古代数学名著名题便是一种重要的方式。学生在提高解决问题能力的同时，还能感受数学课堂的人文气息。学科融合能激发学生的学习兴趣。下面是一节呈现在小学数学课堂的、以“李白买酒”为线索培养学生数学思维的微课案例。
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课题：中国古典名题——李白买酒

教学目标：(1)教师通过解析古诗理解题意，让学生在感受诗词美感的同时明确其中蕴藏的数学信息和需要解决的数学问题。(2)通过画一画、算一算等数学活动探究解决问题的方法，培养学生解决问题的意识。(3)掌握图示法和方程法，能够利用逆向思维和正向思维解决还原问题，培养学生多角度思考问题的意识。(4)加强学生对于数学历史文化的了解，激发学生对学习数学的兴趣。利用不同学科之间的联系，培养学生逆向思维的能力。

教学重点：从多角度思考问题，用多种方法解决问题。
学习准备：笔、尺、练习本。
中国古典名题——李白买酒课题设计流程如表1-1所示。

表1-1  中国古典名题——李白买酒课题设计流程

	教学

板块
	教学过程

	名题

介绍
	在浩瀚的数学史天空中，中国古典名题犹如一颗颗璀璨的明星，闪烁着智慧的光辉。这节课我们就伴着一缕星辉，通过“李白买酒”这一古典名题来体会前人的智慧和数学的奥妙。

提到李白喝酒，大家一定能想到“李白斗酒诗百篇”这样的诗句。我国唐代的天文学家、数学家张遂，曾以“李白买酒”为题材编了一道数学诗歌题，出示原诗

	探

究

交

流
	(1)理解诗意，明确问题
李白去买酒，当他看到店时便进店打酒，打的酒量是原来的一倍，也就是壶中酒×2，如果遇到卖花的，便会饮酒作诗，喝掉1斗酒，就是减1斗。其中“斗”是我国市制容量单位，10升为1斗，10斗为1石。就这样一路走来，共遇到了3次店和3次花，结果正好把壶中的酒喝完，问题是李白的壶中原来有多少酒。

(2)自主探究，尝试解题
学习提示：这道题如果从李白壶中原有酒是遇店加一倍，见花减一斗的顺序思考，并不好解答。如果换个思路，从壶中酒最后的结果展开思考呢？喝光壶中酒，就是0斗，按照喝酒、买酒的顺序倒着往回推，也就是用逆推的方式来思考，会不会更好。
(3)展示交流
两位学生交流展示用图和语言描述并推解题的思路。

(4)方法总结
这道题，可以从结论出发，连续进行逆向推理，得出结论。那么，什么情况下可以用逆推法来解决问题呢？

首先，最后的结果是已知的；其次，得出最后结果的每一步过程是清楚的；最后，要求的是原来最初的数量。

①图示法。在用逆推法解决问题的时候，可以借助画图策略，摘录出流程图，数形结合，使思考更加有序，过程更加简洁。

②列方程解决。设壶中原有x斗酒，第一次遇见店和花之后，壶中酒为2x-1，那么，第二次遇见店和花之后，壶中酒应该在此基础上乘2减1……根据以上的思考，我们可以列方程解决问题。

今天，我们通过探究“李白买酒”这一数学问题，不仅学习了用逆向思考的方法解决问题，形成了新的解决问题策略，还体会到古诗中有数学，学数学有方法，好方法广拓展的趣味。

	总

结

延

伸
	其实，我国古人使用逆向思维策略解决问题的事例还有很多，如司马光砸缸、孙膑智胜魏惠王等。中国古典名题不仅仅局限于这些我们耳熟能详的故事，在中国古代三大数学名著《孙子算经》《九章算术》《周髀算经》中记录了大量与当时生活息息相关的数学趣味问题。有兴趣的同学可以在课外阅读，也可以和小伙伴一起展开探究和解密，相信你们一定会从中获得更多智慧的启迪。
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本章练习
一、填空题

1. 隋唐时期，中国数学教育界发生了两件大事：(    )和(    )。

2. 根据《孙子算经》给出的“一纵十横，百立千僵。千十相望，万百相当。”筹算计数法则，一个数的百位数应该用(    )算筹表示。

3. “物不知数”问题引导了南宋秦九韶求解一次同余组的一般算法——“大衍求一术”。现代文献中往往把求解一次同余组的剩余定理称为“(    )”或“孙子定理”。

二、单选题
1. “鸡兔同笼”问题出自《孙子算经》，后被程大位摘录到《算法统宗》中，(    )解决方法不出自这两本古算书。
   A. 半足法

B. 抬腿法

C. 倍头法

D. 四头法

三、多选题
1. 《算经十书》包括《张邱建算经》《夏侯阳算经》《五曹算经》《五经算术》《缀术》《缉古算经》和(    )。

   A. 《周髀算经》
B. 《九章算术》
C. 《海岛算经》
D. 《孙子算经》

2. 《周髀算经》中数学内容比较丰富，包括(    )和等差数列等，是中国现存最古老的一部天文学和数学著作。

   A. 分数运算

B. 开平方

C. 一次内插法
D. 勾股定理

四、计算题

1. 用四足法解答“鸡兔同笼”问题。

第二章  完美数与毕达哥拉斯学派
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明确完美数、过剩数和不足数的概念，并能准确判断给定正整数的类别。

明确毕达哥拉斯定理的内容、其他名称及毕达哥拉斯的证明方法。
明确毕达哥拉斯学派在数学上的主要理念和主要成就。
能够阐述第一次数学危机的始末。
从黄金比例在各领域的应用中领会数学与人类文化的关联，提升文化审美意识和
能力。
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理解不可公度量的内涵。

使用欧拉定理证明正多面体的种类有且只有五种。

很多版本的小学《数学》中数学文化板块都有完美数和黄金比的相关介绍，它们都与古希腊的毕达哥拉斯学派有关。本章就以完美数和黄金比例为切入点，介绍毕达哥拉斯学派在数学方面的理念及成就。
第一节  毕达哥拉斯学派
毕达哥拉斯(Pythagoras)是古希腊时期著名的数学家、哲学家，出生在古希腊的萨摩斯岛，卒于他林敦(今意大利半岛南部塔兰托附近)，是与我国“万世师表”孔子同期的学者，如图2-1所示。
萨摩斯岛是古希腊的岛屿，如图2-2所示。但相对于雅典，它距离小亚细亚更近，仅15公里，所以毕达哥拉斯年少时便到小亚细亚学习，向古希腊最早的哲学学派——伊奥尼亚学派的学者学习数学和哲学，也曾到过古印度、古巴比伦、古埃及学习。这期间他接触了东方的宗教和文化，学习了诗歌和音乐，接受了很多古代流传下来的天文和数学知识。
伊奥尼亚学派的创始人泰勒斯(Thales)是公认的古希腊哲学鼻祖，他冲破了超自然的鬼神思想的羁绊，去探索宇宙的奥秘，如图2-3所示。在他的带动下，经过数百年的努力，古希腊科学进入繁荣时期。泰勒斯出生在伊奥尼亚的米利都，涉猎了数学、天文、工程、政治及哲学等几乎当时人类的全部思想和活动领域，获得崇高的声誉，被尊为“古希腊七贤之首”。实际上，七贤之中，只有他是学者，其余的多是政治家。历史上并没有留下泰勒斯完整的传记，但流传了许多关于他的逸事，虽然未必完全真实，但可以在-定程度上反映他的性格和生平。据说《伊索寓言》中驴子与盐的故事的主人公原型就是泰勒斯，泰勒斯曾成功预测橄榄丰收并通过垄断出租榨油机而大赚一笔，他也曾测量过金字塔的高度，成功预报日食并化解了部族间的战争。泰勒斯在数学方面的贡献是划时代的，他引入了命题证明的思想，即借助一些公理或真实性已经得到确定的命题来论证某一命题真实性的思想过程，这标志着人们对客观事物的认识方式已经从经验上升到理论，在数学史上是一次不寻常的飞跃，也可以看作是公理化思想的雏形。他发现了我们今天熟知的一些几何结论，有的还给出了证明。例如，圆的直径将圆平分；等腰三角形两底角相等；两相交直线的对顶角相等；有两角夹一边分别相等的两个三角形全等；半圆所对的圆周角为直角；等等。
毕达哥拉斯返回家乡萨摩斯岛后，开始讲学并开办学校，但是没有达到他预期的成效。40岁左右，为了摆脱当时君主的暴政，他不得不离开萨摩斯岛，移居到西西里岛，后来定居在克罗托内。在克罗托内，他建立了一个宗教、政治、学术合一的秘密团体，即毕达哥拉斯学派。
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图2-1  毕达哥拉斯画像
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萨摩斯  
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                        图2-2  萨摩斯岛                         图2-3  泰勒斯画像

在克罗托内，毕达哥拉斯的讲学吸引着各阶层的人士，很多贵族加入了听众行列，甚至还包括女性听众，这是毕达哥拉斯比其他开坛授课的学者进步之处，为该学派赢得了很高的声誉，产生了相当大的影响，但也因此引起了敌对派的嫉恨。后来受到民主运动的冲击，该学派在克罗托内的活动场所遭到了严重破坏。毕达哥拉斯被迫移居他林敦，并于公元前500年左右去世，享年约80岁。
毕达哥拉斯被害后，他的许多门徒逃回希腊本土重新建立据点，另一些人到了他林敦，继续进行数学哲学研究，以及从事政治方面的活动。毕达哥拉斯学派持续繁荣了两个世纪之久，一直到公元前4世纪中叶。
第二节  毕达哥拉斯学派的主要数学成就
毕达哥拉斯本人并没有留下什么著作，而毕达哥拉斯学派内部严格的保密制度使外人很难了解到其研究成果。在该学派发展的后期，组织管理渐渐松散，保密条款也逐渐被放弃，此时才出现一些公开讲述该学派教义和成果的著作，但我们很难区分它们究竟是毕达哥拉斯个人的研究成果还是该学派其他学者的，所以在此统称其为毕达哥拉斯学派的成果。
一、几何学
毕达哥拉斯学派对图形作了很多研究，并得到许多有价值的结论。
1. 毕达哥拉斯定理
勾股定理在西方被称作毕达哥拉斯定理。公元前2世纪，古希腊学者阿波罗多罗斯(Apollodorus)在其著作《希腊编年史》中提到“毕达哥拉斯为了庆祝他发现了那个著名的定理，宰牛来祭神”。但没有指明是哪一个定理，不过后世都倾向于认为那个著名定理就是毕达哥拉斯定理。在此之前，古埃及、古巴比伦和古代中国都已经知道这个结论，并将其应用于生产生活中。古埃及人把绳子按3个、4个和5个单位间隔打结，然后将三段绳子拉直形成一个三角形，他们知道最长边所对的角总是一个直角。现存于美国哥伦比亚大学图书馆的文物“普林顿322(Plimpton 322)”，是一块年代为公元前1900—公元前1600年的古巴比伦泥板，其内容是一个正割函数平方表，其中列出了15组勾股数。在中国古代公元前2世纪至公元前1世纪成书的著作《周髀算经》中也有“勾广三，股修四，径隅五”的记载。不过最早的证明可归功于毕达哥拉斯，1940年出版的《毕达哥拉斯命题》中收集了367种不同的证法，近百年后的今天证明方法的实际数目已不止于此。在众多对毕达哥拉斯的证明方法的猜测中最有名的是普洛塔克(Plutarch)的面积剖分法(见图2-4)，2个以a+b为边长的大正方形中都包含4个全等的以a、b为直角边、c为斜边的直角三角形，因为等量减等量还是等量，所以剩余部分面积也是相等的，左侧剩余部分为分别以a、b为边长的2个正方形，右侧剩余部分为以c为边长的正方形，所以a2+b2=c2。

2. 宇宙形

毕达哥拉斯学派的另一几何方面的贡献是正多面体作图。正多面体是指由全等正多边形围成且各多面角都全等的多面体。毕达哥拉斯学派称正多面体为“宇宙形”，今天我们可以通过欧拉定理证明正多面体只有5种：正四面体、正六面体、正八面体、正十二面体和正二十面体，如图2-5所示。这5种正多面体中正十二面体最特别，每个面都是不易作图的正五边形，而毕达哥拉斯学派对其情有独钟，并以正五边形的对角线围成的正五角星作为该学派的Logo(标志)。有这样一则故事：毕达哥拉斯学派的一个成员流落异乡，却因疾病不得不暂住在当地的一户人家，他随身携带的财物早已花光，无力回报恩人的关照，临终前要求这户人家在自家门前画五角星。若干年后，该学派的成员路经此地看到了标志，询问事情原委之后，代替同伴厚报了这户人家的恩惠。
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图2-4  毕达哥拉斯定理的面积剖分法

[image: image18.emf] 

 


图2-5  五种正多面体

3. 黄金比例

与正五角星相关的毕达哥拉斯学派的另一个成就是发现了黄金比例。
正五边形的作图与著名的“黄金分割”有关。正五边形的每条对角线与其他对角线的交点以一种特殊的方式分割与之相交的其他对角线：每条对角线都被交点分成两条不相等的线段，该对角线的整体与较长部分之比等于较长部分与较短部分之比，这就是我们熟知的“黄金分割”。以正五边形的对角线AB为例(见图2-6)，对角线AB与其他对角线相交于点C，如果AC:CB=CB:AB，则称点C对AB进行了黄金分割(或者最优分割)，称点C为黄金分割点(或者最优分割点)，称该比例为黄金比例，该比值等于
[image: image19.wmf]51
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，是个无理数，一般取0.618。显然，CB:AC=AB:CB也成立，该比值等于
[image: image20.wmf]51

2

+

，也是个无理数，一般取1.618。0.618是一个十分有趣的数字，通过以下简单的计算就可以发现
1÷0.618≈1.618
(1-0.618)÷0.618≈0.618
1÷(1+0.618)≈0.618
德国数学家马丁·欧姆(M. Ohm，1792—1872)是最早在著作中使用“黄金分割”这一术语的数学家，他是发现电学中欧姆定律的物理学家乔治·西蒙·欧姆(G.S. Ohm，1789—1854)的弟弟。黄金分割在实际生活中得到了广泛应用。古希腊时期，人们就在土木建筑和雕塑中应用了这一知识。黄金分割知识在最优化理论中也有重要应用，如优选法中就有0.618法等。另外，在管理、工程设计等方面，它也有不可忽视的作用。
【教材对接】2022年人教版《数学》六年级上册第四单元介绍了比的基本性质后，又介绍了有关黄金比的内容，如图2-7(a)所示。2021年北师大版《数学》六年级上册“比的应用”单元中“你知道吗？”板块介绍了古希腊雅典古城巴台农神庙剖面图中矩形的长宽比为黄金分割比，如图2-7(b)所示。
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(a) 人教版
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(b) 北师大版
图2-7  小学教材中的黄金分割比介绍
二、万物皆数
毕达哥拉斯学派很重视数学和哲学的研究。在数学方面，他们把数的概念放在突出的位置，对整数进行多维度的深入研究；在哲学方面，认为宇宙万物的本原是数，把数当成构成宇宙万物的基础。“万物皆数”是毕达哥拉斯学派观察世界和表达世界的方式和理念。
(一)完美数
毕达哥拉斯学派在数学领域有很多创造，尤其对整数兴致浓厚，并进行了许多深入的研究。他们认为数1能生成所有的数，是产生所有数的原因和根本，故命名为“原因数”。每个整数都被赋予了特定的属性和内涵。例如，2是女性数，3是男性数，5则是婚姻数。而在一切数中最神圣的数是10，也就是说，毕达哥拉斯学派信奉和崇拜数10，将10看作完美、和谐的标志。
毕达哥拉斯学派还定义了完美数与亲和数。如果一个正整数的全部真因数之和等于本身，那么称这个数是完美数(也称作完全数)，如28的全体真因数为1、2、4、7和14，而1+2+4+7+14=28，所以28是完美数，另外6是最小的完美数，该学派认为6=1+2+3为喜庆、健康和美好的含义。完美数的定义被收录进欧几里得的《几何原本》中，书中还给出了一个关于完美数的定理，即若2p-1是素数，那么(2p-1)×2p-1就是完美数，例如
6=(22-1)×22-1=3×2
28=(23-1)×23-1=7×4

截至2018年，已发现51个完美数，其中最大的一个完美数中的p值为82 589 933。一个正整数的真因数之和与它本身的大小关系除了相等外还可能是大于或者小于。毕达哥拉斯学派称真因数之和大于本身的正整数为过剩数，称真因数之和小于本身的正整数为不足数。例如，12是过剩数，8是不足数。
若a是b的全体真因数的和，同时b又是a的全体真因数的和，则两数互为亲和数(也可称为相亲数或者情侣数)。220的真因数1、2、4、5、10、22、44、55与110的和等于284，284的真因数1、2、4、71与142的和等于220，所以220和284是一对亲和数，这也是最早由毕达哥拉斯学派发现的一对最小的亲和数。有人对毕达哥拉斯的“万物皆数”的理念表示怀疑，向他提出这样一个问题：“我结交朋友时，存在着数的作用吗？”毕达哥拉斯毫不犹豫地回答：“朋友是你的灵魂的倩影，要像220和284一样亲密。”但220和284不是唯一的一对亲和数，不过第二对亲和数17 296与18 416是在2 000多年后由法国数学家费马(P. Fermat，1601—1665)发现的。目前，在计算机的帮助下人们已经找到了4万多对亲和数。
【教材对接】2022年人教版和2022年苏教版《数学》都在五年级下册“因数与倍数”中介绍了有关完全数(也叫作完美数)的内容，如图2-8所示。
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(a) 人教版
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(b) 苏教版
图2-8  小学教材中的完全数
(二)形数
在毕达哥拉斯学派看来，数为宇宙提供了一个概念模型，数量和形状决定一切自然物体的形式，数不仅有量的多少，还具有几何形状。该学派把宇宙间的一切现象都归结为正整数和正整数之比，他们还把正整数与用小石子排列的图形相类比，称其为拟形数，简称为形数，借此对正整数进行另一种分类。
图2-9(a)所示为三角形数：1，3，6，…，各项的结构特点为1，1+2，1+2+3，…，通项是1+2+…+n=
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图2-9(b)所示为正方形数：1，4，9，16，…，n2，即平方数列。
图2-9(c)所示为五边形数：1，5，12，22，…，各项的结构特点为1，1+4，1+4+7，…，通项是1+4+7+…+(3n-2)
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图2-9(d)所示为六边形数：1，6，15，28，…，各项的结构特点为1，1+5，1+5+9，…，通项是1+5+9+…+(4n-5)=(2n-1)n。
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(b)   正方形数  

(a )  三角形数  

(c)   五边形数  

(d )  六边形数  


图2-9  形数

(三)无理数
毕达哥拉斯学派认为世间万物都可以用正整数及其比值，即正整数和正分数来表示，除此以外，他们不认识也不认同有其他的数。从几何的角度来看，他们认为对于任意两条长度的线段都存在第三条线段作为公共度量单位使两条线段的长度都是整数，毕达哥拉斯学派将表示这两条线段长度的量称为可公度量。毕达哥拉斯定理提出后，学派成员希帕索斯(Hippasus)提出了一个问题：边长为1的正方形其对角线长度是多少呢？他发现找不到两个正整数使它们的比值等于对角线的长度，也就是找不到边长1和对角线的公共度量单位，这意味着1和对角线的长度是不可公度的，而对角线的长度只能用一种新的数来表示，希帕索斯的发现导致了数学史上第一个无理数
[image: image28.wmf]2

的诞生。
不可公度量即无理量的发现表明有些量不能用数(整数或分数)来表示。这个发现是毕达哥拉斯学派的一个重大贡献，却与他们“万物皆数”的信条相抵触，给学派成员秉持的数学理念造成了致命打击。这一结论的悖论性表现在它与常识的冲突上：对角线的长度明明存在，却找不到一个准确的数(整数或者分数)来表示这个长度，这是一件：违反常识令人难以接受的荒谬的事情！柏拉图(Plato)记载，后来又发现了除
[image: image29.wmf]2

以外的其他一些无理数，这些“怪物”深深地困扰着古希腊的数学家。希腊数学中出现的这一逻辑困难，引发了西方数学史上的一场轩然大波，被称为“第一次数学危机”。大约一个世纪以后，这一危机才因毕达哥拉斯学派晚期成员阿契塔斯(Archytas)的学生欧多克斯(Eudoxus)提出的新比例理论而暂时消除，直到19世纪实数理论建立才真正消除。
数学史上共发生过三次危机。第二次数学危机是由牛顿和莱布尼茨创立的微积分基础不牢靠引发的。后来经过柯西、魏尔斯特拉斯和黎曼等众多数学家的努力，夯实了微积分的基础第二次数学危机才彻底克服。第三次数学危机是由康托尔的集合概念不严密引发的。后来数学家策梅洛和弗兰克尔构造了一套ZF公理系统，有效地排除了集合论悖论，从而解除了第三次数学危机。
第三节   小学数学案例分享
在小学数学课堂中，让学生了解数学文化、体会数学之美，是实现情感态度和价值观目标的有效途径。下面的教学片段选自《让数学文化走进课堂——以“黄金分割”的内涵与赏析课为例》，本节内容略作调整。
环节1：认识黄金分割
黄金分割问题的研究起源于古希腊毕达哥拉斯学派，毕达哥拉斯从铁匠的打铁声中受到启发，反复测量比较铁锤和铁砧的尺寸，发现优美和谐的声音来源于恰当的比例。欧多克斯曾提出一个问题：能否将一条线段分成不等的两部分，使较短线段与较长线段之比等于较长线段与原线段之比？公元前300年左右，欧几里得在撰写《几何原本》时吸收了欧多克斯的研究成果，进一步系统地论述了黄金分割。黄金分割与几何、代数、数列密切相关，因其蕴含的美学价值，被广泛应用于各个领域。

学生画正五角星，教师展示优秀学生作品。
师：我国国旗上有五颗正五角星，所以被称作五星红旗。不仅当今许多国家国旗上有正五角星，古希腊的毕达哥拉斯学派也以正五角星为标志。这是因为大家都认为正五角星很美，实际上正五角星里藏着看起来美的秘密——黄金分割。
环节2：欣赏黄金分割之构图美

世界各地的建筑中常常能看到黄金分割的影子。上海东方明珠电视塔的上球体到塔底距离与整个塔高之比约为0.618；古埃及金字塔地面的边长和高之比接近于0.618；巴台农神庙、多伦多塔、巴黎圣母院等建筑都应用了黄金分割比。这些雄伟壮观的建筑结构让人赏心悦目。意大利画家达·芬奇也运用黄金矩形构图，如《蒙娜丽莎》和《维特鲁威人》等。

环节3：体会黄金分割之应用美

黄金分割的比例美与和谐美已被应用到社会生活的各个领域，它已成为创造和谐生活环境的一种常见方式。人的正常体温约为36℃，而让人感觉舒适的温度大约为22℃，因此，人们常将室温调至22℃，这一数值接近黄金分割比；主持人报幕时会选择站在舞台全长的0.618处；家具外观设计长宽之比接近0.618；那些令人赏心悦目的摄影作品，在构图时，也会考虑黄金分割比；二胡为获得最佳音色，其“千斤”需放在琴弦长度的0.618处；中国古代画论中说“丈山尺树，寸马分人”，山水画中山、树、马、人的大致布局接近于黄金分割比。

华罗庚先生的优选法于20世纪70年代在我国进行推广，因其简洁高效被运用于电子、机械、化工、石油、交通运输、粮食加工等多个领域，其中包含0.618法，也称为黄金分割法，即在优选时将尝试点放在黄金分割点上寻找最优选择。0.618法能以较少的试验次数，找到合理的组合方案、合适的工艺条件。

小结：这几个教学片段，使学生能够感受数学与美的结合。精美有趣的图片、动画、视频，使学生从形和数的角度感受黄金分割之美、数学之美、自然之美、生活之美，引导学生发现美、探索美、欣赏美、领悟美、应用美、创造美。

本章练习
一、填空题

1. 正整数集(除1外)可以根据(    )被分成完全数、过剩数和不足数。其中完全数是指(    )，过剩数是指(    )，不足数是指(    )。

2. 亲和数是指(    )，最小的一对亲和数是(    )。

3. “万物皆数”是(    )学派的信条，其中“数”是指(    )。

4. 由不可公度量即(    )的发现引发的希腊数学逻辑困难，被称为(    )。

5. 由微积分基础不牢靠引发的危机被称为(    )。

6. 由康托尔的集合概念的不严密引发的逻辑困难被称为(    )。

二、单选题
1. 毕达哥拉斯定理指的不是(    )。

   A. 商高定理

B. 勾股定理

C. 中国剩余定理

D. 百牛定理

三、多选题
1. 毕达哥拉斯学派将正多面体称为宇宙形，以下为宇宙形的是正(    )面体。

   A. 三



B. 四


C. 五



D. 六
2. 毕达哥拉斯学派从形的角度研究数，反映了他们将数作为几何思维元素的精神，下列(    )是正方形数。

   A. 1



B. 2



C. 3



D. 4

四、简答题

1. 简述第一次数学危机的始末。

五、证明题

1. 选择一种你喜欢的方法证明勾股定理。

2. 用欧拉定理V+F-E=2(其中V、F、E分别是正多面体的顶点数、面数和棱数)证明正多面体只有五种。

�


拓展：算经十书.mp4





�
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中国剩余定理.mp4
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图1-4  秦九韶画像
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图2-6  黄金分割





�
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� 周文王姬昌四子，周武王的弟弟姬旦。


� 本案例由哈尔滨市刘清姝名师工作室设计，团队成员哈尔滨市清滨小学教师杨谚艳执教。
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