
第  章3

关  系

  辩证法告诉我们,事物不是孤立的,互相之间存在着一定的联系,映射描述的就是最简

单的单值依赖联系,但映射无法描述事物间的复杂联系,这就需要引入另一个更强的概

念———关系。
作为一种强有力的数学工具,关系用于描述事物之间的复杂联系———多值依赖联系。

本章首先给出关系的三种等价定义:①应用时用得较多的是二事物具有的性质;②理论上

用得较多是笛卡儿乘积的子集;③分析中用得较多的是多值函数。本章主要研究关系的数

学性质,主要包括n 元关系、几种特殊的关系、二元关系的合成、二元关系的传递闭包及其

计算、二元关系的表示、等价关系与偏序关系等内容。
介绍几种特殊的关系时要复习第1章的计数法则,并用其计算某个有穷集合上各种二

元关系的基数。讲授关系的运算时再次引导读者思考引入运算的目的,讲授关系的自反传

递闭包之后,引入文法和推导的概念,并建立起语言的数学模型,为形式语言与自动机、编译

原理埋下伏笔。关系矩阵和关系图作为关系的表示方法将集合论与图论与数据结构建立起

了联系。
“集合论与图论”课程最重要的概念是等价关系,它也是数学、日常生活、社会科学、计算

机科学、自然科学中最重要的概念,研究线性代数主要用的就是等价关系。等价关系和集合

的划分其实是一回事,只是角度不同而已,等价类之集就是利用等价关系对集合进行的划

分,这个概念在现代分析中很重要,可以得到新的对象,实际上它所反映的就是抽象的本质。
偏序关系是计算机专业的一个重要概念,格、布尔代数等就是利用它建立起来的代数系

统,它们是近世代数的重要内容,在计算机科学中具有重要的应用。

3.1 关系的概念

3.1.1 关系的等价定义

  我们要定义的关系是日常生活中人与人之间的父子关系、夫妻关系、兄妹关系、朋友关

系、同学关系、领导关系,以及数间的整除关系、矩阵间的相抵关系等的抽象。
当两个同学被问及“你俩是同一个班级的吗?”如果他们回答“是”,则说明他们符合“同

班同学”这一关系,如果他们回答“否”,则说明他们不符合“同班同学”这一关系。对这一过

程稍加抽象就得到了下面的关系的第一种定义。
定义3.1 设X 与Y 为集合,一个从X×Y 到{是,否}的映射R 称为X 与Y 间的一个
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二元关系(Binaryrelation)。∀(x,y)∈X×Y,如果R(x,y)=是,则称x 与y 符合关系

R,记为xRy;如果R(x,y)=否,则称x 与y 不符合关系R,记为xR/y。如果X=Y,则称

R 为X 上的二元关系。
例3.1 自然数集N={1,2,3,…,}上有<、≤、=、>、≥等关系。
例3.2 整数集Z上的整除关系记为|,∀m、n∈Z,m|n⇔∃k∈Z,使得n=mk,m|n

读作“m 整除n”或“n 能被m 整除”。m 不能整除n 记为m|/n,于是有2|4、3|/8。整除关系

具有如下性质:假设m、n、k∈Z,则
(1)若m|n 且m|k,则m|(n+k)。
(2)若m|n,则对∀j∈Z,m|nj。
(3)若m|n 且n|k,则m|k。
例3.3 设n 为任意一个自然数,整数集Z上的模n 同余关系记为≡,∀m、k∈Z,如果

n|(m-k),则称m 与k符合模n 同余关系,记为m≡k(modn),m 与k不符合模n 同余关

系记为m≢k(modn),于是有1≡4(mod3),3≢7(mod5)。模n 同余关系具有如下性质:
假设n、i、j、k、l∈Z,则

(1)若i≡k,j≡l(modn),则(i+j)≡(k+l),i-j≡k-l,ij≡kl(modn)。
(2)若ik≡jl,k≡l(modn),且n 与l的最大公约数为1,则i≡j(modn)。
例3.4 设n×n 的实矩阵之集为Mn,A、B∈Mn,则矩阵间的相抵关系记为≅,A≅

B⇔从A 经有限次初等变换能转换为B。矩阵间的相似关系记为≈,A≈B⇔存在P∈Mn,
使A=P-1BP。

把集合{是,否}换成集合{0,1},则R 就是X×Y 的一个特征函数,令Ch(X×Y)=
{χ|χ:X×Y→{0,1}},根据定理2.18,2X×Y~Ch(X×Y),亦即集合与特征函数间能够互相

表示,于是,R 就是X×Y 的一个子集,从而得到了关系的另一种定义形式。
定义3.2 设X、Y 为集合,则X×Y 的任一子集R 称为X 到Y 的一个二元关系。R⊆

X×Y,如果(x,y)∈R,则称x 与y 符合关系R,记为xRy;如果(x,y)∉R,则称x 与y 不

符合关系R,记为xR/y。
例3.5 如图3.1所示,自然数集 N={1,2,3,…}上的<、≤、=、≥、>关系均为

N×N 的子集,于是,<、≤、=、≥、>等关系可以用序对集合表示如下:

N×N 1 2 3 4 …

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) …

2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) …

3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) …

4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) …

… … … … … …

图3.1 N×N 示意图

• < ={(1,2),(1,3),…,(2,3),(2,4),…,(3,4),…},对应于图3.1所示表中右上角

部分的序对之集。

• ≤={(1,1),(2,2),…,(1,2),(1,3),…,(2,3),(2,4),…,(3,4),…},对应于图3.1所
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示表中右上角部分和对角线上的序对之集。

• = ={(1,1),(2,2),…},对应于图3.1所示表中对角线上的序对之集。

•≥={(1,1),(2,2),…,(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3),…},对应于

图3.1所示表中左下角部分和对角线上的序对之集。

• > ={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3),…},对应于图3.1所示表中左下

角部分的序对之集。
抽象讨论时用定义3.2,具体应用时用定义3.1。有的作者则把关系视为“多值函数”,于

是,我们又可以得到下面的关系的第三种定义形式。
定义3.3 设X、Y 为集合,一个从X 到2Y的映射R 称为从X 到Y 的一个二元关系。
定理3.1 定义3.2与定义3.3等价。
【证明】 只须证明2X×Y与{f|f:X→2Y}之间存在双射即可。
令φ:2X×Y→{f|f:X→2Y},∀R∈2X×Y,φ(R)=fR,fR:X→2Y,对于∀x∈X,fR(x)=

{y|y∈Y,xRy}。下面证明φ 是双射。
(1)∀R1,R2∈2X×Y,如果R1≠R2,则fR1≠fR2

,亦即φ(R1)≠φ(R2),所以φ 是

单射。
(2)对于∀f∈{f|f:X→2Y},构造R∈2X×Y,使得fR=f,令R= ∪

x∈X
({x}×f(x)),

易见R∈2X×Y且fR=f,亦即φ(R)=f,所以φ 是满射。
综上(1)、(2)可知φ 是双射。 ■
注意:
(1)二元运算不是二元关系,它提问的是“其值是什么”,回答应是运算结果为哪个数、

物或对象,结果是论域中的对象。
(2)二元关系的值是真或假,提问的是“成立还是不成立”,回答的是“是”或“否”,结果

属于逻辑范畴,从类型上说是“布尔型”。
(3)假设R⊆X×Y 是一个二元关系,对于∀x∈X,未必∃y∈Y,使xRy;对于∀y∈

Y,未必∃x∈X,使xRy。
(4)映射是二元关系,设有映射f:X→Y,f={(x,f(x))|x∈X,f(x)∈Y)},显然

f⊆X×Y。
定义3.4 假设R⊆X×Y 是一个二元关系,则称Φ为空关系,称X×Y 为全关系,R-1=

{(y,x)|(x,y)∈R}则称为关系R 的逆关系或简称为R 的逆。

3.1.2 n元关系与关系数据库

定义3.5 设X1,X2,…,Xn 为n 个集合,笛卡儿乘积X1×X2×…×Xn 的任一子集

R 称为X1,X2,…,Xn 间的一个n 元关系。
在数据库中,每个集合 Xi 被赋予一个属性名Ai,Xi 便称为属性Ai 的值域。属性

Ai 用来刻画集合Xi 中各元素在现实世界的一个应用时的性质(意义)。以A1,…,An 为

属性的n 元关系R 记为R(A1,A2,…,An),称为一个关系模式。例如,学生S(学号Sno,
姓名Sname,性别Ssex,年龄Sage)就是一个关系模式。在数据库中,关系模式还要加上其

他约束条件,如学号决定姓名,年龄不能为负值等。
直观地,n 元关系R 可以看作一个二维表,这个表有n 列,每一列对应一个属性,每一
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行则是R 中的一个n 元组,例如,图3.2给出的二维表就是属于关系模式学生S(学号Sno,
姓名Sname,性别Ssex,年龄Sage)的一个学生数据库。

学号Sno 姓名Sname 性别Ssex 年龄Sage
1603001 祖强 男 18
1703002 席奴瓦 女 18
1903026 张硕 男 20
1902013 曲思蒙 女 19
2003008 李明 男 21

图3.2 二维表式的学生数据库示例

3.2 几种特殊的二元关系

在数学中经常使用的是集合X 上的二元关系R⊆ X×X,本节讨论的都是X 上的二

元关系R⊆X×X,某种特殊的关系也可以看作是关系的某种特殊性质。

3.2.1 自反关系、反自反关系

定义3.6 设R⊆X×X。如果∀x∈X 总有(x,x)∈R(或说xRx),则称R 是X 上

的自反二元关系(Reflexiverelation)或称R 是自反的(Reflexive)。如果∀x∈X 总有(x,x)∈
R(或说xR/x),则称R 是X 上的反自反二元关系(Anti-ReflexiveRelation)或称R 是反自

反的(Anti-Reflexive)。
注意:
(1)R 不是X 上的自反关系⇔∃x0∈X 使x0R/x0。
(2)R 不是反自反的⇔∃x0∈X 使得x0Rx0。
(3)一个二元关系R 不是自反的并不能推导出R 是反自反的。
例3.6 自然数集上的≤、≥、模n 同余、整除关系,矩阵的相似关系等都是自反的二元

关系,自然数集上的<关系是反自反的二元关系。
例3.7 假设X={a,b,c},R1={(a,a),(b,b),(c,c)},R2={(a,c),(b,a),(b,c),

(c,b)},R3={(a,b),(b,c),(a,c),(c,b)},R4={(a,b),(b,b),(b,c),(a,c),(c,b)},则
R1 是自反的,R3 是反自反的,R2 是反自反的但不是自反的,R4既不是自反的也不是反自

反的。

IX={(x,x)|x∈X}称为X 上的恒等关系。
定理3.2 R 是自反的⇔IX⊆R。

3.2.2 对称关系、反对称关系

定义3.7 设R⊆X×X,x,y∈X,当命题“如果xRy,则yRx”成立,则称R 为X 上的

对称二元关系(SymmetricalRelation)或称R 是对称的(Symmetrical);当命题“如果xRy
且yRx,则x =y”成立,则称R 为X 上的反对称二元关系(Anti-SymmetricalRelation)或
称R 为反对称的(Anti-Symmetrical)。

注意,
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(1)R 不是X 上的对称二元关系⇔∃x、y∈X,x≠y,使(x,y)∈R 但(y,x)∉R。
(2)R 不是反对称的⇔∃x、y∈X,x≠y,使(x,y)∈R 且(y,x)∈R。
(3)R 是反对称的⇔∀x、y∈X,x≠y 时(x,y)∉R 或者(y,x)∉R。
例3.8 整数的模n 同余关系、矩阵的相似关系、人与人之间的朋友、同学关系等都是

对称二元关系;整数的<、≤、≥、>、整除关系等,集合间的⊆、⊂、⊇、⊃等关系都是反对称

二元关系。
定理3.3 设R⊆X×X,R 是对称且反对称的⇔R⊆IX。
【证明】 必要性⇒:假设(x,y)∈R,如果x≠y,则因为R 是对称的,所以(y,x)∈R,

又因为R 是反对称的,所以x=y,这是不可能的,亦即∀(x,y)∈R 均有x=y,从而(x,y)∈
IX,因此R⊆IX。

充分性⇐:因为R⊆IX,所以∀(x,y)∈R 均有x=y,从而有(y,x)∈R,因此R 是对

称的。而且因为R⊆IX,所以对于∀x、y∈X,x≠y 时(x,y)∉R 且(y,x)∉R,所以R 是

反对称的。
定理3.4 R 是对称的⇔R-1=R。
例3.9 假设X={a,b,c},R1={(a,b),(b,a),(c,c)},R2={(a,c),(b,a),(b,c)},

R3={(a,b),(b,c),(a,c),(c,b)},则R1 是对称的,R2 是反对称的,R3 既不是对称的也不

是反对称的。

3.2.3 传递关系

定义3.8 设R⊆X×X,x、y、z∈X。当命题“如果xRy 且yRz,则有xRz”成立,则称

R 为X 上的传递关系(TransitiveRelation)或称R 是传递的(Transitive)。
注意,R 不是X 上的传递二元关系⇔∃x、y、z∈X,使(x,y)∈R 且(y,z)∈R 但

(x,z)∉R。
例3.10 整数的=、≤、<、整除、模n 同余,矩阵的相似,集合的⊆、⊂、⊇、⊃关系等都

是传递关系;朋友关系不是传递的关系。
例3.11 设X≠Φ,R⊆X×X,则空关系R=Φ不是自反的,但空关系是对称的、反自

反的、反对称的和传递的。
例3.12 假设 X={a,b,c},R1={(a,b),(b,a),(c,c)},R2={(a,c),(b,a),

(b,c)},则R1 不是传递的,R2 是传递的。
定理3.5 设R⊆X×X,如果R 是反自反的且是传递的,则R 是反对称的。
【证明】 假设(x,y)∈R 且(y,x)∈R,则因为R 是传递的,所以(x,x)∈R,这与R 是反

自反的相矛盾,所以(x,y)∈R 与(y,x)∈R 不能同时成立,亦即(x,y)∉R 或(y,x)∉R,
因此R 是反对称的。 ■

3.2.4 相容关系、关系的计数

定义3.9 自反且对称的关系称为相容关系。
相容关系在数理逻辑课程中要用到,那里会定义,此处不做详述。
例3.13 设X={a1,a2,…,an},R⊆X×X,R定义如下,求 R 。
(1)R={R|R⊆X×X,R 是自反的}。
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(2)R={R|R⊆X×X,R 是反自反的}。
(3)R={R|R⊆X×X,R 是对称的}。
(4)R={R|R⊆X×X,R 是反对称的}。
(5)R={R|R⊆X×X,R 是自反且对称的}。
(6)R={R|R⊆X×X,R 是自反或对称的}。
【解】 
(1)|R|=2n2-n。
(2)|R|=2n2-n。
(3)|R|=2n2+n。
(4)|R|=3(n

2-n)/2×2n。因为R 是反对称的,于是,i≠j时,(ai,aj)和(aj,ai)不能同

时属于R,存在三种情况:

① (ai,aj)∈R,(aj,ai)∉R。

② (aj,ai)∈R,(ai,aj)∉R。

③ (ai,aj)∉R,(aj,ai)∉R。

i=j时(ai,aj)既可以属于R 也可以不属于R,存在两种情况:

① (ai,aj)∈R。

② (ai,aj)∉R。

(5)|R|=2(n
2-n)/2。

(6)|R|=2n2-n+2(n
2+n)/2-2(n

2-n)/2。

3.3 关系的运算

在关系上引入运算非常重要,形式语言和自动机、编译原理等课程会用到它们。关系的

合成运算是映射的合成运算的推广,现实生活中用它可以产生新的关系。利用关系的集合

运算、合成运算、关系的闭包等则可以很方便地将各种简单的关系合成为复杂的关系,这些

运算的引入使得关系这一数学工具的形式化描述能力变得更为强大。

3.3.1 关系的集合运算

因为二元关系是序对的集合,因此在集合上定义的各种运算均可以应用到关系上来。
设R、S⊆X×Y,则R∪S⊆X×Y,(x,y)∈R∪S⇔(x,y)∈R 或(x,y)∈S,亦即xR∪Sy⇔
xRy或xSy。

类似地,我们还有如下的一些结论:
(1)(x,y)∈R∩S⇔(x,y)∈R 且(x,y)∈S,亦即xR∩Sy⇔xRy 且xSy。
(2)(x,y)∈R\S⇔(x,y)∈R 但(x,y)∉S,亦即xR\Sy⇔xRy 但x$y。
(3)(x,y)∈RΔS⇔(x,y)∈(R\S)∪(S\R),亦即xRΔSy⇔x(R\S)∪(S\R)y。
(4)(x,y)∈Rc⇔(x,y)∉R,亦即xRcy⇔xR/y。
(5)设R⊆X×Y,S⊆Z×W,则R×S={((x,y),(z,w))|(x,y)∈R,(z,w)∈S}。
在数据库系统的具体实现中,关系数据库中的关系就可以进行集合运算。
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3.3.2 关系的合成运算

由“母子”关系及“夫妻”关系的存在,产生了“婆媳”关系,其关键是儿子或丈夫的存在,
由此可以引出二元关系的合成运算的定义。

定义3.10 设R⊆X×Y,S⊆Y×Z。X×Z 的子集{(x,z)|∃y∈Y 使(x,y)∈R 且

(y,z)∈S}称为R 与S 的合成二元关系,记作R􀳱S。

R􀳱S 也可以看成是R 与S 的合成运算。易见,当R 与S 是映射时,R􀳱S 就是映射的

合成。
例3.14 R⊆X×X,则R􀳱R={(x,z)|∃y∈X 使(x,y)∈R 且(y,z)∈R}。易

见,如果R 是父子关系,则R􀳱R 就是爷孙关系。
例3.15 假设X={1,2,3,4},R={(1,2),(2,3)},S={(1,1),(2,1),(1,3)},则R􀳱S=

{(1,1)},S􀳱R={(1,2),(2,2)}。
一般地,二元关系的合成运算不满足交换律。

3.3.3 关系合成运算的性质

1.关系的合成运算满足结合律

定理3.6 设X、Y、Z、W 为集合,R⊆X×Y,S⊆Y×Z,T⊆Z×W,则(R􀳱S)􀳱T=
R􀳱(S􀳱T)。

【证明】 先证(R􀳱S)􀳱T⊆R􀳱(S􀳱T)。
设(x,w)∈(R􀳱S)􀳱T,则∃z∈Z,使(x,z)∈R􀳱S 且(z,w)∈T,再由定义3.10知,

∃y∈Y,使(x,y)∈R 且(y,z)∈S,于是有(x,y)∈R 且(y,w)∈S􀳱T,故(x,w)∈R􀳱
(S􀳱T),因此(R􀳱S)􀳱T⊆R􀳱(S􀳱T)。

同理可证R􀳱(S􀳱T)⊆(R􀳱S)􀳱T。
综上,(R􀳱S)􀳱T=R􀳱(S􀳱T)。 ■
2.关系的合成运算对并运算满足左、右分配律

定理3.7 设X、Y、Z 为集合,R⊆X×Y,S、T⊆Y×Z,则
(1)R􀳱(S∪T)=(R􀳱S)∪(R􀳱T)。
(2)(S∪T)􀳱R=(S􀳱R)∪(T􀳱R)。
【证明】 
(1)先证R􀳱(S∪T)⊆(R􀳱S)∪(R􀳱T)。
设(x,z)∈R􀳱(S∪T),则∃y∈Y,使得(x,y)∈R 且(y,z)∈S∪T,所以(y,z)∈

S 或(y,z)∈T,如果(y,z)∈S,则(x,z)∈R􀳱S⊆(R􀳱S)∪(R􀳱T);如果(y,z)∈T,则
(x,z)∈R􀳱T⊆(R􀳱S)∪(R􀳱T)。因此,R􀳱(S∪T)⊆(R􀳱S)∪(R􀳱T)。

再证(R􀳱S)∪(R􀳱T)⊆R􀳱(S∪T)。
设(x,z)∈(R􀳱S)∪(R􀳱T),则(x,z)∈R􀳱S 或(x,z)∈R􀳱T。

① 如果(x,z)∈R􀳱S,则∃y∈Y,使得(x,y)∈R 且(y,z)∈S⊆S∪T,亦即∃y∈Y,
使得(x,y)∈R 且(y,z)∈S∪T,从而有(x,z)∈R􀳱(S∪T),此时(R􀳱S)∪(R􀳱T)⊆
R􀳱(S∪T)。

② 如果(x,z)∈R􀳱T,则∃y∈Y,使得(x,y)∈R 且(y,z)∈T⊆S∪T,亦即∃y∈Y,
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使得(x,y)∈R 且(y,z)∈S∪T,从而有(x,z)∈R􀳱(S∪T),此时(R􀳱S)∪(R􀳱T)⊆
R􀳱(S∪T)。

亦即(x,z)∈R􀳱S 或者(x,z)∈R􀳱T 时均有(R􀳱S)∪(R􀳱T)⊆R􀳱(S∪T)成立。
综上,R􀳱(S∪T)=(R􀳱S)∪(R􀳱T)。
(2)(S∪T)􀳱R=(S􀳱R)∪(T􀳱R)的证明留给读者作为练习。 ■
3.关系的合成运算对交运算满足半分配律

定理3.8 设 X、Y、Z 为集合,R⊆X×Y,S,T⊆Y×Z,则R􀳱(S∩T)⊆(R􀳱S)∩
(R􀳱T)。

【证明】 
设(x,z)∈R􀳱(S∩T),则∃y∈Y,使得(x,y)∈R,(y,z)∈S∩T,所以(y,z)∈S 且

(y,z)∈T,从而,(x,z)∈R􀳱S 且(x,z)∈R􀳱T,因此,(x,z)∈(R􀳱S)∩(R􀳱T),所以

R􀳱(S∩T)⊆(R􀳱S)∩(R􀳱T)。 ■
4.关系的逆运算是一个穿脱过程

定理3.9 设X 为集合,R,S⊆X×X,则
(1)(R􀳱S)-1=S-1􀳱R-1。
(2)R􀳱R-1是对称的。
【证明】 (1)先证(R􀳱S)-1⊆S-1􀳱R-1。
设(x,z)∈(R􀳱S)-1,则(z,x)∈R􀳱S,于是∃y∈X,使得(z,y)∈R,(y,x)∈S,从而

有(x,y)∈S-1,(y,z)∈R-1,所以(x,z)∈S-1􀳱R-1,因此(R􀳱S)-1⊆S-1􀳱R-1。
再证S-1􀳱R-1⊆(R􀳱S)-1。
设(x,z)∈S-1􀳱R-1,则∃y∈X,使得(x,y)∈S-1,(y,z)∈R-1,亦即(z,y)∈R,

(y,x)∈S,于是有(z,x)∈R􀳱S,故(x,z)∈(R􀳱S)-1,因此S-1􀳱R-1⊆(R􀳱S)-1。
(2)由(1)可得,(R􀳱R-1)-1=(R-1)-1􀳱R-1=R􀳱R-1,再根据定理3.4可知R􀳱R-1是

对称的。 ■
5.关系的幂运算满足指数规律

定理3.10 设X 为集合,m、n 为自然数,R⊆X×X,令R0=IX,R1=R,R2=R􀳱R,则

Rm􀳱Rn=Rm+n,(Rm)n=Rmn。
利用抽屉原理很容易即可得到下面的定理3.11。
定理3.11 设X 为集合,n 为自然数,R⊆X×X,|X|=n,则存在s和t,0≤s<

t≤2n2使Rs=Rt。
定理3.12 设X 为集合,R⊆X×X,则R 是传递的⇔R2⊆R。
【证明】 必要性⇒:设R 是传递的,往证R2⊆R。
为此,设(x,z)∈R2,则∃y∈X,使得(x,y)∈R 且(y,z)∈R,根据R 的传递性即可

得(x,z)∈R,因此R2⊆R。
充分性⇐:设R2⊆R,往证R 是传递的,即如果(x,y)∈R 且(y,z)∈R,往证(x,z)∈

R。这是显然的,因为(x,z)∈R2⊆R。 ■
由定理3.12可以看出,关系具有传递性的本质是它包含了由直接联系可以推导出来的

一跳可达的间接联系。
定理3.13 设R⊆X×X,R 是对称且传递的⇔R=R􀳱R-1。
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【证明】 必要性⇒:假设R 是对称且传递的,则因为R-1=R,所以R􀳱R-1⊆R。假设

(x,y)∈R,则(y,x)∈R-1=R,从而有(y,y)∈R,故(x,y)∈R2=R􀳱R-1,因此R⊆R􀳱
R-1,所以R=R􀳱R-1。

充分性⇐:假设R=R􀳱R-1,则由定理3.9(2)可知R 是对称的,从而R=R-1,于是,

R=R2,再由定理3.12可知R 是传递的。 ■
问:关系的合成运算保持了参与运算的关系的哪些性质?
答:自反,即如果R 与S 是自反的,则R􀳱S 也是自反的。与合成运算有关的,计算机科

学中最有用的是传递闭包。

3.4 二元关系的传递闭包

二元关系的传递闭包、自反传递闭包在形式语言与自动机理论中十分有用。

3.4.1 二元关系的传递闭包、自反传递闭包

由“父子”关系可以引出“后代”关系,由“直接领导”关系可以引出“间接领导”关系,对这

一过程的抽象就可以得到关系的传递闭包运算。
定义3.11 设R⊆ X×X,X 上一切包含R 的传递关系的交称为R 的传递闭包

(TransitiveClosure),记为R+。于是,

R+=∩
R⊆R'
R'传递

R'

R*=R0∪R+称为R 的自反传递闭包。
由定义3.11可知,如果R 是传递的,则R+=R;如果R 是自反且传递的,则R*=R。
对定义3.11的定义方式不妨这样理解:给定一个关系R,R 的性质不太好,如不传递

(工程上有时只能获取和保存直接联系,得到的关系没有体现间接联系),但又必须研究(需
要获取间接联系)。为什么不传递? 因为序对太少(只有直接联系),则加一些序对(加入直

接联系所隐含的间接联系),但又不能加得太多(需要体现出原始的关系R,因此只能加入由

R 中的直接联系派生出来的间接联系),则定义传递闭包为包含R 的传递关系中最小的那

一个(这一点恰好可以用交运算来表述)。
虽然定义3.11给出的关系的传递闭包不好计算,但更容易推广到关系的其他性质上

去,如自反闭包、对称闭包等。

3.4.2 传递闭包的性质

定理3.14 设R⊆X×X,则R+是传递的。
【证明】 
设(x,y)∈R+,(y,z)∈R+,只需证明(x,z)∈R+。
为此,设R'是任一包含R 的传递关系,则根据定义3.11可知,R+⊆R',从而有(x,y)∈

R',(y,z)∈R',由R'的传递性可得(x,z)∈R',再根据定义3.11,以及R'的任意性和交运

算的性质可得(x,z)∈R+。 ■
定理3.14再次说明R+就是包含R 的传递关系中最小的那一个。
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定义3.11给出的R 的传递闭包不好计算,从“父子”关系引出的“后代”关系可以得出传

递闭包的一种更便于计算的定义方式,如定理3.15所示。

定理3.15 设R⊆X×X,则R+=∪
∞

n=1
Rn。

【证明】 先证R+⊆∪
∞

n=1
Rn。

显然R⊆∪
∞

n=1
Rn,于是只需证∪

∞

n=1
Rn 是传递的即可。设(a,b)、(b,c)∈∪

∞

n=1
Rn,则有m、

k使得(a,b)∈Rm,(b,c)∈Rk,由关系合成的定义可知,(a,c)∈Rm􀳱Rk=Rm+k⊆∪
∞

n=1
Rn,因

此∪
∞

n=1
Rn 是传递的,从而R+⊆∪

∞

n=1
Rn。

再证∪
∞

n=1
Rn⊆R+。

设(a,b)∈∪
∞

n=1
Rn,则有m 使得(a,b)∈Rm,按照关系合成的定义,存在b1,b2,…,bm-1∈

X,使得(a,b1),(b1,b2),…,(bm-1,b)∈R,因为R⊆R+,所以(a,b1),(b1,b2),…,(bm-1,b)∈

R+,由定理3.14知R+是传递的,因此,(a,b)∈R+,从而∪
∞

n=1
Rn⊆R+。

综上,R+=∪
∞

n=1
Rn。 ■

定理3.15给出的关系的传递闭包仍然不好计算,因为计算机只能处理有穷的,如果|X|=
n,则可以得到一种方便计算的关系的传递闭包定义式,如定理3.16所示。

定理3.16 设R⊆X×X,|X|=n,则R+=∪
n

i=1
Ri。

【证明】 

根据定理3.15,只需证明当m>n 时Rm⊆∪
n

i=1
Ri 即可。

设(x,y)∈Rm,则存在y1,y2,…,ym-1∈X,使得(x,y1),(y1,y2),…,(yi-1,yi),…,
(yj-1,yj),…,(ym-1,y)∈R,x,y1,y2,…,ym-1,y 是X 中的m+1个元素,而|X|=
n,n<m,根据抽屉原理,y1,y2,…,ym-1,y 中必有两个元素相同,不妨设yi=yj,1≤i<
j≤m,其中,ym=y。于是,根据关系合成的定义,我们有(x,y1),(y1,y2),…,(yi-1,yj),…,
(ym-1,y)∈R,从而(x,y)∈Rm-(j-i),如果m-(j-i)≤n,则定理得证,如果m-(j-i)>
n 则继续使用上面的方法,由n 有限可知,经过有限次使用上述方法必将得到p≤n,使得

(x,y)∈Rp⊆∪
n

i=1
Ri,亦即当m>n 时Rm⊆∪

n

i=1
Ri,从而可得R+=∪

n

i=1
Ri。

如果将求R 的传递闭包R+看作是关于R 的一个函数,将⊆看作是升序,则求传递闭

包R+就是个单调函数,亦即“如果R⊆S,则R+⊆S+”成立。我们先来证明一下这个结论。
因为R⊆S⊆S+,又因为S+是传递的,因此S+就是定义3.11中的某个R',而R+⊆R',故

R+⊆S+。 ■
上面的结论可以作为推理的工具,则下面的定理3.17的证明就非常简单了。
定理3.17 设R、S⊆X×X,则R+∪S+⊆(R∪S)+。
【证明】 因为R⊆R∪S 且S⊆R∪S,所以R+⊆(R∪S)+ 且S+⊆(R∪S)+,从而

R+∪S+⊆(R∪S)+。 ■
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例3.16 N={1,2,…},≺⊆N×N,∀m,n∈N,n≺m⇔m=n+1,则有≺+=<、

≺*=≤。

≺是自然数间的直接相邻关系,≺+=<是自然数间的间接相邻关系,可见,利用求闭

包运算可以由简单的直接联系得到复杂的间接联系。
例3.17 X = {a,b,c,d},R = {(a,b),(b,c),(c,d)},则R+=R∪R2∪R3∪

R4= {(a,b),(b,c),(c,a),(a,c),(b,a),(c,b),(a,a),(b,b),(c,c)}。
如果R = {(a,b),(b,c),(c,d),(d,a)},则R2= {(a,c),(b,d),(c,a),

(d,b)},R3= {(a,d),(b,a),(c,b),(d,c)},R4={(a,a),(b,b),(c,c),

(d,d)}。这表明定理3.16中R+=∪
n

i=1
Ri 里的n 不能再改善了。

定义3.12 设R⊆X×X,P 是性质(如P={自反,传递})。R 的P 闭包是X 上一切

包含R 的同时具有P 中所有性质的关系的交。

3.4.3 迷宫问题

如图3.3所示,这是迷宫问题的一个典型例子:寻找从一指定的房间S 到某个“目标”

图3.3 一个迷宫的示意图

房间G 的一条路径(如果存在的话)。如果迷宫像图3.3似的规

模很小,则该问题的解容易一眼看出,但对于规模较大的迷宫,情
况就不会这么简单了。

学习了关系这种数学工具之后,我们可以如下来思考上述迷

宫问题:

① 定义一个适当的关系R 连同一个迷宫中所有房间组成的

有穷定义域,使得迷宫问题的解的存在与不存在可由计算闭包

R*来确定。

② 描述如何修改R*的计算以使迷宫问题的解决不仅限于确定解的存在性,也就是说,
还需要展示如果从S 到G 的路径存在的话,如何把它算出来。

我们自然应该想到,编一个计算机程序解决它。于是产生了下面的问题:
(1)怎样表示迷宫?
(2)怎样表示关系R?
(3)怎样计算R* ?
(4)怎样找出从S 到G 的路径?
由此引出了3.5节内容———关系的计算机表示和闭包的求解算法。

3.5 关系矩阵与关系图

因为在计算机中只能处理有穷的情况,因此本节假定关系是有穷集合上的二元关系。

3.5.1 关系矩阵

设X、Y 为集合,为X 中元素编号得X = {x1,x2,…,xm},为Y 中元素编号得Y =
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{y1,y2,…,yn},R⊆ X×Y,则m×n 的(0,1)-矩阵A=(aij)称为关系R 的矩阵,其中

aij=
1 xiRxj

0 xiR/xj
{ 。

计算机处理集合的常用方法就是为集合中的元素编号,计算机中存放关系R 的方法就

是存放其矩阵,以后称为布尔矩阵,编号不同得到不同的矩阵,但都忠实地反映了R。利用

线性代数线性空间的基,元素重新排序后的矩阵A'R与原矩阵AR 之间的关系是合同关系,

即存在一个置换矩阵P,使得A'R=PTARP。
定理3.18 设X 为集合,R⊆X×X,AR 是R 的布尔矩阵,则
(1)R 是自反的⇔AR 对角线上元素全为1。
(2)R 是对称的⇔AR=AT

R。
(3)R 是反对称的⇔∀i,j∈{1,2,…,n},i≠j时,aij与aji不能同时为1。
(4)R 是反自反的⇔AR 对角线上元素全为0。
(5)R 是传递的⇔如果aik=1且akj=1,则aij=1。
由定理3.18可以看出,用计算机验证某一关系的性质,编程是很容易的。

3.5.2 (0,1)-矩阵的运算

m×n的(0,1)-矩阵A = (aij),B = (bij),则A∨B = (aij∨bij),A∧B = (aij∧bij)。

如果A = (aij)为m×p 的(0,1)-矩阵,B = (bij)为p×n的(0,1)-矩阵,则定义A􀳱B=
C,其中

cij =(ai1 ∧b1j)∨ (ai2 ∧b2j)∨ … ∨ (aip ∧bpj)。

  定理3.19 设R、S⊆X×X,|X|=n,A、B 为R 和S 的矩阵,则R∪S、R∩S、R􀳱S、

R+的矩阵分别为A∨B、A∧B、A􀳱B、∪
n

i=1
A(i),其中,

A(i)=A􀳱A􀳱…􀳱A (共i个A)

3.5.3 Warshall算法

算法是用计算机解决问题的一种基本方法,第一步,确定迭代关系,第二步,建立关系

式,第三步,过程控制。
如下的 Warshall算法就是用来求解R+的一个典型算法。

 输入:AR;
输出:R+;
步骤:
(1)A←AR;
(2)fork=1ton
 fori=1ton
  forj=1ton
   A[i,j]=A[i,j]∨(A[i,k]∧A[k,j])
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3.5.4 关系的图

本节只是给出用于表示关系的一种方法———图,详细地研究图及其性质是图论的内容。
设X 为集合,R⊆X×X,X 中每个元素x 对应一个标记为x 的顶点,如果(x,y)∈R,

则从顶点x 到顶点y 画一条有方向的边,由此得到的图形就是关系的图。
例3.18 设X={1,2,3,4},R⊆X×X,R={(1,1),(1,2),(2,3),(3,2),(2,4)},则关

系R 的图如图3.4所示。
例3.19 设X={1,2,3,4},Y={a,b,c},R⊆X×Y,R={(1,a),(1,b),(2,c),

(3,b),(4,c)},则关系R 的图如图3.5所示。

图3.4 例3.18中关系R 的图
    

图3.5 例3.19中关系R 的图

定理3.20 设X 为集合,R⊆X×X,则
(1)R 是自反的⇔在关系R 的图中,每个顶点有指向自己的边。
(2)R 是对称的⇔在关系R 的图中,如果存在从顶点x 指向顶点y 的边,则必有从顶

点y 指向顶点x 的边。
(3)R 是传递的⇔在关系R 的图中,如果存在从顶点x 指向顶点y 的边,且存在从顶

点y 指向顶点z的边,则必有从顶点x 指向顶点z的边。
因此,图就是一个二元组(X,R),如果X 是一个有穷集合,X 上只有一个二元关系,则

用图作数学模型最合适,计算机中用矩阵存放图。

3.6 等价关系与集合的划分

不论在数学还是日常生活,不论在自然科学还是社会科学,抑或计算机科学中,等价关

系(equivalentrelation)都是一个非常重要的概念,线性代数的研究方法主要就是使用等价

关系,近世代数中的重要结论或方法———同态基本定理使用的也是利用映射确定的等价关

系。集合的划分和等价关系这两个概念是一回事,只是角度不同而已,对此,本节也将给出

论证。

3.6.1 等价关系

等价关系反映的是事物之间的同质性,如同学、同事、同桌、同象、同余、同值域等,抽象

地看,自反、对称且传递的关系就是等价关系。
定义3.13 设X 为集合,R⊆X×X 是X 上的二元关系,如果
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①R 是自反的,即IX⊆R。

②R 是对称的,即R-1⊆R。

③R 是传递的,即R2⊆R。
则称R 为X 上的等价关系。
例3.20 设Z 为整数集合,≡⊆Z×Z,n∈Z,∀m、k∈Z,m≡k⇔n|(m-k),≡称为

Z 上的模n 同余关系,模n 同余关系≡是等价关系。
例3.21 设S 为学生集合,~⊆S×S,∀a、b∈S,a~b⇔a 与b在同一个班级学习,~

称为S 上的同班同学关系,学生之间的同班同学关系~也是等价关系。
例3.22 设M 为一切m×n 实矩阵之集,≌⊆M×M,∀A、B∈M,A≌B⇔用初等变

换可以从A 变到B,≌称为M 上的相抵关系,矩阵间的相抵关系≌是等价关系。
例3.23 设M 为所有n 阶实对称矩阵之集,∽⊆M×M,∀A、B∈M,A∽B⇔∃P,使

B=PTAP,∽称为M 上的合同关系,矩阵间的合同关系∽是等价关系。
例3.24 设M 为所有n 阶实方阵之集,≈⊆M×M,∀A、B∈M,A≈B⇔∃P∈M,使

B=P-1AP,≈称为M 上的相似关系,矩阵间的相似关系≈是等价关系。

3.6.2 等价类

定义3.14 设X 为集合,≅是X 上的等价关系,x∈X,令[x]={y|x≅y,y∈X},
[x]称为≅的一个等价类(equivalentclass)。

如果y∈[x],则x≅y,因此[y]=[x]。
例如,文豪和张航是1203103班的同学,则1203103=[文豪]=[张航],祖强和王杰是

1603001班的同学,则1603001=[祖强]=[王杰],由此可见,等价类就是互相等价的元素组

成的那个整体,其中的每个元素都可以作为这一整体的代表。
那么,等价类具有什么性质呢? 请看下面的引理3.1。
引理3.1 如果[x]和[y]是等价关系≅的两个等价类,则[x]=[y]或[x]∩[y]=Φ,

即如果[x]≠[y]则[x]∩[y]=Φ。
【证明】 采用反证法。
假设[x]∩[y]≠Φ,则∃z∈[x]∩[y],即z∈[x]且z∈[y],从而x≅z,y≅z,从而

x≅y,因此,对于∀p∈[x],x≅p,故p≅x,又因为x≅y,所以p≅y,于是y≅p,亦即

p∈[y]。反之,对于∀p∈[y],易证p∈[x],故此[x]=[y],矛盾。 ■
给定一个等价关系,我们还需要弄清楚下面的问题:对应该等价关系有多少个等价类?

每个等价类中的元素是哪些? 具有什么共同的性质? 解决这些问题没有统一的方法,只能

具体问题具体分析,下面给出几个求等价类的例子。
例3.25 N={1,2,3,…}上的模3同余关系的等价类为

[1]={1,4,7,…}
[2]={2,5,8,…}
[3]={3,6,9,…}
例3.26 设有映射f:X→Y,利用f 在X 上定义一个等价关系≅f,∀x1、x2∈X,

x1≅fx2⇔f(x1)=f(x2),则≅f 的等价类为:∀y∈Y,f-1({y})=f-1(y)⊆X,≅f 至多

有|Y|个等价类(f 为满射时有|Y|个等价类),等价类的个数为|f(X)|。
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例3.27 X={1,2,3},Y={1,2},YX={f|f:X→Y},在YX 上定义二元关系≅:∀f、

g∈YX,f≅g⇔f(X)=g(X),易见≅为等价关系。假设值域为{1}的映射为f1,值域为

{2}的映射为f2,值域为{1,2}的映射为f3、f4、f5、f6、f7、f8,则≅的等价类为:
(1)[f1]={f1}。
(2)[f2]={f2}。
(3)[f3]={f3,f4,f5,f6,f7,f8}。

X 上的等价关系≅的等价类之集称为X 对≅的商集,记为X/≅。这个概念很重要,
尤其在现代分析中,可以得到新的对象(等价类),这其实就是对事物进行抽象的过程。记得

小时候做过这样的事情:黄豆、红豆、黑豆、绿豆混在一起,将其分开的过程就是在求等价

类,你能给出其等价关系的定义吗? 为什么等价类之集称为商集呢?
例3.28 设Sn 是全体n 阶置换的集合,∀σ∈Sn,bi(σ)表示σ分解为循环置换的乘积

时其中所包含的i-循环置换的个数,则1b1(σ)2b2(σ)…nbn(σ)称为σ的型,记为Type(σ)。例如,
假设σ=(1258)(367)(4)(9),则Type(σ)=123141。在Sn 上定义共轭关系R,∀σ、τ∈Sn,

σRτ⇔Type(σ)=Type(τ)。
(1)试证明:R 是等价关系。
(2)求S5关于共轭关系R 的等价类。
【证明】 (1)只须证明R 是自反的、对称的和传递的即可。

① ∀σ∈Sn,显然Type(σ)=Type(σ),因此σRσ,所以R 是自反的。

② ∀σ,τ∈Sn,如果σRτ,则 Type(σ)=Type(τ),亦即 Type(τ)=Type(σ),从而有

τRσ,所以R 是对称的。

③ ∀σ,τ,γ∈Sn,如果σRτ且τRγ,则Type(σ)=Type(τ)且Type(τ)=Type(γ),于是

Type(τ)=Type(γ),从而有τRγ,所以R 是传递的。
综上①~③可知,共轭关系R 是等价关系。 ■
【解】 (2)根据S5分解为循环置换的乘积后所包含的1-循环置换、2-循环置换、3-循

环置换、4-循环置换、5-循环置换的个数易得:S5关于共轭关系R 的等价类集合为

S5/R={[15],[1321],[1122],[1231],[2131],[1141],[51]}

3.6.3 集合的划分

虽然集合的划分(setpartition)在数学上是一个抽象的概念,但在现实生活中却到处都

能碰到,如地质学、植物学、动物学、商场、博物馆的分类(partition),分类可以任意分,但不

能太随便了,就像学生分班一样,要求全体学生都要分完,班级不能为空,而且不同班级的交

集必须为空。
定义3.15 设X 是一个集合,A={A1,A2,…,Ak}称为X 的划分,如果A满足:
(1)∀i∈{1,2,…,k},Ai⊆X,Ai≠Φ。
(2)∀i、j∈{1,2,…,k},如果i≠j,则Ai∩Aj=Φ。

(3)∪
k

i=1
Ai=X。

如果|A|=k,则A是X 的一个k-划分。
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设A是X 的一个划分,如果定义3.15中只有(1)和(2)成立,则称 A是 X 的子划分

(subpartition)。如果∀i∈{1,2,…,k},Ai∩A≠Φ,则称A 为A的一个覆盖(cover)。
如果|X|=n+1,则X 的划分个数为:

Bn+1=C0nB0+C1nB1+…+Cn
nBn =∑

n

k=0
Ck

nBk,n≥0,B0=1。Bn 称为贝尔数,贝尔数是

以数学家埃里克·坦普尔·贝尔(EricTempleBell)的名字来命名的。

令s(n,k)表示将n个物体的集合分成k个类的划分的个数,则Bn=∑
n

k=1
s(n,k)。s(n,k)

称为第二类斯特林数,斯特林数是由苏格兰数学家JamesStirling提出的,可以分为两类:
第一类斯特林数和第二类斯特林数。

第一类斯特林数(也称为无符号第一类斯特林数)表示将n 个不同元素构成k个圆排列

的数目,亦即Sn 中的恰有k个循环(包括1-循环)的置换个数,则

∑
n

k=1
s(n,k)xk =x(x+1)(x+2)…(x+n-1)

  其递推公式为

s(n+1,k)=s(n,k-1)-n·s(n,k)
其中,s(n,1)表示n 个元素的唯一排列方式,即n!;s(n,2)表示n 个元素的两种排列方式

的组合数,即n!(n-1)!。
第二类斯特林数表示将n 个相同元素构成k个圆排列的数目,亦即将n 个物体的集合

分成k个类的划分的个数,则

s(n,k)=
1

k! ∑
k

i=0

(-1)iCi
k (k-i)n

  其递推公式为

s(n,k)=s(n-1,k-1)+n·s(n-1,k)
其中,s(n,k)表示n 个相同元素的k个圆排列的数目,s(n-1,k)表示n-1个相同元素的

k个圆排列的数目。
这两种斯特林数在组合数学中有广泛的应用,可以用于解决多种数学分析和组合数学

问题。

3.6.4 等价关系与集合划分互相确定

定理3.21 设X 是一个集合,E= {≅|≅是X 上的等价关系},P= {A|A是X 的划

分},则E与P之间存在双射。
【证明】 令φ:E→P,∀≅∈E,φ(≅)为≅的所有等价类之集 A≅,则根据引理3.6.1可

知,A≅是X 的一个划分,于是A≅∈P。如果≅、≅'∈E,且≅≠≅',则φ(≅)≠φ(≅'),即≅
和≅'的等价类之集不相等,所以φ 是单射。

反之,设A∈P,则关系≅A= ∪
A∈A

A×A 是X 上的二元关系且φ (≅A)= A。今证≅A

是X 上的等价关系(一般情况下,笛卡儿乘积没有意义,但此时,划分中每个集合的笛卡儿

乘积的并就是划分所对应的等价关系)。
(1)∀x∈X,∃A∈A使得x∈A,因此,(x,x)∈A×A⊆≅A,故≅A 是自反的。
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(2)如果x≅Ay,即(x,y)∈≅A,则∃A∈A使得x,y∈A,从而(y,x)∈A×A⊆≅A,
故y≅Ax,所以≅A 是对称的。

(3)如果x≅Ay 且y≅Az,即(x,y),(y,z)∈≅A,则∃A∈A使得x、y、z∈A,从而

(x,z)∈A×A⊆≅A,故x≅Ay,所以≅A 是传递的。
综上可知,≅A 是X 上的等价关系。
根据≅A 的定义知X/≅A=A,因此φ 是满射。
综上,φ 是E到P的双射。 ■

3.6.5 从等价关系看线性代数

线性代数主要研究矩阵及其性质,利用等价关系可以简化对大量矩阵的研究,对于所有

等价的矩阵,也就是同一等价类中的矩阵只需要研究它们的共性,然后找出其中最简单形状

的矩阵(标准型)作为其代表即可。

1.相抵关系

一切m×n 实矩阵之集M 上的相抵关系≅⊆M×M,∀A、B∈M,A≅B⇔用初等变换

可以从A 变到B,矩阵相抵关系≅是等价关系。
(1)满足相抵关系的矩阵的共性是秩相等。
(2)其代表是秩为r的标准型。

2.合同关系

n 阶实对称矩阵之集M 上的合同关系∽⊆M×M,A∽B⇔∃P,使B=PTAP,矩阵合

同关系∽是等价关系。
(1)满足合同关系的矩阵的共性是满足惯性定理。
(2)其代表是代表二次型的标准型。

3.相似关系

n阶实方阵之集M 上的相似关系≈⊆M×M,∀A、B∈M,A≈B⇔∃P∈M,使得B=
P-1AP,矩阵相似关系≈是等价关系。

(1)满足相似关系的矩阵的共性是初等因子组相同。
(2)其代表是约当标准型。

3.6.6 等价闭包与等价关系的合成

定义3.16 设X 为集合,R⊆X×X 是X 上的二元关系,R 的等价闭包就是X 上包含

R 的那些等价关系的交,记为e(R)。

e(R)= ∩
R⊆R'
R'是等价关系

R'

  定理3.22 设R 是X 上的一个二元关系,则

e(R)=(R ∪R-1)*

  【证明】 先证e(R)⊆(R∪R-1)*。
因为(R∪R-1)*是包含R 的一个等价关系,而根据定义3.16,e(R)是包含R 的所有等

价关系的交,因此,e(R)⊆(R∪R-1)*。
再证(R∪R-1)*⊆e(R)。假设(x,y)∈(R∪R-1)*,如果x=y,则(x,y)∈e(R)。如
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果x≠y,则∃k∈N,使得(x,y)∈(R∪R-1)k,亦即∃y1,y2,…,yk-1∈X,使得(x,y1)∈R∪
R-1,(y1,y2)∈R∪R-1,…,(yk-2,yk-1)∈R∪R-1,(yk-1,y)∈R∪R-1。假设R'是包含

R 的 任 意 一 个 等 价 关 系,则 R∪R-1⊆R',从 而 有(x,y1)∈R',(y1,y2)∈R',…,
(yk-2,yk-1)∈R',(yk-1,y)∈R',因此(x,y)∈R',根据定义3.16和R'的任意性,(x,y)∈
e(R),故(R∪R-1)*⊆e(R)。

综上,e(R)=(R∪R-1)*。 ■
定理3.23 设R、S 是X 上的等价关系,则R􀳱S 是等价关系⇔R􀳱S=S􀳱R。
【证明】 必要性⇒:因为R、S 是等价关系,所以R􀳱S=(R􀳱S)-1=S-1􀳱R-1=S􀳱R。
充分性⇐:因为R、S 是等价关系,所以R􀳱S 是自反的,又因为(R􀳱S)-1=S-1􀳱R-1=

S􀳱R=R􀳱S,故R􀳱S 是对称的,(R􀳱S)2=(R􀳱S)􀳱(R􀳱S)=R2􀳱S2⊆R􀳱S,故R􀳱S 是传递

的,因此,R􀳱S 是等价关系。 ■
由定理3.23可知,如果R 是X 上的等价关系,则Rn(n∈N)也是X 上的等价关系。
定理3.24 设R、S 以及R􀳱S 均是X 上的等价关系,则R􀳱S=(R∪S)+。
【证明】 先证R􀳱S⊆(R∪S)+。
假设(x,y)∈R􀳱S,则∃z∈X,使得(x,z)∈R⊆R∪S,(z,y)∈S⊆R∪S,于是(x,y)∈

(R∪S)2⊆(R∪S)+,因此R􀳱S⊆(R∪S)+。
再证(R∪S)+⊆R􀳱S。
因为R、S 以及R􀳱S 均是X 上的等价关系,所以R∪S⊆R􀳱S,又因为R􀳱S 是传递的,

根据定义3.11,(R∪S)+⊆R􀳱S。 ■

3.7 映射按等价关系分解

将给定映射分解为两个规格化了的映射的合成,在近世代数中具有重要的方法论意义,
可以用来比较两个性质不同的代数系统,以便从一个已知的代数系统去推知另一个未知代

数系统的性质。读者在近世代数中学到幺半群、群、环等的同态基本定理时,应返回本节,重
新复习一下这里的内容,思考其思想、方法及意义。

3.7.1 由映射确定的等价关系与集合划分

定义3.17 设f:X→Y,则{f-1(y)|y∈f(X)}是X 的一个划分,此划分确定的等价

关系记为Ef,∀x、x'∈X,有
xEfx' 当且仅当f (x)=f (x')

Ef称为由f 确定的等价关系(f 导出的关系),其等价类之集记为{f-1(y)|y∈f(X)}。
显然有,∀x∈X,f(x)=f(x),从而xEfx,所以Ef 是自反的;∀x、y∈X,如果

xEfy,则f(x)=f(y),即f(y)=f(x),故yEfx,所以Ef 是对称的;∀x、y、z∈X,如果

xEfy 且yEfz,则f(x)=f(y)且f(y)=f(z),从而有f(x)=f(z),亦即xEfz,所以

Ef 是传递的。因此,Ef确实是一个等价关系。Ef 又称为f 的核,记为 Ker(f),显然有

X/Ker(f)={f-1(y)|y∈f(X)}。

3.7.2 商集、自然映射

定义3.18 设≅是 X 上 的 一 个 等 价 关 系。≅的 所 有 等 价 类 形 成 的 划 分 记 为
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X/≅,X/≅称为X 关于≅的商集。映射γ:X→ X/≅定义为∀x∈X,γ (x)= [x]。

γ 称为X 到X/≅的自然映射。
显然,自然映射是满射,之所以称为自然映射,是因为每个元素对应于其所属的等价类,

简单自然。

3.7.3 映射按等价关系分解

定理3.25 如图3.6所示,设f:X→Y,则f 可分解成X 到X/Ef的自然映射γ 与X/

图3.6 映射的分解

Ef到Y 的某个单射f
-

的合成,即f=f
-
􀳱γ。

【证明】 令f
-:X/Ef→Y,∀[x]∈ X/Ef,定义f

-([x])=
f(x),则因为[x]是Ef的等价类,故∀z∈[x],f (z)=f (x),所以

f
-

是映射。其次,∀x∈X 有f
-
􀳱γ(x)=f

-(γ(x))=f
-([x])=f(x),

因此,f=f
-
􀳱γ。 ■

假设A、B∈X/Ef,A≠B,则A∩B = Ф,而且∀a∈A,∀b∈B 有f (a)≠f (b),从

而有f
-(A)≠f

-(B),因此f
-

是单射。

推论3.1 定理3.25中的f
-

是一一对应当且仅当f 是满射。

定理3.26 定理3.25中的f
-

是唯一的。

【证明】 假设还有β:X/Ef→Y 使f=β􀳱γ,则∀x∈X 有β􀳱γ(x)=f(x)=f
-
􀳱γ(x),

β(γ(x))=f
-(γ(x)),由于γ是满射,所以∀A∈X/Ef,∃a∈X 使γ(a)=A,因此β(A)=

f
-(A),亦即β=f

-,因此f
-

是唯一的。 ■

3.7.4 与映射相容的等价关系

定义3.19 设≅是集合X 上的一个等价关系,f:X→Y。如果∀a、b∈X,a≅b ⇒
f(a)=f(b),则称≅与f 相容。

实际上,X/≅是X/Ef的加细。

现在令γ:X→ X/≅,∀x∈X,γ (x)= [x]≅,f
-:X/≅→Y,∀[x]≅ ∈X/≅,

f
-([x]≅)=f (x),则f

-
是映射且∀x∈X,f

-([x]≅)=f(x),所以f
-
􀳱γ=f。但只要

∃[x]∈X/≅使∃A、B∈X/Ef,有A≠B 且A,B ⊆[x],那么f
-(A)=f

-(B)=f (x)。

故一般说来f
-

未必是单射。

事实上,我们有f
-

是单射⇔ ≅ =Ef。

∀(a,b)∈ ≅有f (a)=f (b),所以(a,b)∈Ef,因此有≅⊆Ef;其次,如果f
-

是单

射,而(a,b)∈Ef,则f (a)=f (b)。于是,f
-([a]≅)=f (a)=f (b)=f

-([b]≅),由

f
-

的单射性知[a]≅= [b]≅,从而(a,b)∈ ≅,故有Ef⊆≅。所以Ef= ≅。而若≅ =

Ef,则由定理3.25及定理3.26知f
-

是单射。
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3.8 偏序关系与偏序集

偏序关系是数学、日常生活和计算机中用得最多的关系,它是大小、前后、粗细、高矮、

≤、≥等的抽象。数学上存在着广泛且迷人的偏序集的理论,但从算法的观点来看,大多的

基本技术包括从事各种线性序工作。在实践中,重要的是可以怎样去规定一个线性序,一种

方法是用某种“线性数组”列出集合的元素,另一种是字典序(LexicographicOrder),它在算

法设计中也是十分有用的线性序关系。

3.8.1 偏序关系与偏序集的定义

偏序关系是通常的“…不超过…”“…不比…粗”“…包含在…里”“≤”关系、整数的“整
除”关系、“…不在…后”等关系的抽象。

定义3.20 设R 是集合X 上的二元关系,如果

(1)R 是自反的,即IX⊆R。
(2)R 是反对称的,即对于∀x、y ∈X,如果xRy 且yRx,则x =y。
(3)R 是传递的,即R􀳱R ⊆R。

则称R 是X 上的一个偏序关系(PartiallyOrderedRelation),二元组(X,R)称为一个偏序

集(PartiallyOrderedSet)。
集合没有结构,但定义了偏序关系后,集合就有了结构。就如同装在口袋里的玻璃球,

可以用手随意拨动,一旦定义了上下关系就不能随意拨动了。
抽象讨论时,往往用“≤”表示偏序关系,若x ≤y,则读为“x 小于或等于y”。约定记

号“<”如下:x<y 当且仅当x ≤y 且x ≠y。
如果x ≤y 或y ≤x,则说x 与y 可以比较。但应该注意的是在偏序集(X,≤)中,

任意两个元素x、y 未必都可以比较,即可能∃a、b∈X 使a≤b 和b≤a 均不成立。例如,
集合间的包含关系“⊆”、整数间的整除关系“|”就是这样的偏序关系。

偏序关系也称为半序关系(half-orderedrelation)。
例3.29 Σ={a,b,c,…,x,y,z},Σn 为长为n 的字符串之集,定义≤⊆Σn×Σn 为Σn

上的字典序(lexicographicorder)关系,a1a2…an≤b1b2…bn⇔a1=b1,a2=b2,…,an=bn,
或者∃i(1≤i<n),使得a1=b1,a2=b2,…,ai-1=bi-1,ai<bi。

更一般地,假设D={1,2,…,d},R={1,2,…,r},D 和R 中是什么并不重要,但我们

可以将D 中元素看作是位置,并且从左到右在直线上依次为第1个位置,其下一个是第

2个位置,等等。R 中的元素可以是其他任何r 个不同事物,不过已排定了次序,不妨认为

是1,2,…,r且1<2<…<r。从D 到R 的所有映射记为RD,每个映射可用一行(串)表
示,譬如f(1)f(2)…f(d),若记f(k)=ik,则f 表示成行形式i1i2…id,并写成f=i1i2…id。
在RD上定义序关系<:已知f=i1i2…id和g=j1j2…jd,从左到右扫描直到第1次找到一个

k使ik≠jk时停止。若ik<jk则说在字典序上f 小于g,记为f<g;若ik>jk,则g<f。如

果这样的k不存在,则说f 与g 相等。可以验证这是RD 上的一个线性序。如果用从右到左

扫描代替上面所说的从左到右扫描,所得到的序称为余字典序(colexorder)。
思考一下:已知f∈RD,如何找到f 的后继呢? 例如,D={1,2,3,4,5,6,7},R=


