
观察可能导致发现.观察将揭示某种规律、模式或定律.
———[美]乔治·波利亚(1887—1985)

对微小事物的仔细观察,就是事业、艺术、科学及生命各方面的成功秘诀.
———[英]史迈尔(1812—1904)

第一章 观察:解题的起点

“会用数学的眼光观察现实世界”是数学学科三大核心素养之一.从信息加工的角度来

看,所谓数学活动中的观察,指的是有目的、有选择地对各种数学材料进行概括的感知过程,
其成果是发现数学材料的外显特点和整体特征.通过观察,把外部世界的各种信息反映到人

的大脑里,当然不只是一种机械的条件反射.事实上,伴随观察也会发生一系列的心理活动,
如注意、感知、记忆、想象等,其中还一定存在着积极的思维活动.①

观察本身不是一种独立解题的思维方法,但它是萌发思想方法的基础.高质量的解题观

察能够帮助我们迅速、合理地引发解题念头,产生积极的解题思维.因此,观察作为解题的第

一步非常重要,绝不能将它与数学解题思路的探求分割开来.

第一节 观察的一般方法

在数学学习与研究中,观察起着十分重要的作用。所谓解题中的观察,本质上就是审

题,它不同于单纯地用眼去看,而是有目的、有步骤、有针对性地对数学问题进行剖析,通过

观察了解有待解决的问题已知哪些条件(要特别注意隐含条件)、待求解的目标是什么(或者

要求是什么).如果有图形,还要对照图形明了相关元素及其相互间可能存在的关系,最好能

将各相应量在图形上标识出来.在此基础上,发现并获取重要的背景信息.当观察的信息比较

熟悉,与自己掌握的解题模式很接近,与自己的认知结构相合拍,那么就能立即进入试探过

程,大部分这类问题便可很快获得解决.
如果将观察仅仅理解为“认真地看”,那就太不够了.观察是一种复杂的、多侧面和多角

度的思维过程.解题观察包含极其丰富的内涵,不同的人可能采用不同的方式方法。一般意

义上的解题观察主要包括整体观察、实验观察、比较观察、极端观察等.

① 段志贵,黄琳.数学解题观察的有效视角[J].高中数学教与学,2018(12):44-47.



一、整体观察

解题障碍形成的一个重要原因是忽视对问题整体的观察,从而无法下手.任何一个事物

都存在整体与局部的关系.在进行数学观察时,观察整体的同时,还必须观察其局部的特点.
从整体中看局部,从局部中把握整体,只有这两个层面都考虑周到,才能真正抓住问题的关

键,看出被观察题目的特点.
例1.1 设等差数列{an}的前n 项和为Sn,a1>0,S12>0,S13<0,问:该等差数列中前

几项的和最大?
分析 在等差数列中求前几项的和最大,一定是首项大于零、公差小于零的数列,所以

解题的关键是寻找等差数列的正负分界点,即ak≥0且ak+1≤0时的k的值.因此,一般的思

路是用首项a1 和公差d 表示ak 和ak+1,而在此题中要做到这一点还比较困难.仔细观察题

目所给的条件,对S12>0和S13<0作整体处理.
利用等差数列的求和公式和性质可得:

12(a1+a12)
2 >0,

13(a1+a13)
2 <0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

 ⇒ 
a6+a7>0,

2a7<0.{

因此a6>0,a7<0.所以该等差数列的前6项之和最大.

图 1.1 

例1.2 如图1.1所示,在△ABC 中,AB=AC=2,BC 边上

有100个不同的点P1,P2,…,P100,记mi=AP2
i+BPi·CPi(i=1,

2,…,100).求m1+m2+…+m100的值.
分析 从整体上看,m1+m2+…+m100的项数较多,可猜想各

项间必有规律.为发现这一规律,不妨首先从观察特殊点入手.
抓住关键词“100个不同点”,考虑Pi 恰取B 或C 时,易知有

     AB2=AC2=4.   

再看一特例:若Pi 取BC 中点M,有

AM2+BM·CM=AB2-BM2+BM·CM=AB2=4.

由此可猜想,mi 均为4(i=1,2,…,100).还可以从上面的特例中寻找解题思路:对BC
边上任一点Pi(不妨取在线段MC 上),由图1.1可知

mi=AP2
i+BPi·CPi =AM2+MP2

i+(BM+MPi)(CM-MPi)   
=AM2+MP2

i+BM2-MP2
i

=AM2+BM2=AB2=4.

故m1+m2+…+m100=400.

二、实验观察

在学习物理和化学时,人们常常通过物理演示实验或化学反应实验帮助认识物理现象
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的本质和化学性质的特点.同样的道理,对于数学中的某些问题,一时看不出它具有哪些特

征,或者很难寻找解决问题的办法,常常可以通过实验观察,从而获得猜测.然后对其正确性

进行推断,达到解决问题的目的.
例1.3 平面上有n 条直线,且任意两条都不平行,任意3条都不共点,则这n 条直线互

相之间能分割为多少条不同的线段或射线?
分析 要想直接解决本题好像不是很容易,可以先进行实验,尝试观察1条、2条、3条

时的具体情况,探索规律,从而对n 条直线加以分析和研究.
当n=1时,有1条;当n=2时,有4条;当n=3时,有9条.由此可以猜测:n 条直线可

分为n2 条.猜测的结论是否正确,需要证明.当n=1时,结论显然成立.
假设n=k时,结论成立,则当n=k+1时,增加的一条直线被原来的k条直线分为k+

1部分,而原来的k条直线也都有一部分被分为了两部分,增加了k条,因此n=k+1时,有
k2+k+1+k=(k+1)2(条),所以结论正确.

例1.4 试证:只有一个质数p,使p+10,p+14仍是质数.
分析 当问题较为抽象,思路、方法难寻时,不妨将问题具体化,进行实验观察,使思路

清晰,便于解题.
取p=2时,p+10=12,p+14=16,都不是质数.
取p=3时,p+10=13,p+14=17,是质数.
取p=5时,p+10=15,p+14=19,不全是质数.
取p=7时,p+10=17,p+14=21,不全是质数.
取p=11时,p+10=21,p+14=25,都不是质数.
由此观察出,p=3是所要求的一个质数.接下来证明这一结论.
当p=3k+1时,p+14=3k+15=3(k+5)是合数;当p=3k+2时,p+10=3k+

12=3(k+4)是合数;故只有当p=3k(k∈N+)时,才有可能使p+10,p+14都为质数,而

p=3k中的质数只有3这一个.故只有一个质数p=3,使p+10,p+14仍是质数.

三、比较观察

比较是人脑中确定各种事物之间差异和关系的思维过程.俗话说:“有比较才有鉴别.”数
学学习中的比较是将有可比意义的概念、题目、方法等组合在一起进行求同存异地观察分

析,通过类比联想找到解决问题的思路和方法,这是一种知识间的同化策略.
例1.5 判断:以过椭圆的焦点的弦为直径的圆,和椭圆相应的准线的位置关系.
分析 此题的结构和要求,让我们联想到抛物线的一个结论:以过抛物线焦点弦为直径

的圆,必和抛物线的准线相切.几乎相同的条件,在不同的曲线下结论会发生何种变化? 观

察一下抛物线时对该题的证明,也许对我们会有所启发.
设焦点为F,过焦点的弦为AB,曲线的离心率为e(e=1),A、B 两点到准线的距离分别

为m、n.则 AB 中点 M 到准线的距离为d=
m+n
2 .而由抛物线的定义可得 AF =m,

BF =n.所以有

d=
m+n
2 =

AF + BF
2 =

1
2 AB .
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因此,以过抛物线焦点的弦为直径的圆,必和抛物线的准线相切,如图1.2所示.
把椭圆与抛物线相比较,可以仿照抛物线探索解题思路.利用椭圆的第二定义可得

d=
m+n
2 =

AF + BF
2e =

1
e
·1
2 AB .

因为椭圆的离心率满足0<e<1,所以d>
AB
2

,则圆和椭圆相应的准线相离,如

图1.3所示.我们还可以联想到双曲线的情形,由于e>1,所以d<
AB
2

,则圆和双曲线相

应的准线相交,如图1.4所示.
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图 1.4

例1.6 设a>0,
1
b-

1
a=1

,比较下列四个数的大小:1+a,
1

1-
b
2

,1+
a
2
, 1
1-b

.

分析 对于这四个数如果用求差的方法比较大小,要进行C24=6(次)比较,才能得到答

案.是否可先估计一下这四个数的大小关系呢? 不妨先用具体数值代入比较,然后猜想证明.

因为a>0,不妨设a=1,由
1
b-

1
a=1

,得b=
1
2.于是有

1+a= 2, 
1

1-
b
2

=
4
3
, 1+

a
2=

3
2
, 

1
1-b

= 2.

由此可以猜想,对于满足a>0,
1
b-

1
a=1

的一切a、b值都有

1

1-
b
2

<
1
1-b

= 1+a<1+
a
2.

对于这一猜想再进行证明,只需进行三次比较即可(证明从略).

四、极端观察

数学问题的表现形式多种多样.极端观察是指通过对研究对象极端情形的观察,以期判

断问题的类型,探索解决问题的方法.
例1.7 已知异面直线a 与b所成的角为60°,P 为空间一定点,则过点P 且与a,b 所
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成的角都是60°的直线有且只有(  )条.
A.1      B.2      C.3      D.4
分析 依据题意,作出图1.5进行分析观察.过空间点P 作直线a'∥a,b'∥b,a',b'相

交,确定的平面为α,它们的夹角为60°.为探索符合题意要求的直线,考虑从观察两种特殊情

形入手.

b′

c

P
a′

c

P

β

αα

a′

b′

 图 1.5

一是平面α内a',b'的两个夹角,一个是60°,另一个是120°.显然,120°那个角的角平线

所在直线符合题目要求.有没有其他直线呢? 若所求直线存在,则必在α外,其射影必为a',

b'所成角的角平分线.二是与平面α 垂直的直线,这条直线与a',b'所成的角为90°,为最大

角.而最小角为平面α上a',b'所成的角的一半,为30°.而60°角介于区间(30°,90°)内,根据

对称性,有两条直线合乎要求.
所以,本题符合题意的直线共有3条.

例1.8 已知二次函数y=ax2+bx+c(a>0)图象经 M(1- 2,0)、N(1+ 2,0)、

P(0,k)三点,若∠MPN 是钝角,求a 的取值范围.
y

xOO1 NM

P

 图 1.6

分析 若利用余弦定理,并由-1<cos∠MPN<0,将得到一

个较复杂的不等式.观察∠MPN 的变化状态,显然直角是钝角的极

限情形.
事实上,当∠MPN 为直角时,则点P 在以MN 为直径的圆周

上,于是P 为该圆与y 轴的交点.如图1.6所示,由勾股定理不难得

k=±1.
由此推断,当∠MPN 为钝角时,点P 在圆内.由a>0知:点P

应在y 轴的负半轴上.把P(0,k)的坐标代入y=a(x-1+ 2)(x-1- 2)得a=-k,因
此,0<a<1.

第二节 数与式的观察

数与式是数学的主要表征形态.解决问题可利用数的表征,如整数、无理数、质数、勾股

数、数的组成、数的整除性等;也可利用式的特征,如共轭因式、互为倒数因式、对偶式等.问
题所给的数与式,常常给问题的求解指明探索的思路.如果能够通过观察发现数字、式子间

的内在联系,往往就能找到解决问题的突破口.
例1.9 设A=(2+1)(22+1)(24+1)(28+1)(216+1)(232+1)(264+1),求A 的末位

数字.
分析 此题若企图把等式右边各个因数相乘是极不现实的.观察所给式子的特征,容易

想到用(2-1)同乘等式两边进行试探:
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(2-1)A=(2-1)(2+1)(22+1)…(264+1)=2128-1=(24)32-1=1632-1.

因为1632的末位数字是6,所以A 的末位数字是5.
本题还有另一个观察的视角,就是敏锐地捕捉到A 中一个因式22+1是5,其他所有的

各项都是奇数,因此A 的末尾数字是5.

例1.10 解方程(2+ 3)x+(2- 3)x=4.

分析 观察方程左边两个代数式中的底数的数字特征,不难发现 2+ 3与 2- 3互

为倒数.如令(2+ 3)x=y,则问题可纳入解“y+
1
y
=a 型”方程的模式,不难求出y 的值,

从而解出x=±2.

例1.11 解方程x3-(2+ 3+1)x2+(2+ 3+ 6)x- 6=0.
分析 解决本题的关键是拥有一双慧眼发现方程系数的关系,通过试根观察可以发现:

1-(2+ 3+1)+(2+ 3+ 6)- 6=0,

方程有一根为x1=1.从而在方程的左边可以提取公因式x-1,得

(x-1)[x2-(2+ 3)x+ 6]=0.

由此可求得另两根为x2= 2,x3= 3.
例1.12 已知三角形的三边分别为108、144、180.求此三角形的最大角.
分析 本题用余弦定理计算比较麻烦.若认真观察数字间的特征,就会发现:

108∶144∶180=3∶4∶5.

由勾股定理的逆定理即可知此三角形为直角三角形,所以最大角是90°.
类似地,通过对特殊常数的仔细观察获得解题方法的习题比较多.

例如,已知sinθ·cosθ=
60
169
,0<θ<

π
2
,求cosθ+sinθ的值.可以观察数字60

169=
5
13×

12
13.

联想到数组(5,12,13),于是可以构造直角三角形.又θ为锐角,可知sinθ=
12
13

或cosθ=
5
13
,

sinθ=
5
13

或cosθ=
12
13
,故cosθ+sinθ=

17
13.

例1.13 解方程 2+ 2+ 2+x =x.
分析 本题用常规的方法,即不断对两边取平方(有时需移项后再取),可化为一个八次

方程.不过这样求解不但计算量大,而且也不容易求解出来.但是,不管计算过程多么复杂,解
答结果只可能有三种情形:无解;有唯一正根;有若干个正根.

而它是否有解,往往可以从是否存在正数能使方程两边相等得出.

实际上,只要略加观察,就可发现:由于 2+2=2,可依次推得

2= 2+2= 2+ 2+2= 2+ 2+ 2+2. ①
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因此,x=2是方程的根,方程是有解的.
但上述根是方程唯一的根,还是它的若干个正根中的一个根呢? 如果回到上面发现

x=2这个根的起点,就不难看出能使 2+x=x 的正数就只有一个2,从而大致估量出其他

的正数是不可能满足题设方程的.由此进一步猜想到:用不等于2的正数代x,式①中的一串

等号将可能变为一串大于(或小于)号.
为证实上面的猜想,必须做些计算.事实上,如果解不等式

2+x<x

可知x>2时,恒有x> 2+x,于是依次推得

x> 2+x> 2+ 2+x > 2+ 2+ 2+x . ②

因此,大于2的正数都不是方程的根.
而当0<x<2时,可得到类似于式②的结果,这时只要把大于号改为小于号即可.因此,

小于2的正数同样也都不是方程的根.
这样,就用分类淘汰法从方程可能的根(无穷多个正数)中去掉了所有不等于2的正数,

至此,就可以肯定方程只有唯一的根:x=2.

例1.14 求证:1>
1

n+1+
1

n+2+
…+

1
2n≥

1
2
(n∈N+).

分析 观察可发现n·
1
2n=

1
2
,而n 又恰为不等式中间项的项数,于是可进行如下

试探:

1
n>

1
n+1≥

1
2n
,

1
n>

1
n+2≥

1
2n
,

︙

1
n>

1
n+n≥

1
2n
,

则有

    1=n·
1
n=

1
n+

1
n+

…+
1
n

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁
n个

>
1

n+1+
1

n+2+
…+

1
n+n

≥
1
2n+

1
2n+

…+
1
2n

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁
n个

=
1
2
,

即

1>
1

n+1+
1

n+2+
…+

1
2n≥

1
2 

(n∈N+).
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例1.15 若x≥0,求y=
4x2+8x+13
6(x+1)

的最小值.

分析 本题可以采用判别式法,但若仔细观察,可以发现分子能写成4(x+1)2+9,分
母是6(x+1),不妨做一试探:

y=
4x2+8x+13
6(x+1) =

4(x+1)2+9
6(x+1) =

2
3
(x+1)+

1
2
3
(x+1)

,

因x≥0,故
2
3
(x+1)>0,由均值不等式可知,y≥2

2
3
(x+1)·

1
2
3
(x+1)

=2,

从而可知:当且仅当2
3
(x+1)=

1
2
3
(x+1)

,即x=
1
2

时,ymin=2.

例1.16 对任意的正整数k,令f1(k)定义为k 的各位数字的和的平方,对于n≥2,令

fn(k)=f1(fn-1(k)),求f2018(11).
分析 最直接的方法是先求出f1(11),f2(11),f3(11),…,进行观察,由定义可得

f1(11)=(1+1)2=4,

f2(11)=f1(f1(11))=f1(4)=42=16,

f3(11)=f1(f2(11))=f1(16)=(1+6)2=49,

f4(11)=f1(f3(11))=f1(49)=(4+9)2=169,

f5(11)=f1(f4(11))=f1(169)=(1+6+9)2=256,  

f6(11)=f1(f5(11))=f1(256)=(2+5+6)2=169,
︙

因为fn(11)只依赖于fn-1(11),所以256和169将连续交替出现,也就是说,当n≥4
时,有

fn(11)=
169,n 是偶数,

256,n 是奇数.{
由于2018是偶数,所以f2018(11)=169.
例1.17 已知a1、a2、a3、a4 为非零实数,且满足

(a2
1+a2

2)a2
4-2a2a4(a1+a3)+a2

2+a2
3=0.

求证:a1、a2、a3 成等比数列.
分析 通过对已知等式的观察,注意到a1、a2、a3、a4 为非零实数,可以把等式看成以a4

为未知数的方程,且方程有实根,于是

Δ=[-2a2(a1+a3)]2-4(a2
1+a2

2)(a2
2+a2

3)=-4(a2
2-a1a3)2≥0.

由此可得到a2
2=a1a3,故a1、a2、a3 成等比数列.

此题还可将已知等式展开,应用配方知识解答.

8 数学解题研究———数学方法论的视角(第二版)



例1.18 已知数列{an}满足a1=1,a2=2,
an+an-1

an-1
=
an+1-an

an
(n≥2,n∈N),求an+1.

分析 如果不加思索地去分母,这样下去是比较麻烦的.留心观察一下已知等式,容易

发现
an

an-1
+1=

an+1

an
-1,即

an+1

an
-

an

an-1
=2,所以数列 an+1

an
{ } 是一个首项为2、公差为2的等

差数列,因此
an+1

an
=2+2(n-1)=2n.再利用累乘法即可得an+1=2nn!.

显然,在去分母和不去分母之间作出正确选择之后,问题就容易解决了.

第三节 图形的观察

学习数学离不开图形.注意图形特征的观察,可以发现其中隐含的重要的关系,有利于

数形结合方法的运用,也有助于在解题过程中选择简捷、优美的解法.

 图 1.7

例1.19 已知x、y∈R,且x2+y2=4,求x+y 的最大值和

最小值.
分析 观察已知等式知,它表示一个以原点为圆心、以2为

半径的圆,如图1.7所示,于是问题转化为当点(x,y)在圆上运

动时,直线x+y=b在y 轴上的截距b的最值问题.再借助于图

形进一步观察,可得结论:当且仅当直线x+y=b运动到l1 位置

与圆相切时,取得最大值;运动到l2 位置与圆相切时,取得最小

值.由此不难求得x+y 的最大值为22,最小值为-22.

图 1.8 

例1.20 如图1.8所示,A 是半径为1
的圆O 外一点,OA=2,AB 是圆的切线,B 是切点,弦BC∥OA,连结

AC,试求阴影部分面积.
分析 从弦BC∥OA 出发,观察图形特征,连结OC、OB,发现

△BOC 与△ABC 有相同的底和高,其面积相等.于是

S阴影=S弓形BmC+S△ABC=S弓形BmC+S△BOC=S扇形BOC.

而要求S扇形BOC,关键是求∠BOC,再观察图形知:在 Rt△AOB 中,由已知条件得

∠OAB=30°.

 图 1.9

由BC∥OA,有∠CBO=∠BOA=60°.所以△BOC 为等边三角形,∠BOC=60°.最后得

到S阴影=S扇形BOC=
π
6.

例1.21 平面上有两点 A(-1,0)、B(1,0),在圆周(x-3)2+
(y-4)2=4上取一点P,求使AP2+BP2 最小时点P 的坐标.

分析 观察图1.9知:PO 为△PAB 的边AB 上的中线,易证

AP2+BP2=2OP2+2OB2=2OP2+2.OP 最小时,AP2+BP2 也最

小,因此连结点O 和圆心O'的线段与圆的交点即为所求的点P.解方

程组
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y=
4
3x
,

(x-3)2+(y-4)2=4,

ì

î

í

ïï

ïï

求得P 9
5
,12
5

æ

è
ç

ö

ø
÷.

例1.22 已知抛物线y=x2+2kx-k+1(k∈R)在x 轴上的两个交点分别在区间

(0,1)与(1,2)内,求k的取值.

图 1.10 

分析 可设想有一条满足条件的抛物线如图1.10所示.观察图形,
不难发现由于抛物线开口向上,故k应满足

f(0)=02+2k·0-k+1>0,

f(1)=12+2k·1-k+1<0,

f(2)=22+2k·2-k+1>0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得

k<1,

k<-2,

k>-
5
3
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以k不存在.

 图 1.11

例1.23 已知变量x、y满足条件

x≥1,

x-y≤0,

x+2y-9≤0,

ì

î

í

ïï

ïï

求x+y的最大值.

分析 本题实质上是线性规划问题,利用数形结合,首先画出可

行域,再求线性目标函数的最值.如图1.11所示,可行域为图中阴

影部分(包括边界线),则 z=x+y 在 A 点 处 取 得 最 大 值,由

x-y=0
x+2y-9=0{ 得A(3,3),故x+y 的最大值为3+3=6.

值得注意的是,目标函数对应的直线与边界直线斜率的大小关

系用于确定最优解的正确位置,应仔细观察各直线的倾斜程度,准确

判定可行域内的最优解.
例1.24 正方体ABCD—A'B'C'D'中,边长为1,求二面角A—BD'—B'的大小.
分析 求二面角有多种方法.这里介绍两种方法.

B′

D′

BE

A
图 1.12 

方法1 几何法.从正方体中抽取待求二面角,如图1.12所示.

不难发现△ABD'和△B'BD'全等,因为AD'=B'D'= 2,AB=
B'B=1,D'A⊥AB,D'B'⊥BB',所以过A、B'分别作BD'的垂线

交于同一点,记为E,则∠AEB'即为所求二面角.

因为B'E=AE=
1×2
3
=
6
3
,而AB'= 2,所以cos∠AEB'=

6
9+

6
9-2

2×
6
3×

6
3

=-
1
2
,故∠AEB'=120°,即所求二面角为120°.
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