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前  言

  课程是学校教育的载体,办好一所学校的落脚点在提升教育质量,提升教育质量的关键点

在课程.我国实行的是国家、地方、学校三级课程管理体制,因此学校就有了一定的课程开发自

主权,即校本课程.近年来,深圳中学竭尽所能创新开发、打磨完善了一系列高水平的校本课

程,目前校本课程已开设有360余门,内容丰富、涵盖面广.同时,我一直鼓励并支持参与校本

课程开发的教师,在经验成熟的基础上将教学实践成果化———编写校本教材.
校本课程基于学生差异因材施教,是适合本校学生的课程.20世纪90年代,中国人民大

学附属中学、上海中学、华东师范大学二附中、武钢三中、黄冈中学等著名中学为学生开发和编

写了具有相当难度和广度的数学学习资料,带动其在高考、竞赛等方面声名鹊起.近年来,深圳

中学一直在学习、借鉴、吸取国内外著名中学课程建设的宝贵经验.在深圳中学,我一直倡导在

国家数学课程的基础上,学生要学多点、学深点、学难点,要有更多、更好的适合深圳中学学生

水平的数学校本课程,给每一位学生提供可充分发展的课程,科学合理地发展学生的智力.目

前,深圳中学开设了数学分析、微积分、线性代数、解析几何与群论初步、射影几何、统计学、初

等数论、离散数学、算法导论、博弈论、数理经济学原理、逻辑导论、AP微积分、AP统计学等大

学先修课程,以及数学文化与数学史、数学思想方法、数学建模、数学问题选讲、数学竞赛、欧氏

几何、强基计划数学等选修课;出版了《数学培优竞赛讲座》《数学培优竞赛一讲一练》丛书(三、

四、五、六、七、八、九、高一、高二、高三年级,共20册,清华大学出版社).
我从2003年开始参加新课标湘教版高中数学教科书的研发工作,在这个过程中积极向张

景中院士等前辈、老师学习,得到了很好的锻炼和提高,后来担任湘教版高中数学教科书的副

主编,同时我个人也出版了一些高考备考、数学培优和数学竞赛方面的书籍,对新课标、新教

材、新高考有较深入的学习和理解.因此,在深圳中学工作的数年来,我一直希望能够有机会借

助自己多年积累的经验,带头开发一套适合所有深圳中学学生的数学校本教材.
众所周知,2022年全国高考数学创下了近些年的难度新高,以此为契机,我决定将这个酝

酿多年的想法付诸实施.在2022年高考数学结束后的第二天,我组织深圳中学数学组十余位

高三一线教师和骨干教师召开研讨会议,动员大家集思广益、群策群力,编写一套贴合新课标、

适应新高考、匹配深圳中学学生水平的深圳中学数学校本教材,于是《高中数学精讲》《高中数

学一课一练》丛书应运而生.如今呈现在各位读者面前的这套丛书,凝结了深圳中学数学教师

多年来的教学经验、教育智慧和辛勤付出.
在本丛书的撰写过程中,我们以最新的《高中数学课程标准》精神为指导,以高中生数学认

知能力为基础,以最新的《高中数学课程标准》知识脉络为主线,以提高学生核心素养为宗旨,

对标新高考,注重提升学生数学学习的质量,充分将新课标、新教材和新高考理念融入其中.
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《高中数学精讲》涵盖高中数学课程和新高考数学的所有内容,难度不超过高考数学,按

章、节编写,每章开头简明扼要地介绍该章的内容、方法和意义,给出该章的知识结构框图,方

便学生形成自己的知识结构.每节包括如下三个栏目.
内容提要:梳理每节中的基本概念、公式、定理,突出重点、难点和数学思想方法技巧,提供

一个知识网络,授人以渔.
释疑解惑:通过精心设置的一系列问题与解答,解释学生数学学习过程中经常遇到的疑难

问题,主要包括对概念、性质的解析,公式的理解和应用,定理的条件分析和使用要领,方法技

巧的归纳总结,对某些似是而非的论断的辨析等,授业解惑.
典型例题:每节精讲具有典型性、新颖性、启迪性的例题,覆盖该节的知识方法技巧,遵循

可接受性原则,按由浅入深、从易到难排序,通过分析、求解和点评,介绍与该例题有关的解题

方法与技巧,帮助学生归纳解题规律,提高解题能力;每道例题后配有相关性、发展性的练习,

帮助学生熟练演算技巧,巩固、拓展、深化对知识的理解和认知,培养分析问题、解决问题的能

力,举一反三.
在书的后半部分,我们提供了所有练习题的详细解答,帮助学生自学及自我评价.
与《高中数学精讲》配套使用的是《高中数学一课一练》.
《高中数学一课一练》按章、节编写,涵盖新高考所有知识点,并增加多选题型.每节与《高

中数学精讲》对应,精选习题循序渐进、拾级而上,遵循因材施教原则,习题设置兼顾多个层次

的学习需求,分为A,B,C三层,适合分层教学,学生在实际使用中可以按需取舍.例如,数学基

础较好的学生,可以在完成A组和B组习题的基础上努力尝试完成C组习题;数学基础较弱

的学生,可以在完成A组习题的前提下努力尝试完成B组习题.书后附有所有习题的详细解

答,《高中数学一课一练》与《高中数学精讲》配套使用,能更好地达到预期的学习效果.
本丛书包括《高中数学精讲》《高中数学一课一练》(必修一、必修二、选择性必修一、选择性

必修二),共8册.
本丛书的编委会由深圳中学数学组的优秀中青年教师组成,他们是:洪建明、曾劲松、张红

兵、董正林、黄文辉、张文涛、周峻民、许苏华、罗承成、邱际春、赵志伟、林健.在本丛书的编写过

程中,我们力求精益求精,但其中难免存在一些疏漏与不足之处,敬请广大读者给予批评指正.
 

希望更多的同学喜欢数学,取得自己理想的成绩!

2023年6月
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本章内容包括三个部分:导数概念及其意义,导数的运算法则,导数在函数中的应用.
第一部分主要内容包括:平均变化率,瞬时变化率,导数的几何意义(切线的斜率);第二部

分主要内容包括:基本初等函数的导函数,导数的四则运算法则,复合函数的导数;第三部

分主要内容包括:函数的单调性与导数,函数的极值与导数,三次函数的性质,不等式的证

明与导数,不等式的恒成立(存在性)问题与导数.
本章知识结构框图如下.
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1.1 导数的概念及其意义

一、内容提要

1.
 

函数的平均变化率

一般地,对于函数y=f(x),我们把f(b)-f(a)
b-a

称为函数f(x)在区间[a,b]内的平均变

化率.这一概念的物理背景可以理解为平均速度———某运动物体的位移函数为s=f(t),则在

时间段[a,b]内的平均速度为v=f
(b)-f(a)
b-a .这一概念的几何意义可以理解为曲线的割线

的斜率———设A(a,f(a)),
 

B(b,f(b))为曲线y=f(x)上的两点,则直线AB 的斜率为

kAB=
f(b)-f(a)

b-a .

2.
  

瞬时变化率与导数

一般地,若函数y=f(x)的平均变化率f(u+d)-f(u)
d

在d 趋近于0时有确定的极限
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值,则称这个值为函数f(x)在x=u 处的瞬时变化率.
物理上,运动物体的位移函数s(t)关于t的瞬时变化率就是物体运动的瞬时速度;运动物

体的(瞬时)速度函数v(t)关于t的瞬时变化率就是物体运动的加速度.
函数的瞬时变化率,数学上就叫作函数的导数(或微商).
设函 数 f (x)在 包 含 x0 的 某 个 区 间 上 有 定 义,在 d 趋 近 于 0 时,若 比 值

f(x0+d)-f(x0)
d

趋近于一个确定的极限值,则称此极限值为函数y=f(x)在x=x0 处的

导数,记作f'(x0).即f'(x0)=lim
d→0

f(x0+d)-f(x0)
d .

3.
 

导数的几何意义

函数f(x)在x=x0 处的导数f'(x0)等于曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线的

斜率.

二、释疑解惑

【问题1-1】
 

根据定义可知,函数y=f(x)在一个闭区间内的平均变化率总是存在的,但对

于定义域内的任意一点,是否都存在导数(瞬时变化率)?

答:
 

不一定.函 数 y=f(x)在 x=x0 处 是 否 存 在 导 数,取 决 于 它 的 平 均 变 化 率

f(x0+d)-f(x0)
d

在d 趋近于0时是否为一个确定的极限值.比如,f(x)=x
1
3在x=0处的

导数是不存在的.
【问题1-2】

 

如何理解导数概念中的“d 趋近于0”?

答:d 不能简单理解为区间的长度.在导数定义的表达式中,d 可以为正,也可以为负,但

不能为0.“d 趋近于0”实际上包含了d 从“大于0”和“小于0”两个方向趋近于0,且要求从这

两个方向趋近于0时极限值相等.比如,f(x)=|x|在x=0处的导数就不存在.
【问题1-3】

 

函数y=f(x)“在某一点处的导数
 

”与函数y=f(x)的“导函数”有什么区别

和联系?

答:若y=f(x)在定义域内任意一点x 处的导数都存在,则其导数值f'(x)也是自变量

x 的函数,我们把f'(x)叫作y=f(x)的导函数.
同理,如果f'(x)在定义域内任意一点x 处的导数都存在,则其导数叫作f(x)的二阶导

数,记作f″(x).类似地,可以定义三阶导数f‴(x)等.
【问题1-4】

 

曲线y=f(x)“在点P(x0,f(x0))处的切线
 

”与“过点P(x0,f(x0))的切线”

有什么不同?

答:“曲线y=f(x)在点P(x0,f(x0))处的切线”是指点P 为切点,此时切线的斜率

k=f'(x0).“曲线y=f(x)过点P(x0,f(x0))的切线”是指点P 可能为切点,也可能不为切点.

三、典型例题

【例1-1】
   

设函数f(x)=x,g(x)= x,h(x)=x3,当自变量x 从0变到1时,它们的平

2
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均变化率分别记为m1,m2,m3,则m1,m2,m3 之间的大小关系为 (用“>”“<”“=”

连接);三个函数中,在x=1处的瞬时变化率最大的是 .

��

  

根据平均变化率和瞬时变化率的概念,逐一进行计算和比较即可.
【答案】

 

m1=m2=m3;h(x).

【解析】
  

(1)
 

由题意,m1=
f(1)-f(0)
1-0 =1,m2=

g(1)-g(0)
1-0 =1,m3=

h(1)-h(0)
1-0 =1,

故m1=m2=m3.

(2)
   

由题意,f'(1)=lim
d→0

f(1+d)-f(1)
d =lim

d→0

(1+d)-1
d =1.

g'(1)=lim
d→0

g(1+d)-g(1)
d =lim

d→0

1+d-1
d =lim

d→0

(1+d-1)(1+d+1)

d(1+d+1)

=lim
d→0

1
1+d+1

=
1
2.

h'(1)=lim
d→0

h(1+d)-h(1)
d =lim

d→0

(1+d)3-1
d =lim

d→0
(d2+3d+3)=3.

故三个函数中,在x=1处的瞬时变化率最大的是h(x).
&A

   

在计算函数在某点处的导数(瞬时变化率)时,要注意对平均变化率的表达式进行

适当的代数变形,以方便确定d→0时的极限值.比如,在例1-1中,计算g'(1)时,使用了分子

有理化的化简手段.

【练习1-1】
  

如图1-1所示,向一个圆台形的容器匀速倒水(即任意相等时间间隔内所倒的

水体积相等).记容器内水面的高度h 随时间t 变化的函数为h=f(t),定义域为 D,设

t0∈D,k1,k2 分别表示f(t)在区间[t0-Δt,t0],[t0,t0+Δt](Δt>0)上的平均变化率,

则(  ).

A.
   

k1>k2 B.
  

k1<k2 C.
  

k1=k2 D.
  

无法确定

【练习1-2】
  

降低室内微生物密度的有效方法是定时给室内注入新鲜空气,即开窗通风换

气.在某室内,空气中微生物密度(c)随开窗通风换气时间(t)的关系如图1-2所示,则下列时

间段内,空气中微生物密度变化的平均速度最快的是(  ).

A.
   

[5,10] B.
  

[5,15] C.
  

[5,20] D.
  

[5,35]

图1-1

       

t(min)

c(mg/m3)

5 10 15 20 25 30 35O

图1-2
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【例1-2】
   

已知f(x)为可导函数,且f'(2)=4,则lim
h→0

f(2-h)-f(2+h)
h = .

��

  

解题的关键在于对平均变化率的理解———函数值的变化f(b)-f(a)除以相应的自变

量的变化b-a.此例中,函数值的变化f(2-h)-f(2+h)对应的自变量的变化为(2-h)-(2+h)

=-2h.
【答案】

   

-8.

【解析】
   

方法1:lim
h→0

f(2-h)-f(2+h)
h =-2lim

h→0

f(2-h)-f(2+h)
-2h

=-2f'(2)=-2×4=-8.

方法2:lim
h→0

f(2-h)-f(2+h)
h =lim

h→0

f(2-h)-f(2)
h +lim

h→0

f(2)-f(2+h)
h

=- lim
h→0

f(2)-f(2-h)
h +lim

h→0

f(2+h)-f(2)
h




 




=-2f'(2)=-2×4=-8.

&A

   

此处用到极限的两个运算法则.
若lim

d→0
f(x),lim

d→0
g(x)存在,则

①
  

lim
d→0
(cf(x))=clim

d→0
f(x),其中c为常数;

 

②
 

lim
d→0
[f(x)±g(x)]=lim

d→0
f(x)±lim

d→0
g(x).

对此,同学们简单了解即可.

【练习1-3】
  

已知函数f(x)在x=x0 处的导数为f'(x0),则lim
Δx→0

f(x0+2Δx)-f(x0)
Δx =(  ).

A.
   

2f'(x0) B.
  

-2f'(x0) C.
 

-
1
2f'

(x0) D.
 1
2f'

(x0)

【练习1-4】
  

已知f(x)在R上处处可导,若lim
Δx→0

f(2)-f(2+Δx)
Δx =

1
2
,则f'(2)=(  ).

A.
   

0 B.
  

2 C.
 1
2 D.

  

-
1
2

【例1-3】
   

如图1-3所示,现有一倒放圆锥形容器,该容器深24
 

m,底面直径为6
 

m,水以

5πm3/s的速度流入,则当水流入时间为1s时,水面上升的速度为 m/s.

3

24

r

h

 图1-3

��

  

先建立起水面高度h 与水流入时间t的函数关系式,然后再

研究函数h(t)在t=1时的瞬时变化率.

【答案】
 4

3
15
3 .

【解析】
  

设注入水后水面高度为h,水面所在圆的半径为r,

易知h
24=

r
3
,即r=

h
8.

4



第1章 导数及其应用

由水的体积关系可得1
3πr

2h=v水流·t=5π·t,即h=4
3
15t.

设h(t)=4
3
15t,

则h'(1)=lim
Δt→0

h(1+Δt)-h(1)
Δt

=4
3
15lim

Δt→0

3
1+Δt-1
Δt

=4
3
15lim

Δt→0

1
(31+Δt)

2
+

3
1+Δt+1

=
4
3
15
3 .

&A

   

与例1-1类似,例1-2在计算h'(1)时用到了分子有理化的变形手段(立方差公

式).在后面学习了常见函数的求导公式后,此题导数的计算有更快捷的方法.

【练习1-5】
  

中国跳水队是中国体育奥运冠军团队.自1984年以来,中国跳水队已经累计

为我国赢得了四十多枚奥运金牌.在一次高台跳水比赛中,若某运动员在跳水过程中重心相对

于水面的高度h(单位:m)与起跳后的时间t(单位:s)存在函数关系h(t)=10-5t2+5t,则该

运动员在起跳后1
 

s时的瞬时速度为(  ).

A.
   

10
 

m/s B.
  

-10
 

m/s C.
  

5
 

m/s D.
 

-5
 

m/s
【练习1-6】

  

某铁球在0
 

℃时,半径为1
 

dm.当温度在很小的范围内变化时,由于热胀冷

缩,铁球的半径会发生变化,且当温度为t
 

℃时,铁球的半径为(1+at)
 

dm,其中a 为常数,则

在t=0时,铁球体积对温度的瞬时变化率为(  ).

A.
   

0 B.
  

πa C.
  4
3πa D.

 

4πa

【例1-4】
   

函数f(x)=
1
x+2x

的图像在点(1,f(1))处的切线方程为 .

��

  

根据定义,计算出f'(1).也就知道了切线的斜率,然后用点斜式方程写出切线方

程即可.
 

【答案】
   

y=x+2.

【解析】
   

f'(1)=lim
d→0

f(1+d)-f(1)
d =lim

d→0

1
1+d+2

(1+d)-3

d =lim
d→0
2-

1
1+d  =1,

即函数f(x)=
1
x+2x

在点(1,f(1))处切线的斜率为1.

故切线方程为y-f(1)=f'(1)(x-1),即y=x+2.

&A

   

关键在于理解导数的几何意义:函数f(x)在x=x0 处的导数f'(x0)等于曲线

y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线的斜率.
 

5
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【练习1-7】
 

若曲线y=x2 在点P 处的切线斜率为1,则点P 的坐标为 .
【练习1-8】

  

在微积分中“以直代曲”是最基本,最朴素的思想方法.中国古代科学家刘徽创

立的“割圆术”,用圆的外切正n 边形和内接正n 边形“内外夹逼”的办法求出了圆周率π的精

度较高的近似值,事实上就是用“以直代曲”的思想进行近似计算的,它是我国最优秀的传统科

学文化之一.借用“以直代曲”的方法,在切点附近、可以用函数图像的切线代替在切点附近的

曲线来“近似计算”,则用函数f(x)=ex“近似计算”2022e的值为 (已知(ex)'=ex,且结

果用分数表示).

6
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1.2 导数的运算

一、内容提要

1.
  

常见幂函数的导数

(1)
   

常数函数的导数为0,即c'=0;(2)
 

x'=1;(3)
 

(x2)'=2x;

(4)
  

(x3)'=3x2;(5)
 1
x  '=-1x2;(6)

 

(x)'=
1
2 x

.

2.
  

一些基本初等函数的导数

(1)
   

c'=0;(2)
 

(xα)'=αxα-1(α≠0);
(3)

   

(ex)'=ex;(4)
 

(ax)'=axlna(a>0,a≠1);

(5)
  

(lnx)'=
1
x
;

 

(6)
 

(logax)'=
1

xlna
(a>0,a≠1);

(7)
  

(sinx)'=cosx;
 

(8)
 

(cosx)'=-sinx;
 

(9)
 

(tanx)'=
1
cos2x

.

3.
  

函数的和差积商求导法则

(1)
   

(f(x)±g(x))'=f'(x)±g'(x);
(2)

   

(f(x)·g(x))'=f'(x)g(x)+f(x)g'(x),特别地,若c为常数,则有(cf(x))'=
cf'(x);

(3)
   g(x)
f(x)  '=f(x)g'(x)-f'(x)g(x)(f(x))2

.

4.
  

简单复合函数的求导

对于函数y=F(x)=f(g(x)),可设u=g(x),则y=f(u),即函数y=F(x)=

f(g(x))为函数y=f(u)和u=g(x)的复合函数,则F'(x)=f'(u)·g'(x).

二、释疑解惑

【问题1-5】
 

两函数的积的求导公式是如何推导的?

答:
 

在用定义推导两函数的积f(x)g(x)的导数时,有一个重要的变形———将f(x+d)

g(x+d)-f(x)g(x)变为f(x+d)g(x+d)-f(x+d)g(x)+f(x+d)g(x)

-f(x)g(x).
为何要这样添项? 我们可以这样思考:(f(x)g(x))'应该与f'(x),g'(x)有一些联系,

故应将f(x+d)g(x+d)-f(x)g(x)变形出f(x+d)-f(x),g(x+d)-g(x)的结构来,

这就有了上述添项、分组分解的操作.
【问题1-6】

 

两函数的商的求导公式是如何推导的,蕴含了什么样的数学思想?

答:在推导两函数的商g(x)
f(x)

的求导公式时,首 先 利 用 导 数 定 义 推 导 了 1
f(x)  '=

7
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-f'(x)
(f(x))2

,然后将g(x)
f(x)

变形为g(x)·
1

f(x)
,再运用两个函数的积的求导法则即可.这个过程

蕴含了化归转化的数学思想.
【问题1-7】

 

如何求一个复合函数的导数?

答:第一步,引入中间变量u,将复合函数进行拆解:u=g(x),y=f(u);

第二步,分别求导:u'x,y'u;

第三步,将u'x 和y'u 相乘,并注意将乘式中的变量u 还原成关于x 的表达式,从而得到

最终结果.

三、典型例题

【例1-5】
   

计算下列函数的导函数.

(1)
   

f(x)=(x2+2x)x;
  

 
  

(2)
 

f(x)=
e1-x

x2 ;

(3)
   

f(x)=sin
π
4-2x  ;   

(4)
 

f(x)=ln
 
1+x2.

 

��

  

根据函数的和差积商求导法则以及复合函数的求导法则直接运算即可.

【解析】
  

(1)
  

方法1:f'(x)=(2x+2)x+(x2+2x)·
1
2 x

=
5
2x x+3 x.

方法2:f(x)=x
5
2+2x

3
2,则f'(x)=

5
2x

3
2+3x

1
2.

(2)
   

f(x)=
(e1-x)'x2-e1-x(x2)'

x4 =
-e1-xx2-e1-x·2x

x4 =-
x+2
x3 e

1-x.

(3)
   

方法1:令u=
π
4-2x

,则y=sinu.

因为ux=-2,yu=cosu,故f'(x)=-2cosμ=-2cos
π
4-2x  .

方法2:f(x)=sin
π
4-2x  = 22(cos2x-sin2x),

故f'(x)= 2(-sin2x-cos2x)=- 2(sin2x+cos2x).

(4)
  

方法1:令u= 1+x2,则y=lnu.
 

因为ux=
1
2
(1+x2)-

1
2×2x=

x
1+x2

,yu=
1
u
,故f'(x)=

1
u
· x
1+x2

=
x

1+x2.

方法2:f(x)=
1
2ln
(1+x2).

 

令u=1+x2,y=
1
2lnu.

因为ux=2x,yu=
1
2u
,所以f'(x)=

1
2u
·2x=

x
1+x2.

&A

   

正确求出给定函数的导函数是我们进行后继学习的基础.计算时,要牢记基本初等

8
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函数的导函数,要熟悉基本的导数运算法则.有时候先对函数的形式进行适当的化简变形,可

以更为快捷准确地进行求导(比如(1)和(4)).
(2)(3)(4)均涉及复合函数求导法则,注意做好分拆求导和变量还原这两步.尤其要注意

y=e1-x 的导函数为y'=-e1-x.

【练习1-9】
 

(多选题)已知函数f(x)在x=1处的导数为-
1
2
,则f(x)的解析式可能

为(  ).

A.
   

f(x)=-
1
2x

2+
1
2lnx B.

  

f(x)=xex

C.
  

f(x)=sin2x+
π
3  D.

  

f(x)=
1
x+

 
x

【练习1-10】
   

(多选题)下列结论中正确的有(  ).

A.
   

若函数f(x)=xsinx+cos2x,则f'(x)=sinx-xcosx+2sin2x

B.
  

若函数f(x)=xln(1-
 

x),则f'(x)=ln(1-x)+
x

x-1

C.
  

若函数f(x)=x
 
x,则f'(x)=

3
2x

1
2

D.
   

若函数f(x)=loga
x-1
x+1  (a>0,a≠1),则f'(x)=

2
(x2-1)lna

【例1-6】
    

已知f(x)=
f'(1)
e ex-f(0)x+

1
2x

2,则f(1)= .

��

  

直接对f(x)进行求导运算即可,但需要注意对f'(1)和f(0)的处理.

【答案】
   

e-
1
2.

【解析】
  

由题意,f(0)=
f'(1)
e
,故f(x)=

f'(1)
e
(ex-x)+

1
2x

2.

所以f'(x)=
f'(1)
e
(ex-1)+x.

令x=1,则f'(1)=
f'(1)
e
(e-1)+1,解得f'(1)=e.

所以f(x)=ex-x+
1
2x

2,所以f(1)=e-
1
2.

&A

   

解题的关键在于求导时要理解f'(1)和f(0)均为常数,然后再对导函数的表达式

进行赋值.

【练习1-11】
  

已知f(x)=
1
3x

3+2xf'(1),则f'(1)= .

【练习1-12】
  

设点P 是函数f(x)=2ex-f'(0)x+1图像上的任意一点,点P 处切线的

9
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倾斜角为α,则角α的取值范围是(  ).

A.
 

0,
3π
4




  B.
  

0,
π
2




  ∪ 3π4,π  
 

C.
  π
2
,3π
4  

 

D.
 

0,
π
2




  ∪ 3π4,π


 



【例1-7】

   

若函数f(x)=(x-3)(x-2)(x-1)x(x+1)(x+2),则f'(1)= ;曲

线y=
f(x)

x2+lnx-3
+4ln(3x-2)在点(1,0)处的切线方程为 .

��

  

f(x)的解析式中含有多个因式,但我们只学习了F(x)·G(x)型的求导法则,故

在计算f'(1)时,可将表达式视为f(x)=(x-1)g(x),其中g(x)=(x-3)(x-2)x(x+1)
(x+2),从而转化为两个函数乘积的求导运算.

【答案】
 

12;y=6(x-1).
【解析】

  

令g(x)=(x-3)(x-2)x(x+1)(x+2),则f(x)=(x-1)g(x).
所以f'(x)=g(x)+(x-1)g'(x),所以f'(1)=g(1)=12.

又y'=
f'(x)(x2+lnx-3)-f(x)(x2+lnx-3)'

(x2+lnx-3)2
+

3
3x-2×4

=
f'(x)(x2+lnx-3)-f(x)2x+

1
x  

(x2+lnx-3)2
+
12
3x-2

,

所以y'|x=1=
12×(-2)-0×3

4 +12=6,即切线的斜率为k=6.

所以曲线在点(1,0)处的切线方程为y=6(x-1).

&A

   

例1-7中,我们用到了重要的数学思想方法———化归转化,将含有多个因式乘积的

函数的计算转化为两个函数乘积的求导运算.同学们可以类比计算f'(0).当然,因为0,1等

都是f(x)的零点,所以例题中所用的方法是很快捷的.但如果是计算f'(4)等非零点处的导

数值,那么将f(x)直接化简为多项式函数再求导可能更为快捷.

【练习1-13】
 

定义在 R上的函数f(x)满足f(x)+f(2-x)=2022,f(x)的导函数为

f'(x),则f'(-2020)-f'(2022)= .
【练习1-14】

   

在人工智能领域,神经网络是一个比较热门的话题.由神经网络发展而来的

深度学习正在飞速改变着我们身边的世界.从AlphaGo到自动驾驶汽车,这些大家耳熟能详

的例子,都是以神经网络作为其理论基础的.在神经网络中,有一类很重要的函数称为激活函

数,Sigmoid函数σ(x)即神经网络中最有名的激活函数之一,其解析式为:σ(x)=
1

1+e-x
.下

列关于Sigmoid函数的表述正确的是 .

①
 

Sigmoid函数是单调递增函数;

②
 

Sigmoid函数的图像是一个中心对称图形,对称中心为 0,
1
2  ;
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③
 

Sigmoid函数的导数满足:σ'(x)=σ(x)(1-σ(x)).

【例1-8】
   

已知函数f(x)的定义域为 R,且f'(x)+f(x)=2xe-x,若f(0)=1,则函数

f'(x)
f(x)

的取值范围为 .

��

  

根据表达式的结构,构造函数g(x)=exf(x).结合f(0)=1,可以求出f(x)的解

析式,从而完成解题.
【答案】

 

[-2,0].
【解析】

  

由f'(x)+f(x)=2xe-x,得exf'(x)+exf(x)=2x,所以
 

[exf(x)]'=2x.
设exf(x)=x2+c,由于f(0)=1,因而c=1.

所以
 

f(x)=
x2+1
ex

,f'(x)=
2xex-(x2+1)ex

e2x
=-

(x-1)2

ex
,

所以
 f'(x)
f(x)

=-
(x-1)2

x2+1
=-1+

2x
x2+1

.

当x=0时,f'
(x)

f(x)
=-1;

当x≠0时,2x
x2+1

=
2

x+
1
x

∈[-1,0)∪(0,1],当x=-1时取得最小值,当x=1时取得

最大值,故f'(x)
f(x)

的取值范围为[-2,0].

&A

   

例1-8的关键是构造———根据表达式的结构,结合导数的四则运算法则,得到

[exf(x)]'=2x.构造的关键在于熟悉导数运算法则和基本初等函数的导数.常见题设条件下

可能的构造如下.

①
  

已知f'(x)=k(k≠0),可构造函数g(x)=f(x)-kx+b;
 

②
 

已知xf'(x)+f(x)=0,可构造函数g(x)=xf(x)+C(C 为常数);

③
  

已知xf'(x)-f(x)=0,可构造函数g(x)=
f(x)
x +C(x≠0,C 为常数);

④
  

已知xf'(x)+nf(x)=0,可构造函数g(x)=xnf(x)+C(C 为常数);

⑤
 

已知xf'(x)-nf(x)=0,可构造函数g(x)=
f(x)
xn +C(x≠0,C 为常数);

⑥
 

已知f'(x)+f(x)=0,可构造函数g(x)=exf(x)+C(C 为常数);

⑦
 

已知f'(x)-f(x)=
 

0,可构造函数g(x)=
f(x)
ex

+C(C 为常数);

⑧
 

已知f'(x)+kf(x)=0,可构造函数g(x)=ekxf(x)+C(C 为常数).

⑨
 

已知f(x)+f'(x)tan
 

x=0,可构造函数g(x)=f(x)sinx+C(C 为常数);

⑩
 

已知f'(x)-f(x)tan
 

x=0,可构造函数g(x)=f(x)cosx+C(C 为常数).

【练习1-15】
 

已知函数f(x)的定义域为(0,+∞),其导函数为f'(x).若2f(x)=

11
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xf'(x),且f(1)=2,则f(x)= .
【练习1-16】

  

设函数f(x)的导函数为f'(x),若f(0)=1,且3f(x)=f'(x)-3,则

4f(x)>f'(x)的解集是(  ).

A.
   ln4
3
,+∞   B.

  ln2
3
,+∞  

C.
  3
2
,+∞  D.

  e
3
,+∞  
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1.3 导数在研究函数中的应用

1.3.1 函数的单调性与导数

一、内容提要

函数的单调性与其导数的正负之间的关系

若在区间(a,b)内,f'(x)>0,则函数f(x)在此区间内单调递增;

若在区间(a,b)内,f'(x)<0,则函数f(x)在此区间内单调递减;

若在区间(a,b)内,f'(x)≡0,则函数f(x)在此区间内为常数函数.

二、释疑解惑

【问题1-8】
 

如何利用导数工具确定函数f(x)的单调区间?

答:第一步:确定f(x)的定义域D;
 

第二步:计算f(x)的导函数f'(x);

第三步:解不等式———将f'(x)>0的解集与定义域D 求交集,即得f(x)的单调递增区

间,将f'(x)<0的解集与定义域D 求交集,即得f(x)的单调递减区间.
【问题1-9】

 

“在区间(a,b)内,f'(x)>0”是“函数f(x)在(a,b)内单调递增”的充分不必

要条件还是充要条件?

答:“在区间(a,b)内,f'(x)>0”是“函数f(x)在(a,b)内单调递增”的充分不必要条件.
必要性不成立的一个直接的例证就是f(x)=x3.它在整个定义域 R上单调递增,但在 R上,

f'(x)≥0.
同理,“在区间(a,b)内,f'(x)<0”是“函数f(x)在(a,b)内单调递减”的充分不必要

条件.
那么,“在区间(a,b)内,f'(x)≥0”是“函数f(x)在(a,b)内单调递增”的什么条件?

若函数f(x)在(a,b)内单调递增,则在区间(a,b)内,f'(x)≥0,比如y=x3.但在区间

(a,b)内,f'(x)≥0,并不确保函数f(x)在(a,b)内单调递增,比如常数函数.故“在区间

(a,b)内,f'(x)≥0”是“函数f(x)在(a,b)内单调递增”的必要不充分条件.

三、典型例题

【例1-9】
   

(1)
 

函数f(x)=
1+x
1-xe

-4x 的单调递增区间为 .

(2)
   

已知函数f(x)的定义域为[-1,5],部分对应值如下.
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x -1 0 4 5

f(x) 1 2 2 1

2�1 4 5 x

y

O

 图1-4

f(x)的导函数y=f'(x)的图像如图1-4所示.下列关于

f(x)的命题:

①
 

函数f(x)是周期函数;

②
 

函数f(x)在[0,2]上是减函数;

③
 

如果当x∈[-1,t]时,f(x)的最大值是2,那么t的最大

值为4;

④
 

函数y=f(x)-a 的零点个数可能为0,1,2,3,4个.
其中正确命题的序号是 .

��

  

(1)
 

准确计算f'(x),然后解不等式f'(x)>0即可,但要注意定义域;

(2)
   

根据导函数图像,确定f'(x)何时为正,何时为负,从而找到函数f(x)的单调区间.
再根据列表中给出的特殊点的函数值(注意f(2)的值不确定),绘制出函数f(x)的大致图像

(如图1-5所示),从而逐一判断各命题的正误.

【答案】
   

(1)
  

-∞,-
2
2  , 22,1  ,(1,+∞);(2) 

②④.

【解析】
  

(1)
 

f'(x)=
2(2x2-1)
(1-x)2

e-4x(x≠1).
 

f'(x)>0→2x2-1>0且x≠1.

解得x<-
2
2

或x>
2
2

且x≠1.

故函数f(x)的单调递增区间为 -∞,-
2
2  , 22,1  ,(1,+∞).

(2)
   

①显然为假命题;②为真命题.因为在[0,2]上导函数≤0,所以原函数单调递减;

③为假命题.当t=5,也满足x∈[-1,t]时,f(x)的最大值是2;

④为真命题.当a>2时,有0个零点;当a=2时,有2个零点;当a=f(2)<1时,有1个

零点;当1<a=f(2)<2时,有3个零点;当f(2)<a<2时,有4个零点.

1 2 3 4 5�1�2

y

x

y�1

y�2

O 1 2 3 4 5�1�2

y

x

y�1

y�2

O

图1-5

&A

   

(1)在求解函数的单调区间时,要注意两个细节:①单调区间是定义域的子区间,故

务必首先考虑定义域;②即使函数有多个单调递增(减)区间,也不要轻易使用并集符号!
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(2)要熟练掌握导数的正负与原函数单调性的关系.根据函数的单调性及特殊点的函数值等其

他性质绘制函数草图,是解决导数题目的基本功底.

【练习1-17】
 

函数f(x)=x+
3
x+2lnx

的单调递减区间是 .

y

xO

 图1-6

【练习1-18】
  

已知函数f(x)的定义域为 R,其导函数f'(x)的

图像如图1-6所示,则对于任意x1,x2∈R(x1≠x2),下列结论正确

的是 .(填序号)

①
 

f(x)<0恒成立;
 

②
 

(x1-x2)[f(x1)-f(x2)]<0;

③
 

(x1-x2)[f(x1)-f(x2)]>0;

④
 

f
x1+x2

2  >f(x1)+f(x2)
2

;

⑤
 

f
x1+x2

2  <f(x1)+f(x2)
2 .

【例1-10】
    

讨论函数f(x)=ax-(2a+1)lnx-
2
x
(a∈R)的单调性.

��

  

直接对f(x)进行求导,然后讨论f'(x)的符号即可.讨论时要综合考虑函数定义

域、二次项系数以及两根大小等因素.

【解析】
 

函数的定义域为(0,+∞),f'(x)=a-
2a+1

x +
2
x2=

(ax-1)(x-2)
x2 .

①
 

当a≤0时,ax-1<0,
 

当x∈(0,2)时,f'(x)>0,此时函数f(x)单调递增;当x∈
(2,+∞)时,f'(x)<0,此时函数f(x)单调递减;

②
 

当a=
1
2

时,f'(x)=
(x-2)2

2x2 ≥0,此时函数f(x)在(0,+∞)上单调递增;

③
 

当a>
1
2
,x∈ 0,

1
a  ∪(2,+∞)时,f'(x)>0,此时函数f(x)的单调递增区间为

0,
1
a  ,(2,+∞);当x∈ 1

a
,2  时,f'(x)<0,此时函数f(x)单调递减.

④
  

当0<a<
1
2
,x∈(0,2)∪ 1

a
,+∞  时,f'(x)>0,此时函数f(x)的单调递增区间为

(0,2),1a
,+∞  ;当x∈ 2,

1
a  时,f'(x)<0,此时函数f(x)单调递减.

综上所述,当a≤0时,函数f(x)在(0,2)上单调递增,在(2,+∞)上单调递减;

当a=
1
2

时,函数f(x)在(0,+∞)上单调递增;

当a>
1
2

时,函数f(x)在 0,
1
a  ,(2,+∞)上单调递增,在 1

a
,2  上单调递减;
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当0<a<
1
2

时,函数f(x)在(0,2),
1
a
,+∞  上单调递增,在 2,

1
a  上单调递减.

&A

   

求函数f(x)的单调区间,本质是求不等式f'(x)>0或f'(x)<0的解.当函数的

解析式中含有参数时,往往需要对参数进行讨论以确定单调区间.最常见的情形就是将问题化

归为含参二次型不等式的讨论,这时一般需要考虑如下情形:(1)函数的定义域;(2)方程

f'(x)=0是否有根;(3)二次项系数是正? 是负? 还是零? (4)方程f'(x)=0根的大小.

【练习1-19】
 

讨论函数f(x)=xex-
3
2ax

2-3ax 的单调性.

【练习1-20】
  

讨论函数h(x)=lnx-
1
2ax

2-2x 的单调性.

【例1-11】
    

已知函数f(x)=
1
2x

2+lnx+(a-e)x 在 1
2
,+∞  上是增函数,则实数a 的

取值范围是 .

��

   

已知函数f(x)在
1
2
,+∞  上是增函数,则f'(x)≥0在 1

2
,+∞  上恒成立,且

f'(x)在
1
2
,+∞  的任何一个子区间上不恒为0,然后使用参变分离的手段进行求解.

【答案】
 

[e-2,+∞).

【解析】
  

因为f(x)=
1
2x

2+lnx+(a-e)x 在 1
2
,+∞  上是增函数,

所以
 

f'(x)=x+
1
x+a-e≥0x>

1
2  恒成立,所以

 

-a+e≤ x+
1
x  min.

由基本不等式得x+
1
x≥2

当且仅当x=
1
x
,即x=1时取等号  .

所以
 

x+
1
x  min=2,所以

 

-a+e≤2,解得a≥e-2.

&A

    

已知函数f(x)在区间D 上单调递增(或单调递减),求参数的取值范围,这类题目

的本质是不等式的恒成立问题.需要注意的地方是,应转化为不等式f'(x)≥0恒成立(单调

递增)或f'(x)≤0恒成立(单调递减),这里不能忘记等号! 当然,如果f(x)的单调区间易于

求出,我们也可以将D 转化为单调区间的子集,利用集合的包含关系求解.

【练习1-21】
 

对任意x1,x2∈[2,+∞),当x1<x2 时,恒有e
ax22-ax

2
1<

x1

x2
,则实数a 的取值

范围为 .

【练习1-22】
  

若函数f(x)=
x3

3-
a
2x

2+4x+1在区间(1,4)上不单调,则实数a 的取值

范围是 .
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【例1-12】
    

若0<x<1,则
ln3+1
3

,x
2+1
ex

2 ,
x+1
ex

的大小关系是(  ).

A.
   x2+1
ex

2 >
ln3+1
3 >

x+1
ex

 

B.
   x2+1
ex

2 >
x+1
ex
>
ln3+1
3

 

C.
   ln3+1
3 >

x+1
ex
>
x2+1
ex

2 D.
  ln3+1
3 >

x2+1
ex

2 >
x+1
ex

��

  

ln3+1
3 =

ln3+1
eln3

,故根据表达式的结构,可以构造函数f(x)=
x+1
ex
,从而将问题

转化为研究函数f(x)的单调性.
【答案】

 

B.
 

【解析】
  

设f(x)=
x+1
ex
,则f'(x)=

-x
ex

.令f'(x)>0,得x<0;令f'(x)<0,得x>0.

则f(x)在(-∞,0)上单调递增,在(0,+∞)上单调递减.若0<x<1,则0<x2<x<1<ln3,

因此f(x2)>f(x)>f(ln3),即
x2+1
ex

2 >
x+1
ex
>
ln3+1
3 .

 

&A

   

例1-12的关键是将
ln3+1
3

进行变形,使得三个式子具备相同的结构特征,从而构

造函数f(x)=
x+1
ex
,然后用f(x)的单调性来比较大小.构造是一种很重要的解题方法,请同

学们认真体会.

【练习1-23】
 

若对任意的x1,x2∈(m,+∞),当x1<x2 时,都有
lnx1-lnx2

x1-x2
>
3

x1x2
,则m

的最小值是 .

【练习1-24】
  

(多选题)若0<b<a<
π
2
,则下列不等关系中一定正确的是(  ).

A.
   

eb+
1
ea
+2a>ea+

1
eb
+2b B.

  

bea-eb>aeb-ea

C.
  

asinb+b<bsina+a
 

D.
 

ba<ab
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1.3.2 函数的极值与导数

一、内容提要

1.
  

函数的极值与极值点的概念

设函数f(x)在区间(a,b)内有定义,x0 是区间(a,b)内的一个点.若点x0 附近的函数值

都小于或等于f(x0),则称函数f(x0)是函数y=f(x)的一个极大值,称x0 为f(x)的一个

极大值点;若点x0 附近的函数值都大于或等于f(x0),则称函数f(x0)是函数y=f(x)的一

个极小值,称x0 为f(x)的一个极小值点.
函数极大值和极小值统称为极值,极大值点和极小值点统称为极值点.

2.
  

利用导数求函数f(x)极值的步骤

(1)
   

求导数f'(x);

(2)
   

求f(x)的驻点,即求方程f'(x)=0的根;

(3)
   

对方程f'(x)=0的每一个根x0,分析f'(x)在x0 左右两侧的符号,确定极值

点———若f'(x)在x0 两侧的符号为“左正右负”,则x0 为极大值点;若f'(x)在x0 两侧的符

号为“左负右正”,则x0 为极小值点.
(4)

  

求出各极值点的函数值,就得到函数f(x)的全部极值.

二、释疑解惑

【问题1-10】
 

函数的极值与极值点的概念有何区别?

答:函数的极值是指满足相关条件的函数值,而极值点是取极值时的自变量.比如,函数

f(x)=x3-3x 的极大值点为x=-1,极大值为f(-1)=2,极小值点为x=1,极小值为

f(1)=-2.
【问题1-11】

 

函数的极值与最值有何区别?

答:①
 

函数的极值是一个局部概念,而最值是整体概念———设x0 是区间(a,b)内一点,在

区间(a,b)内,只要存在一个包含x0 的区间(x0-δ,x0+δ)(δ>0),使得∀x∈(x0-δ,x0+

δ)\{x0},f(x)<f(x0)(或f(x)>f(x0)),则f(x0)是函数y=f(x)的一个极大值(极小

值).若f(x0)是函数y=f(x)在区间(a,b)内的最大值(最小值),则应满足∀x∈(a,b),

f(x)≤f(x0)(或f(x)≥f(x0)).

②
  

在一个给定的区间上,函数f(x)可能没有极大(小)值,也可能有很多个极大(小)值;

在一个给定的区间上,函数f(x)可能没有最大(小)值,若存在,则只能是一个确定的最大

(小)值.

③
  

在一个给定的区间上,若函数f(x)同时存在最大值和最小值,则函数的最大值一定大

于或等于其最小值;在一个给定的区间上,若函数f(x)同时存在极大值和极小值,则函数的
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极大值不一定大于其极小值.

④
   

函数的极值点一定不能取区间端点,但最值可以在端点处达到.

⑤
 

函数的极大(小)值不一定是最大(小)值,最大(小)值也不一定是极大(小)值.
【问题1-12】

 

“f'(x0)=0”与“x0 为函数f(x)的极值点”有何关系?

答:首先,由f'(x0)=0不能推出x0 为函数f(x)的极值点.比如,对于三次函数f(x)=

x3,f'(0)=0,但x=0不是极值点.
其次,对一般函数而言,若x0 为函数f(x)的极值点,也不一定有f'(x0)=0.比如,对于

函数f(x)= x ,x=0是其极小值点,但f(x)在x=0处的导数不存在.
对可导函数f(x)而言,若x0 为函数f(x)的极值点,则必有f'(x0)=0.
综上所述,若函数f(x)为可导函数,则“f'(x0)=0”是“x0 为函数f(x)的极值点”的必

要不充分条件.
【问题1-13】

 

如何用二阶导数的符号来判断函数的极值?

答:对二阶可导的函数而言,若f'(x0)=0,且f″(x0)>0,则x0 为极小值点,若f'(x0)

=0,且f″(x0)<0,则x0 为极大值点.

三、典型例题

【例1-13】
    

已知函数f(x)=x3+3mx2+nx+m2 在x=-1处取得极值0,则 m+

n= .

��

  

先求出导函数f'(x),然后由极值点和极值求出参数m,n,即可得解.但要注意检

验m,n 的取值是否符合x=-1为极值点的定义.
【答案】

   

11.

【解析】
   

f'(x)=3x2+6mx+n,则
f'(-1)=0,

f(-1)=0, 即
3-6m+n=0,

-1+3m-n+m2=0, 
解得

m=1,

n=3, 或
m=2,

n=9. 
当

m=1,

n=3 时,f'(x)=3x2+6x+3=3(x+1)2≥0,不符合题意,舍去;

当
m=2,

n=9 时,f'(x)=3x2+12x+9=3(x+3)(x+1).

令f'(x)>0,得x<-3或x>-1;令f'(x)<0,得-3<x<-1.
所以f(x)在(-∞,-3),(-1,+∞)上单调递增,在(-3,-1)上单调递减,符合题意.
故m+n=2+9=11.

&A

   

例1-13是一道易错题,需要同学们正确理解“f'(x0)=0”与“x0 为函数f(x)的极

值点”的关系.对可导函数f(x)而言,“f'(x0)=0”为“x0 为函数f(x)的极值点”的必要不充

分条件,故此题在根据f'(-1)=0建立相关方程解出m,n 的值后,务必要注意验证充分性.
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【练习1-25】
 

若x=-2是函数f(x)=(x2+ax-1)ex-1 的极值点,则f(x)=(x2+

ax-1)ex-1 的极小值为(  ).

A.
   

-1
 

B.
  

-2e-3
 

C.
  

5e-3
 

D.
  

1
y

x1 2�2 O

 图1-7

【练习1-26】
  

(多选题)设函数y=f(x)在 R上可导,其导函数为

y=f'(x),且函数y=(1-x)f'(x)的图像如图1-7所示,则下列结论

中一定成立的是(  ).

A.
   

函数y=f(x)在(-∞,-2)上递减,在(2,+∞)上递减

B.
  

函数y=f(x)在(-∞,-2)上递增,在(2,+∞)上递增

C.
  

函数y=f(x)有极大值f(2)和极小值f(-2)

D.
  

函数y=f(x)有极大值f(-2)和极小值f(2)

【例1-14】
     

(多选题)已知m≠0,若函数f(x)=m(x+m)2(x+n)在x=-m 处取得极小

值,则下列结论中正确的是(  ).

A.
   

当m>0时,n>m B.
  

当m<0时,n>m

C.
  

m2>mn D.
  

n2>mn

��

  

f(x)的导函数f'(x)为 一 个 二 次 函 数,f(x)的 两 个 驻 点 为x=-m 和x=

-
m+2n
3 .根据极小值的判定条件(导函数的符号“左负右正”),结合二次函数的图像(此处主

要是考虑开口方向),即可判定选项 A,B的正误.最后利用不等式的性质判定选项C,D的

正误.
【答案】

    

A,D.
【解析】

   

函数f(x)=m(x+m)2(x+n)的定义域为(-∞,+∞),

且f'(x)=m[2(x+m)(x+n)+(x+m)2]=m(x+m)(3x+m+2n).

令f'(x)=0,得x=-m 或x=-
m+2n
3 .

要使函数f(x)在x=-m 处取得极小值,需要在x=-m 处的左侧邻近区域f'(x)<0,

在x=-m 处的右侧邻近区域f'(x)>0.

对于选项A,当m>0时,f'(x)的图像为开口向上的抛物线,则需要-
m+2n
3 <-m,解

得0<m<n,故选项A成立;

对于选项B,当m<0时,f'(x)的图像为开口向下的抛物线,则需要-
m+2n
3 >-m,解

得n<m<0,故选项B不成立;

对于选项C,当0<m<n 时,m2<mn;当n<m<0时,mn>m2,故选项C不成立;

对于选项D,当0<m<n 时,mn<n2;当n<m<0时,n2>mn,故选项D成立.

&A

   

x=x0 是可导函数f(x)的极大(小)值点,除了满足f'(x0)=0外,还要求在x=x0
的左侧邻近区域f'(x)>0(f'(x)<0),且在x=x0 的右侧邻近区域f'(x)<0(f'(x)>0).
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当然,例1-14也可以用二阶导数来解———由题意:f'(m)=0,f″(m)>0.

【练习1-27】
 

设函数f(x)=x3+3ax2+3(a+2)x+1存在极值,
 

则实数a 的取值范围是

.
【练习1-28】

  

若函数f(x)=ex(sinx-a)在区间(0,π)上存在极值,则实数a 的取值范围

是 .

【例1-15】
    

已知a>0,函数f(x)=2ax3-3(a2+1)x2+6ax-2.
(1)

   

求函数f(x)的极值点;

(2)
   

若f(x)在R上仅有一个零点,求a 的取值范围.

��

  

(1)
 

对函数f(x)的两个驻点的大小进行讨论,从而确定f(x)的单调区间,进而根

据极值点的概念判断谁是极大值点,谁是极小值点;(2)
 

将条件转换为f(x)的图像与x 轴只

有一个交点,然后通过控制函数极值的正负来研究f(x)的图像与x 轴的交点个数.
【解析】

  

(1)
 

f'(x)=6ax2-6(a2+1)x+6a=6(x-a)(ax-1),当f'(x)=0时,x=a

或x=
1
a.

①
  

当a=1时,1
a=a=1

,所以f'(x)≥0,从而f(x)在R上单调递增,此时f(x)不存在

极值点.

②
  

当0<a<1时,1
a >a,所以x<a 或x>

1
a

时,f'(x)>0,f(x)在(-∞,a),

1
a
,+∞  上单调递增;当a<x<

1
a

时,f'(x)<0,f(x)在 a,
1
a  上单调递减.

故此时f(x)有唯一的极大值点x=a,有唯一的极小值点x=
1
a.

③
  

当a>1时,a>
1
a
,所以x<

1
a

或x>a 时,f'(x)>0,f(x)在 -∞,
1
a  ,(a,+∞)上

单调递增;当1
a<x<a

时,f'(x)<0,f(x)在
1
a
,a  上单调递减.

故此时f(x)有唯一的极小值点x=a,有唯一的极大值点x=
1
a.

(2)
   

由(1)的分析过程,可以绘制出函数f(x)的大致图像.结合图像可知,若f(x)在R上

仅有一个零点,a=1显然满足条件;当a≠1时,只需f(x)的极大值小于0或者f(x)的极小

值大于0
 

.

f(a)=-a4+3a2-2=(a2-1)(2-a2),f
1
a  =1-1a2.

由(1)得,当0<a<1时,f(a)<0,f
1
a  <0,所以f(x)仅在 1

a
,+∞  上有一个零点,

因此0<a<1时成立;
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当a=1时,f(1)=0,所以f(x)在R上仅有一个零点1;

当a>1时,f
1
a  >0,所以要满足题设,有f(a)>0,从而2-a2>0,解得1<a< 2,因

此1<a< 2时成立.

综上所述,满足题目条件的a 的取值范围是(0,2).

&A

   

讨论函数f(x)的极值(极值点)的情况,与研究函数f(x)的单调性基本一致.

1.3.1节中对单调区间含参讨论的方法和技巧是完全适用于研究函数极值的情形的.
对于三次函数g(x)而言,若其只有一个零点,则g(x)为单调函数,或者g(x)的极大值

小于0,或者g(x)的极小值大于0;

若其有两个零点,则g(x)的极大值等于0或者g(x)的极小值等于0;

若其有三个零点,则g(x)的极大值大于0且g(x)的极小值小于0.

【练习1-29】
 

已知过点(a,b)可以作函数f(x)=x3-x 的三条切线,如果a>0,那么a 和

b应该满足的关系是(  ).

A.
   

0<b<a3 B.
  

-
23
9 <b<a3-a

C.
  

-a<b<a3 D.
  

-a<b<a3-a
【练习1-30】

  

(多选题)已知a 为常数,函数f(x)=ex(x-aex)有两个极值点x1,x2(x1<

x2),则(  ).

A.
   

a 的取值范围是 0,
1
2  B.

  

a 的取值范围是 -∞,
1
2  

C.
  

f(x1)<0 D.
 

f(x2)>-
1
2

【例1-16】
    

已知函数f(x)=ln(ax+1)-2+
4

x+2
,其中a>0.

 

(1)
   

讨论f(x)在区间(0,+∞)上的极值点情况;

(2)
   

若f(x)存在两个极值点x1,x2,且f(x1)+f(x2)>0,求a 的取值范围.

��

  

(1)
 

讨论f(x)在区间(0,+∞)上的单调性,进而说明其极值点情况;(2)
 

利用极

值点x1,x2 满足的条件,将f(x1)+f(x2)转化为一个含a 的式子,然后用函数的观点来研究

a 的取值范围.

【解析】
   

(1)
  

f'(x)=
a

1+ax-
4

(x+2)2
=

ax2+4(a-1)
(1+ax)(x+2)2

,其中(1+ax)(x+2)2>0.

①
  

当a-1≥0,即a≥1时,f'(x)≥0恒成立,则函数f(x)在区间(0,+∞)上单调递增,

f(x)在区间(0,+∞)上无极值;

②
  

当0<a<1时,由f'(x)=0,得x=±
2 a(1-a)

a .
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当x∈ 0,
2 a(1-a)

a  时,f'(x)<0,当x∈ 2 a(1-a)
a

,+∞  时,f'(x)>0.

故函数f(x)在区间(0,+∞)上存在唯一极值点x=
2 a(1-a)

a
,且为极小值点.

(2)
   

由(1)知,当 0<a<1 时 才 可 能 出 现 两 个 极 值 点 x1,x2,且 极 值 点 只 可 能

是x=±
2 a(1-a)

a .

考虑到定义域的要求,-
2 a(1-a)

a >-
1
a

且-
2 a(1-a)

a
≠-2,解得a≠

1
2.

记x1=-
2 a(1-a)

a
,x2=

2 a(1-a)
a

,则x1+x2=0,x1x2=
4(a-1)

a .

而f(x1)+f(x2)=ln(1+ax1)+
4

x1+2
+ln(1+ax2)+

4
x2+2

-4

=ln[1+a(x1+x2)+a2x1x2]+
4(x1+x2+4)

x1x2+2(x1+x2)+4
-4=ln(2a-1)2+

2
2a-1-2.

令t=2a-1,h(t)=lnt2+
2
t-2.

①
 

当0<a<
1
2

时,-1<t<0,此时h(t)=2ln(-t)+
2
t-2

,h'(t)=
2
t-

2
t2
<0,所以函

数h(t)在(-1,0)上单调递减,则h(t)<h(-1)=-4<0,即φ(x1)+φ(x2)>0,不符合

题意;

②
  

当1
2<a<1

时,0<t<1,此时h(t)=2lnt+
2
t-2

,h'(t)=
2
t-

2
t2
=
2(t-1)

t2
<0,所以

函数h(t)在(0,1)上单调递减,则h(t)>h(1)=0,即φ(x1)+φ(x2)>0成立.

综上所述,a 的取值范围是 1
2
,1  .

&A

    

对“f(x1)+f(x2)>0”这样的含两个变元的表达式的处理方法,通常是将其转化

为单一变量的表达式进行研究.常见的转化方法包括消元、换元等.

【练习1-31】
 

设函数f(x)=(x-1)3-ax-b,其中a,b∈R.
(1)

   

求f(x)的单调区间;

(2)
   

若f(x)存在极值点x0,且f(x1)=f(x0),其中x1≠x0,求证:x1+2x0=3.

【练习1-32】
  

已知f(x)=
1
2x

2-4x+alnx.

(1)
   

若函数f(x)在区间(0,+∞)上单调递增,求实数a 的取值范围;

(2)
   

若函数f(x)有两个极值点x1,x2,证明:f(x1)+f(x2)>-10+lna.
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1.3.3 三次函数的性质:单调区间和极值

一、内容提要

1.
  

三次函数的单调区间和极值

设F(x)=ax3+bx2+cx+d(a≠0),其导函数F'(x)=3ax2+2bx+c(a≠0).记Δ=
(2b)2-4×3ac=4(b2-3ac).

情形1:Δ≤0.
若a>0,则F'(x)≥0恒成立,F(x)在R上单调递增,无极值;

若a<0,则F'(x)≤0恒成立,F(x)在R上单调递减,无极值.
情形2:Δ>0,函数F'(x)有两个零点,记为u,v,不妨设u<v.
若a>0,则F'(x)>0⇒x>v 或x<u,F'(x)<0⇒u<x<v,故F(x)在(-∞,u),

(v,+∞)上单调递增,在(u,v)上单调递减.
此时F(x)在x=u 处取得极大值,在x=v 处取得极小值.
若a<0,则F'(x)>0⇒u<x<v,F'(x)<0⇒x>v 或x<u,故F(x)在(u,v)上单调递

增,在(-∞,u),(v,+∞)上单调递减.
此时F(x)在x=v 处取得极大值,在x=u 处取得极小值.

2.
 

求函数y=f(x)在闭区间[a,b]上的最值的步骤

(1)
   

求导数f'(x),并求方程f'(x)=0的根;

(2)
   

求函数y=f(x)在区间(a,b)内的极值;

(3)
   

计算函数y=f(x)在端点处的函数值f(a),f(b);

(4)
  

将函数y=f(x)的各极值与f(a),f(b)比较,其中最大者就是最大值,最小者就是

最小值.

二、释疑解惑

【问题1-14】
 

从单调性的角度,我们可以将三次函数的图像划分为四种类型.你能绘制出

这四种类型的函数图像的草图吗?

答:四种类型的函数图像的草图如图1-8所示.

x�x0 x�x0
x�x1 x�x1x�x2 x�x2

图1-8
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