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2023 年上半年，科技领域的主旋律是 AIGC，ChatGPT 和 Diffusion 模型正在颠覆着

学术领域与商业领域的范式。基于大模型的自然语言、图像、视频、音频等模态的生成

技术日益成熟，下一步自然是 3D 生成。这里，我们力图分析图像和 3D 曲面生成模型背

后的数学原理，以及潜在的工程挑战。 

数学领域的氛围比较谦逊低调，很多数学家皓首穷经、呕心沥血所写的专著往往命

名为《某领域入门》《某领域导引》；而计算机科学界与商业紧密联系，计算机科学家们

所发的论文标题非常霸气，例如近期爆火的“Attention is All You Need”[1]，“Segment 

Anything”[2]，俾睨天下，舍我其谁！这里，我们用基础数学理论来分析一下，为了“Generate 

Anything”，究竟哪些数学理论工具是“All You Need”。 

1  传统图像处理方法 

在计算机视觉和图像处理领域中，图像分割一直是经典的核心问题之一。图像分割

的目的在于将图像中的物体和背景分割开来。早期基于滤波方法进行边缘检测，提取轮

廓线[3-4]。滤波方法只用到每个像素的邻域信息，缺乏全局观念。 

1.1  变分方法  

Mumford-Shah[5]基于全局观点，提出能量优化方法进行图像分割。令 为一幅图像

的定义域，图像的灰度值为函数 : [0,1]g   ，图像分割就是将 分解成不交并 

 1 2 1, ( )n nK K          ∪ ∪ ∪ ∪ ∪∩  

使得 g 在每一个 i 内部光滑变化，g 在不同区域的边界 K 处间断。图像分割等价于寻求
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一个分片光滑函数 :u R  ，使得下面的Mumford-Shah 能量达到极小： 

 2 2 2

\
( , ) : ( ) d | | | |

K
E u K u g x u K

 
     ▽  

这种方法将图像分割归结为能量变分问题，传统的偏微分方程理论可以被借鉴过来，从而

发展出了水平集（level-set）方法[6-8]。 

1.2  马尔可夫随机场  

另外一种马尔可夫随机场[9]观点来自统计物理。我们将图像视为二维格子，每个像

素代表一个格点。每个像素赋予一个标识，0 代表背景，1 代表前景，这个标识可以被看

成是二值的随机变量。所有像素的随机变量构成一个马尔可夫随机场，每个随机场被

赋予一个能量。与物理中相变的 Ising 模型[10]类似，整体能量分解成每个像素灰度与前

景、背景灰度的距离，每两个相邻像素标号间的距离[11]为 

 
,

( ) | |i i ij i j
i i j

E c d        

如果能量是 submodular（某种凸性的离散推广），那么 Markov 随机场的优化问题等价于

传统图论中的最大流与最小割问题[12]。这样我们将连续函数变分转化为离散随机场变

分。这两种方法都是将一张图像视为一个整体，而非只囿于每个像素的邻域，从而求取

整体最优解。 

2  图像生成算法 

2.1  图像空间  

深度学习方法进一步扩展了研究视野，它将一张图像视为一个点，而将所有的（同

类）图像视为一个整体进行研究，从而更加接近人脑的计算模式。首先，一张 n n 的彩色

图片可以看成是一个 23n 维的向量，所有可能的图像集合构成所谓的图像空间， 

 
23: { : 0 1}n

iI x R x  ≤ ≤  

I 中的任意一个点都是一张图像，但是绝大多数是随机噪声图像，对于人类而言没有太

大意义。人脑中的每个自然概念，比如人脸的概念，对应着图像空间中的一个稠密点云，

这个点云集中在某个子流形 S I 附近。同时人脸图像数据在这个子流形上的分布并不

均匀，这个子流形上的概率分布  也具有根本的重要性。例如，自然界中几乎所有人的

双瞳都是同样颜色的，具有异色双瞳的人脸的确存在，但是测度为零。深度学习的核心
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任务[14]就是学习不同概念对应的数据流形结构 S ，以及其上面的数据测度分布 ，如图 1

所示。 

 
图 1  图像生成模型的框图[13] 

2.2  稠密采样 

那么，实际上如何来获取这个子流形 S 的信息呢？自然是通过离散采样，即通过从

Internet 上收集人脸图像，我们得到了 S 上的大量的采样点 1 2: { , , , }kP p p p  。我们可以

计算点集 P 在
23nR 中的 Delaunay 三角剖分，得到一个分片线性的多面体流形 S [15]。根据

几何逼近理论，如果任意两个样本的距离大于 ，而流形 S 上任意一个半径为  的测地

球内，都至少有一个采样点，这样的采样被称为 ( , )  采样。如果 nP 是一系列 ( , )n n  采

样，那么在不同度量的意义下，多面体流形 nS 会收敛到初始流形 S 上。这里的收敛包括

拓扑收敛、Hausdorff 距离收敛、黎曼度量收敛、曲率收敛、Laplace-Beltrami 算子收敛[16]

等。当然，目前的深度学习算法还没有达到如此理论严谨的程度，相信随着学科的成熟，

这些收敛性会被逐步验证。这里涉及一个具有争议的问题：图像空间 I 是自然的，它包

括所有可能的 n n 彩色图像。但是从中挑选出有意义的采样 P 需要艺术家艰苦的创作，如

此得到的数据流形 S 的知识产权如何归属，目前全社会并没有达成共识。 

2.3  数据流形 

假设我们得到了数据流形的良好逼近，那么如何学习并表达流形的结构呢？经典流

形理论中自然是建立局部坐标系，得到图册，即寻找一组开集覆盖整个流形，S U ∪ ，

然后将每个开集U 映射到参数域 mR 的一个开集  上， :U    是拓扑同胚。

( , )U  被称为一个局部坐标系。对于U U ∩ 的区域，存在局部坐标变换 1
      。
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在深度学习中，  被称为隐空间，或者特征空间，  编码映射。编码映射将一幅图像

x U 编码到其特征向量，即隐变量 ( )x 。从特征恢复原来图像的映射 1 : U    被

称为解码映射。编码、解码映射由自动编码器（auto-encoder）、变分自动编码器[17]等来

计算，目前有很多算法计算类似映射，例如 t-SNE[18]，UMap[19]等。当然，目前研究局部

坐标变换  的算法不多，核心原因在于目前的研究还没有涉及数据流形 S 本身的全局拓

扑性质，只关注局部数据生成。 

这种整体数据流形的观点为图像压缩带来了范式改变。传统的图像压缩统计一幅图

像内部像素灰度值的分布，用 Huffman 编码，用较少的比特来编码密度大的灰度，从而达

到压缩效果；或者用 Fourier 变换，将时域信号变换到频域信号，通过低通滤波去掉高频

分量，而高频分量往往对应于图像噪声。应用数据流形观点，每幅图像是同类数据流形

中的一个点 x S ，我们只需要记录其特征向量 ( )x 即可，恢复原来图像等价于用解码

映射作用： 1( ( ))x x    。换言之，整个同类图像的先验知识都包含在编码  、解码映

射 1

 ，而这些映射被深度神经网络所万有逼近。因此，图像解压器包括解码映射对应

的深度网络，从图像特征向量恢复原始图像，这样就跳出了传统的图像压缩的理论框架。 

2.4  数据分布  

更进一步，如果我们也学会了图像流形上的分布  ，那么，也可以随机生成同类图

像。所谓“生成”，就是凭空想象，无中生有。在深度学习中，就是用计算机在单位球 D

内部产生一个伪随机采样点 y ，可以被视为在隐空间随机采样或者随机噪声，采样密度

通常是均匀分布，或者高斯分布 ，然后将这个随机噪声变换成  中的一点 ( )g y  ，这

里传输变换 : ( , ) ( , # )g D      将高斯分布变成了隐空间中的数据分布 #  ，通过

解码 1( ( ))g y  就得到数据流形 S 上的一点，同时计算机生成的随机噪声分布被映射成

数据流形上的初始分布  。由此可见，数据分布  被传输映射 g 和已知的高斯分布所隐

含地表达，而 g 最终由某个深度神经网络来逼近（图 2）。 

 
图 2  WGAN 模型的解释，判别器 D 计算数据分布与生成分布之间的 Wasserstein 距离， 

生成器 G 计算从白噪声到生成分布之间的传输映射 
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2.5  最优传输  

这里的关键是传输变换的计算，最优传输理论[20-22]为此奠定了坚实的理论基础。假

设给定两个带测度的欧氏区域 ( , )  和 *( , )  ，密度函数分别为 d ( ) ( )dx f x x  和

d ( ) ( )dy g y y  。我们可以将测度看成是某种化学试剂的浓度。一个映射 *:T   是

保持测度不变的，就是说映射 f 将液体的容器形状从 变成 * ，x 点映射到了 ( )y T x
点，并且这种变换保持质量，将浓度从 ( )df x x 变成了 ( )dg y y ，从而满足 Jacobian 方程： 

 
( )

( )d ( )d det ( )
( )

f x
f x x g y y DT x

g T x
  


 

即映射的 Jacobi 行列式值等于对应点密度之比。保测度的映射记为 #T   。假设给定传

输单位质量的代价函数 *:c R   , Monge 提出了最优传输问题，即在所有保测度的

映射中，求总传输代价最小者： 

 
#

min ( , ( ))d ( )
T

c x T x x
  



  

最优传输映射的总传输代价被定义为测度  和 之间的 Wasserstein 距离。Wasserstein 距

离在深度学习中用于测量两个测度之间的差异程度，应用于 WGAN 等生成模型[23]之中。

如果传输代价为欧氏距离的二次方 2( , ) 1 / 2 | |c x y x y  ，Brenier 定理断言存在一个定义

在 上的凸函数 :u R  ，称为 Brenier 势能函数，其梯度映射为最优传输映射T u▽
（图 3），这时由 Jacobian 方程，得到 Monge-Ampere 方程： 

 2 ( )
det ( )

( )

f x
D u x

g u x


▽
 

  

图 3  Brenier 定理：最优传输映射等于 Brenier 势能的梯度映射 
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满足自然边界条件 *( )u  ▽ 。强烈非线性的 Monge-Ampere 方程经常出现在凸微

分几何中，例如通过高斯曲率来重建凸曲面。我们可以应用几何变分方法来求解 Monge- 

Ampere 方程[15,24]。最优传输问题本身计算复杂度较高，如果 *  ，传输问题可以转

化成流场问题。假设给定 上的时变流场 ( , )p tv ，每个粒子的轨迹由常微分方程给出

( , ) ( , )t p t p t  v ，起点为 ( ,0)p p  。由此得到单参数族同胚 ( ) ( , )t p p t  。我们希望

设计流场，将  变换成 ，同时流场的总动能 

 
1 2

0
| ( , ) | d dp t p t

  v  

达到极小，这时所得的 1 就是 2L 距离下的最优传输映射。这种通过设计流场而计算传输

映射的生成模型就是深度学习中的流模型[25]。 

2.6  熵流-热扩散  

如果设计一个流场，使得密度函数的熵尽快增大，这时所得的流被称为熵流，系统

的演化过程被称为热力学扩散过程，密度函数满足常微分方程： 

 ( , ) ( , )t pf p t f p t    

如果限定密度函数的期望值和方差，则当时间趋向无穷的时候，目标测度 是正态分布

（高斯分布）。这时，每个粒子的轨迹 ( , )p t 是布朗运动（随机行走）。因此，如果能够模

拟布朗运动，就可以计算热扩散，而不需要显式地表达密度函数。根据郎之万动力学，

一个粒子在当前的点 p 处， p 是一幅图像，粒子在作布朗运动，下一步 t 后，粒子的位

置为 p p  ，这里 p 是一幅高斯噪声图像，满足正态分布，期望值为 0，方差为 t 。因

此，我们通过不停地添加噪声，就可以从任意一点 p S （一幅人脸图像）出发，通过模

拟布朗运动，求得扩散后的像 ( )p （噪声图像）。在整个扩散过程中，熵值单调递增。

这时，生成图像过程等价于任意采样图像空间 I ，得到一幅噪声图像 q I ，采样概率为

正态分布， 1( )q S
  即为生成的人脸图像。Diffusion 模型[26-27]的优点在于省略了编码、

解码步骤，减小了生成图像的失真，缺点在于这同时也增加了计算复杂度，同时热扩散

的逆映射 1
 计算困难。如果目标测度并非正态分布，则热扩散方法并不适用。 

3  3D 曲面生成算法 

当我们将图像的生成模型推广到 3D 曲面的生成模型时，所有的概念和算法都可以

直接推广，图像空间推广为形状空间，数据流形，数据分布，隐空间，编码、解码映射，
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隐空间分布，白噪声，传输映射。这里具有本质困难的是形状空间。 

一种简单粗暴的形状空间构造方式就是考虑所有单位立方体内的实体，实体表达成

Lego 积木，即表示成 3n 个体素[28]，每个体素的标号为 1 或者 0，所有标号为 1 的体素并

集代表实体。这种表达方式与人类认知模型相差甚远。人类只能通过视觉获取物体表面

信息，而对于实体内部无法直接感知。并且这种方式表达的形状，很多时候过于零碎，

同样的表面内部体结构可以非常不同，从而表达方式并不唯一。 

另外一种更接近现代拓扑几何的方式，更加简洁严密。首先，考虑所有物理世界中

的曲面 S ， S 嵌入三维欧氏空间中，具有诱导的欧氏度量 g。然后，将所有的这种曲面

依据拓扑进行分类，每张曲面的拓扑不变量最终归结为可定向性、亏格（环柄数目）和

边界数目，记为 ( , , )o g b 。接下来，将拓扑相同的曲面根据共形结构分类[29]：一张拓扑曲

面 S 上的两个黎曼度量 g1 与 g2 共形等价，当且仅当存在一个函数 : S R  ，使得 g2 = 

1
2e g 。依据单值化定理，在每个共形等价类中，存在一个黎曼度量 ĝ ，诱导常值高斯曲

率 K（图 4）。如果亏格为 0g  ， 1g  或者 1g  ，则相应的曲率 K 等于+1，0 或者–1。

这时曲面 S 为单位球面 2S 、欧氏平面 2E 和双曲平面 2H 的商空间。假设封闭曲面(S, g)
的亏格 1g  ，其基本群为 

 1 1 1( , ) , , , , | [ , ]g g i i iS q a b a b a b      

                 

        

图 4  曲面单值化 
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其单值化度量为双曲度量 ĝ = 2e  g，其万有覆盖空间的覆盖变换群（Fuchs 群）为 

 1 1Fuchs( ) , , , , | [ , ]g g i i iS           

这里 ,i i  是莫比乌斯变换，可以表示成矩阵 (2, )SL R ，因此为了表示 Fuchs( )S ，我们需

要 6 6g  个实参数。曲面的共形结构可以描绘成双曲基本多边形 2: /H  Fuchs( )S 。更

进一步，曲面（S, g）的黎曼度量可以由共形因子 : R   来表示，g = 2 ˆe g 。如果再

规定曲面的平均曲率 :H R  ，那么曲面的形状可以被确定下来（彼此相差一个欧氏

刚体变换）。平均曲率和共形因子满足所谓的 Gauss-Codezzi 方程。这意味着曲面的所有

信息可以表示为 

  : ,Hsatisfy Gauss CodazziS    

( , , )o g b 规定了曲面的拓扑、Fuchs 曲面的共形结构、曲面的黎曼度量、H 曲面在欧氏

空间中的嵌入。 S 是所有曲面构成的形状空间。 

物理世界的曲面可以通过 3D 扫描技术获取，工业中的几何构型可以由 CAD 软件手

工设计。将(S, g)转换成形状空间的表示已经有理论严密的计算方法。首先通过持续同调

的算法[30]，求取亏格 g 与边界数目b ，以及基本群的典范表示 

 1 1 1( , ) , , , , | [ , ]g g i i iS q a b a b a b      

然后应用曲面 Ricci 流算法[31]，计算单值化度量 

 
2 ( )

( , ) ( , )
(0)t

S
g p t K p t

A


    

这里 (0)A 是曲面初始时刻的总面积， ( )S 是曲面的欧拉示性数，由此得到共形因子。

根据单值化度量和曲面基本群，我们将基本群基底提升到万有覆盖空间，同伦变换成双

曲测地线，得到 Fuchs 群和基本多边形。曲面的平均曲率可以由微分几何方法求得。得

到形状空间之后，可以仿照图像生成模型来生成所有可能的曲面。 

4  未来展望 

虽然 3D 生成模型理论上比较清晰，但是真正实现依然有很多挑战。首先，我们需

要庞大的 3D 曲面训练集。一般头部的游戏公司、CAD 公司、生物测量可能有多年的储

备，可以提供高质量的 3D 数据训练集。其次，3D 数据需要进行前期处理，去除非流形

的组合结构和各种拓扑、几何噪声。曲面 Ricci 流强烈非线性，同时双曲 Ricci 流形需要

较高的数值精度，目前 GPU 只能支撑浮点数运算，数值精度尚达不到要求。 
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目前来看，Metaverse 市场对虚拟人需求比较高涨，3D 人脸曲面和人体曲面的生成

模型应该没有实质性的技术困难。随着 3D 扫描、生物测量和社会安全技术的普及，大

规模 3D 人脸数据集比较容易收集（图 5）。人脸拓扑相对简单，Ricci 流不需要用到双曲

几何，因此生成模型将会很快普及。而通用 3D 形状大模型则需要更长时间的发展，有

可能在游戏动漫领域首先取得突破。 

 
图 5  3D 人脸曲面生成，人脸曲面由平面上的共形因子和平均曲率函数所决定 
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