
曲线积分, 顾名思义, 与曲线密切相关. 对于平面曲线, 我们知道它有四种表达方式; 而空间曲线只有两
种表达方式, 分别总结如下:

平面曲线



显性表示: y = f(x), a ⩽ x ⩽ b 或 x = g(y), c ⩽ y ⩽ d.

参数方程表示: x = x(t), y = y(t), a ⩽ t ⩽ b.

极坐标方程表示: r = r(θ), α ⩽ θ ⩽ β.

隐性表示: F (x, y) = 0.

空间曲线


参数方程表示: x = x(t), y = y(t), z = z(t), a ⩽ t ⩽ b.

一般式表示:

 F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0
.

显然, 平面曲线与空间曲线的表达方式有一个共同之处, 就是它们都有参数方程表示. 这也是高等数学
中与曲线积分有关的计算公式基本上都用参数方程推导的缘由.

3.1 曲线的弧长

图 3-1

设空间曲线的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t), a ⩽ t ⩽ b.

首先, 我们利用经典的积分思想 “分割、近似求和与取极限” 来推导
出参数方程的弧长公式.

(1) 分割: 对区间 [a, b] 划分, 记为 a = t0 < t1 < · · · < tn = b,
得到这条曲线上 (见图3-1) 依次排列的 n + 1 个点 P0, P1, · · · , Pn, 其中
Pi = (x (ti) , y (ti) , z (ti)) , i = 1, 2, · · · , n.

(2) 近似求和: 利用线段 Pi−1Pi 的长度去近似 Ṗi−1Pi 的弧长, 求和可得

sn =

n∑
i=1

Pi−1Pi =

n∑
i=1

»
[x (ti)− x (ti−1)]

2
+ [y (ti)− y (ti−1)]

2
+ [z (ti)− z (ti−1)]

2.

若 x(t), y(t) 和 z(t) 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 中可导, 则由拉格朗日中值定理, 存在 ξi, ηi 和 ζi, 属于
(ti−1, ti), 满足

x (ti)− x (ti−1) = x′ (ξi)∆ti,



y (ti)− y (ti−1) = y′ (ηi)∆ti,

z (ti)− z (ti−1) = z′ (ζi)∆ti.

于是
n∑
i=1

Pi−1Pi =

n∑
i=1

»
[x′ (ξi)]

2
+ [y′ (ηi)]

2
+ [z′ (ζi)]

2
∆ti.

由于 ξi, ηi 和 ζi 一般不会相同, 上式还不是黎曼和
n∑
i=1

»
[x′ (αi)]

2
+ [y′ (αi)]

2
+ [z′ (αi)]

2
∆ti, αi ∈ (ti−1, ti) (3.1.1)

的形式, 但两者已相当接近了. 可以证明, 黎曼和 (3.1.1) 的极限值就是曲线的弧长.
对上述最后一个等式使用微分中值定理, 得

sn =

n∑
i=1

»
[x′(ai)]2 + [y′(ai)]2 + [z′(ai)]2 ∆ti,

其中 ai ∈ (ti−1, ti),∆ti 是 Pi−1Pi 的长度.
(3) 取极限:

s = lim
n→∞

sn =

∫ b
a

»
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 dt.

将上述讨论总结如下:

【知识点 3.1】 若曲线由参数方程 x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [a, b] 决定, 则其弧长为

s =

∫ b
a

»
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 dt. (3.1.2)

下面我们给出平面曲线在不同表达方式下的弧长公式.
(1) 显性表示: 若曲线 L 在直角坐标系下的方程为 y = f(x), x ∈ [a, b], 则可以将其转化为参数方程, 即

x = t, y = f(t), t ∈ [a, b], 所以

s =

∫ b
a

»
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt =

∫ b
a

»
1 + [f ′(t)]2 dt =

∫ b
a

»
1 + [f ′(x)]2 dx.

(2) 极坐标表示: 若曲线 L 在极坐标系下的方程为 r = r(θ), θ ∈ [α, β], 则可以将其转化为参数方程, 即
x = r(θ) cos θ, y = r(θ) sin θ, θ ∈ [α, β], 因此 x′(θ) = r′(θ) cos θ − r(θ) sin θ

y′(θ) = r′(θ) sin θ + r(θ) cos θ
⇒ [x′(θ)]

2
+ [y′(θ)]

2
= [r(θ)]2 + [r′(θ)]

2 .

故

s =

∫β
α

»
[r(θ)]2 + [r′(θ)]

2dθ.

(3) 参数方程表示: 若曲线 L 的参数方程为 x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b], 则

s =

∫ b
a

»
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt.
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【例 3.1】 (2019 数二 12) 曲线 y = ln cosx
(
0 ⩽ x ⩽ π

6

)
的弧长为 .

【解析】 由弧长计算公式可得

s =

∫ π
6

0

√
1 + y′2 dx =

∫ π
6

0

√
1 + tan2 x dx =

∫ π
6

0

secx dx =

∫ π
6

0

1

cos2 x d sinx

=

∫ π
6

0

1

1− sin2 x
d sinx =

∫ 1
2

0

1

1− u2
du =

∫ 1
2

0

[
1

2(1 + u)
+

1

2(1− u)

]
du

=
1

2
ln(1 + u)− ln(1− u)

∣∣∣∣ 12
0

=
1

2

[
ln 3

2
− ln 1

2

]
=

ln 3

2
.

【例 3.2】 (1996 数一 3) 求心形线 r = a(1 + cos θ) 的全长, 其中 a > 0 是常数.

【解析】 由极坐标系下的弧微分公式, 得

s =

∫2π
0

»
r2(θ) + [r′(θ)]2dθ = a

∫2π
0

»
(1 + cos θ)2 + sin2 θdθ = a

∫2π
0

»
2(cos θ + 1)dθ

= 2a

∫2π
0

∣∣∣∣cos θ
2

∣∣∣∣dθ = 2a

(∫π
0

cos θ
2

dθ −
∫2π
π

cos θ
2

dθ
)

= 8a.

【例 3.3】 (1995 数二 12) 求摆线

 x = 1− cos t
y = t− sin t

(0 ⩽ t ⩽ 2π) 的弧长.

【解析】 由参数方程的弧微分公式, 得

s =

∫2π
0

»
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt =

∫2π
0

»
2(1− cos t)dt dt = 2

∫2π
0

…
sin2 t

2
dt

= 2

∫2π
0

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣dt = 2

∫2π
0

sin t

2
dt = −4 cos t

2

∣∣∣∣2π
0

= 8.

我们发现能求弧长的曲线很多, 但是这些曲线里面没有椭圆, 原因很简单, 没有椭圆周长的公式. 椭圆
周长不能用初等函数表示, 只能用无穷级数或者积分来表示.

设椭圆的参数方程为

 x = a cos t

y = b sin t
, 0 ⩽ t ⩽ 2π. 由弧长公式可得椭圆的周长为

C = 4

∫ π
2

0

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt.

该公式中的被积函数的原函数是一个超越函数, 因而积分无法算出.

【变式 3.3.1】 (2011 数一 9) 曲线 y =

∫x
0

tan t dt
(
0 ⩽ x ⩽ π

4

)
的弧长 s = .
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【变式 3.3.2】 (2010 数二 12) 当 0 ⩽ θ ⩽ π 时, 对数螺线 r = eθ 的弧长为 .

3.2 第一型曲线积分

3.2.1 第一型曲线积分的定义

第一型曲线积分
∫
L

f(x, y, z) ds 的最简单的物理背景是曲线的质量. 设空间中一曲线 L 上分布着质量, 任

意一点 (x, y, z) 处的面密度由分布函数 f(x, y, z) 确定, 则式
∫
L

f(x, y, z) ds 表示曲线的质量 M . 至于如何计

算, 思路与之前也是相同的: 分割、近似求和再取极限.
(1) 分割: 先把曲线 L 分成一些小线段, 记为 ∆L1,∆L2, · · · ,∆Ln, 并记 ∆Li 的弧长为 ∆si.
(2) 近似求和: 在每段 ∆Li 上任取一点 (ξi, ηi, ζi), 当每个 ∆Li 的长度 ∆si 都很小时, 每一小段的质量

就近似等于 f (ξi, ηi, ζi)∆si, 于是整个 L 的质量就近似等于

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi)∆si.

(3) 取极限: 当对 L 的分割越来越细时, 上述近似值的极限就是 L 的质量, 即∫
L

f(x, y, z) ds = lim
n→∞

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ζi)∆si. (3.2.1)

3.2.2 第一型曲线积分的计算

现在讨论如何计算第一型曲线积分. 假设曲线 L 的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [a, b].

因为 ds =
»

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 dt, 所以∫
L

f(x, y, z) ds =
∫ b
a

f(x(t), y(t), z(t))
»

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 dt.

从定义可以看出, 第一型曲线积分与积分路径的方向无关 (也可以从第一型曲线积分的物理背景思考,
质量是没有方向的), 所以将它转化为定积分时的积分下限一定小于上限, 即 a < b. 之所以强调这个, 是因
为后面的第二型曲线积分与积分的路径有关, 将它转化为定积分时, 其积分上限不一定大于下限. 仿照 3.1
节的推导, 我们可以给出不同情形下第一型曲线积分的公式.

(1) 显性表示: 若平面曲线 L 在直角坐标系下的方程为 y = g(x), x ∈ [a, b], 则∫
L

f(x, y) ds =
∫ b
a

f(x, g(x))
»
1 + [g′(x)]2 dx.
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(2) 极坐标表示: 若平面曲线 L 在极坐标系下的方程为 r = r(θ), θ ∈ [α, β], 则∫
L

f(x, y) ds =
∫β
α

f(r(θ) cos θ, r(θ) sin θ)
»

[r(θ)]2 + [r′(θ)]
2dθ.

(3) 参数方程表示: 若平面曲线 L 的参数方程为 x = x(t), y = y(t), t ∈[a, b], 则∫
L

f(x, y) ds =
∫ b
a

f(x(t), y(t))
»

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt. (3.2.2)

【例 3.4】 (1989 数一 3) 设平面曲线 L 为下半圆周 y = −
√

1− x2, 则曲线积分
∫
L

(
x2 + y2

)
ds =

.

【解析 1】 因为下半圆的参数方程为 x = cos t, y = sin t, π ⩽ t ⩽ 2π, 所以∫
L

(
x2 + y2

)
ds =

∫2π
π

(
cos2 t+ sin2 t

)»
(− sin t)2 + (cos t)2 dt = π.

【解析 2】 因为下半圆的方程为 x2 + y2 = 1, 由于被积函数定义在积分曲线上,
所以 ∫

L

(
x2 + y2

)
ds =

∫
L

1 ds = π.

解析 2 用到了曲线积分独有的性质: 可以利用曲线方程化简被积函数. 这条性质在定积分、二重积分
和三重积分中都是没有的, 因为它们的积分区域由不等式给出, 而曲线积分的积分区域由等式给出.

【经验总结 3.1】 曲线积分中, 可以利用曲线的方程简化被积函数.

【例 3.5】 (2009 数一 11、数二 11) 已知曲线 L : y = x2(0 ⩽ x ⩽
√
2), 则

∫
L

x ds = .

【解析】 因为 L : y = x2(0 ⩽ x ⩽
√
2), 所以 ds =

√
1 + y′2 dx =

√
1 + 4x2 dx. 故

I =

∫√2

0

x
√

1 + 4x2 dx =
1

8

∫√2

0

√
1 + 4x2 d

(
1 + 4x2

)
=

1

12

(√
1 + 4x2

)3 ∣∣∣∣
√
2

0

=
13

6
.

【变式 3.5.1】 计算 I =

∫
L

(
x2 + y2

)
ds, 其中 L 为曲线 x = a cos t, y = a sin t (0 ⩽ t ⩽ π).

【变式 3.5.2】 计算 I =

∫
L

e
√
x2+y2 ds, 其中 L 为圆周 x2 + y2 = a2, 直线 y = x 及 x 轴在第一象限所

围图形的边界 (见图3-2).

图 3-2
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【例 3.6】 已知一条非均匀金属线 L 的方程为 x = et cos t, y = et sin t, z = et, 0 ⩽ t ⩽ 1, 它在每点的
线密度与该点到原点的距离的平方成反比, 而且在点 (1, 0, 1) 处的线密度为 1, 求它的质量.

【解析】 由题意, 金属线 L 在点 (x, y, z) 处的线密度为

ρ(x, y, z) =
k

x2 + y2 + z2
=

k

2e2t ,

其中 k 为常数. 由 ρ(1, 0, 1) = 1 得 k = 2, 所以 ρ(x, y, z) = e−2t. 因此

M =

∫
L

ρ(x, y, z)ds =
∫1
0

e−2t
√
3etdt =

√
3

∫1
0

e−t dt =
√
3
(
1− e−1

)
.

3.2.3 空间曲线的参数化

空间曲线除了可以用参数方程来表示, 也可以看成某两个曲面的交线, 即空间曲线的一般式 (更多细节
见 1.6.4 节). 我们的目标是求曲线积分, 但是对于空间曲线的第一型曲线积分, 只有参数方程容易计算, 所
以需要将空间曲线的一般方程化为参数方程.

1. 两个方程都含有三个变量. 消元获得一个二元方程表达式, 然后借助二元方程的参数方程, 写出两
个变量的参数表达式, 并代入其中一个方程解出另一变量关于参数的表达式.

【例 3.7】 将曲线 L 的一般方程

 x2 + y2 + z2 − 2Rz = 0

x2 + y2 + z2 −R2 = 0
化为参数方程.

【解析】 图3-3为交线的图像. 两方程作差可得 z =
R

2
, 故 x2 + y2 =

3

4
R2, 它的参数方程为 x =

√
3

2
R cos t, y =

√
3

2
R sin t, 0 ⩽ t ⩽ 2π. 因此该曲线的参数方程为

x =

√
3

2
R cos t, y =

√
3

2
R sin t, z =

R

2
, 0 ⩽ t ⩽ 2π.

图 3-3 图 3-4

【例 3.8】 (2018 数一 12) 计算
∫
L

xy ds, 其中 L 为球面 x2 + y2 + z2 = 1 和平面 x+ y+ z = 0 的交线.

【解析】 图3-4为交线的图像. 消元可得 x2 + y2 + (x+ y)2 = 1, 化简可得
(
x+

y

2

)2
+

3

4
y2 =

a2

2
, 所以

可设


x+

y

2
=

√
2

2
cos t

y =
2√
6

sin t
, 0 ⩽ t ⩽ 2π, 代入 x+ y + z = 0 可得
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x =

√
2

2
cos t− 1√

6
sin t, y =

2√
6

sin t, z = −
√
2

2
cos t− 1√

6
sin t, 0 ⩽ t ⩽ 2π.

经计算可得 [x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 = 1, 于是∫
L

z2 ds =
∫2π
0

(
1√
3

sin t cos t− 1

3
sin2 t

)
dt = −1

3
.

【注】 若将例题中的平面方程改为 x+ y + z = 1, 同学们可以尝试一下还能不能计算上述的曲线积分.
在 3.2 节我们将会看到利用轮换对称性, 计算量将大大降低.

【变式 3.8.1】 将曲线 L 的一般方程

 x2 + y2 + z2 = 1

x2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 1
化为参数方程.

【变式 3.8.2】 将曲线 L 的一般方程

 z =
√
4− x2 − y2

z =
»
3(x2 + y2)

化为参数方程.

【变式 3.8.3】 计算

∫
L

z2 ds, 其中 L 为球面 x2 + y2 + z2 = a2 和平面 x+ y + z = 0 的交线.

2. 有一个方程只含有两个变量. 首先给出这两个变量的参数方程, 然后利用另外一个方程解出第三个
变量的参数表达式.

【例 3.9】 将曲线 L 的一般方程

 z =
√
a2 − x2 − y2

x2 + y2 − ax = 0
化为参数方程.

【解析】 图3-5为两曲面相交的图像, 图3-6为交线的图像. 将第二个方程改写为
(
x − a

2

)2
+ y2 =

a2

4
,

它的参数方程为 x =
a

2
+
a

2
cos t, y =

a

2
sin t, 0 ⩽ t ⩽ 2π. 将该参数方程代入第一个方程可求得 z =

100



a

…
1

2
− 1

2
cos t, 因此

x =
a

2
+
a

2
cos t, y =

a

2
sin t, z = a

…
1

2
− 1

2
cos t, 0 ⩽ t ⩽ 2π.

图 3-5 图 3-6 图 3-7

【例 3.10】 计算 I =

∫
L

y2 ds, 其中 L 是球面 x2 + y2 + z2 = a2 和平面 x+ z = a 的交线.

【解析】 图 3-7 为交线的图像. 将第二个方程代入第一个方程消去变量 z 可得 2
(
x− a

2

)2
+ y2 =

a2

2
,

它的参数方程为 x =
a

2
+
a

2
cos t, y =

a√
2

sin t, 0 ⩽ t ⩽ 2π. 由 z = a− x 可得 z =
a

2
− a

2
cos t, 于是

x =
a

2
+
a

2
cos t, y =

a√
2

sin t, z =
a

2
− a

2
cos t, 0 ⩽ t ⩽ 2π.

经计算可得 [x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 =
1

2
a2, 于是

I =

∫
L

y2 ds = a3

2
√
2

∫2π
0

sin2 t dt = a3

2
√
2
π.

【变式 3.10.1】 将曲线 L 的一般方程

 x2 + y2 = 1

2x+ 3z = 6
化为参数方程.

【变式 3.10.2】 将曲线 L 的一般方程

 x2 + y2 = 2z

x2 + y2 − 2x = 0
化为参数方程.
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3.3 第一型曲线积分的对称性

第一型曲线积分的奇偶性与轮换对称性和二重积分的奇偶性与轮换对称性 (知识点
2.6) 非常相似, 只要将二重积分换为曲线积分, 平面区域换成平面曲线或空间曲线即可.

【结论总结 3.1】 (1) 奇偶性: 若曲线 L 的方程中的 x 可以替换成 −x, 则

∫
L

f(x, y, z) ds =


2

∫
L1

f(x, y, z) ds, 若f(x, y, z)是关于x的偶函数

0, 若f(x, y, z)是关于x的奇函数

, (3.3.1)

其中 L1 是 L 中 x > 0 的部分, 且结论(3.3.1)对 y 和 z 也成立.
(2) 轮换对称性: 若曲线 L 的方程中的 x 与 y 可以互换, 则∫

L

f(x, y, z) ds =
∫
L

f(y, x, z) ds. (3.3.2)

结论(3.3.2)对 x, z 互换与 y, z 互换也成立.

3.3.1 平面曲线上的第一型曲线积分的对称性

【例 3.11】 (1998数一 3)设 L为椭圆
x2

4
+
y2

3
= 1,其周长为 a,则

∮
L

(2xy+3x2+4y2)ds = .

【解析】 因为曲线方程中的 x 可以替换成 −x, 2xy 关于 x 为奇函数, 所以∮
L

(
2xy + 3x2 + 4y2

)
ds =

∮
L

2xy ds+ 12

∮
L

(
x2

4
+
y2

3

)
ds = 0 + 12

∮
L

1 ds = 12a.

【变式 3.11.1】 计算 I =

∫
L

(
x3 cos y + 3x2 + 4y2

)
ds, 其中曲线 L : x2 + y2 = 1.

【变式 3.11.2】 设曲线 L :
x2

a2
+
y2

b2
= 1 的周长和所围成的面积分别为 L 和 S, 证明

∫
L

(b2x2 + 2xy +

a2y2)ds = LS

π2
.
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3.3.2 空间曲线上的第一型曲线积分的对称性

接下来, 我们处理一类空间曲线积分, 其积分曲线都是平面与球面的交线. 为此, 我们先回顾一下高中
所学的关于球的知识.

若平面与球面相交, 则该交线一定是圆. 如果球心还落在平面上, 则该圆一定是大圆. 大圆是指圆的半
径与球的半径相等, 图3-8 为一过球心的平面与球的交线的示意图. 如果平面不过球心 (见图3-9), 那么我们
可以利用关系式 r =

√
R2 − d2 确定圆的半径, 其中 d 是球心到平面的距离.

图 3-8 图 3-9

【例 3.12】 设 L 为球面 x2 + y2 + z2 = a2 和平面 x+ y + z = 0 的交线, 计算曲线积分:

(1) I1 =

∫
L

(
x2 + y2 + 2z

)
ds; (2) I2 =

∫
L

(xy + yz + zx) ds.

【解析】 因为球面的方程 x2 + y2 + z2 = a2 中的 x, y, z 可以两两互换, 平面 x+ y + z = 0 中的 x, y,
z 也可以两两互换, 所以它们两者的交线 L 也一定满足 x, y, z 能两两互换. 故∫

L

x2 ds =
∫
L

y2 ds =
∫
L

z2 ds = 1

3

∫
L

(
x2 + y2 + z2

)
ds = a2

3

∫
L

ds,

∫
L

x ds =
∫
L

y ds =
∫
L

z ds = 1

3

∫
L

(x+ y + z)ds = 1

3

∫
L

0 ds = 0.

这里利用了曲线 L 的方程. 注意到 L 过球心, 所以 L 的半径为 a, 故 L 的周长为 2πa,
因此

I1 =

∫
L

(
x2 + y2 + 2z

)
ds =

∫
L

x2 ds+
∫
L

y2 ds+ 2

∫
L

z ds = 4

3
πa3,

I2 =

∫
L

(xy + yz + zx) ds = 1

2

∫
L

(x+ y + z)2 ds− 1

2

∫
L

(x2 + y2 + z2) ds = −πa3.

【例 3.13】 (2018 数一 12) 曲线 L 由 x2 + y2 + z2 = 1 与 x + y + z = 0 相交而成, 则
∮
L

xyds =

.

【解析】 因为球面的方程 x2 + y2 + z2 = 1 中的 x, y, z 可以两两互换, 平面 x+ y+ z = 0 中的 x, y, z
也可以两两互换, 所以它们两者交线 L(见图3-8) 的方程中的 x, y, z 也一定能两两互换. 故∮

L

xy ds =
∮
L

xz ds =
∮
L

yz ds = 1

3

∮
L

(xy + xz + yz) ds.

这里利用了曲线 L 的方程. 注意到 L 过球心, 所以 L 的半径为 1, 故 L 的周长为 2π, 因此∮
L

xy ds = 1

3

∮
L

(xy + yz + zx) ds = 1

6

∫
L

[
(x+ y + z)2 − (x2 + y2 + z2)

]
ds = −1

3
π.
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【变式 3.13.1】 设 L 为球面 x2 + y2 + z2 = 1 和平面 x + y + z = 1 的交线, 计算曲线积分: (1)

I1 =

∫
L

[
(x+ 1)2 + (y − 2)2

]
ds; (2) I2 =

∫
L

yz ds; (3)I3 =

∫
L

(x+ y2) ds.

【例 3.14】 设 L 是球面 x2 + y2 + z2 = a2 和平面 x = y 的交线, 计算曲线积分: (1) I1 =

∫
L

y2 ds; (2)

I2 =

∫
L

2y2 + z2 ds.

图 3-10

【分析】 球面 x2+y2+z2 = a2 满足轮换对称性,但是平面 x = y 只

满足 x与 y的轮换,不满足它们与 z的轮换,也就是说
∫
L

x2 ds =
∫
L

y2 ds

是对的,而
∫
L

x2 ds =
∫
L

y2 ds =
∫
L

z2 ds是错的.因此对于第一个积分我

们只能利用 3.1 节的参数方程的方法. 对于第二个积分, 因为
∫
L

x2 ds =∫
L

y2 ds, 所以 I =

∫
L

2y2 + z2 ds =
∫
L

(x2 + y2 + z2) ds = a2
∫
L

ds.

【解析】 (1) 将 x = y 代入球面方程可得 2x2 + z2 = a2, 它的参数方程为 x =
1√
2
a cos t, z = a sin t,

0 ⩽ t ⩽ 2π. 注意到 x = y, 因此曲线 L(见图3-10) 的参数方程为

x =
1√
2
a cos t, y =

1√
2
a cos t, z = a sin t, 0 ⩽ t ⩽ 2π.

经计算可得 [x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 = 2a2, 于是

I1 =

∫
L

y2 ds =
√
2

2
a3

∫2π
0

cos2 t dt =
√
2

2
πa3.

(2) 由轮换对称性可知 I2 = a2
∫
L

ds = 2πa3.

3.4 第二型曲线积分

3.4.1 第二型曲线积分的定义

第二型曲线积分在物理学中有大量应用, 比如电磁学中的环量、力学中的做功以及流体力学中的流量
等. 相信大家最熟悉的应该是物理学中的做功.

在初中,我们学过力对物体所做的功等于力与物体在力的方向上移动的距离的乘积,功的表达式为W =

Fs, 其中 F 表示力, s 表示沿力的方向移动的距离, W 表示功.
在高中, 力对物体所做的功要稍微复杂一点, 此时力的方向不一定是物体移动的方向. 假设力的大小保

持不变, 力的方向与物体移动的方向始终保持夹角 θ, 则此时 W = Fs cos θ.
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若利用我们在高中数学所学的向量来表示力与做功, 则可用向量 F 表示力, 且物体在该力的作用下从
A 移动到 B, 则 W = F ·

−−→
AB.

在大学, 我们学到的力对物体所做的功要比高中更复杂一点, 此时力的方向不变但大小是变化的, 记为

F (x). 若物体在该力的作用下沿直线从 x = a 移动到 x = b, 则此时做功的表达式为 W =

∫ b
a

F (x) dx.

图 3-11

现在, 我们考虑更一般的情形, 即力的大小在变, 方向也在变, 且
物体不是直线运动, 而是沿着某一曲线运动. 对这个过程用数学语言
描述: 设 L 为空间中一条光滑曲线, 起点为 C0, 终点为 Cn (见
图3-11), 如何计算一个质点在力 F = (P,Q,R) 的作用下沿曲线 L 从

点 C0 移动到点 Cn 所做的功?
思路与之前也是相同的: 分割、近似求和再取极限.
(1) 分割: 先把曲线 L 分成一些小曲线段, 分段点记为

C1, C2, · · · , Cn−1.
(2) 近似求和: 质点沿弧 ˚�Ci−1Ci 从 Ci−1 到 Ci 的运动可以近

似地看成质点沿直线 Ci−1Ci 的运动. 设 Ci 的坐标为 (xi, yi, zi), 且
(ξi, ηi, ζi) 为 Ci−1Ci 上任意一点, 则 F 在这一小段所做的功近似等于 F (ξi, ηi, ζi) ·

−−−−→
Ci−1Ci, 而

−−−−→
Ci−1Ci = (xi − xi−1, yi − yi−1, zi − zi−1) = (∆xi,∆yi,∆zi),

于是 F 在这一小段所做的功近似等于

F (ξi, ηi, ζi) ·
−−−−→
Ci−1Ci = P (ξi, ηi, ζi)∆xi +Q(ξi, ηi, ζi)∆yi +R(ξi, ηi, ζi)∆zi.

整条曲线上做的功近似等于

Wn =

n∑
i=1

[P (ξi, ηi, ζi)∆xi +Q(ξi, ηi, ζi)∆yi +R(ξi, ηi, ζi)∆zi].

(3) 极限: 当对 L 的分割越来越细时, Wn 的极限就是 F 做的功 W , 即

W = lim
n→∞

n∑
i=1

[P (ξi, ηi, ζi)∆xi +Q(ξi, ηi, ζi)∆yi +R(ξi, ηi, ζi)∆zi]

=

∫
L

P dx+Q dy +R dz.

(3.4.1)

【结论总结 3.2】 若 F = (P,Q,R) 表示空间中的力, 则
∫
L

P dx+Q dy + R dz 表示该力沿曲线 L

所做的功.

3.4.2 第二型曲线积分的计算

现在讨论如何计算第二型曲线积分, 以
∫
L

P (x, y, z) dx 为例. 假设曲线 L 的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t : a→ b,

其中 t : a→ b 表示参数 t 从 a 变化到 b, 这就确定了 L 的方向.
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在式(3.4.1)中取 Q = R = 0, 又注意到式(3.4.1)的极限与 (ξi, ηi, ζi) 的取法无关, 因此我们可以取 ξi =

x(ti), ηi = y(ti), ζi = z(ti), 故∫
L

P (x, y, z) dx = lim
n→∞

n∑
i=1

P (ξi, ηi, ζi)∆xi = lim
n→∞

n∑
i=1

P (x(ti), y(ti), z(ti))x
′(ti)∆t

=

∫ b
a

P (x(t), y(t), z(t))x′(t) dt.

同理可得 ∫
L

Q(x, y, z) dy =

∫ b
a

Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) dt,

∫
L

R(x, y, z) dy =

∫ b
a

R(x(t), y(t), z(t))z′(t) dt.

【知识点 3.2】 设曲线 L 的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t : a→ b,

则 ∫
L

P dx+Q dy +R dz

=

∫ b
a

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) +R(x(t), y(t), z(t))z′(t)] dt.

仿照3.1节的推导, 下面我们给出不同情形下的第二型曲线积分的公式.
(1) 显性表示: 若平面曲线 L 在直角坐标系下的方程为 y = g(x), x : a→ b, 则∫

L

P dx+Q dy =

∫ b
a

[P (x, g(x)) +Q(x, g(x))g′(x)] dx.

(2) 平面曲线的参数方程: 若平面曲线 L 的参数方程为 x = x(t), y = y(t), t : a→ b, 则∫
L

P dx+Q dy =

∫ b
a

[P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)] dt.

【例 3.15】 (1991 数一 17) 求曲线族 y = a sinx(a > 0) 中过点 O(0, 0) 和 A(π, 0) 的曲线 L, 沿该曲线

从 O 到 A 的积分

∫
L

(
1 + y3

)
dx+ (2x+ y) dy 的值最小.

y

O A x

y = a sinx

图 3-12

【解析】 图3-12为积分曲线, 由曲线积分的直接参数方法计算, 得

I(a) =

∫π
0

[
1 + a3 sin3 x+ (2x+ a sinx)a cosx

]
dx

= π+ a3
∫π
0

(
cos2 x− 1

)
d cosx+ 2a

∫π
0

x d sinx+
a2

4

∫π
0

sin 2x d2x

= π+
4

3
a3 − 4a.
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令 I ′(a) = 4
(
a2 − 1

)
= 0, 得 a = 1(a = −1 舍去) 且 I ′′(1) = 8 > 0. 由于 a = 1 是 I(a) 在 (0,+∞) 内的唯

一驻点, 所以 I(a) 在 a = 1 处取到最小值, 即所求曲线 y = sinx(0 ⩽ x ⩽ π).

【例 3.16】 计算 I =

∫
L

(x+ y)dx− (x− y)dy
x2 + y2

, 其中 L 是圆周 x2 + y2 = a2, 逆时针方向.

【解析】 首先, 注意到被积函数的分母与曲线的方程一致, 所以

I =

∫
L

(x+ y)dx− (x− y)dy
x2 + y2

=
1

a2

∫
L

(x+ y)dx− (x− y)dy.

因为曲线 L(见图3-13) 的参数方程为 x = a cos t, y = a sin t, t : 0 → 2π, 所以

I =

∫2π
0

[(cos t+ sin t) · (− sin t)− (cos t− sin t) · cos t] dt = −2π.

【注】 若将例题中的曲线方程改为椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1, 同学们可以尝试计算上述的曲线积分. 在 3.5 节,

我们将会看到格林公式是解决这类问题的有力武器.

y

xO a

x 2+y 2 = a 2

图 3-13 图 3-14

【例 3.17】 计算 I =

∫
L

y2 dx+ x2 dy, 其中 L 分别为

(I) 从点 M(R, 0) 沿圆周 x2 + y2 = R2 的上半部分按逆时针方向到点 N(−R, 0) 的圆弧 (见图 3-14);
(II) 从点 M(R, 0) 到点 N(−R, 0) 的直线段 (见图3-14).

【解析】 (I) 这时 L 的参数方程为 x = R cos t, y = R sin t, t : 0 → π, 因此

I =

∫π
0

[
R2 sin2 t(−R sin t) +R2 cos2 t(R cos t)

]
dt

= R3

∫π
0

[(
1− cos2 t

)
(− sin t) +

(
1− sin2 t

)
cos t

]
dt

= −4

3
R3.

(II) 这时 L 的参数方程为 y = 0, x : R→ −R, 故

I =

∫
L

y2 dx+ x2 dy =

∫−R
R

0 · dx = 0.

从例3.17可以看出, 虽然两个曲线积分的被积函数相同, 起点和终点也相同, 但沿不同路径得出的积分
值并不相等.
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【变式 3.17.1】 (2010 数一 11) 已知曲线 L 的方程为y = 1 − |x|(x ∈ [−1, 1]), 起点是 (−1, 0), 终点是

(1, 0), 如图3-15所示, 则曲线积分
∫
L

xy dx+ x2 dy = .

图 3-15

【变式 3.17.2】 (2004 数一 3) 设 L 为正向圆周 x2 + y2 = 2 在第一象限中的部分 (如图 3-16所示), 则

曲线积分

∫
L

x dy − 2y dx = .

图 3-16

【例 3.18】 计算 I =

∫
L

y dx− x dy +
(
x2 + y2

)
dz, 其中 L 是曲线 x = et, y = e−t, z = e2t, 0 ⩽ t ⩽ 1,

方向为由点
(
e, e−1, e2

)
到点 (1, 1, 1).

【解析】 由曲线方向可知自变量 t 从 1 变化至 0, 即 t : 1 → 0. 于是

I =

∫
L

y dx− x dy +
(
x2 + y2

)
dz =

∫0
1

[
2 + 2

(
e2t + e−2t

)
e2t
]

dt = −1

2
(7 + e4).

以上诸例的曲线都是平面曲线, 它们很容易写出参数方程. 但是, 对于空间曲线, 要稍微麻烦一点, 具体
的方法我们已经在3.2.3节详细阐述过.

【例 3.19】 (2014 数学一 12) 设 L 是柱面 x2 + y2 = 1 和平面 y + z = 0 的交线, 从 z 轴正方向看是逆

时针方向, 则曲线积分
∮
L

z dx+ y dz = .

图 3-17

【解析】 曲线 L(见图3-17) 的参数方程为

x = cos t, y = sin t, z = − sin t, t : 0 → 2π,

于是 ∮
L

z dx+ y dz =
∫2π
0

[− sin(− sin t) + sin(− cos t)]dt

=
1

2

∫2π
0

(1− cos 2t)dt−
∫2π
0

sin t d sin t = π.
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【变式 3.19.1】 (2011 数一 12) 设 L 是柱面方程 x2 + y2 = 1 与平面 z = x+ y 的交线, 从 z 轴正方向

看为逆时针方向, 则曲线积分
∮
L

xz dx+ x dy + y2

2
dz = .

【变式 3.19.2】 计算 I =

∫
L

x dx+ y dy + (x+ y − 1)dz, 其中 L 是从点 (1, 1, 1) 到点 (2, 3, 4) 的直线

段.

【例 3.20】 计算 I =

∫
L

(
y2 − z2

)
dx+

(
z2 − x2

)
dy+

(
x2 − y2

)
dz, 其中 L 为球面 x2 + y2 + z2 = 1 在

第一卦限部分的边界, 当从球面外面看时为顺时针方向.

【解析】 曲线由圆弧段 ÃB, B̃C, C̃A组成,如图3-18所示.显
然这里的曲线是分段光滑的, 因此我们需要分段处理.

(1) 圆弧段 ÃB 的参数方程为 x = 0, y = cos t, z = sin t,
t :
π

2
→ 0, 于是∫

ĀB

(
y2 − z2

)
dx+

(
z2 − x2

)
dy +

(
x2 − y2

)
dz

=

∫0
π

2

[
sin2 t(− sin t)− cos2 t(cos t)

]
dt

=

∫ π
2

0

(
sin3 t+ cos3 t

)
dt = 4

3
. 图 3-18

(2) 圆弧段 B̃C 的参数方程为 x = cos t, y = sin t, z = 0, t : π
2
→ 0, 于是∫

B̄C

(
y2 − z2

)
dx+

(
z2 − x2

)
dy +

(
x2 − y2

)
dz

=

∫0
π

2

[
sin2 t(− sin t)− cos2 t(cos t)

]
dt =

∫ π
2

0

(
sin3 t+ cos3 t

)
dt = 4

3
.

(3) 圆弧段 C̃A 的参数方程为 x = cos t, y = 0, z = sin t, t : 0 → π

2
, 于是∫

C̄A

(
y2 − z2

)
dx+

(
z2 − x2

)
dy +

(
x2 − y2

)
dz

=

∫ π
2

0

[
− sin2 t(− sin t) + cos2 t(cos t)

]
dt =

∫ π
2

0

(
sin3 t+ cos3 t

)
dt = 4

3
.

综上可得 I = 4.
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【注】 本题的计算量偏大, 在第 4 章我们将会看到斯托克斯公式在处理此类第二型曲线积分问题上的
优势.

3.5 格 林 公 式

【格林公式】设 D 为平面上一连通的闭区域, ∂D 为 D 的边界且它的方向为正方向, 若 P 和 Q 在 D

中任意一开区域内有连续的偏导数, 则∮
∂D

P dx+Q dy =
x
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (3.5.1)

【注】 一定要注意格林公式的三个条件: 1⃝ 曲线是所围区域的整个边界 (也就是要封闭); 2⃝方向为正
方向; 3⃝被积函数在所围区域的内部有连续的偏导数.

格林公式可以说是微积分里面最重要的公式, 因此它也是考研数学中最重要的内容之一. 在 3.6 节我们
会看到格林公式被认为是多元函数的微积分基本定理. 在学习格林公式之前, 我们需要弄清楚公式中的几
个重要条件.

• 什么是连通区域? 对于 D 内任意的两点, 如果存在一条包含于 D 内的曲线能连接它们, 我们就称
D 是连通的. 形象一点就是连通区域由一块区域组成 (见图3-19和图3-20), 不能是几块不相交的区域凑在一
起, 如图 3-21 所示.

图 3-19 图 3-20 图 3-21

• 什么是正方向? 如果一个人沿区域 D 的边界 ∂D 行走时, D 总在他左边, 则称 ∂D 为正方向. 例如,
图3-22中的区域 D 的边界 ∂D 只有外边界曲线 L, ∂D 正方向等价于 L 为逆时针方向; 再比如, 图3-23中的
区域 D 的边界 ∂D 由外边界曲线 L 和内边界曲线 ℓ 组成, ∂D 正方向等价于 L 为逆时针方向, 而 ℓ 为顺时

针方向.

D

L

图 3-22 图 3-23

• 有连续的偏导数. 格林公式要求被积函数在区域的内部有连续的偏导数, 但是边界上可以没有, 被积
函数只要在边界上连续即可.

• 格林公式的作者. 格林于 1793 年出生于英格兰诺丁汉市一个磨坊主家庭, 他长期在父亲的磨坊里做
工, 通过借阅图书馆书籍, 自学掌握了高等数学. 主要受法国学派的影响. 在 1828 年, 他以不公开的方式发
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表了他的研究成果, 仅仅复印了 100 份, 大部分都给了他朋友. 但是他的朋友们都读不懂他的论文, 以至于
没有人意识到他的工作的重要性. 在 40 岁的时候, 他终于成为剑桥大学的本科生, 4 年后从剑桥毕业. 不过
可惜的是, 从剑桥毕业四年后, 他就去世了. 在他去世后 4 年, 剑桥的另外一个本科生, 威廉·汤姆森 (未来
的开尔文男爵) 无意间发现了格林的研究成果, 立即就意识到格林研究成果的伟大之处, 并将格林的论文重
印. 后来威廉·汤姆森经过一番努力, 成为第一个发现斯托克斯公式的人, 你是不是好奇为什么他发现的公
式, 却以其他人的名字命名? 细节见后面的斯托克斯公式.

3.5.1 格林公式的直接应用

格林公式常可以用来计算一些复杂的曲线积分, 我们先从几个简单的例子开始.

【例 3.21】 (1987 数一 4) 设 L 为取正向的圆周 x2 + y2 = 9, 则曲线积分 I =

∮
L

(2xy − 2y) dx +(
x2 − 4x

)
dy = .

【解析】 显然圆周围成的区域 D =
{
(x, y) | x2 + y2 ⩽ 9

}
, 则由格林公式得

I =
x
D

[2x− 4− (2x− 2)] dxdy = −2
x
D

dxdy = −2× 9π = −18π.

【变式 3.21.1】 计算 I =

∫
L

(x+ y)2 dx−
(
x2 + y2

)
dy, 其中 L 是以 A(1, 1), B(3, 2), C(2, 5) 为顶点的

三角形的边界, 逆时针方向.

【变式 3.21.2】 计算 I =

∫
L

xy2 dx− x2y dy, 其中 L 是圆周 x2 + y2 = a2, 逆时针方向.

3.5.2 曲线不封闭的情形

格林公式一般用于封闭曲线上的积分计算. 如果遇到不封闭的曲线积分问题, 有时会添加辅助线将开
口曲线封口, 使其变成封闭曲线再应用格林公式.

【例 3.22】 (2012 数一 19) 已知 L 是第一象限中从点 (0, 0) 处沿圆周 x2 + y2 = 2x 到点 (2, 0) 处, 再

沿圆周 x2 + y2 = 4 到点 (0, 2) 处的曲线段, 计算曲线积分 I =

∫
L

3x2y dx+
(
x3 + x− 2y

)
dy.
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图 3-24

【解析】 现在曲线不是封闭的, 不能直接用格林公式, 但添加一条直线
段 BO (方向从 B 到 O) 后, L 与 BO 合起来就是封闭曲线 (见图3-24). 设这
样得到的封闭曲线所围的区域为 D. 这时

P = 3x2y, Q = x3 + x− 2y,
∂P

∂y
= 3x2,

∂Q

∂x
= 32 + 1.

利用格林公式得

I =

∮
L+BO

P dx+Q dy −
∫
BO

P dx+Q dy

=
x
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy −

∫
BO

P dx+Q dy

=
x
D

dxdy −
∫
BO

(
x3 + x− 2y

)
dy =

x
D

dxdy −
∫0
2

(−2y)dy =
1

4
π · 22 − 1

2
π · 12 − 4

=
π

2
− 4.

【变式 3.22.1】 (2008 数一 16) 计算曲线积分
∫
L

sin 2x dx+ 2
(
x2 − 1

)
y dy, 其中 L 是曲线 y = sinx

上从点 (0, 0) 到点 (π, 0) 的一段弧.

【变式 3.22.2】 (1999 数一 4) 求 I =

∫
L

(ex sin y − b(x+ y)) dx+ (ex cos y − ax) dy, 其中 a, b 为正的

常数, L 为从点 A(2a, 0) 沿曲线 y =
√

2ax− x2 到点 O(0, 0) 的弧.

3.5.3 偏导数不连续的情形

【例 3.23】 (2020 数一 16) 计算 I =

∮
L

4x− y

4x2 + y2
dx+

x+ y

4x2 + y2
dy, 其中 L 为 x2 + y2 = 2, 方向为逆

时针方向.

【分析】 令 P =
4x− y

4x2 + y2
, Q =

x+ y

4x2 + y2
, 则 ∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0, 直接利用格林公式可得

I =

∮
L

4x− y

4x2 + y2
dx+

x+ y

4x2 + y2
dy =

x
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0.
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图 3-25

这个结果是错的. 究其原因, 我们错误地利用了格林公式: 记 L 围成

的区域为 D, 被积函数的偏导数在 D 内的某些区域 (比如单位圆盘) 内

没有连续的偏导数. 更具体一点, ∂P

∂x
=

−16x2 + 4y2 + 8xy

(4x2 + y2)2
在原点处不

连续. 实际上, 不用去判断偏导数的连续性, 直接判断被积函数的连续性
就可以, 因为函数 P 在原点处不连续, 肯定就不可微了, 所以其偏导数也
不连续.

正确的做法是添加一围绕原点的闭曲线 (见图3-25), 记为 L1, 则

I =

∮
L+L1

P dx+Q dy −
∮
L1

P dx+Q dy = I1 + I2.

记 L1 围成的区域为 D1, 但是一定要注意 L1 的方向. 对于区域 D\D1, 其边界有两部分, L 和 L1, 这里
∂(D\D1) 为正方向等价于 L 逆时针, L1 顺时针, 所以我们需要让 L1 取顺时针方向.
对上式的第一项 I1 我们可以利用格林公式, 因为区域 D\D1 不含原点, 所以被积函数在 D\D1 内的任

意开领域均有连续的偏导数. 故

I1 =

∮
L+L1

P dx+Q dy =
x
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0.

但是我们还需要计算 I2, 为了计算的可行性, 我们需要对 L1 作特殊要求, 注意到被积函数的分母, 所以
我们应该取 L1 : 4x2 + y2 = ε2, 其中 ε 很小, 使得 L1 落在圆内就行. 此时计算 I2 就很容易了, 具体见如下
所示的解析.
【解析】 取 L1 : 4x2 + y2 = ε2

(
ε2 足够小), 方向为顺时针方向, 则

I =

∮
L+L1

4x− y

4x2 + y2
dx+

x+ y

4x2 + y2
dy −

∮
L1

4x− y

4x2 + y2
dx+

x+ y

4x2 + y2
dy

= −
∮
L1

4x− y

4x2 + y2
dx+

x+ y

4x2 + y2
dy.

因为在 L1 上, 4x2 + y2 = ε2, 所以

I = − 1

ε2

∮
L1

(4x− y) dx+ (x+ y) dy =
1

ε2

x
D1

(
∂(x+ y)

∂x
− ∂(4x− y)

∂y

)
dxdy.

这里我们又一次利用了格林公式, 其中区域 D1 =
{
(x, y) | 4x2 + y2 ⩽ ε2

}
, 但要注意 L1 是顺时针, 对于区域

D1 来说, 它是负方向, 所以应用格林公式时需要在前面添加负号. 因此

I =
1

ε2

x
D1

2 dxdy =
1

ε2
× 2× π× ε× ε

2
= π.

【经验总结 3.2】 若积分区域的内部有使得
∂Q

∂x
或

∂P

∂y
不连续的点, 则不能直接用格林公式, 必

须挖去某个包含该点的一块区域, 挖去的区域的形状由被积函数的分母决定. 具体一点就是, 如果分
母与圆的方程一致, 就构造一个半径很小的圆周; 若分母与椭圆的方程一致, 就构造一个很小的椭圆,
只要椭圆包含在整个曲线内部并且是封闭的就可以了. 但是一定要注意它的方向.

像例3.23这样, 需要挖去一个邻域的题在考研中屡见不鲜. 2020 年刚考过的题, 2021 年又考了, 只是形
式更复杂了. 这更进一步说明了研究真题的重要性!
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