
绪论 维里定理

分析力学是以经典力学的一些基本原理为基础,利用数学搭建起来理论

框架,用数学语言描述物理概念和物理规律或者它们之间联系的学科。维里

定理(Virial
 

theorem)的推导就很体现这一点。
考虑

 

n 个粒子系统,第a 个粒子质量为ma,位置矢量和动量分别为ra
 和

pa,对
 

∑
n

a=1
pa·ra 求导得

d
dt∑a pa·ra =∑

a
p
·
a·ra +∑

a
pa·r

·
a (0.1)

根据牛顿运动定律,上式容易化为

d
dt∑a pa·ra =∑

a
Fa·ra +∑

a

p2a
ma

(0.2)

物理量的时间平均定义为

f
-
=lim

τ→∞

1
τ∫

τ

0
fdt (0.3)

(0.2)式左边量的平均为

d
dt∑a pa·ra =lim

τ→∞

1
τ ∑

a
pa·ra  t=τ - ∑

a
pa·ra  t=0    (0.4)

对于限制在有限空间的粒子体系,动量和位置坐标都是有限值,因此(0.4)式
右边取长时间极限时应为零。(0.2)式等号右边第二项为2倍的系统动能T,
因此(0.2)式平均以后的结果为

0=∑
a
Fa·ra +2􀭿T (0.5)

或者

􀭿T=-
1
2∑a Fa·ra (0.6)

其中-
1
2∑a Fa·ra

 称为克劳修斯维里或维里。 系统若为保守系,有势函数
 

U(r1,r2,…,rn),则(0.6)式可化为



􀭿T=
1
2∑a

ᎍaU·ra (0.7)

数学上k次齐次函数定义为

U(αr1,αr2,…,αrn)=αkU(r1,r2,…,rn) (0.8)
其中α≠0。例如,谐振子势就是2次齐次函数。若系统势函数是k 次齐次函

数,则

∂
∂αU

(αr1,αr2,…,αrn)=kαk-1U(r1,r2,…,rn) (0.9)

另一方面,(0.9)式左边导数可以直接表示为

∂
∂αU

(αr1,αr2,…,αrn)=∑
a
ra·ᎍ'aU(r'1,r'2,…,r'n) (0.10)

其中r'a=αra。比较(0.9)式和(0.10)式,可得

∑
a
r'a·ᎍ'aU(r'1,r'2,…,r'n)=kαkU(r1,r2,…,rn) (0.11)

根据(0.8)式,(0.11)式化为

∑
a
r'a·ᎍ'aU(r'1,r'2,…,r'n)=kU(r'1,r'2,…,r'n) (0.12)

(0.12)式作变量代换r'a→ra,再取平均,则

∑
a
ra·ᎍaU=k􀭿U (0.13)

(0.7)式化为

􀭿T=
k
2
􀭿U (0.14)

(0.14)式就是维里定理。
显然推导过程大部分为数学问题,只是利用了必要的物理概念和物理规

律,这样得到的抽象公式却可以解释直观物理现象。北京大学林纯镇教授曾

给过估算太阳温度的例子。对于引力势能满足距离反比关系,也就是k=-1,

太阳的平均势能的量级为k􀭿U~G
MM
R
,其中 M 是太阳质量,R 是太阳半径。

粗略地假设太阳大部分是氢核(实际有1/4为氦核),质子质量为m,则容易估

算太阳含质子数为N=
M
m
。对于太阳,可以假设平均动能都是无规运动动能

(这是物理假设),则
 􀭺T=

3
2NkBTtemp(kB 为玻耳兹曼常量)。代入(0.14)式可

估算太阳的平均温度为

Ttemp~G mM
3kBR

(0.15)
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代入基本常量简单估算得太阳平均温度
 

Ttemp~10
7K,这与实际比较接近。

当然太阳表面和中心温度非常不同,在中心更高温度下,氢核发生聚变。但

这里只利用了少许的力学概念,通过数学推导出简单公式(0.14),再与热学

概念结合就可以大致估算出太阳的平均温度。这里完全没有涉及核聚变等

概念,只是力学理论框架下的推论,可以窥探到物理概念结合数学工具显现

出的强大威力。事实上,这就是所谓的物理理论。
分析力学是经典力学理论,在本书所涉及范围,数学主要用到多元微积

分和线性代数的知识。分析力学也是搭建其他物理理论的基础理论框架,随
着学习的深入,同学们将会有更深刻的体会。
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第1章 拉格朗日方程

考虑N 个质点体系,用牛顿方程求解力学体系的运动,就需要建立3N
个动力学方程。这些质点的坐标和速度往往满足某些事先给定的条件,例
如,质点的运动限制在球面上等。这时还应建立相应的约束方程。如果有未

知的作用力,还需要列出有关这些力的关系式。即使只对其中几个量的变化

规律感兴趣,也必须面对一个庞大的方程组,或者把所有的未知量一起解出

来,或者实施消去其他未知量的烦琐步骤。为了克服处理复杂力学体系时遇

到的困难,人们寻找其他形式的动力学方程来代替牛顿动力学方程。拉格朗

日方程就是其中之一,也是其中最常见和最重要的一个。在拉格朗日方程

中,理想约束的约束力不见了,由于约束的存在而不再独立的坐标也已消去,
因而使方程组得到简化。另一方面,拉格朗日力学理论框架更具推广性,量
子场论中拉格朗日量是核心物理量。下面就从约束开始,逐步给出拉格朗日

方程。

1.1 完整系

1.1.1 约束

  考查一个球摆:
  

长l的轻杆一端悬在O 点,一质量为m 的质点固定在这

个轻杆另一端。以O 为固定点,轻杆可任意摆动。以O 点为坐标原点,竖直

方向为z轴,水平面为x-y 面,建立直角坐标系,则质点坐标为(x,y,z)。假

设轻杆拉力为λ,则运动方程为
 

-mgz-λr=ma (1.1.1)
还有一个约束方程

r= x2+y2+z2 =l (1.1.2)
无约束时质点自由度为3,而此时有一个杆的约束,自由度减为2。即,有两个

独立变量就可以完全描述质点的运动,如图1.1中(θ,ϕ)两个变量。



图1.1 球摆

一般情况下,一个复杂的力学体系,质点的位置和速

度往往受到一些事先加上的几何学或运动学的限制,这些

限制称为约束或约束条件。由于约束,各质点的坐标ri 和

速度r·i 之间存在一定的关系,这些约束关系通常可用约

束方程来表示。例如,N 个质点的力学体系有k 个约束

方程

fi(r1,r2,…,rN,r
·
1,r
·
2,…,r

·
N,t)=0, i=1,2,…,k

(1.1.3)
特别地,当约束方程与速度无关时,

fi(r1,r2,…,rN,t)=0, i=1,2,…,k  (1.1.4)
称为完整约束(holonomic

 

constraints);
 

而(1.1.3)式则表示非完整约束

(nonholonomic
 

constraints)。有时约束方程是微分方程形式,不可积的微分

约束是非完整约束。只受到完整约束的力学体系称为完整系;
 

受到非完整约

束的力学体系称为非完整系。另外,若约束方程不显含时间,则称为稳定约束

(scleronomic
 

constraints);
 

否则,称为非稳定约束(rheonomic
 

constraints)。
(1.1.2)式就是完整约束,而且是稳定约束,相应的球摆就是完整系。

例1.1 长为l的轻杆在x-y 平面内可任意运动,一质点固定在这个轻

杆一端,坐标为(x,y),轻杆的另一端O 点坐标为(x0,y0)。
(1)

 

若O 点固定,则
(x-x0)

2+(y-y0)
2=l2 (1.1.5)

是完整约束,且是稳定约束。
(2)

 

若O 点沿y 轴作简谐振动,y0=Acosωt,则
(x-x0)

2+(y-Acosωt)2=l2 (1.1.6)
是完整约束,但是非稳定约束。

还有一类用不等式表示的约束,称为可解约束,而把用等式表示的约束

称为不可解约束。可解约束有时被归入非完整约束,因为在不等号成立的条

件下实际上对坐标不起限制作用。可解约束可以分段处理而解除(见例1.2),
以后主要讨论不可解约束。

例1.2 一质点在半径为R 的刚性球面运动(原点在球心),则

x2+y2+z2≥R2 (1.1.7)
将质点运动分为在球面和离开球面两部分,在球面运动按完整约束x2+y2+
z2=R2 处理,离开球面即脱离约束,两部分运动在交接处连续。
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1.1.2 广义坐标

考虑一个力学体系,包含N 个质点,且受到如(1.1.4)式所示的k个完整

约束。此时原3N 个坐标不再完全独立,只有s=3N-k 个是独立的。可以

适当选择一组新的独立变量(q1,q2,…,qs),进行如下的坐标变换

ri=ri(q1,q2,…,qs,t), i=1,2,…,N (1.1.8)
(1.1.8)式的量应选得使(1.1.4)式成为恒等式。若是稳定约束,总可选择适

当的坐标变换使(1.1.8)式不显含时间t。这组独立的变量(q1,q2,…,qs)称
为广义坐标(generalized

 

coordinates),它可以是直角坐标、极坐标、柱坐标、球
坐标或是其他物理量。相应的q·i 称为广义速度(generalized

 

velocity)。由

(1.1.8)式可得速度矢量和广义速度的关系

r·i=∑
s

j=1

∂ri

∂qj
q·j +

∂ri

∂t
(1.1.9)

q·j 与qj 是相互独立的量,由(1.1.9)式可得

∂r·i
∂q·j

=
∂ri

∂qj
(1.1.10)

另一方面,

d
dt
∂ri

∂qk  =∑
s

j=1

∂
∂qj

∂ri

∂qk  q·j +
∂
∂t
∂ri

∂qk  = ∂
∂qk ∑

s

j=1

∂ri

∂qj
q·j +

∂ri

∂t  
代入(1.1.9)式可得

d
dt
∂ri

∂qk  =∂r
·
i

∂qk
(1.1.11)

(1.1.10)式和(1.1.11)式称为两个经典拉格朗日关系。在完整系中,独立的

广义坐标的数目s(s=3N-k)称为这个体系的自由度。
例1.3 对例1.1中第一种情况稳定约束,坐标(x,y)⇒1个独立变量,

若选θ为广义坐标,直角坐标可利用广义坐标表示为

x=x0-lsinθ
 
y=y0-lcosθ (1.1.12)

坐标变换不显含时间t。对例1.1中第二种情况非稳定约束,则

x=x0-lsinθ
 
y=Acosωt-lcosθ (1.1.13)

坐标变换显含时间t。
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1.2 虚功原理和广义力

本节介绍虚功原理(virtual
 

work
 

principle)和广义力概念,利用它们讨论

静力平衡的问题。静力平衡系统涉及约束力,怎么越过这些约束力而得到平

衡条件呢?

1.2.1 虚位移

我们已经学过质点运动产生的位移。无限小位移可表示为

dr=r(t+dt)-r(t) (1.2.1)
这是在时间变化过程中实际产生的位移。若dt=0,则dr=0。dr 由运动微

分方程(以及初始条件)唯一决定。dr满足约束方程。考虑N 个质点组成的

力学体系,受到k个完整约束。在时刻t,如果约束方程用(1.1.4)式表示,则
在时刻t+dt,约束方程为

 

fi(r1+dr1,r2+dr2,…,rN +drN,t+dt)=0 (1.2.2)
为强调此位移与下面引入的虚位移的区别,我们称之为实位移(virtual

 

displacements)。
虚位移是在某一瞬时t,物体或质点在约束所允许的条件下任何可能发

生的无限小位移,或假想的无限小位移,所以称为虚位移。虚位移只要求满

足约束方程,不要求满足动力学方程,也不唯一。虚位移用δr 表示,记为

δr=δxi+δyj+δzk,以示其无限小,又区别于实位移dr。对(1.1.4)式的完

整约束条件,有

fi(r1+δr1,r2+δr2,…,rN +δrN,t)=0 (1.2.3)
比较(1.2.2)式和(1.2.3)式,可知实位移dr是随时间真实发生的,而虚位移

δr则不是随时间发生的。对于(1.1.8)式定义的坐标变换,有

dri=∑
s

j=1

∂ri

∂qj
dqj +

∂ri

∂tdt
(1.2.4)

而虚位移与时间无关,因此

δri=∑
s

j=1

∂ri

∂qj
δqj (1.2.5)

 

  由(1.2.3)式~(1.2.5)式看出,在稳定约束情形,约束方程与时间无关,
因此实位移可能是虚位移中的一个;

 

在非稳定约束情形,实位移往往不同于

任何一个虚位移。虚位移的引入,是为了描述约束的某种局部性质,所以只

考虑“无限小”的位移。例如,在曲面约束情形下,如图1.2所示,虚位移在切
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平面内,不仅长度任意(但是无限小),而且方向任意(张成一个平面)。从某点

产生的虚位移描述的是曲面在该点的切平面邻域。如果曲面本身随时间运动,
其上质点的δr是曲面在某时刻固定情况下,质点在曲面上可能的位移,这些虚

位移均在该点曲面的切平面内。而dr则是质点的真实位移,只有一个。

图1.2 虚位移δr和实位移dr示意图

功的定义为F·dr,那么F·δr 自然被称为力F 在虚位移上所做的虚

功,∑
N

i=1
Fi·δri 称为力学体系各质点所受作用力的虚功之和。 一般而言,虚

功实际上并不是功。

1.2.2 理想约束

在系统受到约束时,和自由系统的运动情况不同,引起这种改变是因为

系统受到约束的作用,这种作用就是约束(反)力。约束力对受到作用的各点

的虚位移各有一虚功。如果系统中各质点的约束力的虚功之和等于零,即

∑
i
Ri·δri=0 (1.2.6)

其中,Ri 是第i个质点所受约束力的合力,δri 是它的虚位移,则这种约束称

为理想约束。引入理想约束这个概念的意义在于,一方面这种约束的约束力

很容易从方程中消去,另一方面,确实有相当广泛的一大类复杂结构的约束

是理想的。下面是常见理想约束的一些实例。
(1)

 

固定或运动变化着的光滑曲面、曲线约束下的质点组;
 

(2)
 

用刚性轻杆联结的两质点;
 

(3)
 

两个刚体用理想铰链联结于一点;
 

(4)
 

两刚体在运动中以理想光滑表面相接触;
 

(理想光滑:
 

几何方面指表

面无限可导,物理方面指表面光滑无摩擦。)
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(5)
 

两刚体在运动中以完全粗糙表面相接触。(不可相互滑动,例如齿轮

的啮合。)
引进虚功以代替实际的功,可把不稳定约束也纳入理想约束的范围。出

现摩擦力做功不能忽略的情况时,可将摩擦力看作未知主动力,通过其他关

系求出,而约束仍可认为是理想的。

1.2.3 虚功原理

对于静止平衡质点体系,设作用在i质点上所有主动力合力为Fi,所有

约束力合力为Ri。由于质点静止
 

Fi+Ri=0,所以,(Fi+Ri)·δri=0,对
所有质点求和,则

∑
i
(Fi+Ri)·δri=0 ⇒ ∑

i
Fi·δri+∑

i
Ri·δri=0

利用理想约束(1.2.6)式,质点系静止平衡条件为

δW =∑
i
Fi·δri=0 (1.2.7)

此即虚功原理,也称虚位移原理。这个式子里面不再包含约束力,只有主动

力,有可能简化静力学问题的求解。
例1.4 一匀质梯子质量为 M,长为L,与水平成θ角斜靠在墙面上,墙

和地面均光滑,但在梯子的地面一端水平施加力F,求F。

解:
 

重心竖直坐标y=
L
2sinθ

,力F 作用点的水平坐标
 

x=Lcosθ,由虚

功原理,

δW =Mgδy+Fδx=0
即

1
2Mgcosθ-Fsinθ  Lδθ=0

由于δθ任意,1
2Mgcosθ-Fsinθ=0,所以

F=
1
2Mgcotθ

  思考:
 

若该例题中,力F 改为梯子与地面的静摩擦力,则情况又如何?

1.2.4 广义力

把(1.2.5)式代入(1.2.7)式,则

δW =∑
i
Fi· ∑

j

∂ri

∂qj
δqj  =∑j ∑i Fi·

∂ri

∂qj  δqj
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定义广义力(generalized
 

force)为

Qj =∑
i
Fi·

∂ri

∂qj
(1.2.8)

则有

δW =∑
j

Qjδqj (1.2.9)

虚功原理要求δW=0,qj 彼此独立,由(1.2.9)式自然得到

Qj =0, j=1,2,…,s
即受理想约束的完整力学系处于静平衡的条件是:

 

作用在系统上的广义力皆

为零。

1.3 达朗贝尔原理

虚功原理是分析力学中处理静力学平衡条件问题的普遍方法。对动力

学问题,出发点应从静力平衡方程换成牛顿动力学方程:
 

Fi+Ri=mir̈i,即

Fi+Ri-mir̈i=0,点积虚位移:
 

(Fi+Ri-mir̈i)·δri=0,对所有质点求

和:
 

∑
i
(Fi+Ri-mir̈i)·δri=0,理想约束下,利用(1.2.6)式得到

∑
i
(Fi-mir̈i)·δri=0 (1.3.1)

式中,-mir̈i 称为达朗贝尔惯性力。若所有主动力虚功为δW,则

δW =∑
i

mir̈i·δri (1.3.2)

此即达朗贝尔原理(d􀆳Alembert􀆳s
 

principle),又称动力学普遍方程。可以看

到这个方程中不包含约束力。

图1.3 半球面上质点

例1.5 一质点m,在半径为R、质量为M 的

半球面最高处开始滑下,如图1.3所示,半球的大

圆面在光滑地面自由移动,质点与球面之间摩擦

忽略。开始都是静止的,求 m 相对于M 的运动

方程。
解:

 

求解用牛顿力学并不困难,这里用达朗

贝尔原理。物体实际是二维运动,原自由度4个,m(x,y),M(X,Y),质点下

滑时可能离开半球面,因此是可解约束。质点离开半球面以后开始作斜抛运

动,而半球面则是匀速直线运动,这部分运动很容易理解,不在此讨论。之前

质点在半球面上运动时,一直保持在球面上,因此可认为这一段运动是完整

稳定约束———M 在地面滑动,m 在M 的球面下滑,两个约束条件。因此独立
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