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  第5章             C
hapter5

离散时间信号与系统分析

5.1　基 本 要 求

• 了解离散时间信号的定义和基本描述方法;

• 熟悉典型离散信号的定义以及离散时间信号的基本运算;

• 能熟练利用卷积和经典法求解差分方程;

• 熟练掌握基本信号的Z变换及其基本性质,并根据性质求解信号的变换式;

• 熟练掌握Z逆变换的部分分式展开法,熟悉Z逆变换的留数求解法;

• 了解Z变换和拉普拉斯变换的关系,掌握不同序列收敛域的特点;

• 了解离散时间信号的傅里叶变换(DTFT)与离散傅里叶变换(DFT)的概念。

5.2　重点与难点

• 离散系统响应的求解;

•Z变换的性质;

• 逆变换的求解。

5.3　知 识 要 点

5.3.1 离散时间信号及其时域特性

1.定义

  离散时刻才有定义的信号称为离散时间信号,简称为离散信号。离散时间信号有时也

称为序列。

2.离散信号的描述方式

离散信号的描述方式有3种形式:解析形式、序列形式和图形形式。

3.典型的离散时间信号

典型离散信号的表达式及其图形如表5-1所示。
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表5-1 典型离散信号的表达式及其图形

序列名称 表 达 式 图  形

单

位

取

样

序

列

δ(n)=
1, n=0
0, n≠0{

延时m 个时间单位的单位取样序列

δ(n-m)为

δ(n-m)=
1, n=m
0, n≠m{

单

位

阶

跃

序

列

u(n)=
1, n≥0
0, n<0{

延时m 个时间单位的单位阶跃序列

u(n-m)为

u(n-m)=
1, n≥m
0, n<m{

矩

形

序

列

RN(n)=
1, 0≤n≤N-1
0, n<0,n≥N{

单
边
实
指
数
序
列

x(n)=anu(n)= an, n≥0
0, n<0{

正

弦

序

列

x(n)=sin(ωn+φ)

5.3.2 离散时间系统

1.定义

  将输入序列x(n)经某种变换或处理映射成输出序列y(n)的唯一性变换或运算,记为
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y(n)=T[x(n)] (5-1)

图5-1 离散时间系统

  离散时间系统如图5-1所示。

2.线性非移变系统

(1)线性性。对输入的线性组合产生的响应,是原来各个输入单独产生的响应同样的

线性组合,即

T[ax1(n)+bx2(n)]=aT[x1(n)]+bT[x2(n)] (5-2)

  (2)非移变性。输入的延时将产生输出同样的延时,即如果输入x(n)引起的响应为序

列y(n),那么

T[x(n-m)]=y(n-m) (5-3)

  (3)线性非移变系统的差分描述。设x(n),x(n-1),…,x(n-M)表示输入序列及其

移位序列,y(n),y(n-1),…,y(n-N)表示输出序列及其移位序列,线性非移变系统的输

入输出序列的线性常系数差分方程可描述为

∑
N

k=0
aky(n-k)=∑

M

k=0
bkx(n-k) (5-4)

其中,参数N 称为系统的阶次;式(5-4)描述的系统为N 阶系统;系数ak,bk 为常数。

3.差分方程的经典求解法

(1)迭代法。由于差分方程存在递归或迭代关系,所以可以用迭代方法求解差分方程。
(2)经典解法。差分方程经典解法与连续时间系统微分方程的经典解法类似,都是把

系统响应分解为齐次解和特解两部分,求解步骤如下。

① 求齐次解。令差分方程式(5-4)右端为零,得齐次差分方程,即

∑
N

k=0
aky(n-k)=0 (5-5)

特征方程为

∑
N

k=0
akpN-k =0 (5-6)

  特征方程式(5-6)的根称为特征根。设特征方程有N 个相异的特征根,表示为pk(k=
1,2,…,N),则差分方程的齐次解为

yh(n)=∑
N

k=1
Ckpn

k (5-7)

  若有重根,假设p1 为m 重根,其他均为单根,则齐次解为

yh(n)=∑
m

k=1
Cknk-1pn

1+ ∑
N-m+1

k=2
Akpn

k (5-8)

其中,Ck,Ak 等是由初始条件确定的待定系数。

② 求特解。特解yp(n)的函数形式与激励形式有关。表5-2列出了差分方程几种典

型的激励所对应的特解。选定特解后,代入原差分方程式(5-4),可以求出特解中的待定

系数Pi。
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表5-2 差分方程几种典型的激励所对应的特解

激励x(n) 特解yp(n)

an
当a不是特征根时,yp(n)=P1an

当a是特征单根时,yp(n)=P1nan,以此类推

cosω0n或

sinω0n
当所有特征根不等于e±jω0时,yp(n)=P1cosω0n+P2sinω0n
当e±jω0是特征单根时,特解在上式基础上乘以n

nm
当1不是特征根时,yp(n)=Pmnm+Pm-1nm-1+…+Pzn+P0

当1是特征单根时,yp(n)=n(Pmnm+Pm-1nm-1+…+Pzn+P0),以此类推

  ③ 求完全解。完全解是齐次解与特解之和,即y(n)=yh(n)+yp(n)。
④ 由系统的初始条件确定齐次解中的待定系数Ck。

4.卷积和

零输入响应就是输入为零时仅由起始状态所引起的响应,用yzir(n)表示。零状态响应

就是起始状态为零时仅由输入序列所引起的响应,用yzsr(n)表示。系统的单位取样响应定

义为系统在δ(n)激励下系统的零状态响应,用h(n)表示。
(1)定义。x(n)与h(n)的卷积和,称为离散卷积,简称为卷积。任意两个序列x(n)和

y(n)的卷积定义为

x(n)*y(n)=∑
∞

k=-∞
x(k)y(n-k) (5-9)

  (2)卷积和的性质。卷积和的性质如表5-3所示。
(3)卷积和的计算。卷积和的计算主要包括以下方法:

① 直接利用定义。根据定义求卷积和的解析式。

② 图解法。采用变量替换、反折、平移、相乘、求和等步骤。

③ 竖乘法。模仿两个整数的乘法过程。

④ 利用卷积和的性质。

表5-3 卷积和的性质

性质名称 表 达 式

交换律 x(n)*y(n)=y(n)*x(n)

结合律 [x(n)*h1(n)]*h2(n)=x(n)*[h1(n)*h2(n)]

分配律 x(n)*[h1(n)+h2(n)]=x(n)*h1(n)+x(n)*h2(n)

与δ(n)的卷积
x(n)*δ(n)=x(n)
x(n)*δ(n-m)=x(n-m)

  ⑤Z变换法。将时域卷积运算转化为Z变换乘法运算。

5.3.3 Z变换

1.定义

  序列x(n)的Z变换定义为

X(z)=Z[x(n)]=∑
∞

n=-∞
x(n)z-n (5-10)
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  单边Z变换的定义为

X(z)=Z[x(n)]=∑
∞

n=0
x(n)z-n (5-11)

2.收敛域

(1)有限长序列。
有限长序列只在有限区间(n1~n2)范围内序列的值不为零,它的Z变换为

X(z)=Z[x(n)]=∑
n2

n=n1

x(n)z-n (5-12)

  显然,它的收敛域为0<|z|<∞。收敛域是否包含z=0和z=∞两个点取决于n1,n2

的情况。如果n1≥0,则收敛域为0<|z|≤∞;如果n2≤0,则收敛域为0≤|z|<∞。
(2)右边序列。
右边序列只在n≥n1 时有非零值,它的Z变换为

X(z)=Z[x(n)]=∑
∞

n=n1

x(n)z-n (5-13)

  该级数的收敛域是以某一个圆的外部区域,即Z变换收敛域是|z|>Rx-。如果n1≥0,这时

的右边序列就是因果序列,它的收敛域为Rx-<|z|≤∞,包含了z=∞;如果n1<0,这时的

右边序列属于非因果的序列,它的收敛域为Rx-<|z|<∞,不包含z=∞。
(3)左边序列。
左边序列只在n≤n2 时有非零值,它的Z变换为

X(z)=Z[x(n)]=∑
n2

n=-∞
x(n)z-n (5-14)

  该级数的收敛域是以某一个圆的内部区域,即Z变换收敛域是|z|<Rx+。如果n2≤0,这时

的左边序列就是逆因果序列,它的收敛域是0≤|z|<Rx+,包含了z=0;如果n2>0,这时的

左边序列属于非逆因果的序列,它的收敛域是0<|z|<Rx+,不包含z=0。
(4)双边序列。
双边序列在区间(-∞,+∞)上都有非零值,它可以看成一个逆因果序列和一个因果序

列之和。它的Z变换为

X(z)=Z[x(n)]=∑
∞

n=-∞
x(n)z-n =∑

-1

n=-∞
x(n)z-n +∑

∞

n=0
x(n)z-n (5-15)

  双边序列Z变换收敛域为一个圆环,即双边序列的Z变换收敛域为Rx-<|z|<Rx+。
如果Rx+≤Rx-,则X(z)没有收敛域,即Z变换实际上不存在。

3.常用序列的Z变换

常用序列的Z变换如表5-4所示。

表5-4 常用序列的Z变换

序号 序  列 Z 变 换 收敛域

1 δ(n) 1 z平面

2 u(n) 1
1-z-1=

z
z-1 |z|>1
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序号 序  列 Z 变 换 收敛域

3 anu(n)
1

1-az-1=
z

z-a |z|>|a|

4 -anu(-n-1)
1

1-az-1=
z

z-a |z|<|a|

5 RN(n)
1-z-N

1-z-1=
zN-1

zN-zN-1 |z|>0

6 nu(n) z-1

(1-z-1)2=
z

(z-1)2
|z|>1

7 nanu(n) az-1

(1-az-1)2=
az

(z-a)2
|z|>|a|

8 e-jω0nu(n)
1

1-e-jω0nz-1=
z

z-e-jω0n |z|>1

9 sin(ω0n)u(n)
z-1sinω0

1-2z-1cosω0+z-2=
zsinω0

z2-2zcosω0+1
|z|>1

10 cos(ω0n)u(n)
1-z-1cosω0

1-2z-1cosω0+z-2=
z2-zcosω0

z2-2zcosω0+1
|z|>1

11 (n+1)anu(n) 1
(1-az-1)2=

z2
(z-a)2

|z|>|a|

4.Z变换的性质

Z变换的性质如表5-5所示。

表5-5 Z变换的性质

序号 性质名称 表 达 式 收 敛 域

1 线性性质 ax(n)+by(n)↔aX(z)+bY(z) max[Rx-,Ry-]<|z|<min[Rx+,Ry+]

2 序列移位 x(n-m)↔z-mX(z) Rx-<|z|<Rx+

3 尺度变换 anx(n)↔X
z
a a Rx-<|z|<Rx+ a

4 序列反折 x(-n)↔X
1
z

1
Rx+

<|z|<
1

Rx-

5 序列复共轭 x(n)↔X(z) Rx-<|z|<Rx+

6 z域微分 nx(n)↔-z
dX(z)
dz Rx-<|z|<Rx+

7 初值定理 x(0)=lim
z→∞

X(z) x(n)为因果序列

8 初值定理 x(0)=lim
z→0

X(z) x(n)为逆因果序列

9 终值定理 x(∞)=lim
z→1
(z-1)X(z) x(n)为因果序列,且X(z)除在z=1处可

以有一阶极点外,其他极点都在单位圆内

10 时域卷积 x(n)*y(n)↔X(z)Y(z) max[Rx-,Ry-]<|z|<min[Rx+,Ry+]
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序号 性质名称 表 达 式 收 敛 域

11
帕塞瓦尔

公式

 ∑
∞

n=-∞
x(n)·y(n)

=
1
2πj∮

C

X(v)Y =
1
v

v-1dv
Rx-·Ry-<|z|<Rx+·Ry+

5.Z反变换

Z反变换就是由序列的Z变换X(z)求原来序列x(n)的过程。
(1)幂级数法。幂级数法就是根据Z变换的收敛域将X(z)展开成z幂级数,即

X(z)=∑
∞

n=-∞
x(n)z-n (5-16)

  因此,序列x(n)是z-n的系数。将X(z)展开式(5-16)形式的幂级数与Z变换的收敛

域有关。当X(z)为有理函数时,可用长除法将X(z)展开成幂级数。使用长除法之前,根
据收敛域确定对应的是右边序列还是左边序列。若为右边序列,则将X(z)展开成负幂级

数;若为左边序列,则将X(z)展开成正幂级数。
(2)部分分式展开法。当X(z)是有理函数时,对X(z)进行部分分式展开,然后利用表

5-4求各简单分式的Z反变换。
(3)留数定理法:

x(n)=
1
2πj∮CX(z)z

n-1dz (5-17)

其中,C 是X(z)的收敛域内一条逆时针方向环绕原点的围线。
根据复变函数积分中的留数定理,当n≥0时,有

x(n)=
1
2πj∮CX(z)z

n-1dz=∑[X(z)zn-1 在C 内极点上的留数] (5-18)

当n<0时,有

x(n)=
1
2πj∮CX(z)z

n-1dz=-∑[X(z)zn-1 在C 外极点上的留数] (5-19)

6.Z变换与拉普拉斯变换的关系

设离散时间序列x(n)是连续时间信号xa(t)经过抽样得到的,即x(n)=xa(nT),则
x(n)的Z变换X(z)与xa(t)的拉普拉斯变换Xa(s)之间的关系为

X(z)|z=esT =
1
T∑

∞

n=-∞
Xa s-jn

2π
T

æ

è
ç

ö

ø
÷ (5-20)

  式(5-20)表示了Xa(s)的周期延拓与X(z)的关系。s平面中宽度为
2π
T

的水平带映射

成整个z平面,左半带映射成单位圆内部,右半带映射成单位圆外部,长度为
2π
T

的虚轴映射

成单位圆周。

7.Z变换和DFT及DTFT的关系

(1)离散时间序列x(n)的傅里叶变换(DTFT)定义为
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X(ejω)=F[x(n)]=∑
∞

n= -∞
x(n)e-jωn (5-21)

  X(ejω)的傅里叶反变换(IDTFT)为

x(n)=F-1[X(ejω)]=
1
2π∫

2π

0
X(ejω)ejωndω

=
1
2π∫

π

-π
X(ejω)ejωndω (5-22)

  (2)设有限长序列x(n),n=0,1,2,…,N-1,它的离散傅里叶变换(DFT)定义为

X(k)=DFT[x(n)]=∑
N-1

n=0
x(n)e-j

2π
Nkn, 0≤k≤N -1 (5-23)

  离散傅里叶反变换(IDFT)为

x(n)=IDFT[x(k)]=
1
N∑

N-1

k=0
X(k)ej

2π
Nkn, 0≤n≤N -1 (5-24)

  (3)由于DFT只针对有限长序列,所以,必须在有限长序列的前提下来讨论 DFT、

DTFT和Z变换之间的关系。DFT、DTFT和Z变换的定义分别为

X(z)=L[x(n)]=∑
N-1

n=0
x(n)z-n (5-25)

X(ejω)=∑
N-1

n=0
x(n)e-jωn (5-26)

X(k)=DFT[x(n)]=∑
N-1

n=0
x(n)e-j

2π
Nkn, 0≤k≤N -1 (5-27)

  由此可见,单位圆上的Z变换就是序列的DTFT,而单位圆上DTFT的 N 点均匀取样

就是DFT。

5.3.4 离散时间系统的z域分析

1.离散时间系统函数的定义

  离散时间系统的系统函数定义为系统零状态响应的Z变换与激励的Z变换之比,即

H(z)=
Y(z)
X(z)

(5-28)

或

H(z)=Z[h(n)]=∑
∞

n= -∞
h(n)z-n (5-29)

  式(5-29)经常用作系统函数的定义,也常用于由系统函数 H(z)求系统的单位取样响

应h(n)。系统函数 H(z)与系统的单位取样响应h(n)是一组Z变换对。

2.系统的零极点

H(z)=A
∏
M

k=1

(z-zk)

∏
N

k=1

(z-pk)
(5-30)

其中,zk 是系统函数H(z)的零点;pk 是系统函数H(z)的极点。H(z)的零极点图称为系
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统零极点图。

3.系统函数与频率响应

系统函数与频率响应的关系式

H(ejω)=H(z)|z=ejω (5-31)
即系统的单位取样响应在单位圆上的Z变换就是系统的频率响应。

4.系统函数与系统稳定性

单位取样响应h(n)绝对可和,意味着系统函数在单位圆上收敛,这时系统是稳定的。
反之,如果系统稳定,则系统函数在单位圆上收敛。换言之,系统函数收敛域包含单位圆是

系统稳定的充分必要条件。
显然,对于一个稳定的因果系统,其系统函数的收敛域为

Rx- <|z|≤ ∞
0<Rx- <1{ (5-32)

即因果系统稳定的充分必要条件为,其系统函数 H(z)的所有极点都在单位圆内。

5.4　例 题 精 选

【例5-1】 下列系统中,x(n)表示激励,y(n)表示响应。试判断每个激励与响应的关系

是否线性的,是否具有非移变性。

(1)y(n)=x(n)cos
2nπ
5 +

π
10

æ

è
ç

ö

ø
÷      (2)y(n)=∑

n

m=-∞
x(m)

解:
(1)线性性

y1(n)=x1(n)cos
2nπ
5 +

π
10

æ

è
ç

ö

ø
÷

y2(n)=x2(n)cos
2nπ
5 +

π
10

æ

è
ç

ö

ø
÷

则

k1x1(n)+k2x2(n)→ [k1x1(n)+k2x2(n)]cos
2nπ
5 +

π
10

æ

è
ç

ö

ø
÷=k1y1(n)+k2y2(n)

所以系统是线性的。
移变性

y(n)=x(n)cos 2nπ5 +
π
10

æ

è
ç

ö

ø
÷

则

x(n-m)→y'(n)=x(n-m)cos 2nπ5 +
π
10

æ

è
ç

ö

ø
÷≠y(n-m)

所以系统是移变系统。



第◆5 章　离散时间信号与系统分析 175  

  (2)线性性

y1(n)=∑
n

m=-∞
x1(m),y2(m)=∑

n

m=-∞
x2(m)

则

∑
n

m=-∞

[k1x1(m)+k2x2(m)]=k1y1(n)+k2y2(n)

所以系统是线性的。
移变性:

设 y(n)=∑
n

m=-∞
x(m)

则x(n-k)→y'(n)=∑
n

m=-∞
x(m-k),令m-k=p

故

∑
n-k

p=-∞
x(p)=∑

n-k

m=-∞
x(m)=y(n-k)

所以系统是非移变的。
【例5-2】 求下列信号的卷积。
(1)[u(n)-u(n-4)]*[u(n)-u(n-4)]

(2)sin nπ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷u(n)*2nu(n)

解:
(1)由卷积的性质可知

 [u(n)-u(n-4)]*[u(n)-u(n-4)]

=[δ(n)+δ(n-1)+δ(n-2)+δ(n-3)]*[δ(n)+δ(n-1)+δ(n-2)+δ(n-3)]

=δ(n)+2δ(n-1)+3δ(n-2)+4δ(n-3)+3δ(n-4)+2δ(n-5)+δ(n-6)

(2)Zsinnπ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷u(n)*2nu(n)é

ë
êê

ù

û
úú=

z
z2+1

· z
z-2=

2
5

z-2-

1
5+

1
10j

z-j +
-
1
5+

1
10j

z+j

sinnπ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷u(n)*2nu(n)=Z-1

2
5

z-2-

1
5+

1
10j

z-j +
-
1
5+

1
10j

z+j

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= 2
5
·2n- 1

5+
1
10j

æ

è
ç

ö

ø
÷jn+ -

1
5+

1
10j

æ

è
ç

ö

ø
÷(-j)n

é

ë
êê

ù

û
úúu(n)

  【例5-3】 已知差分方程y(n)+3y(n-1)+2y(n-2)=f(n),激励f(n)=2nu(n),初始

值y(0)=0,y(1)=2,试用零输入、零状态法求全响应y(n)。
解:
(1)求零输入响应yzir(n)。
系统的特征方程为p2+3p+2=0,故特征根为p1=-1,p2=-2,故零输入响应的通

解yzsr(n)=A1(-1)k+A2(-2)k。待定系数A1,A2 必须根据系统的起始条件来求,而不

能根据初始值y(0)=0,y(1)=2来求。又因为激励f(n)是在n=0时刻作用于系统,故起


