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前  言

  从1985年我国第一次派队参加国际数学奥林匹克竞赛(简称IMO)以来,中国代表队参

加了38次IMO(1985年派两名队员参赛,1998年因故没有参赛),24次获总分第一(有15次

六位队员都得金牌),8次第二,2次第三,第四、六、八名各1次,224人次参赛,共获金牌180
块,银牌36块,铜牌6块.早在1994年,中国科学院数学物理学部王梓坤院士就讲到,近年来,

我国中学生在IMO中“连续获得团体冠军,个人金牌数也名列前茅,消息传来,全国振奋.我国

数学,现在有能人,后继有强手,国内外华人无不欢欣鼓舞”.这对青少年学好数学无疑是极大

的鼓励和鞭策,极大地激发了青少年学习数学的热情.
为了给对数学有兴趣的高中生提供一个扩展知识视野、提高解题能力和培养创新精神的

平台,我们以高考数学难题、著名大学强基计划招生和国内外高中数学竞赛为背景,根据多年

辅导高中生参加高考数学、大学自主招生、著名大学强基计划招生和高中数学竞赛所积累下来

的经验、体会和素材,编写了这套《数学培优竞赛讲座》(高一年级、高二年级、高三年级),以及

配套的《数学培优竞赛一讲一练》(高一年级、高二年级、高三年级).
《数学培优竞赛讲座》按照普通高中数学教科书的进度分专题编写,在内容的安排上力求

与课堂教学同步,采用从课内到课外逐步引申扩充、由浅入深、由易到难、循序渐进的教学方

法;在夯实基础的同时,通过新颖、有趣的数学问题,构建通往高考数学、著名大学强基计划招

生和高中数学竞赛的捷径;尽可能地帮助学生扩展知识视野,提高思维能力;在有利于学生把

高中数学教材的知识巩固深化的同时,又恰到好处地为学生拓宽有关强基计划和竞赛数学的

知识;以高考数学、著名大学强基计划招生和高中数学竞赛中的热点、难点问题为载体,介绍竞

赛数学中令人耳目一新的解题方法与技巧,激发学生创新与发现的灵感,帮助学生开发智力,

提高水平去参加高考数学、著名大学强基计划招生和高中数学竞赛.
《数学培优竞赛讲座》以专题讲座的形式编写,每讲的主要栏目如下.
名人名言欣赏:以名人名言开宗明义,开启每讲的数学学习之旅.
知识方法述要:详细归纳相关的知识、方法与技巧,突出重点、难点和考点.对于高中数学

教科书没有的内容,尽可能给出新知识、新方法的产生背景.
 

对给出的知识、方法与技巧尽可

能做到系统、完整.
例题精讲:含“分析”“解”和“评注”,从易到难,拾级而上,由基础题、提高题、综合题组成.

 

本丛书中很多例题的解答之后有评注,评注是对某些问题或解答过程中意犹未尽之处进行阐

述分析,以起到画龙点睛的作用;对可进一步深入研究的问题予以拓展引申,意在引导学生去

创造;对一题多解的问题提出相关的解法,发现特技与通法之间的联系.总之,评注的目的在

于,一方面揭示问题的背景和来源,另一方面启迪学生发现解决问题的思路及通过合理猜测提
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出解决问题的新方法,使学生不仅知其然,更知其所以然,以期达到授之以渔的目的.
同步训练:含选择题、填空题、解答题,为方便自学,在书后每题均给出详细解答过程.

 

《数学培优竞赛一讲一练》是《数学培优竞赛讲座》的配套练习册,可以为使用者提供自我

检测;书后附有详细解答,可以检验使用者对数学知识的理解水平和掌握程度.
 

《数学培优竞

赛一讲一练》与《数学培优竞赛讲座》配套使用,能达到更好的学习效果.
本丛书注重数学基础知识的巩固提高和数学思想方法的渗透,凸显科学精神和人文精神

的融合,加强对学生学习兴趣、创新精神、应用意识和分析问题、解决问题能力的培养.希望通

过对本丛书的学习,学生能够发现数学的美丽和魅力,体会数学的思想和方法,感受数学的智

慧和创新,体验经过不懈的探索而获得成功的兴奋和乐趣,进而激发学习数学的兴趣.
数学大师陈省身教授为2002年8月在北京举行的第24届国际数学家大会题词:“数学好

玩.”我们深信本书能让学生品味到数学的无穷乐趣.著名数学家陈景润说:“数学的世界是变

幻无穷的世界,其中的乐趣只有那些坚持不懈的人才能体会得到!”

本丛书是高中生参加数学竞赛的宝典,是冲刺著名大学强基计划招生、破解高考数学压轴

题的利器,是中学数学教师进行数学竞赛辅导、进修的益友.
在本丛书的编写过程中,笔者参考并引用了有关资料中的优秀题目,为求简明,书中未一

一注明出处,在此,谨向原题编者表示感谢.由于笔者水平有限,书中难免会有疏漏之处,诚挚

欢迎读者批评与指正.

2024年5月于深圳中学新校区
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第1讲　等差数列与等比数列
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  哪里有数,哪里就有美.
———普罗克洛斯(希腊)

������

等差数列与等比数列是数列中最基础、最常见、最重要的两种类型.在解决等差数列、等比

数列的有关问题中,重要的数学思想方法有方程的思想、函数的思想、化归的思想,即列解关于

五个基本量a1,d(或q),n,an 及Sn
 的方程、研究an 与Sn 关于n的函数的性质、将某些非等差

(等比)数列问题转化为等差(等比)数列问题求解.

1.
 

等差数列

(1)
 

通项公式an =a1+(n-1)d,a1 为首项,d 为公差;或者an =am +(n-m)d.

数列{an}是等差数列⇔2an=an+1+an-1.若a,A,b成等差数列,则等差中项A=
a+b
2 .

前n项和Sn =
n(a1+an)

2
,或Sn =na1+

n(n-1)
2 d=

d
2n

2+ a1-
d
2  n,是关于n的

二次函数.
反之,若数列{an}的前n 项和Sn =An2+Bn(A,B 为已知常数),则数列{an}是等差

数列.
等差数列的通项公式及前n 项和公式中,对a1,d,n,an 及Sn,只要已知这五个元素中的

任意三个,便可求出其余两个.
(2)

 

若{an}是等差数列,则k+l=m+n⇔ak+al=am +an.特别地,当m+n=2p 时,

有am +an =2ap.
(3)

 

若{an},{bn}为等差数列,则{λan +bn},{λ1an +λ2bn}都为等差数列.
若{an}是等差数列,则Sn,S2n -Sn,S3n -S2n,… 也为等差数列.
(4)

 

Sn 最值的求法.
方法1 因等差数列(d≠0)前n项和是关于n的二次函数,所以可转化为求二次函数的

最值(要注意数列的特殊性n∈N+).利用二次函数的对称性,n取离二次函数对称轴最近的整

数时,Sn 取最大值(或最小值).若Sp =Sq,则其对称轴为n=p+q
2 .

方法2 (i)
 

“首正”的递减等差数列中,前n项和的最大值是所有非负项之和.即当a1>

1
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0,d<0,由
an ≥0,

an+1 ≤0, 可得Sn 达到最大值时n 的值.

(ii)
  

“首负”的递增等差数列中,前n 项和的最小值是所有非正项之和.即当a1 <0,

d>0,由
an ≤0,

an+1 ≥0, 可得Sn 达到最小值时n 的值,或求{an}中正负分界项.

2.
 

等比数列

(1)
 

通项公式为an =a1qn-1,a1 为首项,q为公比;或者an =amqn-m,即有qn-m =
an

am
.

数列{an}是等比数列 ⇔a2
n =an-1·an+1.若a,G,b成等比数列,则等比中项G=±

 
ab.

等比数列的前n 项和Sn 公式:

(i)
  

当q=1时,Sn =na1;

(ii)
  

当q≠1时,Sn =
a1(1-qn)
1-q =

a1-anq
1-q

.

等比数列的通项公式及前n 和公式中,涉及五个元素:a1,q,n,an 及Sn,只要已知这五个

元素中的任意三个,便可求出其余两个.
(2)

 

若{an}是等比数列,则k+l=m+n⇔ak·al=am·an.特别地,当m+n=2k时,

有an·am =a2
k.

(3)
 

若数列{an}为等比数列,则每隔k(k∈N+)项取出一项,即am,am+k,am+2k,am+3k,…

仍为等比数列.
若{an}是各项均为正数的等比数列,则数列{loga

 an}是等差数列.
若{an}为等比数列,则数列Sn,S2n -Sn,S3n -S2n,… 是等比数列.

3.
 

高阶等差数列

给定的数列{an},把它的连续两项an+1 与an 的差(an+1-an)记为bn,得到一个新数列

{bn},把数列{bn}称为原数列{an}的一阶差数列;如果cn =bn+1-bn,则称数列{cn}是数列

{bn}的一阶差数列,{cn}是{an}的二阶差数列;依次类推,可以得到数列{an}的p 阶差数列,

其中p∈N+.
如果某一数列的p阶差数列是一个非零常数列,则称该数列为p阶等差数列.其实一阶等

差数列就是我们通常说的等差数列;高阶等差数列是二阶或二阶以上等差数列的统称.
(1)

  

高阶等差数列的性质.
(i)

  

如果数列{an}是p 阶等差数列,则它的一阶差数列是p-1阶等差数列;

(ii)
  

数列{an}是p 阶等差数列的充要条件是:数列{an}的通项是关于n 的p 次多项式;

(iii)
  

如果数列{an}是p 阶等差数列,则其前n 项之和Sn 是关于n 的p+1次多项式.
这些性质,可以利用数学归纳来证明.
(2)

  

求解高阶等差数列的通项与前n 项和的方法.

(i)
 

累差法:an =a1+∑
n-1

k=1

(ak+1-ak).

2
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(ii)
 

待定系数法:对于p(p≥2)阶等差数列,根据性质(2)和性质(3),其通项与前n项和

分别是关于n 的p 次与p+1次多项式,可以先设出多项式的表达式,再根据已知条件列方程

组求多项式的系数.
(iii)

  

裂项相消法:其出发点是an 能写成an =f(n+1)-f(n).
(iv)

 

化归法:将高阶等差数列的问题转化为易求的同阶等差数列或低阶等差数列的问

题,达到简化的目的.

����

【例1-1】 将25个数排成5行5列:

a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

a51 a52 a53 a54 a55

已知第1行a11,a12,a13,a14,a15成等差数列,而每一列a1j,a2j,a3j,a4j,a5j(1≤j≤5)都

成等比数列,且5个公比全相等.若a24=4,a41=-2,a43=10,求a11×a55 的值.
解:由题意可知每一行上的数都成等差数列,但这五个等差数列的公差不一定相等.

由a41=-2,a43=10知a42=
10+(-2)

2 =4,且公差为6,所以a44=16,a45=22.

由a24=4,a44=16知公比q=±2.

若q=2,则a11=
a41

q3
=-

1
4

,a55=22×2=4×11,所以a11×a55=-11;

若q=-2,则a11=
a41

q3
=
1
4

,a55=22×(-2)=4×(-11),所以a11×a55=-11.

综上所述,a11×a55=-11.
【例1-2】 数列{an},{bn}满足条件a1=b1,当n≥2时,

bn =
a1+2a2+…+nan

1+2+3+…+n .

求证:{bn}是等差数列的充要条件是{an}为等差数列.

�� 若{an}为等差数列,可将{bn}化简,进而说明它也为等差数列;若{bn}为等差数

列,可求出{an}的通项公式,进而说明它也为等差数列.
证明:充分性:设{an}是公差为d 的等差数列,则

3
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∑
n

i=1
iai=∑

n

i=1
ia1+(i-1)d  =a1∑

n

i=1
i+d∑

n

i=1
i2-d∑

n

i=1
i

=(a1-d)n(n+1)
2 +dn(n+1)(2n+1)

6

=
n(n+1)
2 a1-d+

2n+1
3  ,

即bn =
∑
n

i=1
iai

∑
n

i=1
i

=a1-d+
2n+1
3

,所以{bn}为等差数列.

必要性:设{bn}是公差为d 的等差数列,则

∑
n

i=1
iai=

1
2n

(n+1)bn,

∑
n+1

i=1
iai=

1
2

(n+1)(n+2)bn+1,

两式相减得 (n+1)an+1=
1
2

(n+1)(n+2)bn+1-nbn  ,

从而

an+1=
1
2

(n+2)bn+1-nbn  =
1
2

(n+2)(d+bn)-nbn  

=
1
2

(n+2)d+2bn  

=
1
2

(n+2)d+2a1+2(n-1)d  

=a1+
3n
2d,

即an =a1+
3(n-1)
2 d(n≥2)且当n=1时,也成立,所以{an}为等差数列.

�� 证明一个数列{an}是等差数列的基本方法是根据等差数列的定义,证明an -

an-1=d(常数)对于所有n≥2的正整数都成立,其等价条件是2an =an-1
 +an+1 等.充分性

证明过程中用到常见公式:

12+22+…+n2=
n(n+1)(2n+1)

6 .

【例1-3】 数列{an}的二阶差数列的各项均为16,且a63=a89=10,求a51.
解:设{an}的一阶差数列是{bn},则{bn}是公差为16的等差数列.设其首项为a,则bn =

a+16(n-1).

所以  an =a1+∑
n-1

k=1

(ak+1-ak)=a1+∑
n-1

k=1
bk =a1+(n-1)a+8(n-1)(n-2),
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这是关于n 的二次多项式,其二次项系数为8,且a63=
 

a89=10,

所以  an =8(n-63)(n-89)+10,

从而  a51=8(51-63)(51-89)+10=3658.

�� 本题的解法是累差法,这是一种常用的方法.根据高阶等差数列的性质,本题也

可以用待定系数法求解,两种解法的实质相同,都能用上二次函数的性质:若二次函数f(x)

满足f(x1)=
 

f(x2)=d,则可设f(x)=a(x-
 

x1)
 

(x-
 

x2)+d.
【例1-4】 已知f(x)为二次函数,且a,f(a),f(f(a)),f(f(f(a)))成正项等比数列,

求证:f(a)=a.

��

 

要证明f(a)=a,只需证明题中等比数列的公比q=1.

证法1:设f(x)=mx2+nx+t(m≠0),数列a,f(a),f(f(a)),f(f(f(a)))的公比为

q(q>0),则

f(a)=aq,f(f(a))=f(aq)=aq2,f(f(f(a)))=f(aq2)=aq3,

所以

ma2+na+t=aq,

m(aq)2+naq+t=aq2,

m(aq2)2+naq2+t=aq3,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁

于是

ma2(1-q2)+na(1-q)=aq(1-q),

ma2q2(1-q2)+naq(1-q)=aq2(1-q), 
若q=1,则f(a)=a;

若q≠1,则
ma(1+q)+n=q,

maq(1+q)+n=q, 解得q=1,这与q≠1矛盾,不符合.

所以f(a)=a.
证法2:不妨设f(a)≠a,则由a,f(a),f(f(a)),f(f(f(a)))成等比数列得

f(a)
a =f(f(a))

f(a) =f(f(f(a)))
f(f(a)) ,

又因f(a)≠a,则q=f(a)
a ≠1,所以f(f(a))≠a,即f(f(a))≠f(a).

所以

f(f(a))-f(a)
f(a)-a =f(f(f(a)))-f(f(a))

f(f(a))-f(a) ,

从而,三点A(a,f(a)),B(f(a),f(f(a))),C(f(f(a)),f(f(f(a)))满足kAB =kBC,

所以A,B,C 三点共线,与A,B,C 三点在抛物线上矛盾,所以f(a)=a.

��

 

证法2利用分式的合比分比性质及反证法.
【例1-5】 证明:多项式(1+x+…+xn)2-xn(其中n>1是正整数)是两个多项式的

乘积.
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证明:因为1+x+…+xn =
1-xn+1

1-x =
xn+1-1
x-1

,所以

(1+x+…+xn)2-xn=
xn+1-1
x-1  

2

-xn

=
x2n+2-2xn+1+1

x2-2x+1
-xn

=
x2n+2-xn+2-xn +1

x2-2x+1

=
(xn+2-1)(xn -1)

(x-1)2

=(1+x+…+xn-1)(1+x+…+xn+1).
【例1-6】 已知数列{an}为等差数列,且a2=5,a8=23.数列{bn}是各项均为正数的等比

数列,b1=2,且对任意正整数s,t都有bs+t=bs·bt 成立.
(1)

 

求数列{an},{bn}的通项公式;
(2)

 

求证:数列{bn}中有无数多项在数列{an}中.
��

 

有关等比数列与等差数列的公共项问题,可以从同余的角度出发,因为等差数列

的所有项模公差是同余的.

解:(1)
 

设数列{an}的公差为d,则d=
a8-a2

8-2 =3,a1=a2-d=2,所以an =3n-1.设

数列{bn}的公比为q,由条件bs+t=bs·bt 得,2×qs+t-1=(2×qs-1)(2×qt-1),解得q=2,从

而bn =2n.

(2)
 

证明:假设bk 在数列{an}中,则存在正整数n,使得2k =3n-1,n=
2k +1
3 .

由于当k 为正奇数时,有2k +1≡(-1)k +1≡0(mod
  

3),即n=
2k +1
3

为整数.

所以,数 列{bn}中 的 奇 数 项 都 在 数 列{an}中,从 而 数 列{bn}中 有 无 数 多 项 在 数 列

{an}中.
【例1-7】 设数列{bn}满足b1=1,bn >0,其前n项乘积Tn =(an-1bn)n,其中a是大于

1的常数.
(1)

 

求证:{bn}是等比数列;
(2)

 

求{bn}中所有不同两项的乘积之和.

��

 

(2)中的求和需要变形:∑
i≠j

bibj =
1
2 ∑bi  2-∑b2i  .

解:(1)
 

证明:由Tn =(an-1bn)n,知Tn-1=(an-2bn-1)n-1(n≥2),所以

Tn

Tn-1
=bn =

(an-1bn)n

(an-2bn-1)n-1=
a2(n-1)·bn

n

bn-1
n-1

,

则
bn

bn-1  
n-1

=
1
a  

2(n-1)

,所以
bn

bn-1
=
1
a  

2

.

6



第1讲 等差数列与等比数列

所以{bn}是等比数列,且公比为1
a2.

(2)
 

由(1)知,bn =1·
1
a2  

n-1

=
1

a2(n-1).{bn}中所有不同两项的乘积之和为∑
i≠j

bibj.

注意到∑
i≠j

bibj =
1
2 ∑bi  2-∑b2i  ,而∑bi=

1

1-
1
a2

,∑b2i =
1

1-
1
a4

,所以

∑
i≠j

bibj =
1
2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁  1

1-
1
a2
 
2

-
1

1-
1
a4

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

a4

(a2-1)2(a2+1)
.

【例1-8】 对于怎样的n,存在等差数列a1,a2,a3,… 和等比数列b1,b2,b3,…,使得

a1 <b1 <a2 <b2 <a3 < … <an <bn <an+1.
证明:我们来证明,对于任意的自然数n能够选择足够小的a>0,使得以a为公差的等差

数列1+
a
2

,1+
a
2  +a,…,1+

a
2  +na 和 以1+a 为 公 比 的 等 比 数 列 (1+a),

(1+a)2,…,(1+a)n 满足题设条件.
利用恒等式qk -1=(q-1)(qk-1+qk-2+…+1).
用q=1+a 代入之,对于所有的k≥1,得到

(1+a)k =1+a[(1+a)k-1+(1+a)k-2+…+1], ①

选取足够小的a,使得(1+a)n <1+
1
2n.这时,对于所有的k=1,…,n,有

(1+a)k-1+(1+a)k-2+…+1<k(1+a)n <k1+
1
2n  ≤k+

1
2.

对于这样的a,根据式 ①,对于所有的k=1,…,n 成立不等式

1+
a
2  +(k-1)a<1+ka< (1+a)k <1+ak+

1
2  = 1+

a
2  +ka.

也就是说,所指等比数列的第k 项在等差数列的第k 项和k+1项之间,此即为所证.

�
��

1.
 

在等差数列{an}中,若
 a11
a10
<

 

-1,且它的前n项和Sn 有最大值,当Sn 取最小正值时,求n.

2.
 

设a1,a2,…,an 是正数构成的等差数列.求证:

1
 
a1 +

 
a2

+
1

 
a2 +

 
a3

+…+
1

 
an-1 +

 
an

=
n-1

 
a1 +

 
an

.

3.
  

正数数列{an}的项对任意正整数n 满足

1
a1 + a2

+
1

a2 + a3

+…+
1

an + an+1

=
np

a1 + an+1

.
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其中p 是正常数.求证:数列{an}是等差数列.

4.
 

求证:若sin(β+γ-α),sin(γ+α-β),sin(α+β-γ)成等差数列,则tanα,tanβ,tanγ
在均有定义的情况下,也成等差数列.

5.
  

等差数列{an}的前n 项和为Sn,a1=1+ 2,S3=9+32.
(1)

 

求数列{an}的通项an 与前n 项和Sn;

(2)
 

设bn =
Sn

n
(n∈N+),求证:数列{bn}中任意不同的三项都不可能成为等比数列.

6.
  

已知数列{an}中,a1=2,前n 项之和为Sn.若

(n2+1)·an+1=(2n+1)·Sn +n4+2n3+3n2+2n+2,

试求Sn 及an 的表达式(用关于n 的最简式子表示).

7.
  

表1-1给出一个“等差数阵”:

表1-1

4 7 (  ) (  ) (  ) … a1j …

7 12 (  ) (  ) (  ) … a2j …

(  ) (  ) (  ) (  ) (  ) … a3j …

(  ) (  ) (  ) (  ) (  ) … a4j …

… … … … … … … …

ai1 ai2 ai3 ai4 ai5 … aij …

… … … … … … … …

其中每行、每列都是等差数列,aij 表示位于第i行第j列的数.
(1)

 

写出aij 的计算公式以及2008这个数在等差数阵中所在的位置.
(2)

 

证明:正整数N 在该等差数列阵中的充要条件是2N+1可以分解成两个不是1的正

整数之积.

8.
 

设数列{an}是由正数组成的等比数列,Sn 是其前n 项和.

(1)
 

证明:lgSn +lgSn+2

2 <lgSn+1;

(2)
 

是否存在常数c>0,使得
lg(Sn -c)+lg(Sn+2-c)

2 =lg(Sn+1-c)成立? 证明你的结论.

9.
  

设数列{an}的前n 项和为Sn.已知a1=1,
2Sn

n =an+1-
1
3n

2-n-
2
3
,n∈N+.

(1)
  

求a2 的值;

(2)
  

求数列{an}的通项公式;

(3)
  

证明:对一切正整数n,有1a1
+
1
a2

+…+
1
an
<
7
4.

10.
 

已知d≠0,
a
d ≥0,求证:等差数列

8
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a+d,a+2d,…,a+nd,…

有三项成等比数列的充要条件是a
d

为有理数.

11.
  

从数列1,12
,1
3
,1
4
,… 中不难分出长度为3的等差数列:1

2
,1
3
,1
6.能否从这个数列

中选取等差数列,使它的:

(1)
 

长度为4?

(2)
 

长度为5?

(3)
 

长度为k? 这里k为任意正整数.

12.
  

对哪些大于2的整数n,存在正整数a1,a2,…,an,使得

a1a2,a2a3,…,ana1

是一个非常值的等差数列?

13.
  

定义集合A={n+n!|n 为正整数},B 为A 在正整数集中的补集.
(1)

 

证明:不能在B 中取得一个有无限项的公差不是0的等差数列.
(2)

 

是否能在B 中找到一个有无限多项的等比数列?

14.
  

将正整数的集合分拆成n≥1个等差数列,其首项分别为a1,a2,…,an,公差分别为

d1,d2,…,dn.求证:∑
n

k=1

ak

dk
=
n+1
2 .

9
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􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪
􀤪
􀤪
􀤪
􀤪

􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪􀤪
􀤪
􀤪
􀤪
􀤪
􀦪 􀦪

􀦪􀦪

  数学归纳法是一种论证方法,通常用来证明数学上的猜想,而这种猜想是我

们用某种归纳方法所获得的.
———G.波利亚(美国)

������

大概每个人都遇到过“多米诺骨牌现象”:推倒第一块“骨牌”,它会带倒第二块,再带倒第

三块,……,直到所有“骨牌”全部倒下.我们把骨牌想象为一系列编了号的命题 P1,P2,

P3,…,假定我们能够证明:

(奠基)最初的一个命题正确;

(过渡)由每一个命题的正确性都可以推出它下一个命题的正确性.
那么我们便证明了这一系列命题的正确性.事实上,我们已会“推倒第一块骨牌”,即证明

最初的一个命题成立(所谓“奠基”),而“过渡”则意味着“每一块骨牌在倒下时都将带倒下一

块骨牌”.这样一来,我们并不需要特别强调应推倒哪一块骨牌,事实上,只要第一块倒下,那么

这一列中的任何一块骨牌都或迟或早必然倒下.
上述事例启发我们:在证明一个与正整数有关的命题时,可采用下面两个步骤.
(i)

 

证明n=1时命题成立;

(ii)
 

证明:如果n=k时命题成立,那么n=k+1时命题也成立.
我们有(i)(ii)作依据,根据(i),知n=1时命题成立,再根据(ii)知n=1+1=2时命题成

立,又由n=2时命题成立,依据(ii)知n=2+1=3时命题成立,这样延续下去,就可以知道对

任何正整数n 命题成立,这种证明方法叫作数学归纳法.

1.
 

数学归纳法的基本形式

(1)
 

第一数学归纳法.
 

设P(n)是一个关于正整数n 的命题,如果:

(i)
 

当n=1时P(n)成立;

(ii)
 

在P(k)成立的假定下,可以证明P(k+1)成立,那么,P(n)对任意正整数n都成立.
数学归纳法验证P(1)真,也叫作起步(1叫作起点),这是递推的基础,它解决了矛盾的特

殊性由P(k)真⇒P(k+1)真,称作归纳过渡,也叫作向前跨步,这是递推的依据,这两步缺一

不可.它根据整数的一个性质,即任意一个正整数n,都有一个后继数n+1,于是由对于正整数

01
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1命题成立,递推出对于正整数2命题成立,进而递推出对正整数3命题成立,……,由于除1以

外的任意正整数总是某一个正整数的后继数,这样递推下去,就可以得出对任意正整数命题都

成立.
注意,在运用第一数学归纳法解题时,起点并不一定必须从1开始,有时也可以根据命题

的实际需要,将起点后移为某个正整数或前移为零甚至一个负整数.
我们在应用第一数学归纳法,由P(k)真 ⇒P(k+1)真时,每次仅推进一步,这叫作以跨

度1推进,但对有些传递性呈现较大周期的命题,采用这种“一步一步”推进的方式显得很艰

难,这时可用加大跨度,相应增多起点的技巧进行分流处理跳跃前进.比如,我们已证得P(k)

真 ⇒P(k+2)真,并验证了P(1)真,则可得P(3),P(5),P(7),… 为真,再验证P(2)为真,

则可得P(4),P(6),P(8),… 为真,从而对一切n∈N,P(n)为真.于是得到第一数学归纳法

的常用变形.
(2)

 

第一数学归纳法的变形.
设P(n)是一个关于正整数n 的命题,如果:

(i)
 

当n=1,2时P(n)成立;

(ii)
 

在P(k),P(k+1)成立的假定下,可以证明P(k+2)成立,那么,P(n)对任意正整

数n 都成立.
(3)

 

第二数学归纳法.
设P(n)是一个关于正整数的命题,如果:

(i)
 

当n=1时P(n)成立;

(ii)
 

在P(n)对于所有适合1≤n≤k的正整数n成立的假定下,可以证明P(k+1)成

立.那么,P(n)对任意正整数n 都成立.
应用第二数学归纳法证明时,有下面两个步骤.
第一步:证明当n=1时命题成立;

第二步:假定当1≤n≤k时命题成立,证明当n=k+1时命题也成立.
完成了这两步,就可以断定命题对任意正整数n 都成立.

2.
 

归纳 — 猜想 — 证明

著名数学家G.波利亚说:“先猜,后证———这是大多数的发现之道.”同样,数学解题也需

要“大胆猜想”.当然,不能瞎猜,要猜之有“据”,而归纳是论证猜想的有效途径之一.正如G.波

利亚所说:“数学归纳法是一种论证方法,通常用来证明数学上的猜想,而这种猜想是我们用某

种归纳方法所获得的.”

数学归纳法是数学奥林匹克中最重要、最常用、最富有魅力的方法之一,这不仅因为大量

的问题都与正整数有关,更重要的是它贯穿了发现问题和解决问题的全过程,它可以通过“有

限”的步骤,证明命题对“无限”多个正整数都是正确的.一般来说,与正整数有关的命题,原则

上都可以用数学归纳法证明.
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����

【例2-1】 求证:对任意正整数n,均有不等式2n +2>n2.

���� 当n=1时,不等式显然成立.

按第一数学归纳法的程序,下一步应设2k +2>k2 成立,再推证n=k+1时也成立.
因为2k+1+2-(k+1)2=2(2k +2)-k2-2k-3

≥2k2-k2-2k-3

=k2-2k-3,

所以需要证k2-2k-3=(k-1)2-4≥0.
而要证(k-1)2 ≥4,应该有k≥3,这就启发我们,如果把起点移至n=3,那么推证n=

k+1时也就十分省力了.
于是我们验证:n=1,2,3时,不等式均成立.

��

 

这一起点的巧取,给解题带来了极大的方便.

【例2-2】 设x1,x2,…,xn 是一组实数,且对任一非负整数n,满足

x3
0+x3

1+…+x3
n =(x0+x1+…+xn)2.

试证:对所有非负整数n,存在一个非负整数m,使得x0+x1+…+xn =
m(m+1)

2 .

证明:当n=0时,x3
0=x2

0,所以x0=0或1,此时可取m=0或1.
假设n=k 时命题成立,考虑n=k+1.令c=x0+x1+…+xk,则有

x3
0+x3

1+…+x3
k =c2.

根据归纳假设,存在非负整数m,使得c=
m(m+1)

2
,所以c2+x3

k+1=(c+xk+1)2,解得

xk+1=0,-m,m+1.

当xk+1=0时,x0+x1+…+xk +xk+1=
m(m+1)

2 .

当xk+1=-m(m >0)时,
 

x0+x1+…+xk +xk+1=
(m-1)m
2 .

当xk+1=m+1时,
 

x0+x1+…+xk +xk+1=
(m+1)(m+2)

2 .

所以命题在n=k+1时也成立.
【例2-3】 图2-1中的线条代表了一个城市的街道,一个人从(0,0)走到(x,y),x 和y是

正整数,此人沿x轴和y轴的正方向行走.设从(0,0)走到(x,y)的可能路线为f(x,y),试证:

f(n,2)=
1
2
(n2+3n+2),其中n∈N+.

���� 当n=1时,f(n,2)=3,结论成立.

假设n=k 时,结论成立,则有
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O x

y

k�2�

(k�1,2)

(k�1,1)

k k�1

图2-1

f(k,2)=
1
2

(k2+3k+2).

现在要证明

f(k+1,2)=
1
2

[(k+1)2+3(k+1)+2)],①

即证f(k+1,2)=
1
2

(k2+3k+2)+k+2.

因而可改证

f(k+1,2)=f(k,2)+k+2. ②
根据式②的启发,并结合图形与走路的规则,可得到:从(0,0)走到(k+1,2)的可能路线

等于从(0,0)走到(k,2)的可能路线加上从(0,0)走到(k+1,1)的可能路线之和,即

f(k+1,2)=f(k,2)+f(k+1,1). ③
由于从(0,0)走到(k+1,1)的可能路线只有k+2种,从而式③成立就能推得式②也成

立,进而式 ① 成立,即n=k+1的结论成立.

�� 这里在证明n=k+1结论成立时,设法从所证结论中分析出由n=k 成立的部

分,受此启发再去证余下的部分.
【例2-4】 已知函数

f1(x)=f(x)=x(x-1),fn(x)=f(fn-1(x))(n≥2),

求证:(1)
 

当x >2时,fn(x)没有零点;

(2)
  

当1≤x ≤2时,fn(x)至少有n 个零点.
证明:(1)

 

当x>2时,f1(x)=x(x-1)>x>2,又f1(x)在(2,+∞)上单调递增,则

f(f1(x))>f(x)>x >2,

即f2(x)>x>2.
下面用数学归纳法证明:对任意的n∈N+,当x>2时,有fn(x)>x>2.
当n=1,2时,由上知命题成立;

假设当n=k 时,命题成立,即fk(x)>x >2,则当n=k+1时,有

fk+1(x)=f(fk(x))>f(x)>x >2,

命题成立.
所以,对任意的n∈N+,当x >2时,fn(x)没有零点.
(2)

 

当n=1时,f1(x)在 1,2  至少有一个根x=1;

假设当n=k时,命题成立,即fk(x)至少有k个零点.则当n=k+1时,首先易知fk(x)

的零点也是fk+1(x)的零点,所以fk+1(x)至少有k 个零点.
设k 个零点为1≤x1<x2< … <xk ≤2,则fk(xk)=0,而fk(2)=2,由函数fk(x)

在区间 1,2  的连续性,在(xk,2)上必有一点x 使得fk(x)=1,从而

fk+1(x)=f(fk(x))=f(1)=0,

所以fk+1(x)至少有k+1个零点.所以,对任意的n∈N+,fn(x)至少有n 个零点.
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【例2-5】 对正整数n,求

an =
1

n+1+
1

n+2+…+
1
2n

的小数位上的第一位数字.

解:因为a1=
1
2

,a2=
7
12

,其小数位上的第一个数字都是5,且

a3=
1
4+

1
5+

1
6=

37
60>0.6

,

所以a3 的小数位上的第一个数字是6.
下面我们证明:对任意正整数n≥3,都有

0.6<an <0.7.
注意到

an+1-an =
1

2n+1+
1

2n+2-
1

n+1=
1

(2n+1)(2n+2)>
0.

所以对任意正整数n≥3,都有an ≥a3 >0.6.
下面我们将用数学归纳法证明:对任意正整数n≥3,都有

an ≤0.7-
1
4n.

当n=3时,有a3=
37
60=0.7-

1
12.

假设结论对n 成立,即an ≤0.7-
1
4n

,则

an+1=an +
1

(2n+1)(2n+2)

≤0.7-
1
4n+

1
(2n+1)(2n+2)

<0.7-
1

4(n+1)
,

因为

 1
2(2n+1)(n+1)<

1
4(n+1)

⇔ 1
(n+1)(2n+1)<

1
2n(n+1)

⇔2n<2n+1,

成立.
所以,对任意正整数n≥3,an 的小数位上的第一个数字都是6.

【例2-6】 已知sinx+cosx=-1,试证:sinnx+cosnx=(-1)n,n∈N.

���� 当n=1,2时,结论显然成立,如何从n=k到n=k+1,似不容易,为此先考

41



第2讲 数学归纳法(一)

查n=3时,

sin3x+cos3x=(sin2x+cos2x)(sinx+cosx)-sinxcosx(sinx+cosx)
 

=1×(-1)-(sinx)·(cosx)·(-1)=-1+sinx·cosx.
由已知得sinx·cosx=0,因此sin3x+cos3x=-1.可见,要推得n=3时的结论,需有

n=1,n=2作基础,由此启发我们应用第一数学归纳法的变形.
假设n=k-1,n=k 时结论成立,则当n=k+1时(仿n=3时的情形)有

sink+1x+cosk+1x=(sinkx+coskx)(sinx+cosx)-sinx·cosx(sink-1x+cosk-1x)

=(-1)k(-1)-0·(-1)k-1=(-1)k+1.
所以结论成立.

【例2-7】 数列{un}满足u1=
1
2
,u1+u2+…+un=n2un(n≥1).求证:un=

1
n(n+1)

.

���� 显然u1=
1
1×2

,结论成立,为了利用已知条件推出

uk+1=
1

(k+1)(k+2)
,

容易看到只要有u1=
1
1×2

,u2=
1
2×3

,…,uk =
1

k(k+1)
成立,就能进行推理,因此递推

这一步中可设当n=1,2,…,k 时,结论成立.
事实上,此时由u1+u2+…+uk +uk+1=(k+1)2·uk+1 可得

(k2+2k)uk+1=u1+u2+…+uk =
1
1×2+

1
2×3+…+

1
k(k+1)

= 1-
1
2  + 1

2-
1
3  +…+

1
k -

1
k+1  

=1-
1

k+1=
k

k+1
,

所以有uk+1=
1

(k+1)(k+2)
,即当n=k+1时,结论成立.

��

 

在应用第二数学归纳法时,并非是由假定n=k时命题成立,推出n=k+1时命

题成立,而是由假定n=1,2,…,k-1,k时命题成立,推出n=k+1时命题成立.
应用第二数学归纳法证明对于一切正整数n都成立的命题时,如果假定是在r≤n≤k的

条件下作出的,那么在起始步中必须验证n=1,2,…,r-1时命题的真实性,否则,归纳过渡即

使完成,仍不能确信原题的真实性.
【例2-8】 设v1=2,v2=2+1=3,v3=2×3+1=7,…,vn =v1v2…vn-1+1,且

Sn =
1
v1

+…+
1
vn

.

证明或否定下述结论:对任意的正整数n,Sn <1,且对任何n个包含着v1,v2,…,vn-1 的

正整数的倒数和In,如果In <1,则In ≤Sn <1.因此,Sn 是{In In <1}中最接近1的数.
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���� 先求出一些Sn 的值,找出一些规律,首先,可算出

v4=2×3×7+1=43

v5=2×3×7×43+1=1087.

于是, S1=
1
2=1-

1
2=1-

1
v2-1

,

S2=
1
2+

1
3=1-

1
6=1-

1
v3-1

,

S3=
1
2+

1
3+

1
7=1-

1
42=1-

1
v4-1

,

S4=S3+
1
43=1-

1
1806=1-

1
v5-1

.

据此猜想Sn =1-
1

vn+1-1
,这一关系式可用第一数学归纳法证明如下:

当n=1时,显然成立.

设Sk =
1
v1

+
1
v2

+…+
1
vk

=1-
1

vk+1-1
,则

Sk+1=Sk +
1

vk+1

=1-
1

vk+1-1
+
1

vk+1
=1-

vk+1-(vk+1-1)
(vk+1-1)vk+1

=1-
1

v1v2…vkvk+1
=1-

1
vk+2-1

,

因此猜想成立.于是,对一切n 都有Sn <1.
再来证明对一切正整数n,Sn 是{In In <1}中最接近1的数(即In ≤Sn <1).
当n=1时,此结论显然成立.
假设当n=k时,此结论也是正确的,任取Ik+1<1,从Ik+1 中拿去分母不为v1,v2,…,vn

的一项(一个正整数m 的倒数),则对应Ik =Sk <1,但Sk+1=Sk +
1

vk+1
.

当正整数m ≥vk+1 时,1
m ≤

1
vk+1

.

因此,Ik+1=Ik +
1
m ≤Sk +

1
vk+1

=Sk+1 <1.

当正整数m <vk+1 时,必有m ≤vk+1-1,即
1
m ≥

1
vk+1-1

.

于是Ik+1=Ik +
1
m ≥Sk +

1
vk+1-1

=1,与Ik+1 <1之设矛盾.

综上所述,知欲证的结论是正确的.
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�
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1.
  

已知数列{xn}由下列条件确定

x1=
1
2
,xk+1=

xk

x2
1+…+x2

k

,∀k≥1.

求证:对所有的k∈N,x4
k +4

xk-1

xk+1
是有理数.

2.
 

若n 是大于2的正整数,求

1
n+1+

1
n+2+…+

1
2n

的最小值.

3.
 

求证:对于任意实数x 及正整数n,均有不等式 sinnx ≤n sinx 成立.

4.
 

对于任意实数x1,x2,…,xn,n≥1,求证:

sinx1 + sinx2 +…+ sinxn + cos(x1+x2+…+xn)≥1.

5.
  

已知非零实数a1,a2,…,an 满足

∑
j-1

k=1

1
akak+1

=j-1
a1aj

对所有2≤j≤n 成立,求证:a1,a2,…,an 构成一个等差数列.

6.
  

设x1,x2,x3,… 是互不相同的正实数,证明:x1,x2,x3,… 是一个等比数列的充要条

件是对所有整数n(n≥2),都有

x1

x2
∑
n-1

k=1

x2
n

xkxk+1
=
x2

n -x2
1

x2
2-x2

1
.

7.
 

在一次象棋比赛中,每个参加者要和其他所有人都比赛一局.证明:在比赛结束后,无

论结果如何,都能把所有参加者排列一队,使其中没有人输给紧跟在他后面的人.

8.
  

在1和9两数之间插入2n-1个正数a1,a2,a3,a4,…,a2n-1,使这2n+1个正数成等

比数列,又在1和9之间插入2n-1个正数b1,b2,b3,b4,…,b2n-1,使这2n+1个正数成等差

数列,设An =a1·a2·a3·…·a2n-1 及Bn =b1+b2+b3+…+b2n-1.
(1)

 

求数列{An}及{Bn}的通项;

(2)
 

若f(n)=9An +4Bn +17(n∈N+),试求出最大的自然数p,使得f(n)均能被p整除.

9.
  

已知z+
1
z =2cosα,求证:zn +

1
zn =2cosnα.

10.
  

有数目相等的两堆火柴,两人玩耍,每人可在其中一堆里取几根,但不能同时在两堆

里取,也不能一根不取,规定取得最后一根者为胜,求证:后取者总有取胜的策略.

11.
 

设整数n>3,k=
1
6n
(n+1)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,且集合Xn 由1
2n
(n+1)个元素构成,已知集合Xn

中有k个元素是蓝色的,k个元素是红色的,其他元素都是白色的.证明:集合Xn 可以分为两
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两不交的子集A1,A2,…,An,使得对每个m=1,2,…,n,子集Am 恰有m 个元素,而且都同色.

12.
 

数列an 定义如下:a0=9,an+1=3a4
n+4a3

n(n>0).证明:a10(在十进制下)中有1000
个以上的9.

13.
  

设实数ai,bi,ci,di 满足0≤ci≤ai≤bi≤di,且ai+bi=ci+di,i=1,2,3,…,

n.求证:∏
n

i=1
ai+∏

n

i=1
bi ≤∏

n

i=1
ci+∏

n

i=1
di.

14.
  

试问:从集合{1,2,…,n}中最多能选出多少个子集,满足若A 和B 是两个选出的子

集且A ⊆B,则|B-A|≥3? (|X|表示集合X 的元素个数)
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