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分 类 算 法

  分类是监督学习的核心问题之一。在分类问题中,数据的输入属性既可以是

连续的,也可以是离散的,而数据的输出属性是离散的。一般来说,在分类问题

中,给定一系列数据,我们从数据中学习得到一个分类模型,该模型可以对新的输

入进行输出的预测。当分类的类别是两个时,为二分类问题;当分类的类别大于

两个时,为多分类问题。举几个例子说明,在邮件分类问题中,我们需要将收到的

邮件进行分析,可以分成垃圾邮件和非垃圾邮件。因此,邮件分类是一个典型的

二分类问题。多分类问题的例子则更为多样。比如,在天气预报中,我们可以将

本地的天气数据样本分成晴天、下雨、下雪、阴天等。所以,天气数据的分类是一

个多分类问题。
需要指出的是,在二分类问题中,预测输出变量y 只有两个值,一般情况下,

我们用0来表示负类(注:有些书也用-1表示负类),用+1表示正类。对于这种

二分类问题,我们只需要构建一个分类器即可。
对于多分类问题,输出预测变量则有多个值,即y∈{0,1,2,3,…}等。在现实

生活中,我们遇到更多的是多分类问题。考虑到现有的分类方法大多都是基于二

分类问题构建的,因此,我们在面对多分类问题时,更多的是将多分类问题转换成

二分类问题进行解决。总体来说,有3种策略。考虑到纠错输出编码(Error
CorrectingOutputCodes,ECOC)方法比较复杂,在本书中,只介绍以下两种

策略。

1.“一对一”策略(OnevsOne)
假定某个多分类问题中有n 个类别,我们将这n 个类别进行两两配对,就可

以将该多分类问题转换成
n
2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 个二分类问题。组合完成之后,我们选择其中的一

个类别作为正类,另一个类别作为负类。分别对每一个二分类器进行训练,从而

可以得到
n
2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 个二分类器,然后把测试的样本在所有的二分类器上进行预测,并将

预测结果通过投票的方式来确定多分类器上的类别。
以图5-1所示为例,我们利用“一对一”策略将一个四分类问题转换成6个二

分类问题。在得到6个二分类器之后,对测试样本进行预测,从最后的结果来看,
类别1被二分类器预测的最多,因此测试样本属于类别1。
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图5-1 “一对一”策略

2.“一对剩余”策略(OnevsRest)
相较于“一对一”策略,“一对剩余”策略更容易理解,每次将一个类别作为正类,剩余的

所有类别作为负类。此时,我们可以构建总共n 个二分类器。在对测试数据进行分类的时

候,如果有一个分类器被预测为正类,则对应的标签就可以作为最终的分类结果。
以图5-2所示为例,利用“一对剩余”策略可以得到4个二分类器,根据二分类器的预测

结果,可以判定测试数据属于类别2。

图5-2 “一对剩余”策略

由于可以基于上述策略进行问题转换,因此,本章只介绍一系列的二分类算法。

􀳁 5.1 逻 辑 回 归

逻辑回归(LogisticRegression,LR)是一个经典的统计模型,最早是由统计学家David
Cox在20世纪50年代提出,目前仍然广泛应用于二分类问题。以下详细介绍逻辑回归的

思想。
给定一个由d 个属性组成的样本x=(x1,x2,…,xd)T,其中xi 是第i个属性值。此

时,通过对数据进行训练可得一个通过属性线性组合来进行预测的线性模型,即

z=w1x1+w2x2+…+wdxd +b (5-1)
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  若改用向量的形式,可以将式(5-1)改写为

z=wTx+b (5-2)

 其中,模型参数w=(w1,w2,…,wd)T 和b可以学习得到。
对于一个二分类任务,它的输出标记为y∈{0,1},而线性回归模型产生的预测值是连

续值,为了构建一个二分类器,需要将输出值z 转换成离散的{0,1}值。最简单的转换方式

是阶跃函数,即

y=
0, z<0
0.5,z=0
1, z>0

ì

î

í

ïï

ïï

(5-3)

其中,如果预测值z大于0,分类器判为正类;如果预测值z小于0,分类器判为负类;若预测

值z为0,分类器可以判为任意类别。
考虑到阶跃函数不是连续的,因此无法对其直接进行求导。为了解决上述问题,我们试

图找到在一定程度上近似于阶跃函数的替代值。逻辑函数就是这样一个函数,即

y=
1

1+e-z
(5-4)

  显然,Sigmoid函数是一个可用的替代方案,如图5-3所示,它的输出值在0附近变化

很陡,利用Sigmoid函数将z值转换成一个接近于0或1的y值。将线性判别模型式(5-2)代
入式(5-4),可得

y=
1

1+e-(wTx+b)
(5-5)

  两边取对数,再经过转换,可得

log
y
1-y=wTx+b (5-6)

图5-3 Sigmoid函数

  换个角度看式(5-6),可以将y 视作x 隶属于正类的概率,则1-y 视作x 隶属于负类

的概率。由此可知,y
1-y

是x 正负类概率的比值,有些参考书也称其为“几率”。

在逻辑回归中,利用一个线性分类模型的预测结果去估计标签“几率”的对数值。所以,
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有些参考书也把上述方法称为“对数几率回归”。但这里需要额外指出的是,虽然逻辑回归

中有“回归”二字,但是它本质上是一个分类方法。
这种方法具备诸多优点。首先,它无须事先对数据分布进行评估,这就可以在最大限度

上避免分布估计不准确带来的风险。其次,逻辑回归利用的是软标签,可以将其视作概率的

预测,这对于许多利用概率辅助决策会有帮助。最后,逻辑回归是一个凸函数,因此容易求

导,许多的数值优化方法都可以用于求解最优值。
下面我们利用相关凸优化理论去求解w 和b,如果将式(5-6)中的y看作后验概率p(y=

1|x)的估计值,则我们可以将式(5-6)改写为

log
p(y=1|x)
p(y=0|x)=wTx+b (5-7)

  显然,我们可以有

p(y=1|x)=
ewTx+b

1+ewTx+b
(5-8)

p(y=0|x)=
1

1+ewTx+b
(5-9)

  通过最大似然法来对w 和b进行估计。给定规模为m 的数据集{(xi,yi)}mi=1,我们可

得对数似然函数如下:

l(w,b)=∑
m

i=1
logp(yi|xi;w,b) (5-10)

  观察上式,可知在似然函数中,各个样本属于其真实标签的概率越大则分类性能越好。
为简单起见,我们可以令β=[wT,b]T 和x~=[xT;1]T。此时,我们可将wTx+b 改写为

βTx~。同理,我们可以令p1(x~;β)=p(y=1|x~;β),p0(x~;β)=p(y=0|x~;β)=1-p1(x~;

β)。基于此,我们可以将似然项改写为

p(yi|xi;w,b)=yip1(x~i;β)+(1-yi)p0(x~i;β) (5-11)

  将式(5-11)代入式(5-10),可将对数似然函数改写为

l(β)=∑
m

i=1
yilogp1(x~i;β)+(1-yi)logp0(x~i;β) (5-12)

  最大化对数似然函数等价于最小化如下损失函数:

l'(β)=-∑
m

i=1
yilogp1(x~i;β)+(1-yi)logp0(x~i;β) (5-13)

  此时,当yi=1时,损失函数等于l'(β)=-logp1(x~i;β),如果想要损失函数尽可能小,

则要求p1(x~i;β)尽可能大。注:根据Sigmoid函数的性质,p1(x~i;β)尽可能大也就是尽可

能接近于1。
当yi=0时,损失函数等于l'(β)=-lnp0(x~i;β),如果想要损失函数尽可能小,则要求

p0(x~i;β)尽可能大。注:根据Sigmoid函数的性质,p0(x~i;β)尽可能大也就是尽可能接近

于1,即p1(x~i;β)尽可能接近于0。
显然,式(5-13)是一个关于β的凸函数,根据凸优化理论,诸如梯度下降法、牛顿法都可

以用于求解β的最优解。
以最简单的梯度下降法为例,其迭代公式如下:
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βt+1=βt-α∂l'
(β)
∂β

(5-14)

其中,α为学习率,∂l'
(β)
∂β

为梯度,具体的表达式为

∂l'(β)
∂β

=∑
m

i=1

(βTx~i-yi)x~i (5-15)

􀳁 5.2 K最近邻算法

K最近邻算法(K-NearestNeighbors,KNN)是机器学习算法中最简单、最基础的有监

督分类算法之一。它通过测量不同特征之间的距离确定邻近数据,并使用邻近数据的标签

对单个数据点进行预测。既可以用于回归问题,也能用于分类问题。

KNN算法是一种比较特殊的机器学习算法,它没有一般意义上的学习过程,其工作原

理是利用数据对特征向量空间进行划分,并将划分结果作为最终的模型。具体步骤如下。
(1)确定距离度量。
为了确定哪些数据点是邻近数据,我们首先需要计算出查询点和其他数据点之间的距

离。以下罗列一些常用的距离指标。

• 欧几里得距离。是一种最常用的距离度量。以n 维空间为例,两个向量a=[x1,1,

x1,2,…,x1,n]T 和b=[x2,1,x2,2,…,x2,n]T 之间的距离

d(a,b)= ∑
n

k=1

(x1k -x2k)2 (5-16)

  • 曼哈顿距离。也被称为城市街区距离,是一种流行的距离度量,用于测量两点之间

距离的绝对值。

d(a,b)=∑
n

k=1
|x1k -x2k| (5-17)

  • 闵可夫斯基距离。闵可夫斯基距离是欧几里得和曼哈顿距离度量的广义形式。

d(a,b)= ∑
n

k=1
|x1k -x2k|( )

1
p (5-18)

当p=1时,上述公式表示曼哈顿距离;当p=2时,上述公式表示欧几里得距离。

• 汉明距离。汉明距离表示的是两个相同长度字不同位的数量,主要用于数据传输的

纠错编码。具体地说,我们可对两个字符串进行异或运算,并统计结果为1的位数。

d(a,b)=
1
n ∑x1k≠x2k1

(5-19)

  • 切比雪夫距离。切比雪夫距离有时也称为L∞度量,定义为两个向量各个坐标差绝

对值的最大值。若将国际象棋棋盘放入一个二维坐标中,各个格子的边长定为1,
则国王从一个位置到另一个位置需要的步数恰好是两个位置的切比雪夫距离,所以

切比雪夫距离也称为棋盘距离。

d(a,b)=maxk|x1k -x2k| (5-20)
  (2)计算测试数据到训练数据集中各个数据之间的距离。

(3)按照距离的远近进行排序。
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(4)统计k个最近邻的类别。
(5)选择频次最高的类别作为测试数据的类别。
从上述步骤可知,KNN算法的核心思想是:当预测一个新样本的类别时,根据距离它

最近的k个样本点是什么类别,通过投票的方式,来判断新样本属于哪个类别。
如图5-4所示,当选择k=3时,可以预测中间的圆隶属于正方形这个类别。

图5-4 KNN算法

显然,k的取值对于KNN算法的性能非常重要。那么如何选择k 的值呢? 答案是通

过交叉验证来选择。
具体来说,首先将样本数据按照一定比例(如6∶4)拆分成训练数据集合验证数据集,

从选取一个较小的k值开始,不断增加k 的值,然后计算验证数据集的错误率。最终选择

一个合适的k值。
一般来说,增大k 值的时候,错误率会先降低,因为周围有更多的样本可以用于训练,

因此可以提升分类性能。但注意,k值进一步增大之后,错误率会升高。
对KNN算法进行总结,可知它的优点如下。

• 简单易用,模型训练时间快。

• 对异常值不敏感。

• 随着新样本的增加,KNN算法会根据新数据对模型进行调整,因此适应性比较强。

KNN算法的缺点如下。

• 对数据规模比较敏感,KNN本质上是一种惰性算法,与其他分类器相比,它占用了

更多的内存。

• KNN算法在高位数据输入时表现不佳,由于维数灾难,KNN算法容易出现过拟合

的情况。利用特征选择和降维技术可以在一定程度上解决这些问题。

􀳁 5.3 朴素贝叶斯分类器

贝叶斯分类器是在既定概率框架下进行决策的方法。对于一般的分类任务而言,假定

相关的概率全部已知,我们可以利用这些概率来判断最优的标签。总体来说,贝叶斯分类器

是以贝叶斯定理为基础得到的一系列分类算法的总称。其中,朴素贝叶斯是最经典的贝叶
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斯分类器算法。在介绍算法之前,首先对贝叶斯定理相关的概率公式进行说明。
(1)先验概率。即基于统计的概率,是基于以往历史经验和分析得到的结果,不需要依

赖当前发生的条件。
(2)后验概率。是从条件概率而来,由因推果,是基于当下发生了事件之后计算的概

率,依赖于当前发生的条件。
(3)条件概率。记事件A 发生的概率P(A),事件B 发生的概率P(B),则在事件B 发

生的前提下,事件A 发生的概率即为条件概率,记为P(A|B)。

P(A|B)=
P(AB)
P(B)

(5-21)

  贝叶斯公式:基于条件概率,通过P(B|A)来求取P(A|B),即

P(A|B)=
P(B|A)P(A)

P(B)
(5-22)

  将A 看成是“规律”,B 看成是“现象”,那么贝叶斯公式看成:

P(规律|现象)=
P(现象|规律)P(规律)

P(现象)
(5-23)

  全概率公式:表示若事件A1,A2,…,An 构成一个完备事件组且都有正概率,则对任意

一个事件B 都有公式成立:

P(B)=∑
n

i=1
P(B|Ai)P(Ai) (5-24)

  将全概率公式代入贝叶斯公式中,得到

P(A|B)=
P(B|A)P(A)

∑
n

i=1
P(B|Ai)P(Ai)

(5-25)

  朴素贝叶斯(NaiveBayes)算法是一种经典的分类算法,它的经典案例是用于文本分

类。朴素贝叶斯算法本质上是典型的生成式方法,首先由训练数据学习联合概率分布

P(A,B),然后求解后验概率分布P(B|A)。
朴素贝叶斯算法的基本假设是特征条件假设,即假设每个特征之间没有联系,给定训练

数据集,其中每个样本x 都包括n 维特征,即x=(x1,x2,…,xn),类标签集合含有k 种类

别,即c=(c1,c2,…,ck)。
对于给定的新样本x,判断其属于哪个标记的类别,根据贝叶斯定理,可以得到x 属于

类别c的概率,即P(c|x)=
P(x|c)P(c)

P(x)
。

后验概率最大的类别记为预测类别,即

argmaxckP(ck|x) (5-26)

  朴素贝叶斯算法对条件概率分布做出独立性假设,通俗地讲,假设各个维度的特征x1,

x2,…,xn 互相独立,在这个假设的前提下,条件概率可以转换为

P(x|ck)=P(x1,x2,…,xn|ck)=∏
n

i=1
P(xi|ck) (5-27)

  代入上述贝叶斯公式,得到
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P(ck|x)=
P(ck)×∏

n

i=1
P(xi|ck)

∑
k
P(ck)×∏

n

i=1
P(xi|ck)

(5-28)

  由此,朴素贝叶斯分类器可以被表示为

f(x)=argmaxckP(ck|x)=argmaxck
P(ck)×∏

n

i=1
P(xi|ck)

∑
k
P(ck)×∏

n

i=1
P(xi|ck)

(5-29)

  因为对所有的类别,上式中的分母的值是一样的,所以在优化问题中,可以忽略分母部

分,朴素贝叶斯分类器最终可以表示为

f(x)=argmaxckP(ck)×∏
n

i=1
P(xi|ck) (5-30)

  朴素贝叶斯只适用于特征之间是条件独立的情况下,否则效果不好。注意:这里的朴

素指的是条件独立,是一个很强的假设。在实际应用中,一般情况下无法满足。
以西瓜数据集对朴素贝叶斯分类器进行说明,拟利用表5-1所示数据集训练一个朴素

贝叶斯分类器,并对测试样本(表5-2)进行分类。

表5-1 西瓜数据集———训练集

编号 色泽 根蒂 敲声 纹理 脐部 触感 好瓜

1 青绿 蜷缩 浊响 清晰 凹陷 硬滑 是

2 乌黑 蜷缩 沉闷 清晰 凹陷 硬滑 是

3 乌黑 蜷缩 浊响 清晰 凹陷 硬滑 是

4 青绿 蜷缩 沉闷 清晰 凹陷 硬滑 是

5 浅白 蜷缩 浊响 清晰 凹陷 硬滑 是

6 青绿 稍蜷 浊响 清晰 稍凹 软黏 是

7 乌黑 稍蜷 浊响 稍糊 稍凹 软黏 是

8 乌黑 稍蜷 浊响 清晰 稍凹 硬滑 是

9 乌黑 稍蜷 沉闷 稍糊 稍凹 硬滑 否

10 青绿 硬挺 清脆 清晰 平坦 软黏 否

11 浅白 硬挺 清脆 模糊 平坦 硬滑 否

12 浅白 硬挺 浊响 模糊 平坦 软黏 否

13 青绿 稍蜷 浊响 稍糊 凹陷 硬滑 否

14 浅白 稍蜷 沉闷 稍糊 凹陷 硬滑 否

15 乌黑 稍蜷 浊响 清晰 稍凹 软黏 否

16 浅白 蜷缩 浊响 模糊 平坦 硬滑 否

17 青绿 蜷缩 沉闷 稍糊 稍凹 硬滑 否
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表5-2 西瓜数据集———测试集

测试样本 青绿 蜷缩 浊响 清晰 凹陷 硬滑 ?

  我们首先评估先验概率P(c),可知P(好瓜)=
8
17

和P(坏瓜)=
9
17
。然后,我们为每个

属性估计得出条件概率P(xi|c)。

P青绿|好瓜=P(色泽=青绿|好瓜)=
3
8 P青绿|坏瓜=P(色泽=青绿|坏瓜)=

3
9

P蜷缩|好瓜=P(根蒂=蜷缩|好瓜)=
5
8 P蜷缩|坏瓜=P(根蒂=蜷缩|坏瓜)=

3
9

P清晰|好瓜=P(纹理=清晰|好瓜)=
7
8 P清晰|坏瓜=P(纹理=清晰|坏瓜)=

2
9

P凹陷|好瓜=P(脐部=凹陷|好瓜)=
6
8 P凹陷|坏瓜=P(脐部=凹陷|坏瓜)=

2
9

P硬滑|好瓜=P(触感=硬滑|好瓜)=
6
8 P硬滑|坏瓜=P(触感=硬滑|坏瓜)=

6
9

基于上述结果,我们可得

P(好瓜)=P青绿|好瓜×P蜷缩|好瓜×P浊响|好瓜×P清晰|好瓜×P凹陷|好瓜×P硬滑|好瓜=0.087
P(坏瓜)=P青绿|坏瓜×P蜷缩|坏瓜×P浊响|坏瓜×P清晰|坏瓜×P凹陷|坏瓜×P硬滑|坏瓜=1.62×10-3

显然,由于0.087>1.62×10-3,朴素贝叶斯分类器可以将测试样本1划分为好瓜。
这里需要注意的是,若某个属性值在训练集中没有与某个类同时出现过,这时候上述判

别方法会出现问题。例如,在使用上述西瓜数据集训练分类器问题时,对于一个“敲声=清

脆”的测试样本,计算得到的概率是

P清脆|好瓜=P(敲声=清脆|好瓜)=
0
8

有了上述数值,不论该样本的其他属性是什么,哪怕其他的属性上明显是好瓜,分类的

结果都会是“坏瓜”,这显然有问题。
为了解决零概率的问题,法国数学家拉普拉斯最早提出用加1的方法估计没有出现过

的现象的概率,所以加法平滑也称拉普拉斯平滑。假定训练样本很大时,每个分量x 的计

数加1造成的估计概率变化可以忽略不计,但可以方便有效地避免零概率的问题。

P(ck)×∏
n

i=1
P(xi|ck)是一个多项乘法公式,其中有一项数值为0,则整个公式就为0,

这样显然不合理。为此,我们可以在分子和分母上各自加入一个数值,即

P(y)=
|Dc|+1
|D|+N

(5-31)

其中,|Dc|表示分类c的样本数,|D|为样本总数,N 是分类总数。

P(xi|Dc)=
|Dc,xi|+1
|Dc|+Ni

(5-32)

其中,|Dc,xi|表示分类c属性i的样本数,|Dc|表示分类c的样本数,Ni 表示i属性可能的

取值。
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在实际应用中也经常使用加λ(0≤λ≤1)来代替简单加1。如果对 N 个计数都加入λ,
这个时候分母也要加入Nλ。

例如,利用西瓜数据集,我们可以计算得到类先验概率为

P̂(好瓜)=
8+1
17+2≈0.474 P̂(坏瓜)=

9+1
17+2≈0.526

同理,条件概率可以改为

P̂青绿|好瓜=P̂(色泽=青绿|好瓜)=
3+1
8+3≈0.364

P̂青绿|坏瓜=P̂(色泽=青绿|坏瓜)=
3+1
9+3≈0.333

上述为0的条件概率基于上述方法,可以改写为

P̂清脆|好瓜=P̂(敲声=清脆|好瓜)=
0+1
8+3≈0.091

通过拉普拉斯平滑避免了通过训练样本数量不够导致条件概率为0的问题。随着训练

集规模变大,通过引入先验信息,使得估计值趋近于实际概率值。
朴素贝叶斯算法的优缺点列举如下。

1.优点

• 朴素贝叶斯模型有稳定的分类效率。

• 对小规模的数据表现很好,能处理多分类任务,适合于增量训练,尤其是数据量超出

内存时,可以一批批去增量训练。

• 对缺失数据不太敏感,算法也比较简单,常用于文本分类。

2.缺点

• 需要知道先验概率,且先验概率很多时候取决于假设,假设的模型可以有很多种,因
此在某些时候会由于假设先验模型导致预测效果不佳。

• 对输入数据的表达形式很敏感(如离散、连续、极大值、极小值)。

􀳁 5.4 决 策 树

决策树(DecisionTree)是一种常用的机器学习算法。决策树将算法组织成一棵树的形

式。其实就是将平时所说的if-then语句构建成了树的形式。如图5-5所示,这个决策树主

要包括三部分:内部节点、叶节点和边。内部节点是划分的属性,边代表划分的条件,叶节

点表示类别。构建决策树就是一个递归地选择内部节点,计算划分条件的边,最后到达叶节

点的过程。
例如,以西瓜的分类为例,在对“这个瓜是不是好瓜”的问题进行判断时,通常需要经过

一系列的分析,首先要看“这个瓜是什么颜色”,如果是“青绿色”,再看“这个瓜的根蒂是什么

状态”,如果是“蜷缩”,再来判断“这个瓜敲起来是什么声音”,如果是“浑浊”,我们可以得到

最后的决策:这是一个好瓜。
显然,上述的决策过程与我们在直观上的决策过程是一致的。例如,最终的结论是判断

一个瓜是不是好瓜,在决策过程进行不断地细化分析,即对这个瓜的各个方面的属性进行决

策。基于每次测试的结果,要么得到最终的结论,要么基于上次决策的结果进行进一步的决


