
第３章　
#$

　３．１　函数的概念及表示 　

　　函数是高考数学最重要的内容，就像一条
红线，贯穿始终．要学好函数，首先要深刻理解
函数的概念以及组成要素．本节的内容，从考
试角度来看，不仅可以单独出小题，也可以作

为一道综合题中的关键步骤来考查．从解题方
法来看，涉及很多具体且有用的解题方法，建
议同学们在学习的时候结合题目的特征，学会
在思考中理解，在理解中掌握．
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　　一、函数的概念
设集合犃，犅是非空的数集，对集合犃中

任意实数狓，按照确定的法则犳，集合犅中都
有唯一獉獉确定的实数值狔与它对应，则这种对应关系叫作集合犃到集合犅上的一个函数，记
作狔＝犳（狓），狓∈犃，其中狓叫作自变量，其取
值范围（数集犃）叫作该函数的定义域．如果自
变量取值犪，则由法则犳确定的值狔称为函数
在犪处的函数值，记作狔＝犳（犪）或狔｜狓＝犪，所
有函数值构成的集合犆＝｛狔｜狔＝犳（狓），狓∈
犃｝叫作该函数的值域，可见集合犆是集合犅
的子集．

注意：（１）函数是非空数集之间的对应
关系．

（２）构成函数的三要素：定义域、对应法
则、值域．由于值域是由定义域和对应法则决
定的，所以如果两个函数的定义域相同，并且
对应法则一致，就称两个函数为同一个函数，

定义域和对应法则中只要有一个不同，就是不
同的函数．

二、函数的定义域
求解函数的定义域应注意：
（１）分式的分母不为零；
（２）偶次方根的被开方数大于或等于零；
（３）对数的真数大于零，底数大于零且不

等于１；
（４）零次幂或负指数次幂的底数不为零；
（５）三角函数中的正切函数狔＝ｔａｎ狓的定

义域是狓狓∈犚，且狓≠犽π＋π２，犽∈犣｛ ｝；
（６）已知犳（狓）的定义域求解犳犵（狓）［ ］的

定义域，或已知犳犵（狓）［ ］的定义域求犳（狓）的
定义域，遵循两点：①定义域是指自变量的取
值范围；②在同一对应法则犳下，括号内式子
的范围相同；

（７）对于实际问题中函数的定义域，在同
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一对应法则犳下，括号内式子的范围相同，从
而得到实际问题函数的定义域．

三、函数的值域
求解函数值域主要有以下六种方法：
（１）观察法；（２）配方法；（３）换元法；（４）分

离常数法；（５）单调性法；（６）导数法．需要指出

的是，定义域、值域的结果必须写成区间或集
合的形式．

四、函数的表示方法
表示函数的方法，有以下三种：（１）解析

法；（２）列表法；（３）图像法．
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题型１函数的概念及求值
方向１　函数概念的理解

函数是建立在两个非空数集之间的一种
对应关系，从定义域到值域，允许“多对一”，不
允许“一对多”，所以在两个非空数集之间，可
以通过不同的对应法则定义一个或多个函数．

如果要判断两个函数相等，则只需要定义
域和对应法则分别相同．在解与有限值离散集
合的函数问题时，可以用列举法．
例３１１　（多选题）（２０２０广东中山模拟）已
知集合犕＝－１，１，２，４｝｛ ，犖＝｛１，２，４，
１６｝，请根据函数定义，下列四个对应法则
能构成从犕到犖的函数的是（　　）．
Ａ．狔＝２狓　　　　　　Ｂ．狔＝狓｜
Ｃ．狔＝狓＋２ Ｄ．狔＝狓２
分析利用函数的定义，判断集合犕中的每一
个元素，通过对应法则，检验是否在集合犖
中有唯一确定的元素与之对应即可．

�� Ａ选项：集合犕中－１在集合犖中没有
对应元素，故Ａ不符合题意；Ｂ选项：由函数
的定义集合犕中的每一个元素在集合犖中
都有唯一元素与之对应，故Ｂ符合题意；Ｃ
选项：集合犕中１，４在集合犖中没有对应
元素，故Ｃ不符合题意；Ｄ选项：由函数的定

义集合，犕中的每一个元素在集合犖中都
有唯一元素与之对应，故Ｄ符合题意．
综上所述，选ＢＤ．

�	��　（２０２３辽宁鞍山模拟）任给狌∈［－２，
０］，对应关系犳使方程狌２＋狏＝０的解狏与
狌对应，则狏＝犳（狌）是函数的一个充分条件
是（　　）．
Ａ．狏∈［－４，４］　　 Ｂ．狏∈（－４，２］
Ｃ．狏∈［－２，２］　　 Ｄ．狏∈［－４，－２］

�	��　若一系列函数的解析式相同，值域相
同，但定义域不同，则称这些函数为“孪生函
数”，例如解析式为狔＝２狓２＋１，值域为｛９｝
的“孪生函数”有三个：①狔＝２狓２＋１，狓∈
｛－２｝；②狔＝２狓２＋１，狓∈｛２｝；③狔＝２狓２＋
１，狓∈｛－２，２｝．那么函数解析式为狔＝
２狓２＋１，值域为｛１，５｝的“孪生函数”共有
（　　）个．
Ａ．５　　　Ｂ．４　　　Ｃ．３　　　Ｄ．２
方向２　函数求值

函数求值问题多见于分段函数、复合函数
以及抽象函数．如果是具体函数求值，要根据
定义域的不同选择不同的解析式，如果是抽象
函数求值则往往借助赋值法，将所求函数值转
化为已知函数值求解．

０５
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例３１２　（２０１５新课标全国Ⅱ卷理５）设函数

犳（狓）＝
１＋ｌｏｇ２（２－狓），狓＜１
２狓－１， 狓≥１
烅
烄

烆
，犳（－２）＋

犳（ｌｏｇ２１２）＝（　　）．
Ａ．３ Ｂ．６ Ｃ．９ Ｄ．１２
分析分段函数求值，只需要根据定义域选择
对应的解析式逐步计算即可．

�� 犳（－２）＝１＋ｌｏｇ２２－（－２）［ ］＝３，
犳（ｌｏｇ２１２）＝２ｌｏｇ２１２－１＝２ｌｏｇ２６＝６，所以
犳（－２）＋犳（ｌｏｇ２１２）＝９．故选Ｃ．
�	　已知函数犳（狓）＝ｌｎ１＋狓１－狓＋

１－狓
狓，则

犳１ｅ（）＋犳－１ｅ（ ）＝ ．
例３１３　若函数犳（狓）满足对任意实数犪，犫
都有犳（犪＋犫）＝犳（犪）犳（犫）≠０，且犳（１）＝

１，则犳（２）犳（１）＋
犳（３）
犳（２）＋

犳（４）
犳（３）＋…＋

犳（３２１）
犳（３２０）＋

犳（３２２）
犳（３２１）＝ ．

分析由题设条件，令犫＝１，求得犳（犪＋１）犳（犪）＝１，

进而可求解犳（２）犳（１）＋
犳（３）
犳（２）＋

犳（４）
犳（３）＋…＋

犳（３２２）
犳（３２１）的值，得到答案．
�� 由题意，函数犳（狓）满足犳（犪＋犫）＝犳（犪）
犳（犫），令犫＝１，得犳（犪＋１）＝犳（犪）犳（１），又
犳（１）＝１，所以犳（犪＋１）＝犳（犪），又犳（犪）≠

０，则犳（犪＋１）犳（犪）＝１．

当犪取１，２，３，…，３２１时，得犳（２）犳（１）＝
犳（３）
犳（２）＝

犳（４）
犳（３）＝…＝

犳（３２１）
犳（３２０）＝

犳（３２２）
犳（３２１）＝１，所以

犳（２）
犳（１）＋

犳（３）
犳（２）＋

犳（４）
犳（３）＋…＋

犳（３２１）
犳（３２０）＋

犳（３２２）
犳（３２１）＝３２１．
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本题考查了函数的概念及函数表示方
法的应用，其中根据函数的对应关系得到
犳（犪＋１）
犳（犪）＝１是解答的关键．

�	��　定义在犚上的函数犳（狓）满足犳（狓＋
狔）＝犳（狓）＋犳（狔）＋２狓狔（狓，狔∈犚），犳（１）＝
２，则犳（－３）等于（　　）．
Ａ．２ Ｂ．３ Ｃ．６ Ｄ．９

�	��　已知犳（狓）是定义域为犚的单调递增
的函数，狀∈犖，犳（狀）∈犖，且犳（犳（狀））＝
３狀，则犳（２８）＝（　　）．
Ａ．５４ Ｂ．５５ Ｃ．５６ Ｄ．５７
题型２函数的定义域
方向１　求具体函数的定义域

具体函数的定义域问题比较简单，也是考
试常见的形式．解题的时候：①先列出使得
犳（狓）有意义的不等式或不等式组；②解不等
式或不等式组；③将解集写成集合或区间的
形式．
例３．１．４　函数犳（狓）＝１狓ｌｎ（狓

２－３狓槡 ＋２＋

－狓２－３狓槡 ＋４）的定义域为（　　）．
Ａ．（－∞，－４］∪［２，＋∞）
Ｂ．（－４，０）∪（０，１）
Ｃ．［－４，０）∪（０，１］
Ｄ．［－４，０）∪（０，１）
分析本题需要考虑多方面的因素：①分母不等

１５



���� � � 	 ������

于０；②被开方式大于等于０；③对数的真数大
于０．列出不等式组求出自变量的取值范围．

�� 要使函数有意义，需满足
狓≠０
狓２－３狓＋２≥０
－狓２－３狓＋４≥０
狓２－３狓槡 ＋２＋－狓２－３狓槡 ＋４＞０

烅

烄

烆



狓≠０
狓≤１或狓≥２
－４≤狓≤１
狓≠１

烅

烄

烆

，解不等式组得解集为［－４，

０）∪（０，１），因此定义域为［－４，０）∪（０，１）．
故选Ｄ．
���
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当解析式是几个式子的和、差、积、商的
形式的时候，定义域是使得每个式子都有意
义的取值范围的交集．

�	��　（２０１５湖北）函数犳（狓）＝４－｜狓槡 ｜＋

ｌｇ狓
２－５狓＋６
狓－３的定义域为（　　）．

Ａ．（２，３） Ｂ．（２，４］
Ｃ．（２，３）∪（３，４］ Ｄ．（－１，３）∪（３，６）

�	��　已知函数犳（狓）＝２－狓－狓槡 ２，犵（狓）＝
１

狓２＋狓－２，则犳（狓）·犵（狓）＝ ．

方向２　求抽象函数的定义域
抽象函数的定义域会涉及复合函数求定

义域的问题，解题时需要注意以下两点：
（１）定义域是指自变量的取值范围，自变

量就是引起函数变化的最基本的量，如
犳（２狓＋１）中自变量是狓，犳（２狓＋１）的定义域

是指狓的范围而非２狓＋１的范围．
（２）在同一个对应法则犳的作用下，括号

内的式子的范围相同，如犳（狓），狓∈犕，则在
犳（２狓＋１）中２狓＋１∈犕．
例３．１．５　（１）已知函数犳（狓）的定义域为（０，
１），求犳（狓２）的定义域；
（２）已知函数犳（狓２）的定义域为（２，４），求
犳（狓）的定义域；
（３）已知函数犳（狓２）的定义域为（１，２），求
犳（２狓＋１）的定义域．
分析已知函数犳（狓）的定义域为犇，求函数
犳犵（狓）［ ］的定义域犇′，只需犇′＝
狓犵（狓）∈犇｛ ｝；已知函数犳犵（狓）［ ］的定义
域犇′，求函数犳（狓）的定义域，只需犇＝
狋狋＝犵（狓），狓∈犇′｛ ｝，即求犵（狓）的值域．

�� （１）犳（狓）的定义域为（０，１），即０＜狓＜１，
故０＜狓２＜１，所以－１＜狓＜１且狓≠０，则
犳（狓２）的定义域为（－１，０）∪（０，１）．
（２）犳（狓２）的定义域为（２，４），即２＜狓＜４，所
以４＜狓２＜１６，故犳（狓）的定义域为（４，１６）．
（３）因为犳（狓２）的定义域为（１，２），即１＜
狓＜２，所以１＜狓２＜４，故需１＜２狓＋１＜４，

解得０＜狓＜３２，故犳（２狓＋１）的定义域

为０，３２（ ）．
�	��　若犳（狓）的定义域为［－４，４］，求犵（狓）
＝犳（２狓＋１）＋犳（狓２）的定义域．

２５
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�	��　已知函数狔＝犳狓
２＋２狓－１
狓２＋狓－１（ ）的定义

域是［１，＋∞），则函数狔＝犳（狓）的定义域
是 ．

方向３　根据定义域求参数取值范围
对于含参的函数解析式，若已知函数的定

义域求参数的值或取值范围，常常将问题转化
为不等式恒成立问题求解，再利用函数的最值
或数形结合求解，必要的时候需要分类讨论．
例３．１．６　若函数犳（狓）＝２狓２＋２犪狓－犪槡 －１的定
义域为犚，则实数犪的取值范围
为 ．
分析函数犳（狓）的定义域为犚，即２狓２＋２犪狓－犪－
１≥０在犚上恒成立，再利用指数函数的单
调性求解．

�� 由题意知２狓２＋２犪狓－犪－１≥０在犚上恒成立，
所以２狓２＋２犪狓－犪≥１＝２０，即有狓２＋２犪狓－犪≥０
恒成立，其等价于Δ＝４犪２＋４犪≤０－１≤
犪≤０，则实数犪的取值范围为［－１，０］．
���
�

犳狓（）≥０的解集为犃与犳狓（）≥０在犅
上恒成立的区别：解集为犃是使犳狓（）≥０成
立的全部值；在犅上恒成立：狓∈犅，都有
犳狓（）≥０成立，因此犅是犃的一个子集，即
犅犃，两种说法并不等价．

�	　已知函数狔＝犽狓２－６犽狓槡 ＋９的定义域
为犚，则实数犽的取值范围是（　　）．
Ａ．犽≤０或犽≥１ Ｂ．犽≥１
Ｃ．０≤犽≤１ Ｄ．０＜犽≤１
例３．１．７　设函数犳（狓）＝狓（４－狓槡 ）－槡 犿狓．
（１）若该函数在［０，３］上有意义，求实数犿

的取值范围；
（２）若该函数的定义域为［０，３］，求实数犿
的取值范围．
分析这是一道经典的题目，两问的形式非常
相似，颇能迷惑一些同学．关键是区分“在区
间上有意义”和“定义域为”两个说法．显然
“定义域”的要求更强，是“有意义”的特殊
情况．

�� （１）依题意可得狓（４－狓槡 ）－犿狓≥０在
［０，３］上恒成立，当狓＝０时，不等式成立；

当狓∈（０，３］，犿≤４－狓
狓槡＝４

狓槡－１恒成

立，故犿≤４
狓槡－１（ ）ｍｉｎ，得犿≤槡３３．

所以实数犿的取值范围是－∞，槡３３（ 燄
燅
．

（２）依题意可得关于狓的不等式狓（４－狓槡 ）≥
犿狓的解集是［０，３］，由３是方程狓（４－狓槡 ）＝

犿狓的根，得犿＝槡３３．将犿＝
槡３
３代入不等式

狓（４－狓槡 ）≥犿狓，其解集为［０，３］，所以实数

犿的取值范围是槡３３烅
烄
烆
烍
烌
烎
．

�	　（２０２２江西模拟）已知函数犳（狓）＝
犪狓２＋犫狓＋槡 犮的定义域与值域均为［０，４］，
则犪＝（　　）．
Ａ．－４ Ｂ．－２ Ｃ．－１ Ｄ．１
题型３求函数的解析式
方向１　待定系数法

如果已知函数解析式的类型，就可以利用相
关条件把其中的参数解出来，从而确定函数的解
析式．待定系数法是我们最熟悉的方法之一．

３５
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例３．１．８　已知函数犳（狓）＝狓
２＋犪
犫狓－犮（犫，犮∈

犖），若方程犳（狓）＝狓有且只有两个相异

实根０，２，且犳（－２）＜－１２．则函数犳（狓）的
解析式为 ．
分析由犳（狓）＝狓可得（１－犫）狓２＋犮狓＋犪＝０，
已知两根分别为０，２，可得系数之间的等量

关系．由犳（－２）＜－１２确定系数的值．

�� 由狓
２＋犪
犫狓－犮＝狓得（１－犫）狓

２＋犮狓＋犪＝０有两

个实根０，２，得
（１－犫）·０＋犮·０＋犪＝０
（１－犫）·４＋犮·２＋犪＝０烅
烄
烆

，解

得
犪＝０

犫＝１＋犮２
烅
烄

烆
，所以犳（狓）＝ 狓２

１＋犮２（ ）狓－犮．
由犳（－２）＝－２１＋犮＜－

１
２得犮＜３，因为犫，犮∈

犖，则犮＝２，犫＝２，所以犳（狓）＝狓２
２（狓－１）

（狓≠１）．
�	　若函数犳（狓）＝ ２

犪狓２＋犫狓＋犮的部分图像

如图３．１所示，则犳（５）＝（　　）．

�2

3
2
1

�2
�1 1 2 3 4 5
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y

x

图３．１

Ａ．－１３ Ｂ．－２３ Ｃ．－１６ Ｄ．－１１２
方向２　换元法和配凑法

换元法的思路：已知犳犺（狓）（ ）＝犵（狓），求
犳（狓）时，往往可设犺（狓）＝狋，从中解出狓＝

φ（狋），代入犵（狓）进行换元．应用换元法时要注
意新变量的取值范围．

配凑法的思路：已知犳（犺（狓））＝犵（狓），将
犵（狓）恒等变形为犵（狓）＝犿（犺（狓）），则犳（狓）
＝犿（狓）．配凑法体现了整体代换的思想，对解
析式要求比较高，一般用于易于变形的解析
式，应用面较窄．
例３．１．９　已知犳１

狓＋１（ ）＝１狓２－１，则函数
犳（狓）的解析式为 ．
分析１狓＋１形式较为简单，可以利用换元法，
同时注意到等号两边形式较为接近，所以也
可以考虑配凑法．

�� 解法一（换元法）：令狋＝１狓＋１，狋≠１，则

狓＝１
狋－１，所以犳１

狓＋１（ ）＝犳（狋）＝
１
１

（狋－１）２
－１＝（狋－１）２－１＝狋２－２狋，即犳（狓）

＝狓２－２狓（狓≠１）．
解法二（配凑法）：犳１

狓＋１（ ）＝１狓２－１＝
１
狓＋１（ ）２－２１狓＋１（ ），令狋＝１狓＋１，狋≠１，所
以犳（狋）＝狋２－２狋，即函数犳（狓）的解析式为
犳（狓）＝狓２－２狓（狓≠１）．
���
�

函数变形的核心思想是根据形态选择
合适的方法，到底是使用换元法还是配凑
法．一般来说，在犳（犺（狓））＝犵（狓）中，如果
犺（狓）的形式比较简单（最好是单调函数），
令狋＝犺（狓），容易把狓反解出来，就利用换
元法；如果犺（狓）和犵（狓）形式较为接近，通
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第３章　函数

过常用公式和变形技巧可以将犵（狓）用
犺（狓）表示，就可以用配凑法．

例如犳狓＋１狓（ ）＝狓２＋１狓２（狓＞０）就适
合用配凑法．总体说来，配凑法更加注重函
数的表达式．

�	��　已知犳１－狓１＋狓（ ）＝１－狓２１＋狓２，求犳（狓）的解

析式．

�	��　若函数犳（ｌｏｇ２狓＋１）＝２狓＋狓－９，则
犳（狓）＝ ．
方向３　解方程组法

如果出现形如犪犳（狓）＋犫犳（犵（狓））＝
犺（狓）的条件，且犵（犵（狓））＝狓，其中犵（狓）和
犺（狓）是已知解析式，如何求犳（狓）？

此时只需要再做一个代换，令狓＝犵（狓），
就会有犪犳（犵（狓））＋犫犳（狓）＝犺（犵（狓）），联立
犪犳（狓）＋犫犳（犵（狓））＝犺（狓）
犪犳（犵（狓））＋犫犳（狓）＝犺（犵（狓））烅
烄
烆

，从中解出

犳（狓）即可，这就是解方程组法的基本思路．其
中犵（犵（狓））＝狓是关键，常见的形式有犵（狓）

＝－狓，犵（狓）＝１狓或其他等价变形．
例３．１．１０　已知函数犳（狓）满足：犳（狓）＋
２犳１狓（）＝３狓（狓≠０），求函数犳（狓）的解
析式．
分析本题中除了所要求的犳（狓）形式，同时还
存在另一个形式犳１狓（），应通过方程消元的

思想，消去犳１狓（）的形式，故只需寻求另一个
关于犳（狓）和犳１狓（）的关系式即可．

�� 由犳（狓）＋２犳１狓（）＝３狓（狓≠０）①，以１狓代
替狓，得到犳１狓（）＋２犳（狓）＝３狓②，联立①②
求得犳（狓）＝２狓－狓（狓≠０）．
���
�

本题中，在犳（狓）和犳１狓（）中用１狓代替狓，
得到了另外一个方程．能这样解题的根本原因

是犵（狓）＝１狓，犵（犵（狓））＝狓．我们再看两个
题目，一方面巩固这个技巧，另一方面也做
一点拓展．

�	��　已知犳（狓）＋２犳１－狓１＋狓（ ）＝３狓，求
犳（狓）的解析式．

�	��　已知犳（狓）＋犳１－１狓（ ）＝１＋狓（狓≠０，
狓≠１），求犳（狓）的解析式．
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题型４求函数的值域
方向１　配方法

配方法是求“二次型函数”值域的基本方
法，形如狔＝犪狓２＋犫狓＋犮（犪≠０）或犉（狓）＝
犪［犳（狓）］２＋犫犳（狓）＋犮（犪≠０）的函数的值域
问题，均可使用配方法．
例３．１．１１　函数狔＝５－７＋６狓－狓槡 ２的值
域是（　　）．
Ａ．［－１１，５］ Ｂ．［１，５］
Ｃ．［２，５］ Ｄ．（－∞，５］
分析直接利用配方法求解函数狔＝
７＋６狓－狓槡 ２的值域即可得原函数的值域．

�� 函数狔＝５－７＋６狓－狓槡 ２＝５－
－（狓－３）２槡 ＋１６，因为函数狔＝
７＋６狓－狓槡 ２＝－（狓－３）２槡 ＋１６的值域为
［０，４］，所以函数狔＝５－７＋６狓－狓槡 ２的值
域为［１，５］．故选Ｂ．
���
�

计算值域，需注意函数定义域的取值．

�	　求犳（狓）＝３＋槡狓＋５－槡狓的值域．

方向２　单调性法
如果能够利用单调函数运算的结果或者

常见函数的图像与性质判断出此函数是单调
函数，则在一个给定区间求其值域就只需要求

区间端点的函数值即可．常见形式有：①狔＝
犪狓＋犫＋犮狓＋槡 犱或狔＝犪狓＋槡 犫＋犮狓＋槡 犱，若
犪犮＞０，则用单调性求值域；若犪犮＜０，则用换元
法或配方法．②狔＝狓＋犽狓（犽＞０）及狔＝狓＋

犽
狓

（犽＜０）的单调性等．
例３．１．１２　函数犳（狓）＝狓槡－５－２４－３槡 狓
的值域是 ．
分析这是一个双根式，可以判断函数单调性
求解．

�� 函数犳（狓）的定义域为［５，８］，又因为
犳（狓）在［５，８］上是增函数，从而可知犳（狓）
的值域为－３，槡３［ ］．
���
�

单调函数在求解值域或最值方面具有
天然的优势，所以我们要养成一种习惯，即
对于一些形式复杂的函数，在动笔前不妨先
判断一下函数的单调性，如果能快速判断单
调性，或者利用导数判断单调性，问题也就
迎刃而解了．

本题又是一个双根式，通过函数的增减
性运算或者复合函数同增异减等方法先判
断函数单调性，再结合定义域区间去求值
域．关于根式函数的值域问题有很多变化，
在Ｐ６０我们会做一个总结．

�	��　函数狔＝２狓＋ｌｏｇ３狓－３狓＋｜狓｜在区间
［１，３］上的最大值为 ．

�	��　（２０２２湖北武昌高三期末）函数犳（狓）
＝｜２ｅ狓－１｜－２狓的最小值为 ．

方向３　分离常数法
对于分式型函数，其主要特点是分子分母

均含有自变量，不容易分析单调性，所以常借
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