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第１０章　直线与圆

２，０（），半径为槡３的圆，狔狓＝
狔－０
狓－０的几何意义

是圆上一点犕狓，狔（ ）与原点连线的斜率．设
狔－狓＝犫，可看作直线狔＝狓＋犫在狔轴上的
截距．狓２＋狔２是圆上一点与原点距离的平
方，可借助于平面几何知识，利用数形结合
的方法求解．

�� （１）原方程可化为狓－２（ ）２＋狔２＝３，即以

２，０（）为圆心，槡３为半径的圆．设狔狓＝犽，即

狔＝犽狓，当直线狔＝犽狓与圆相切时，斜率犽
取得最大值或最小值，此时２犽－０

犽２槡＋１槡＝３，

解得犽 槡＝±３．
所以狔狓的最大值为槡３，最小值为槡－３．
（２）设狔－狓＝犫，即狔＝狓＋犫，当狔＝狓＋犫
与圆相切时，纵截距犫取得最大值或最小

值，此时２－０＋犫
槡２ 槡＝３，即犫 槡＝－２±６．

故狔－狓的最大值为 槡－２＋６，最小值
为 槡－２－６．
（３）解法一（几何法）：狓２＋狔２表示圆上的一
动点与原点距离的平方，由平面几何知识
知，其在原点和圆心连线所在直线与圆的两
个交点处取得最大值和最小值．又圆心到原
点的距离为２．

故狓２＋狔２（ ）ｍａｘ＝ 槡２＋３（ ）２ 槡＝７＋４３，
狓２＋狔２（ ）ｍｉｎ＝ 槡２－３（ ）２ 槡＝７－４３．
解法二（参数方程法）：把圆的方程化为标准方

程得狓－２（ ）２＋狔２＝３．设狓 槡＝２＋３ｃｏｓθ
狔槡＝３ｓｉｎθ
烅
烄

烆
（θ为参

数，θ∈０，２π［ ）），则狓２＋狔２＝（槡２＋３ｃｏｓθ）２＋
（槡３ｓｉｎθ）２ 槡＝７＋４３ｃｏｓθ．
可得当ｃｏｓθ＝－１时，狓２＋狔２（ ）ｍｉｎ＝７－
槡４３；当ｃｏｓθ＝１时，狓２＋狔２（ ）ｍａｘ 槡＝７＋４３．
解法三（方程消元法）：由圆的标准方程为
狓－２（ ）２＋狔２＝３，可得狔２＝３－狓－２（ ）２，且
狓∈ 槡２－３，槡２＋３［ ］，所以狓２＋狔２＝狓２＋
３－（狓－２）２＝４狓－１，由狓∈［槡２－３，２＋
槡３］，得狓２＋狔２＝４狓－１∈［ 槡７－４３，７＋
槡４３］，故所求最大值为 槡７＋４３，最小值为
槡７－４３．

�	　（多选题）已知狓，狔满足狓２＋狔２－６狓＋
２狔＋１＝０，则（　　）．
Ａ．狓２＋狔２的最小值为槡１０－３

Ｂ．狔狓＋１的最大值为
槡６２－４
７

Ｃ．狓＋２狔的最小值为 槡１－３５
Ｄ．狓－３（ ）２＋狔＋１（ ）槡 ２＋狓２＋狔－３（ ）槡 ２的
最小值为５

　１０．４　无“圆”藏有“圆”———寻找隐形圆解题 　

　　圆因为具有显著的几何特征，是学习解析
几何的入门内容，也是高考必考的知识点．在

很多题目中，从题面上来看似乎并没有提及
圆，但是通过挖掘题目中的隐藏条件，我们可
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以发现圆的存在，由此便可以利用圆的几何性
质辅助解题．这类看似“无圆”，实则“有圆”的
问题，可以称为“隐形圆”问题．

那么哪些条件隐藏了圆的信息呢？从数
的角度看，如果有三角关系ｃｏｓ２θ＋ｓｉｎ２θ＝１，
由此可以构造熟悉的“单位圆”；从形的角度
看，如果可以判定一个动点到另一个定点的
距离是定值，则根据圆的定义也可以确定圆
的存在，此外还有我们常常提及的阿波罗尼

斯圆等内容．
本节内容将从常见的圆的定义开始，介绍

几类重要的“隐形圆”．为了让内容易于理解，
本节几乎不涉及后面的圆锥曲线的内容．但是
需要指出的是，在与椭圆、双曲线和抛物线的
问题中，也经常出现“隐形圆”问题，如椭圆的
蒙日圆等，大家可以参考《高考数学培优４０
讲》这套书，其中有更为深入的介绍．

������������������

　　根据学习本节内容的需要，我们重温几个
重要的定理或结论，这些内容将在模型的证明
或解释中起到作用．

一、与三角形相关的结论
１．直角三角形斜边的中线等于斜边的

一半．
２．内角平分线定理：三角形一个角的平分

线与其对边所成的两条线段与这个角的两边
对应成比例．如图１０．２４（ａ）中，犃犇是△犃犅犆
的角平分线，则犃犅犃犆＝

犅犇
犆犇．

３．外角平分线定理：三角形任一外角平分
线外分对边成两线段，这两条线段和夹相应的
内角的两边成比例．如图１０．２４（ｂ）中，犃犇是

△犃犅犆的外角平分线，则犃犅犃犆＝
犅犇
犆犇．

D
(a) (b)

B C

A

DB C

A

图１０．２４

二、与圆相关的结论
１．垂径定理：垂直于弦的直径平分弦且平

分这条弦所对的两条弧．
２．圆的直径所对的圆周角是直角．
３．在圆中同弧或等弧所对的圆周角相等．
４．同弧所对的圆周角是圆心角的一半．
５．若一个四边形的两组对角互补，则四边

形的四个顶点共圆．特别地，若四边形有一组
对角都是直角，则四个顶点共圆．

三、与向量相关的结论
极化恒等式：如图１０．２５所示，在△犃犅犆

中，犇是边犅犆上的中点，则犃犅→·犃犆→＝

犃犇→ ２－１４｜犅犆
→｜２＝｜犃犇→｜２－｜犅犇→｜２．

A

B D C

图１０．２５
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第１０章　直线与圆

�������	��������	�

题型１定义圆
	���

模型１：根据圆的定义，如果能确定一个
动点到另一个定点的距离是定值，则动点的
轨迹是一个圆．

例１０．４．１　已知圆犆：狓２＋狔２－２狀狓＋２狀狔＋
２狀２－８＝０上存在两个点到点犃（－１，１）的距
离均为槡２，则实数狀的一个取值为　　　　．
分析易得到点犃（－１，１）的距离为槡２的点的
轨迹方程为狓＋１（ ）２＋狔－１（ ）２＝２，由题意
可知圆犃与圆犆相交，从而可求出狀的范
围，即可得解．

�� 到点犃（－１，１）的距离为槡２的点的轨迹
方程为狓＋１（ ）２＋狔－１（ ）２＝２，其圆心为
犃（－１，１），半径狉１ 槡＝２，圆犆：狓２＋狔２－
２狀狓＋２狀狔＋２狀２－８＝０化为标准方程为
狓－狀（ ）２＋狔＋狀（ ）２＝８，其圆心犆狀，－狀（ ），
半径狉２ 槡＝２２．
由题意可知圆犃与圆犆相交，则槡槡２２－２＜
犃犆＜槡槡２２＋２，即槡２＜狀＋１（ ）２＋－狀－１（ ）槡 ２

＜槡３２，解得－４＜狀＜－２或０＜狀＜２，故实
数狀的一个取值为１（答案不唯一，只要在
－４，－２（ ）∪０，２（）内即可）．

�	　已知圆犆：狓－犪（ ）２＋狔－犪（ ）２＝８
犪＞０（ ）上总存在两个点到原点的距离均为
槡２，则犪的取值范围是　　　　．

例１０．４．２　已知圆犆：狓２＋狔２－４狓＋３＝０，若
直线狔＝犽狓＋１（ ）上存在一点犘，且过点犘

所作的圆的两条切线互相垂直，则实数犽的
取值范围为　　　　　．
分析根据题意，将圆的方程化为标准方程，求
出圆心和半径，结合题意可得圆心到直线的
距离小于等于槡２，再由点到直线的距离公式
列式可求得结果．

�� 由狓２＋狔２－４狓＋３＝０，得（狓－２）２＋狔２

l

x

y

O

P

C

图１０．２６

＝１，则圆心犆（２，０），半
径狉＝１．如图１０．２６所
示，若过点犘所作的圆的
两条切线互相垂直，则
犘，犆及两切点构成正方
形，所以犘犆 槡＝２，因为直线狔＝
犽狓＋１（ ）上存在一点犘，且过点犘所作的圆
的两条切线互相垂直，所以圆心到直线的距

离２犽－０＋犽
１＋犽槡 ２ ≤槡２，解得－槡１４７≤犽≤槡１４７，

即实数犽的取值范围为－槡１４７，槡１４７
熿
燀

燄
燅
．

�	　已知圆犗：狓２＋狔２＝１，圆犕：（狓－犪）２＋
（狔－犪＋４）２＝１．若圆犕上存在点犘，过点
犘作圆犗的两条切线，切点为犃，犅，使得
∠犃犘犅＝６０°，则实数犪的取值范围
为 ．
题型２定弦长圆
	���

模型２：如图１０．２７所示，若已知圆犗
上有两个动点犃，犅，且弦犃犅的长度为定
值，则犃，犅的中点犕到圆心犗的距离也是
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O

图１０．２７

定值，由此可知犕的轨迹
是以犗为圆心的圆，进而
可以推广到犕是弦犃犅
的λ等分点，即犕犃犃犅＝

１
λ，

则犕的轨迹也是圆．
模型证明：
（１）若犕是弦犃犅的中点，显然犗犕２＝

犗犃２－１４犃犅
２是定值，所以犕的轨迹是以

犗为圆心的圆．
（２）若犕是弦犃犅的λ等分点，即犕犃犃犅

＝１λ，设犇是犃，犅中点，则犗犇
２＝犗犃２－

犃犇２，又因为犃犕＝１λ犃犅＝
２
λ犃犇，所以犇犕

＝１－２λ（ ）犃犇，由勾股定理可知：犗犕２＝

犇犕２＋犗犇２＝１－２λ（ ）２犃犇２＋犗犃２－犃犇２＝
４
λ
１
λ－１（ ）犃犇２＋犗犃２＝１λ１

λ－１（ ）犃犅２＋
犗犃２也是定值，所以犕的轨迹是以犗为圆
心的圆．

例１０．４．３　若圆狓２＋狔２＝５上的两个动点
犃，犅满足｜犃犅→｜槡＝１５，点犕在直线２狓＋
狔＝１０上运动，则!犕犃→＋犕犅→!

的最小值
是（　　）．
槡Ａ．２５　　 槡Ｂ．３５　　槡Ｃ．１０　　 槡Ｄ．２１０

分析设犃犅中点为犖，则点犖轨迹为圆，
犕犃→＋犕犅→转化为点犕到该圆上一点的距
离，再求最值．

�� 由狓２＋狔２＝５可知圆心为坐标原点
犗０，０（），半径为狉槡＝５，因为犃犅→ 槡＝１５，

所以圆心到直线犃犅的距离犱＝

狉２－槡１５
２（ ）槡

２
＝槡５２．

设犃犅的中点为犖，则犗犖＝犱＝槡５２，所以

点犖在以原点为圆心，以狉１＝槡５２为半径的

圆上，则点犖的轨迹方程为狓２＋狔２＝５４，
犕犃→＋犕犅→＝犕犖→＋犖犃→＋犕犖→＋犖犅→，又犖
为犃犅的中点，所以犖犃→＝－犖犅→，犕犃→＋
犕犅→＝２犕犖→，圆心０，０（）到２狓＋狔＝１０的距
离为犱１＝－１０

槡４＋１ 槡＝２５．

所以犕犖→ｍｉｎ＝犱１－狉１ 槡＝２５－槡５２＝
槡３５
２，

犕犃→＋犕犅→ ｍｉｎ＝２犕犖→ｍｉｎ 槡＝３５．故选Ｂ．
�	��　已知犃，犅是圆犕：（狓－２）２＋狔２＝１
上不同的两个动点，｜犃犅｜槡＝２，犗为坐标原
点，则｜犗犃→＋犗犅→｜的取值范围是（　　）．
Ａ． 槡２－２，槡４＋２［ ］ Ｂ． 槡３－２，槡４＋２［ ］
Ｃ． 槡４－２，槡４＋２［ ］ Ｄ． 槡２－２，槡２＋２［ ］

�	��　（２０２３海南校考三模）已知犕（狓１，狔１），
犖狓２，狔２（ ）是圆犆：狓－３（ ）２＋狔－４（ ）２＝４上的
两个不同的点，若犕犖 槡＝２２，则狓１＋狔１＋
狓２＋狔２的取值范围为　　　　．
题型３双定点中点圆
	���

若直线犾１，犾２分别过定点犃，犅，且犾１⊥
犾２，犾１与犾２相交于点犕，则犕在以犃犅为直
径的圆上．在解题时，要注意观察两条直线
是否过定点，以及两条直线的位置关系是否
垂直，从特殊的数量关系中挖掘特殊的位置
关系．
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第１０章　直线与圆

方向１　直径圆
模型３：如果两条相互垂直的直线分别过

定点犃，犅，且相交于一个动点犕，则犕在以
犃犅为直径的圆上．给出的直线方程往往含有
参数，要注意判断直线是否过定点，以及两条
直线是否垂直，从而判断动点的轨迹是不
是圆．
例１０．４．４　在平面直角坐标系中，从点犘（－３，
２）向直线犽狓－狔－２－犽＝０作垂线，垂足
为犕，则点犙（２，４）与点犕的距离的最小值
是（　　）．

槡Ａ．５－２２　　 槡Ｂ．４２　　 槡Ｃ．６２　　Ｄ．１７
分析直线犽狓－狔－２－犽＝０过定点犖，则从
点犘向直线犽狓－狔－２－犽＝０作垂线，垂
足犕轨迹为以犘犖为直径的圆，所以问题
转化为定点到圆上一点距离的最小值．

�� 因为犽狓－狔－２－犽＝０，所以犽狓－１（ ）－

狔－２＝０，则狓－１＝０－狔－２＝０烅
烄
烆

，解得狓＝１
狔＝－２烅
烄
烆

，所

以直线犽狓－狔－２－犽＝０过定点犖
１，－２（ ），从点犘－３，２（ ）向直线犽狓－狔－２－
犽＝０作垂线，垂足为犕，则犕在以犘犖为直
径的圆上．
又犘－３，２（ ），犖１，－２（ ），所以犘犖的中点为
犌（－１，０），犘犖＝－３－１（ ）２＋２＋２（ ）槡 ２＝
槡４２，则圆犌的方程为狓＋１（ ）２＋狔２＝８，
即犕的轨迹方程为狓＋１（ ）２＋狔２＝８．
因为犙２，４（），２＋１（ ）２＋４２＞８，所以点犙
２，４（）在圆外，犙犌＝２＋１（ ）２＋４槡 ２＝５，则
犙犕ｍｉｎ＝犙犌－狉 槡＝５－２２．故选Ａ．

�	��　（２０２３浙江嘉兴模拟）已知点犘是直
线犾１：犿狓－狀狔－５犿＋狀＝０和犾２：狀狓＋

犿狔－５犿－狀＝０犿，狀∈犚，犿２＋狀２≠０（ ）的交
点，点犙是圆犆：狓＋１（ ）２＋狔２＝１上的动
点，则犘犙的最大值是（　　）．

槡 槡Ａ．５＋２２ Ｂ．６＋２２
槡 槡Ｃ．５＋２３ Ｄ．６＋２３

�	��　已知圆犗：狓２＋狔２＝５，犃，犅为圆犗上
的两个动点，且犃犅＝２，犕为弦犃犅的中
点，犆（槡２２，犪），犇（槡２２，犪＋２）．当犃，犅在
圆犗上运动时，始终有∠犆犕犇为锐角，则
实数犪的取值范围为 ．

方向２　过圆外定点的割线圆
模型４：过圆犗外一定点犘作一条割线交

圆犗于犃，犅两点，设犕是犃犅的中点，因为
犗犕⊥犕犘，且犗，犘为定点，所以犕在以犗犘
为直径的圆上．由此可以确定动点的轨迹．
例１０．４．５　已知直线犾：犪狓＋犫狔＋犮＝０被圆
犗：狓２＋狔２＝１６截得的弦的中点为犕，若
３犪＋２犫－犮＝０，犗为坐标原点，则点犕的轨
迹方程为 ，犗犕的最大值
为 ．
分析根据犗犕⊥犃犅，可得犕的轨迹为圆，
犗犕的最大值为点犗到该圆圆心的距
离＋半径．

�� 圆犗：狓２＋狔２＝１６的圆心为０，０（），半径
为４，设犕狓，狔（ ），显然狓，犫不能同时为
０，则：

（１）若狓≠０，犫≠０，则有犽犗犕＝狔狓，犽犾＝－
犪
犫，

又因为犽犗犕·犽犾＝－１，所以狔狓·－犪犫（ ）＝
－１，则犪＝犫狓狔．
又３犪＋２犫－犮＝０，狓≠０，犫≠０，所以犮＝
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３犪＋２犫＝３犫狓狔＋２犫＝３犫狓＋２犫狔狔 ．将犮，犪代入

直线犾：犪狓＋犫狔＋犮＝０，犫狓狔·狓＋犫狔＋
３犫狓＋２犫狔
狔 ＝０，即狓２＋狔２＋２狔＋３狓＝０．

（２）若狓＝０，犫≠０，即犕０，狔（ ），则此时直线
为平行于狓轴的直线，即犪＝０，此时
犕（０，－２）在狓２＋狔２＋２狔＋３狓＝０上．
（３）若狓≠０，犫＝０，即直线为平行于狔轴的
直线，此时狔＝０，即犕－３，０（ ），在狓２＋
狔２＋２狔＋３狓＝０上．
综上可知，点犕的轨迹方程为狓２＋狔２＋
２狔＋３狓＝０，圆狓２＋狔２＋２狔＋３狓＝０的圆心

为－３２，－１（ ），半径为槡１３２，所以犗犕ｍａｘ＝

－３２－０（ ）２＋－１－０（ ）槡 ２＋槡１３２槡＝１３．

故答案为狓２＋狔２＋２狔＋３狓＝０；槡１３．
�	��　（多选题）设直线犾：犿狓－狔－２犿＋２＝
０犿∈犚（ ），交圆犆：狓－３（ ）２＋狔－４（ ）２＝９于
犃，犅两点，则下列说法中正确的有（　　）．
Ａ．直线犾恒过定点１，２（）
Ｂ．弦犃犅长的最小值为４
Ｃ．过坐标原点犗作直线犾的垂线，垂足为
点犕，则线段犕犆长的最小值为槡５

Ｄ．当犿＝１时，圆犆关于直线犾对称的圆的
方程为狓－４（ ）２＋狔－３（ ）２＝９

�	��　已知点犘０，４（），圆犕：狓－４（ ）２＋狔２
＝１６，过点犖２，０（）的直线犾与圆犕交于犃，
犅两点，则｜犘犃→＋犘犅→｜的最大值为（　　）．

槡Ａ．８２　　Ｂ．１２　　 槡Ｃ．６５　　 槡Ｄ．９２
方向３　数量积定值圆

模型５：若已知犃，犅是两个定点，且动点

犘满足犘犃→·犘犅→＝λ，则动点犘的轨迹是圆．
模型解释：设犃，犅的中点是犗，由极化恒

等式可知犘犃→·犘犅→＝｜犘犗→｜２－１４｜犃犅
→｜２＝λ，

所以｜犘犗→｜２＝λ＋１４｜犃犅
→｜２，即犘犗→ 是定值，

所以犘是以犃，犅中点犗为圆心的圆．
例１０．４．６　（多选题）在平面内，点犉１
－１，０（ ），犉２１，０（）为两个定点，动点犘满足
犘犉１→·犘犉２→＝１，则点犘到直线狓＋狔－２＝０
的距离为犱的点恰好有两个，则犱的值可以
是（　　）．

槡Ａ．１ Ｂ．２ 　 槡Ｃ．２２　Ｄ．４
分析设犘（狓，狔），由犘犉１→·犘犉２→＝１，可得点
犘的轨迹为与狓＋狔－２＝０相切的圆，要使
得犘到直线狓＋狔－２＝０的距离为犱的点
恒有２个，则０＜犱＜２狉．

�� 设点犘狓，狔（ ），则犘犉１→＝－１－狓，－狔（ ），
犘犉２→＝１－狓，－狔（ ），所以犘犉１→·犘犉２→＝
－１－狓（ ）１－狓（ ）＋－狔（ ）２＝狓２＋狔２－１＝
１，整理得狓２＋狔２＝２．
因为圆狓２＋狔２＝２的圆心０，０（）到直线狓＋

狔－２＝０的距离为－２
槡２ 槡＝２，所以直线

狓＋狔－２＝０与圆狓２＋狔２＝２相切，又点犘
到直线狓＋狔－２＝０的距离为犱的点恰好
有两个，则０＜犱＜槡２２，故选ＡＢ．

�	��　若直线狔＝犽狓＋８上存在点犘，过点
犘作圆犗：狓２＋狔２＝４的两条切线，犃，犅为
切点，满足犘犃→·犘犅→＝６，则犽的取值范围
是　　　　．

�	��　在平面直角坐标系狓犗狔中，圆犗：
狓２＋狔２＝１，若曲线狔＝犽狓－１＋２上存在
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第１０章　直线与圆

四个点犘犻犻＝１，２，３，４（ ），过动点犘犻作圆犗
的两条切线，犃，犅为切点，满足犘犻犃→·犘犻犅→

＝３２，则犽的取值范围是（　　）．

Ａ．－４３，０（ ）
Ｂ．－∞，－４３（ ）
Ｃ．－４３，０（ ）∪０，＋∞（ ）

Ｄ．－∞，－４３（ ）∪０，＋∞（ ）
方向４　平方和定值圆

模型６：若已知犃，犅是两个定点，且动点
犘满足犘犃２＋犘犅２＝λ，则动点犘的轨迹
是圆．

模型解释：设犃，犅的中点是犗，则犘犗→＝
１
２犘犃

→＋犘犅→（ ），所以｜犘犗→｜２＝１４（｜犘犃
→｜２＋｜犘犅→｜２＋

２犘犃→·犘犅→）＝１４λ＋２犘犃
→·犘犅→（ ）．又由极化恒

等式可知犘犃→·犘犅→＝犘犗→ ２－１４犃犅
→ ２，所以

犘犗→ ２＝１４λ＋２犘犗
→ ２－１２犃犅

→ ２（ ），解得
犘犗→ ２＝１２λ－

１
２犃犅

→ ２（ ）是定值，所以犘是
以犃犅中点犗为圆心的圆．
例１０．４．７　直线犾：狔＝犽狓－５（ ）犽≠０（ ）与圆犗：
狓２＋狔２＝１６相交于犃，犅两点，犗为圆心，当犽
变化时，求弦犃犅的中点犕的轨迹方程．
分析设犕（狓，狔），由垂径定理可得犗犕⊥
犃犅．因为犃犅过定点犘，所以犗犕⊥犕犘，则
犗犘２＝犗犕２＋犕犘２，可得点犕轨迹
为圆，又犕在圆犗内且不在狓轴上，所

以０＜狓＜１６５．
�� 设犕狓，狔（ ），易知直线恒过定点犘５，０（），
再由犗犕⊥犕犘，得犗犘２＝犗犕２＋
犕犘２，所以狓２＋狔２＋狓－５（ ）２＋狔２＝２５，

整理得狓－５２（ ）２＋狔２＝２５４．
因为点犕应在圆内且不在狓轴上，所以所求
的轨迹为圆内的部分且不在狓轴上，解方程

组狓－５２（ ）２＋狔２＝２５４
狓２＋狔２＝１６
烅
烄

烆
得两曲线交点的横坐

标为狓＝１６５，故所求轨迹方程为（狓－５２）２＋
狔２＝２５４０＜狓＜

１６
５（ ）．

OB

A

Q

x

y
P

x2�y2�4

图１０．２８

�	��　如图１０．２８所示，
点犃１，１（）为圆狓２＋狔２
＝４内一点，犘，犙为圆
上的动点，且∠犘犃犙＝
９０°，则线段犘犙中点的
轨迹方程为 ．

�	��　设犃（－２，０），犅（２，０），犗为坐标原
点，点犘满足｜犘犃｜２＋｜犘犅｜２≤１６，若直线
犽狓－狔＋６＝０上存在点犙使得∠犘犙犗＝
π
４，则实数犽的取值范围为（　　）．

Ａ．－槡１４２，槡１４２
熿
燀

燄
燅

Ｂ．－∞，－槡１４２（ 燄
燅∪

槡１４
２，＋∞

熿
燀 ）

Ｃ．－∞，－槡５２（ 燄
燅∪

槡５
２，＋∞
熿
燀

燄
燅

Ｄ．－槡５２，
槡５
２

熿
燀

燄
燅
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方向５　阿波罗尼斯圆
模型７：在平面上给定两点犃，犅与动点犘

点在同一平面上且满足｜犘犃｜｜犘犅｜＝λ，当λ＞０且

λ≠１时，点犘的轨迹是圆，称为阿波罗尼斯
圆，简称“阿波罗圆”或“阿氏圆”．

模型解释：设犃（－犮，０），犅（犮，０），犘（狓，
狔），因为犃犘＝λ犅犘（犮＞０，λ＞０且λ≠１），由
两点间距离公式得（狓＋犮）２＋狔槡 ２＝
λ（狓－犮）２＋狔槡 ２，化简得（１－λ２）狓２＋（１－
λ２）狔２＋２犮（１＋λ２）狓＋（１－λ２）犮２＝０（）．

（１）当λ＝１时，狓＝０，犘点的轨迹是线段
犃犅的中垂线（定义这样的直线为阿波罗直线）．

（２）当λ≠１时方程（）变形为

狓－λ
２＋１
λ２－１·犮（ ）２＋狔２＝２λ

λ２－１·犮（ ）２，所以点
犘的轨迹是以λ２＋１

λ２－１·犮，０（ ）为圆心，以
２λ
λ２－１犮为半径的圆．

A M B O N

P

图１０．２９

几何意义：如图１０．２９
所示，过点犘分别作
△犘犃犅的内角平分线
犘犕和外角平分线犘犖，
由角平分线定理可知
犃犕＝λ犅犕，犃犖＝λ犅犖，因为λ和犃犅都是
定值，所以犕，犖是两个定点，且∠犕犘犖＝
９０°，所以犘在以犕犖为直径的圆上．
例１０．４．８　在平面直角坐标系狓犗狔中，点犃
０，３（），直线犾：狔＝２狓－４．设圆犆的半径为
１，圆心在犾上．若圆犆上存在点犕，使
犕犃＝２犕犗，则圆心犆的横坐标犪的取
值范围为（　　）．

Ａ．０，１２５［ ） Ｂ．０，１２５（ ］
Ｃ．－１２５，

１２
５［ ］ Ｄ．０，１２５［ ］

分析先求得圆犆的方程，再利用犕犃＝
２犕犗求得点犕满足的圆的方程，进而利
用两圆有公共点列出关于犪的不等式，解之
即可求得犪的取值范围．

�� 圆心犆的横坐标为犪，则圆心犆的坐标
为（犪，２犪－４），圆犆的方程（狓－犪）２＋
（狔－２犪＋４）２＝１．
设犕（狓，狔），由犕犃＝２犕犗，可得
狓２＋（狔－３）槡 ２＝２狓２＋狔槡 ２，整理得狓２＋
狔＋１（ ）２＝４，则圆（狓－犪）２＋（狔－２犪＋４）２
＝１与圆狓２＋狔＋１（ ）２＝４有公共点，所以
２－１≤（０－犪）２＋（－１－２犪＋４）槡 ２≤２＋１，

即１≤５犪２－１２犪＋９≤９，解得０≤犪≤１２５．故
选Ｄ．

�	��　已知点犃３，０（），犗为坐标原点，动
点犕满足犕犃＝２犕犗，犘，犙为直线犾：
狔＝狓－３上的两点，且对任意的点犕都有

∠犘犕犙≥π２，则线段犘犙长度的最小值为
（　　）．

槡 槡Ａ．８２＋４ Ｂ．３２＋４
槡 槡Ｃ．４２＋２ Ｄ．４２＋４

�	��　（２０２１江苏统考模拟）（多选题）古希
腊著名数学家阿波罗尼斯发现：平面内到两
个定点犃，犅的距离之比为定值λλ≠１（ ）的
点的轨迹是圆，此圆被称为“阿波罗尼斯
圆”．在平面直角坐标系狓犗狔中，犃－２，０（ ），

犅４，０（），点犘满足犘犃
犘犅＝１２．设点犘轨迹
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第１０章　直线与圆

为犆，则（　　）．
Ａ．轨迹犆的方程为狓＋４（ ）２＋狔２＝９
Ｂ．在狓轴上存在异于犃，犅的两点犇，犈，使

得犘犇犘犈＝１２
Ｃ．当犃，犅，犘三点不共线时，射线犘犗是
∠犃犘犅的角平分线

Ｄ．在犆上存在点犕，使得犕犗＝２犕犃
题型４由圆外定直线生成的切点弦中点圆
	���

模型８：若犘（狓０，狔０）是直线犾：犪狓＋
犫狔＋犮＝０上一动点，过犘作圆犗：狓２＋狔２＝
狉２的两条切线，切点分别是犃，犅，犕是犃犅
的中点，由切点弦公式可知直线犃犅的方程
是狓０狓＋狔０狔＝狉２，则可以证明直线犃犅过
定点犖，所以可知犕在以犗犖为直径的圆
上（不含犗点）．

模型解释：如图１０．３０（ａ）所示，因为
犘（狓０，狔０）是直线犪狓＋犫狔＋犮＝０上一动点，

不妨假设犪≠０，则狓０＝－犫狔０＋犮犪．又因为由
点犘（狓０，狔０）生成的切点弦方程为狓０狓＋

狔０狔＝狉２，代入得－犫犪狓＋狔（ ）狔０－（犮犪狓＋狉２）
＝０，令

犮
犪狓＋狓

２＝０

－犫犪狓＋狔＝０
烅

烄

烆

，得狓＝－犪犮狉
２，狔＝

－犫犮狉
２，即直线犃犅恒过定点犖（－犪犮狉２，

－犫犮狉
２），又因为犕犖⊥犗犕，所以犕在以

犗犖为直径的圆上．

如果进一步探究，我们会发现犽犗犖＝犫犪，

而犪狓＋犫狔＋犮＝０的斜率是犽犾＝－犪犫，所以

犗犖⊥犾，即只需要过犗作犾的垂线，垂足为
犘，求出犘的坐标，就可以求出直线犃犅的
方程（此时犃犅∥犾，如图１０．３０（ｂ）所示），然
后即可求出犖的坐标，也就能求出犕的轨
迹方程．另外，由于犃犅不可能垂直于犾，所
以点犕不可能与犗点重合，故点犕的轨迹
是以犗犖为直径的圆，不包含犗点．

M
N
B

(a)

OA

lP(x0
y0)

　　

O

l

(b)
P(x0
y0)

N BA

图１０．３０

１０．４．９　已知圆犕：狓２＋（狔－２）２＝１，犙是狓
轴上的动点，犙犃，犙犅分别切圆犕于犃，犅
两点，则动弦犃犅的中点犘的轨迹方程
为 ．
分析转化条件点犘，犙，犕三点共线得到犪与
动点坐标的关系式，再由犕犙·犘犕＝
犅犕２可得点犘满足的条件，化简得轨迹
方程．

�� 解法一（利用切点弦方程寻找定点）：设
犙（犪，０），因为犕犃⊥犙犃，犕犅⊥犙犅，所
以犕，犃，犅，犙四点共圆，又因为犕（０，２），

所以圆心为犪２，１（ ），半径为狉＝１２犪２槡＋４，

即犕，犃，犅，犙所在的圆方程为狓－犪２（ ）２＋
５１１
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（狔－１）２＝犪
２

４＋１，又因为犃，犅同时在两个

圆上，所以由狓－犪２（ ）２＋（狔－１）２＝犪２４＋１
狓２＋（狔－２）２＝１
烅
烄

烆
，

可得犃犅的方程为犪狓－２狔＋３＝０．
易知直线犃犅过定点犖０，３２（ ），所以犘在
以犕犖为直径的圆上，圆心为０，７４（ ），半径
为狉＝１２｜犕犖｜＝

１
４，且由图１０．３１可知狔＜

２，故犘的方程为狓２＋狔－７４（ ）２＝１１６（狔＜２）．

O

A
N
M

P
B

Q x

y

图１０．３１

解法二：由圆的方程
可知圆心为犕（０，
２），半径为１，设点
犘（狓，狔），犙（犪，０），
因为犘，犙，犕三点

共线，所以狔－２狓＝

－２犪，即犪＝
２狓
２－狔．又由犕犙·犘犕＝

犅犕２，即犪２槡＋４·狓２＋（狔－２）槡 ２＝１，消去

犪，并由图１０．３１可知狔＜２，得狓２＋狔－７４（ ）２＝
１
１６（狔＜２），即动点犘的轨迹方程为狓

２＋

狔－７４（ ）２＝１１６（狔＜２）．
���
�

对于选择题或者填空题，可以直接利用
切点弦方程的公式得到犃犅的方程为犪狓＋
（０－２）（狔－２）＝１，即犪狓－２狔＋３＝０．另外
一定要注意由圆外定直线生成的切点弦的

中点的轨迹不是完整的圆（少了一个点），所
以要注意变量的取值范围．
�	��　在平面直角坐标系狓犗狔中，已知点犃
（－４，０），犅（０，４），从直线犃犅上一点犘向
圆狓２＋狔２＝４引两条切线犘犆，犘犇，切点分
别为犆，犇．设线段犆犇的中点为犕，则线段
犃犕长的最大值为　　　　．
�	��　圆的反演点：已知圆犗的半径是狉，从
圆心犗出发任作一条射线，在射线上任取两
点犕，犖，若犗犕·犗犖＝狉２，则犕，犖互
为关于圆犗的反演点．圆的反演点还可以由
以下几何方法获得：若点犕在圆犗外，过犕
作圆的两条切线，两切点的连线与犗犕的交
点就是点犕的反演点；若点犕在圆犗内，则
连接犗犕，过点犕作犗犕的垂线，该垂线与
圆两交点处的切线的交点即为犕的反演点．
已知圆犗：狓２＋狔２＝４，点犕１，３（），则犕的反
演点的坐标为　　　　　．
题型５由三角坐标确定的圆
	���

若动点犘的坐标是（犪＋狉ｃｏｓθ，犫＋
狉ｓｉｎθ），则犘的轨迹是以（犪，犫）为圆心，狉为
半径的圆．特别地，若点犘的坐标是犘（ｃｏｓθ，
ｓｉｎθ），则点犘的轨迹是单位圆．在解题时，
要注意分析一些代数式的几何意义，将问题
转化为圆与直线的位置关系问题．

例１０．４．１０　已知犗为坐标原点，点犃

ｃｏｓα，ｓｉｎα（ ），犅ｃｏｓα＋π３（ ），ｓｉｎα＋π３（ ）（ ），以
犗犃，犗犅为邻边作平行四边形犃犗犅犘，
犙－２，０（ ），则∠犘犙犗的最大值为（　　）．
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第１０章　直线与圆

Ａ．π６ Ｂ．π４ Ｃ．π３ Ｄ．π２
分析根据点犃，犅的坐标，可得犃，犅是单位

圆犗上两动点，且∠犃犗犅＝π３，根据两点间
距离公式，可得犃犅＝１，取犃犅的中点犕，
即可得犗犕及犗犘，进而可得点犘的轨
迹，分析可得当犘犙与狓２＋狔２＝３相切时，
∠犘犙犗最大．

M

O

A

P

B

图１０．３２

�� 由犃ｃｏｓα，ｓｉｎα（ ），

犅（ｃｏｓ（α＋π３），ｓｉｎ（α＋
π
３））可知，犃，犅是圆犗：

狓２＋狔２＝１上两动点，且

∠犃犗犅＝π
３．又因为

犃犅＝犗犃＝１，所以△犃犗犅为等边三角
形，如图１０．３２所示，取犃犅的中点犕，则

犗犕＝槡３２，所以犗犘槡＝３，则点犘的轨迹
方程为狓２＋狔２＝３．当犘犙与狓２＋狔２＝３相切

时，∠犘犙犗最大，此时ｓｉｎ∠犘犙犗＝槡３２，则

∠犘犙犗＝π３．故选Ｃ．
�	��　（２０１８重庆一模）设集合犃＝｛（狓，狔）｜
（狓＋３ｓｉｎα）２＋（狔＋３ｃｏｓα）２＝１，α∈犚｝，
犅＝（狓，狔）｜３狓＋４狔＋１０＝０｛ ｝，记犘＝犃∩犅，
则点集犘所表示的轨迹长度为　　　　．

�	��　平面直角坐标系中，点集犕＝

狓，狔（ ）狓＝ｓｉｎα－２ｃｏｓβ
狔＝ｃｏｓα＋２ｓｉｎβ

，α，β∈犚烅
烄
烆

烅
烄
烆

烍
烌
烎
，则点

集犕所覆盖的平面图形的面积为（　　）．
Ａ．３π Ｂ．４π Ｃ．８π Ｄ．９π

题型６由已知轨迹确定动圆方程
	���

如果已知动点犘的轨迹与另一个动点
犘０相关，而犘０的轨迹方程已知，则可以利
用相关点法确定动点犘的轨迹．

例１０．４．１１　已知圆犆：狓２＋狔２＝３，直线犾过
点犃（－２，０），线段犃犅的端点犅在圆犆上
运动，则线段犃犅的中点犕到原点犗的距
离的最大值为 ．
分析由相关点法得犕的轨迹为一个圆，则问
题转化为圆外一点到圆上一点距离的最大
值，为定点到圆心距离加半径．

�� 设犕（狓，狔），犅（狓０，狔０），由于犕是线段

犃犅的中点，所以
狓＝狓０－２２

狔＝狔０＋０２
烅

烄

烆

，可得

狓０＝２狓＋２
狔０＝２狔烅
烄
烆

，又因为犅（狓０，狔０）在圆犆：

狓２＋狔２＝３上，所以（２狓＋２）２＋（２狔）２＝３，
即点犕的轨迹方程是（狓＋１）２＋狔２＝３４，是

一个圆，半径为狉＝槡３２．
设圆心为犇，且原点犗在圆犇外，所以犕
到原点犗的距离的最大值为犗犇＋狉＝

１＋槡３２．
�	　在平面直角坐标系狓犗狔中，圆犆１：狓２＋
狔２＝４，圆犆２：狓２＋狔２＝６，点犕（１，０），动点
犃，犅分别在圆犆１和圆犆２上，且
犕犃⊥犕犅，犖为线段犃犅的中点，则犕犖
最小值为（　　）．
Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．３ Ｄ．４
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解析几何中常见向量关系的转化
（１）犘是犕犖的中点犘犕→＋犘犖→＝０．
（２）犃，犅，犆三点共线存在实数λ，使

犃犅→＝λ犃犆→；犃，犅，犆三点共线存在实数
α，β，α＋β＝１，有犗犆→＝α犗犃→＋β犗犅→．

（３）∠犃犕犅是直角犕犃→·犕犅→＝０；
∠犃犕犅是钝角犕犃→·犕犅→＝犿＜０；∠犃犕犅

是锐角犕犃→·犕犅→＝犿＞０．
（４）在△犃犅犆中，犃犇是犅犆边上的中

线犃犇→＝１２犃犅
→＋犃犆→（ ）．

（５）在平行四边形犃犅犆犇中，犃犅犆犇是
菱形犃犅→＋犃犇→（ ）·犃犅→－犃犇→（ ）＝０；
犃犅犆犇是矩形｜犃犅→＋犃犇→｜＝｜犃犅→－犃犇→｜．

　１１．５　代数计算方法与简化运算 　

　　解析几何的题目有一个显著特征，就是条
件多、位置关系复杂、计算量比较大．所以在解
题的时候如何合理利用条件，有效减少运算，

就成为能否顺利解题的关键．
本节主要从代数运算的角度介绍如何合

理利用条件，从而减少运算量的方法．

������	�������	�

题型１如何设直线
	���

我们先来说说设直线的问题，常见设直
线的方式就是利用点斜式狔＝犽狓＋犿（称为
正设直线），这种设法的特点是不能表示直
线斜率不存在的情况，如果斜率不存在就需
要单独讨论．这种情况下为了解题方便，也
可以考虑把直线设为狓＝狋狔＋犿（称为反设
直线），这样设的好处是包含了斜率不存在
的情况（当狋＝０时，狓＝犿，斜率不存在），但
是缺点是不能包含斜率为０的情况．所以解
题的时候需要根据情况选择合适的直线形
式，可以有效减少运算量．

例１１．５．１　已知抛物线狔２＝４狓，直线犾与抛
物线交于犃，犅两点，若线段犃犅中点的纵
坐标为２，则直线犃犅的斜率为（　　）．

Ａ．２　　　Ｂ．槡３　　　Ｃ．槡３３　　　Ｄ．１
分析抛物线开口向右，直线犾与抛物线交于
犃，犅两点，所以直线犾的斜率一定不等于
０，设直线犾的方程为狓＝犿狔＋狀，犃（狓１，
狔１），犅（狓２，狔２），联立直线与抛物线的方程，
由韦达定理及直线斜率公式即可求解．

�� 解法一（反设直线）：设直线犾的方程为
狓＝犿狔＋狀，犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２），联立直

线犾与抛物线方程狓＝犿狔＋狀
狔２＝４狓烅
烄
烆

，化简可得

狔２－４犿狔－４狀＝０，由韦达定理可得狔１＋狔２
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第１１章　圆锥曲线

＝４犿．
因为狔１＋狔２２＝２，所以４犿＝４，即犿＝１，则
直线犾的方程为狔＝狓－狀，即犽＝１．故选Ｄ．
解法二（正设直线）：设直线犾的方程为狔＝
犽狓＋犿，犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２），联立方程得
狔＝犽狓＋犿
狔２＝４狓烅
烄
烆

，化简得犽２狓２＋（２犽犿－４）狓＋

犿２＝０，由韦达定理可得狓１＋狓２＝

－２犽犿－４犽２ ，狓１狓２＝犿
２

犽２，所以狔＋狔２＝犽狓１＋

犿＋犽狓２＋犿＝犽（狓１＋狓２）＋２犿＝
－２犽犿＋４
犽 ＋２犿＝４犽＝４，解得犽＝１．故

选Ｄ．
���
�

从解题的原理来讲，正设直线和反设直
线都可以解题，但是计算量可能不同．如果
抛物线开口向右，方程为狔２＝２狆狓，则可以
设直线为狓＝狋狔＋犿，直接代入抛物线方
程，可以避免平方运算，会比较简单．
�	　（２０２４新高考全国Ⅱ卷１６）已知犃

０，３（）和犘３，３２（ ）为椭圆犆：狓２犪２＋狔２犫２＝１
犪＞犫＞０（ ）上两点．
（１）求犆的离心率；
（２）若过犘的直线犾交犆于另一点犅，且
△犃犅犘的面积为９，求犾的方程．

例１１．５．２　已知椭圆犆：狓
２

４＋
狔２
３＝１，过椭圆

右焦点的直线交椭圆于犕，犖两点．求
△犗犕犖面积的最大值．
分析设犕狓１，狔１（ ），犖狓２，狔２（ ），因为直线犕犖
不可能与狓轴重合，所以斜率不为０，可以
设方程为狓＝犿狔＋１，并与椭圆方程联立，
利用韦达定理得到｜狔１－狔２｜，又犛△犗犕犖＝
１
２×１×｜狔１－狔２｜，求得｜狔１－狔２｜的最大值，
即可得结果．

�� 设犕狓１，狔１（ ），犖狓２，狔２（ ），直线犕犖的

方程为狓＝犿狔＋１，联立
狓＝犿狔＋１
狓２
４＋
狔２
３＝１

烅
烄

烆
得

３犿２＋４（ ）狔２＋６犿狔－９＝０．
由韦达定理可得狔１＋狔２＝－６犿

３犿２＋４，狔１狔２＝

－９
３犿２＋４，故｜狔１－狔２｜＝狔１＋狔２（ ）２－４狔１·狔槡 ２

＝３６犿２＋３６３犿２＋４（ ）
３犿２＋４（ ）２槡

＝１２ 犿２＋１
９犿２＋１（ ）２＋６犿２＋１（ ）＋１槡 ，即｜狔１－

狔２｜＝１２ １
９犿２＋１（ ）＋１

犿２＋１＋６槡
，所以

犛△犗犕犖＝１２×１×｜狔１－狔２｜．
又因为犿２＋１≥１，令犿２＋１＝狋∈［１，

＋∞），函数狔＝９狋＋１狋＋６在１，＋∞［ ）上为

增函数，故当狋＝１，即犿＝０时，｜狔１－狔２｜ｍａｘ
＝３，此时△犗犕犖的面积取得最大值为３２．
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如果采用正设直线的方式，还需要讨论
斜率存在和不存在两种情况．因为注意到了
直线斜率不为０，所以采用反设直线的方
式，可以避免分类讨论．

�	　已知椭圆犆的方程为狓
２

４＋
狔２
３＝１，过右

焦点犉作不平行于狔轴的直线犾交椭圆于
犃，犅两点，点犃关于狓轴对称点为犃′，求
证：直线犅犃′过定点．

��

如何设直线？
（１）抛物线开口向右，反设直线；开口向

上则正设直线．
（２）如果能判断直线斜率不为０，采用

反设直线；如果能判断直线斜率一定存在，
可以采用正设直线．

（３）如果直线过狓轴的一个定点，可以
反设直线，尤其是直线过椭圆的左、右焦点
或左、右顶点，采用反设直线；如果直线过
狔轴的一个定点，可以正设直线，尤其是直
线过椭圆的上、下焦点或上、下顶点，采用正
设直线．

题型２如何设点
	���

曲线的方程一般是已知或者很容易求
出来的，比较麻烦的是直线与曲线相交之后
所产生的交点是不确定的，所以就要假设点
的坐标，这就是设点．在假设出点的坐标之
后，是否要求出（或表示出）点的坐标呢？在
某些情况下可以直接求出点的坐标，再利用
点在曲线上对坐标进行消元化简，这就是设
而求之的思想．

更多的时候是仅设出点的坐标，在运算
中并不把它们求出来，而是利用韦达定理，
将形如“狓１＋狓２，狓１狓２，狔１＋狔２，狔１狔２，
狓１狔２＋狓２狔１”的这类式子进行整体代换，转
化为关于直线斜率犽和犿的式子，达到整体
消元化简的目的，这就是设而不求的思想．

方向１　曲线上的单动点问题
如果曲线上有一个动点，其他直线或者动

点都是由此动点引发出来的，那么我们可以设
出这个动点的坐标，并用此坐标表示其他的点
或者直线，这类问题我们称为单动点问题．设
点的方式常有：直接设点、参数方程设点．
例１１．５．３　（２０２１全国乙卷文１１）设犅是椭

圆犆：狓
２

５＋狔
２＝１的上顶点，点犘在犆上，则

｜犘犅｜的最大值为（　　）．

Ａ．５２　　 槡Ｂ．６　　 槡Ｃ．５　　Ｄ．２
分析可以假设犘（狓０，狔０），则｜犘犅｜２＝狓２０＋
（狔０－１）２，又因为犘在椭圆上，故狓２０＝５－
５狔２０，消去狓０，将问题转化为关于狔０的函数
最值问题．
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第１１章　圆锥曲线

�� 解法一（直接设点）：设犘（狓０，狔０），因为
犘在椭圆上，所以狓２０＝５－５狔２０．由题意可知
犅（０，１），所以｜犘犅｜２＝狓２０＋（狔０－１）２＝
狓２０＋狔２０－２狔０＋１＝５－５狔２０＋狔２０－２狔０＋
１＝－４狔２０－２狔０＋６，其中狔０∈－１，１［ ］，所

以当狔０＝－１４时｜犘犅｜
２取得最大值，最大

值为｜犘犅｜２＝－１４＋
１
２＋６＝

２５
４，即｜犘犅｜的

最大值为５２，故选Ａ．

解法二（参数方程设点）：犅是椭圆犆：狓
２

５＋狔
２

＝１的上顶点，所以犅（０，１），点犘在犆上，设
犘（槡５ｃｏｓθ，ｓｉｎθ），θ∈［０，２π），所以｜犘犅｜＝
（槡５ｃｏｓθ－０）２＋（ｓｉｎθ－１）槡 ２＝４ｃｏｓ２θ－２ｓｉｎθ槡 ＋２

＝－４ｓｉｎ２θ－２ｓｉｎθ槡 ＋６＝－４ｓｉｎθ＋１４（ ）２＋２５４槡 ．

当ｓｉｎθ＝－１４时，｜犘犅｜取得最大值，最大值

为５２．故选Ａ．
���
�

现行教材虽然没有明确讲椭圆的参数
方程，但是在解题的时候往往能起到化繁为
简的效果，所以建议大家在学习的时候掌握

参数方程的形式．若椭圆方程为狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝

１，则椭圆上的点可以表示为犘（犪ｃｏｓθ，
犫ｓｉｎθ）．
�	　（２０２１全国乙卷理１１）设犅是椭圆犆：
狓２
犪２＋

狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０）的上顶点，若犆上的

任意一点犘都满足｜犘犅｜≤２犫，则犆的离心

率的取值范围是（　　）．

Ａ．槡２２，１
熿
燀 ） Ｂ．１２，１［ ）

Ｃ．０，槡２２（ 燄
燅　 Ｄ．０，１２（ ］

例１１．５．４　（２０２１全国乙卷文２０）已知抛物
线犆：狔２＝２狆狓（狆＞０）的焦点犉到准线的距
离为２．
（１）求犆的方程；
（２）已知犗为坐标原点，点犘在犆上，点犙
满足犘犙→＝９犙犉→，求直线犗犙斜率的最大值．
分析第（２）问可知点犙坐标与点犘坐标息息
相关，所以点犘成为解题的核心要素，因此
我们设点犘的坐标表示出犙的坐标，并利
用点犘在抛物线上达到消元的目的．

�� （１）抛物线犆：狔２＝２狆狓（狆＞０）的焦点

犉狆２，０（ ），由狆的几何意义可知为狆＝２，所
以该抛物线的方程为狔２＝４狓．
（２）解法一（直接设点）：设犙狓０，狔０（ ），则
犘犙→ ＝９犙犉→ ＝９－９狓０，－９狔０（ ），所以
犘１０狓０－９，１０狔０（ ）．
由点犘在抛物线上可得１０狔０（ ）２＝

４１０狓０－９（ ），即狓０＝２５狔
２
０＋９
１０，据此可得点

犙的轨迹方程为狔２＝２５狓－
９
２５，所以直线

犗犙的斜率犽犗犙＝狔０狓０＝
狔０

２５狔２０＋９
１０

＝１０狔０
２５狔２０＋９．

当狔０＝０时，犽犗犙＝０；当狔０≠０时，犽犗犙＝
１０

２５狔０＋９狔０
；当狔０＞０时，因为２５狔０＋９狔０≥
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２２５狔０·９狔０槡 ＝３０，此时０＜犽犗犙≤１３，当且

仅当２５狔０＝９狔０，即狔０＝
３
５时，等号成立；当

狔０＜０时，犽犗犙＜０．
综上所述，直线犗犙的斜率的最大值为１３．
解法二（参数方程设点）：由题可设犘（４狋２，
４狋）（狋＞０），犙（狓，狔）．
因为犉（１，０），犘犙→＝９犙犉→，所以（狓－４狋２，狔－

４狋）＝９（１－狓，－狔），于是狓－４狋
２＝９（１－狓）

狔－４狋＝－９狔烅
烄
烆

，

所以１０狓＝４狋
２＋９

１０狔＝４狋烅
烄
烆

，则直线犗犙的斜率为狔狓

＝４狋
４狋２＋９＝

４
４狋＋９狋

≤ ４
２４狋·９狋槡

＝１３，当且仅

当４狋＝９狋，即狋＝
３
２时等号成立，所以直线

犗犙斜率的最大值为１３．
解法三（设线＋数形结合法）：同解法一得到

点犙的轨迹方程为狔２＝２５狓－
９
２５．

设直线犗犙的方程为狔＝犽狓，则当直线犗犙
与抛物线狔２＝２５狓－

９
２５相切时，其斜率犽取

到最值，联立
狔＝犽狓

狔２＝２５狓－
９
２５

烅
烄

烆
，得犽２狓２－

２
５狓＋

９
２５＝０，令其判别式Δ＝－２５（ ）２－４犽２·

９
２５＝０，解得犽＝±

１
３，所以直线犗犙斜率的

最大值为１３．

���
�

对于抛物线狔２＝２狆狓而言，因为有一
个变量是一次项，所以如果动点在抛物线
上，一般可以利用设点的方法解题，然后利
用抛物线方程消元，转化为一个二次函数问
题．此外，抛物线的参数方程形式也比较简
单，方程狔２＝２狆狓的参数方程为
狓＝２狆狋２
狔＝２狆狋烅
烄
烆

，因此也经常利用参数方程设点．

�	　（２０２４北京海淀一模１９）已知椭圆犌：

狓２＋犿狔２＝犿的离心率为槡２２，犃１，犃２分别
是犌的左、右顶点，犉是犌的右焦点．
（１）求犿的值及点犉的坐标；
（２）设犘是椭圆犌上异于顶点的动点，点犙
在直线狓＝２上，且犘犉⊥犉犙，直线犘犙与狓
轴交于点犕．比较犕犘２与犕犃１·
犕犃２的大小．

方向２　曲线上的双动点问题
在更为复杂的情形中，往往是由动直线与

曲线相交产生动点，或者两个动点可以连成一
条直线．在这类问题中，单纯的设点或设线都
难以简洁表达其中的位置和数量关系，所以需
要同时设点和设线．至于动点的坐标是否要求
解（或表达出来），也可以根据具体的位置关系
做出判断，如果解出来就是设而求之，如果不
解出来就是设而不求．
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第１１章　圆锥曲线

类型１　直线过原点
当直线过原点且与椭圆交于两点犃（狓１，

狔１），犅（狓２，狔２），由对称性可知狓１＝－狓２，
狔１＝－狔２，若直线方程为狔＝犽狓，联立可得
狔＝犽狓
狓２
犪２＋

狔２
犫２＝１

烅
烄

烆
，得犫２＋犪２犽２（ ）狓２＝犪２犫２，即狓２＝

犪２犫２
犫２＋犪２犽２．所以狓１狓２＝－

犪２犫２
犫２＋犪２犽２．在这种情

形下，容易解出狓１，狓２，所以经常会设点并求
出点的坐标．
例１１．５．５　（２０１８天津文１９）设椭圆狓

２

犪２＋
狔２
犫２

＝１（犪＞犫＞０）的右顶点为犃，上顶点为犅．

已知椭圆的离心率为槡５３，｜犃犅｜槡＝１３．
（１）求椭圆的方程；
（２）设直线犾：狔＝犽狓（犽＜０）与椭圆交于犘，
犙两点，犾与直线犃犅交于点犕，且点犘，犕
均在第四象限．若△犅犘犕的面积是△犅犘犙
面积的２倍，求犽的值．
分析由两个三角形的面积关系可得出狓犕，狓犘
的数量关系，而狓犕，狓犘与直线犾的斜率有关，
将狓犕和狓犘都用关于犽的式子表示，代入狓犕
与狓犘的数量关系中，即可得出犽的值．

�� （１）设椭圆的焦距为２犮，由已知得犮
２

犪２＝

５
９，又由犪

２＝犫２＋犮２，可得２犪＝３犫．由｜犃犅｜

＝犪２＋犫槡 ２ 槡＝１３，从而犪＝３，犫＝２．
所以椭圆的方程为狓

２

９＋
狔２
４＝１．

（２）如图１１．３５所示，设点犘的坐标为（狓１，
狔１），点犕的坐标为（狓２，狔２），由题意狓２＞

M

x

y

P

A

B
Q

O

图１１．３５

狓１＞０，点犙的坐标
为（－狓１，－狔１）．由
△犅犘犕的面积是
△犅犘犙面积的２
倍，可得｜犘犕｜＝
２｜犘犙｜，从而狓２－
狓１＝２［狓１－（－狓１）］，即狓２＝５狓１．
易知直线犃犅的方程为２狓＋３狔＝６，由方程

组２狓＋３狔＝６
狔＝犽狓烅
烄
烆

，消去狔可得狓２＝６
３犽＋２．

由方程组
狓２
９＋
狔２
４

狔＝犽狓
烅
烄

烆
＝１，消去狔可

得狓１＝６
９犽２槡＋４

．

由狓２＝５狓１，可得９犽２槡＋４＝５（３犽＋２），两边
平方整理得１８犽２＋２５犽＋８＝０，解得犽＝

－８９或犽＝－
１
２．

当犽＝－８９时，狓２＝－９＜０，不合题意，舍去；

当犽＝－１２时，狓２＝１２，狓１＝
１２
５，符合题意．

故犽的值为－１２．

�	��　已知犉是椭圆狓
２

２５＋
狔２
９＝１的一个焦

点，犃犅为过椭圆中心的一条弦，则△犃犅犉
面积的最大值为（　　）．
Ａ．６ Ｂ．１５ Ｃ．２０ Ｄ．１２

�	��　已知椭圆狓２＋２狔２＝１，过原点的两条
直线犾１和犾２分别与椭圆交于犃，犅和犆，犇，
记得到的平行四边形犃犅犆犇的面积为犛．
（１）设犃狓１，狔１（ ），犆狓２，狔２（ ），用犃，犆的坐
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标表示点犆到直线犾１的距离，并证明犛＝
２｜狓１狔２－狓２狔１｜；

（２）设犾１与犾２的斜率之积为－１２，求面积犛
的值．

类型２　直线过曲线上的已知点
当直线过曲线上的一个已知点犃（狓１，

狔１），并与曲线交于另一个点犅（狓２，狔２），这时
候把直线和曲线联立消去狔（或消去狓）得到一
个二次方程，则二次方程中的一个根相当于是
已知的，可以利用韦达定理求出另一个根，这
种情况也经常会求出点的坐标，即设而求之．
特别是当直线过曲线的顶点时，表示另一个根
会更简单．
例１１．５．６　（２０２３天津１８）设椭圆狓

２

犪２＋
狔２
犫２＝

１（犪＞犫＞０）的左、右顶点分别为犃１，犃２，右
焦点为犉，已知｜犃１犉｜＝３，｜犃２犉｜＝１．
（１）求椭圆方程及其离心率；
（２）已知点犘是椭圆上一动点（不与端点重
合），直线犃２犘交狔轴于点犙，若△犃１犘犙
的面积是△犃２犉犘面积的二倍，求直线犃２犘
的方程．
分析在第（２）问中涉及两个三角形的面积关
系，一般通过转化为具有共同底边或高的两
个三角形面积关系，把面积的条件转化为线
段长的条件．由犛△犃２犙犃１＝犛△犃１犘犙＋犛△犃１犃２犘

＝２犛△犃２犘犉＋犛△犃１犃２犘，得２｜狔犙｜＝３｜狔犘｜，所
以求犘，犙的纵坐标，先设直线犃２犘的方
程，与椭圆方程联立，消去狔，再由韦达定理
可得狓犃２·狓犘，从而得到犘点和犙点坐标，
即可得到关于犽的方程，解出犽，代入直线
犃２犘的方程即可得到答案．

O

y
Q
P

F xA2A1

图１１．３６

�� （１）如图１１．３６所
示，由题意得
犪＋犮＝３
犪－犮＝１烅
烄
烆

，解得犪＝

２，犮＝１，所以犫＝
２２－１槡 ２ 槡＝３，故椭

圆的方程为狓
２

４＋
狔２
３

＝１，离心率为犲＝犮犪＝
１
２．

（２）由题意得，直线犃２犘斜率存在，由椭圆

的方程为狓
２

４＋
狔２
３＝１，可得犃２（２，０），设直线

犃２犘的方程为狔＝犽（狓－２），联立方程组
狓２
４＋
狔２
３＝１

狔＝犽狓－２（ ）
烅
烄

烆
，消去狔整理得３＋４犽２（ ）狓２－

１６犽２狓＋１６犽２－１２＝０，由韦达定理得狓犃２·

狓犘＝１６犽
２－１２

３＋４犽２，所以狓犘＝
８犽２－６
３＋４犽２，则

犘８犽
２－６

３＋４犽２，－
－１２犽
３＋４犽２（ ），犙（０，－２犽）．

所以犛△犃２犙犃１＝
１
２×４×｜狔犙｜，犛△犃２犘犉＝

１
２×

１×｜狔犘｜，犛△犃１犃２犘＝
１
２×４×｜狔犘｜，所以

犛△犃２犙犃１＝犛△犃１犘犙＋犛△犃１犃２犘＝２犛△犃２犘犉＋
犛△犃１犃２犘，故２｜狔犙｜＝３｜狔犘｜，即２｜－２犽｜＝
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第１１章　圆锥曲线

３－１２犽
３＋４犽２，解得犽＝±

槡６
２，所以直线

犃２犘的方程为狔＝±槡６２狓－２（ ）．

�	　设椭圆狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０）的左焦点

为犉，上顶点为犅．已知椭圆的短轴长为４，

离心率为槡５５．
（１）求椭圆的方程；
（２）设点犘在椭圆上，且异于椭圆的上、下顶
点，点犕为直线犘犅与狓轴的交点，点犖
（０，－１），且犗犘⊥犕犖（犗为原点），求直线
犘犅的斜率．

类型３　任意的直线与曲线交于两点
如果一条不过曲线上定点的直线与曲线

交于犃，犅两点，一般来说可以同时设点
犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２）和设直线狔＝犽狓＋犿狓，
将直线与曲线联立后消去狔，得到关于狓的二
次方程，再利用韦达定理表示出狓１＋狓２，
狓１狓２，采用设而不求的思想整体代换求解
问题．
例１１．５．７　（２０２３全国乙卷理２０）已知椭圆

犆：狔
２

犪２＋
狓２
犫２＝１犪＞犫＞０（ ）的离心率为槡５３，点

犃－２，０（ ）在犆上．
（１）求犆的方程；

（２）过点－２，３（ ）的直线交犆于犘，犙两点，
直线犃犘，犃犙与狔轴的交点分别为犕，犖，
证明：线段犕犖中点为定点．
分析思路一：直线犘犙虽然过点－２，３（ ），但
是这个点不在椭圆上，所以可以设犘（狓１，
狔１），犙（狓２，狔２）和直线犘犙：狔－３＝
犽狓＋２（ ），再利用两点式直线方程表示出
犃犘，犃犙，令狓＝０得到犕，犖及其中点的坐
标（分别含有狓１，狓２，狔１，狔２），利用韦达定理
整体代入消元化简，求出定值．思路二：注意
到犘犙虽然不过椭圆上的定点，但是犃犘，
犃犙都过椭圆的左顶点，所以可以分别设出
犃犘，犃犙的直线方程，再令狓＝０得到犕，犖
的坐标（与犘，犙坐标相关），利用韦达定理
求出犘，犙坐标犘狓１，狔１（ ），犙狓２，狔２（ ），再利
用－２，３（ ），犘，犙三点共线消参，证明犕，犖
的中点坐标是定值．

�� （１）依题意得犫＝２，犲＝犮犪＝
槡５
３，则犫

２＝

犪２－犮２＝４，得犪＝３，犮槡＝５，故曲线犆的方

程为狔
２

９＋
狓２
４＝１．

O

y
M

Q

P

xA
N

图１１．３７

（２）解法一（设而不求）：
如图１１．３７所示，设犘（狓１，
狔１），犙狓２，狔２（ ），直线犘犙：
狔－３＝犽狓＋２（ ），犃犘：狔＝
狔１
狓１＋２狓＋２（ ），令狓＝０，得

狔犕＝２狔１狓１＋２犃犙：狔＝
狔２
狓２＋２·

（狓＋２），令狓＝０，

得狔犖＝２狔２狓２＋２．
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犕犖的中点坐标为０，狔１狓１＋２＋
狔２
狓２＋２（ ），联立直

线犘犙的方程和椭圆方程得狔＝犽狓＋２
（ ）＋３

９狓２＋４狔２＝３６烅
烄
烆

，

消狔建立关于狓的一元二次方程，９狓２＋
４犽狓＋２（ ）＋３［ ］２－３６＝０，即４犽２＋９（ ）狓２＋
１６犽２＋２４犽（ ）狓＋１６犽２＋４８犽＝０，得

狓１＋狓２＝－１６犽
２＋２４犽
４犽２＋９

狓１狓２＝１６犽
２＋４８犽
４犽２＋９

烅

烄

烆

．又狔１
狓１＋２＋

狔２
狓２＋２

＝犽狓１＋２（ ）＋３
狓１＋２＋犽狓２＋２（ ）＋３

狓２＋２＝２犽＋３（１狓１＋２＋
１
狓２＋２）＝２犽＋３× 狓１＋狓２＋４

狓１狓２＋２狓１＋狓２（ ）＋４＝２犽＋

３×
－１６犽２－２４犽＋１６犽２＋３６

４犽２＋９
１６犽２＋４８犽
４犽２＋９－

３２犽２＋４８犽
４犽２＋９＋４

＝３．所以线

段犕犖过定点０，３（）．
解法二（设而求之）：设犘狓１，狔１（ ），
犙狓２，狔２（ ），记犜（－２，３），由题意可知，直线
犃犘，犃犙斜率都分别存在，且犃（－２，０）．
设犃犘的方程为狔＝犽１（狓＋２），令狓＝０，则
狔１＝２犽１，即犕（０，２犽１）．再设犃犙的方程为
狔＝犽２（狓＋２），令狓＝０，则狔２＝２犽２，即
犖（０，２犽２），要证明线段犕犖中点为定点，只
要证明犽１＋犽２为定值．

由
狔＝犽１（狓＋２）
狔２
９＋
狓２
４＝１

烅
烄

烆
，消去狔并整理得（４犽２１＋

９）狓２＋１６犽２１狓＋１６犽２１－３６＝０，由韦达定理可

知－２狓１＝１６犽
２
１－３６

４犽２１＋９，即狓１＝
１８－８犽２１
４犽２１＋９，所以

狔１＝犽１（狓１＋２）＝３６犽１４犽２１＋９，即犘（１８－８犽２１４犽２１＋９，
３６犽１
４犽２１＋９）．
因为犃犘，犃犙都过犃（－２，０），只有斜率不
同，所以同理可得犙１８－８犽

２
２

４犽２２＋９，
３６犽２
４犽２２＋９（ ），则

犜犘→＝１８－８犽
２
１

４犽２１＋９＋２，
３６犽１
４犽２１＋９－３（ ）＝（３６４犽２１＋９，

３６犽１－１２犽２１－２７
４犽２１＋９ ），同理犜犙→＝（３６

４犽２２＋９，

３６犽２－１２犽２２－２７
４犽２２＋９ ）．又因为犜，犘，犙三点共线，

所以犜犘→∥犜犙→，即３６
４犽２１＋９·

３６犽２－１２犽２２－２７
４犽２２＋９ ＝

３６
４犽２２＋９·

３６犽１－１２犽２１－２７
４犽２１＋９ ，化简得３犽１－犽２（ ）＝

犽２１－犽２２＝犽１＋犽２（ ）犽１－犽２（ ），又犽１≠犽２，故
犽１＋犽２＝３，所以线段犕犖过定点０，３（）．
���
�

１．从本题中可以看出，在具体问题中设
点与设线，设而求之与设而不求并非对立关
系，有些题目可以兼而用之．
２．在解法二中还是用了两个重要的计

算技巧，减少了计算量：
①技巧一“同理可得”：当两条直线都过

同一个点，只有斜率不同时，只需要联立一
次，第二次的时候仅需要把第一次的结果由
犽１替换为犽２即可，特别是如果两条直线垂

直，我们只需要把犽换成－１犽即可．
②技巧二“向量处理三点共线”：我们当

然可以用犽犜犘＝犽犜犙来处理犜，犘，犙三点共
线，但是利用斜率的方式计算量偏大，容易算
错，借助向量的方式可以有效减少运算量．
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第１１章　圆锥曲线

�	　已知犕１，１（）是抛物线犆：狔２＝狓上一
点，直线犾与抛物线犆交于犃，犅两点，使得
∠犃犕犅＝９０°，则原点到直线犾的距离的最
大值为 ．

方向３　三点共线
在处理三点共线问题中，常见于两点犃，

犅在曲线上，点犇在坐标轴上，当然犇也可能
不在坐标轴上．为了表示犃，犅，犇三点共线，
可以采用斜率犽犃犅＝犽犃犇＝犽犅犇，也可以采用向
量形式犃犅→＝（狓１，狔１），犃犇→＝（狓２，狔２），则犃犅→

∥犃犇→狓１狔２＝狓２狔１．无论哪种方式，都需要用
到点的坐标，所以在处理三点共线问题中经常
采用设点方法解题．

O

y

B
C

M
F

x

A
D

图１１．３８

例１１．５．８　如图１１．３８
所示，已知犉为抛物线
狔２＝４狓的焦点，过点犉
作斜率为犽１的直线交
抛物线于犃，犅两点，
点犕４，０（），延长犃犕，
犅犕交抛物线于犆，犇
两点，直线犆犇的斜率为犽２．则犽１犽２
＝ ．
分析犽１是直线犃犅的斜率，所以与犃，犅的坐
标有关，犽２与犆，犇的坐标有关，利用犅，犕，
犇和犃，犕，犆三点共线，将犆，犇的坐标转
化为犃，犅的坐标，减少变量后整体约分求
出最值．

�� 设点犃狓１，狔１（ ），犅狓２，狔２（ ），犆狓３，狔３（ ），
犇狓４，狔４（ ）．
解法一（韦达法）：设犅犇的直线方程为狓＝

狋１狔＋４，联立
狓＝狋１狔＋４
狔２＝４狓
烅
烄
烆

，整理得狔２－

４狋１狔－１６＝０，所以狔２狔４＝－１６，即

狔４＝－１６狔２．

同理可得狔３＝－１６狔１，所以
犽１
犽２＝

狔１－狔２
狓１－狓２·

狓３－狓４
狔３－狔４＝

狔１－狔２
狔２１
４－
狔２２
４
·
狔２３
４－
狔２４
４

狔３－狔４＝
狔３＋狔４
狔１＋狔２，又因

为犃，犉，犅三点共线，所以设犃犅的直线方

程为狓＝狋狔＋１，联立
狓＝狋狔＋１
狔２＝４狓烅
烄
烆

，消狓得

狔２－４狋狔－４＝０，所以狔１＋狔２＝４狋，狔１狔２

＝－４，故狔３＋狔４狔１＋狔２＝
－１６狔１－

１６
狔２

狔１＋狔２＝－
１６
狔１狔２＝４．

解法二（点差法）：由狔２１＝４狓１，狔２２＝４狓２，利
用点差法可得狔２１－狔２２＝（狔１＋狔２）（狔１＋狔２）

＝４（狓１－狓２），所以犽犃犅＝狔１－狔２狓１－狓２＝
４

狔１＋狔２，即犽１＝
４

狔１＋狔２．同理可得犽２＝
４

狔３＋狔４，犽犃犆＝
４

狔１＋狔３，犽犅犇＝
４

狔２＋狔４，所以

犽１
犽２＝

４
狔１＋狔２
４

狔３＋狔４
＝狔３＋狔４狔１＋狔２．又因为犃，犕，犆三

点共线，所以犽犃犆＝犽犃犕，即４
狔１＋狔３＝

狔１
狓１－４

＝狔１
狔２１
４－４

，整理得狔１狔３＝－１６，即狔３＝

－１６狔１，同理因为犅，犕，犇三点共线，可得

狔２狔４＝－１６，即狔４＝－１６狔２，于是
犽１
犽２＝

狔３＋狔４
狔１＋狔２
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＝
－１６狔１－

１６
狔２

狔１＋狔２＝－
１６
狔１狔２．

因为犃，犉，犅三点共线，所以犽犃犉＝狔１
狓１－１＝

狔１
狔２１
４－１

＝４狔１狔２１－４＝犽犃犅，则
４狔１
狔２１－４＝

４
狔１＋狔２，得

狔１狔２＝－４，故犽１犽２＝４．

O

y

B

C

M
F

x

A

D

图１１．３９

�	　如图１１．３９所示，
过点犕犪，０（ ）作直线
犾１，犾２与抛物线犈：狔２
＝４狓相交，其中犾１与
犈交于犃，犅两点，犾２
与犈交于犆，犇两点，
直线犃犇过犈的焦点
犉，若犃犇，犅犆的斜率为犽１，犽２满足犽１＝
３犽２，则实数犪的值为 ．
例１１．５．９　（２０２０北京房山一模２０）已知椭

圆犆的离心率为槡３２，长轴的两个端点分别
为犃（－２，０），犅（２，０）．
（１）求椭圆犆的方程；

O

y

B

M
Q

xA 4
N

图１１．４０

（２）如图１１．４０所示，
过点（１，０）的直线与椭
圆犆交于犕，犖（不与
犃，犅重合）两点，直线
犃犕与直线狓＝４交于

点犙．证明：犛△犕犅犖
犛△犕犅犙

＝｜犅犖｜｜犅犙｜．
分析根据题意，只要证明犖，犅，犙三点共线
即可．可以判断直线斜率不为０，所以采用反
设直线可以避免分类讨论．

�� （１）由长轴的两个端点分别为犃（－２，

０），犅（２，０），可得犪＝２，由离心率为槡３２，可

得犮犪＝
槡３
２，所以犮槡＝３．又犪２＝犫２＋犮２，解得

犫＝１．故椭圆犆的标准方程为狓
２

４＋狔
２＝１．

（２）设直线犾的方程为狓＝犿狔＋１，犕（狓１，
狔１），犖（狓２，狔２）．

由
狓＝犿狔＋１
狓２
４＋狔

２＝１烅
烄

烆
得（犿２＋４）狔２＋２犿狔－３＝０，

则狔１＋狔２＝－２犿
犿２＋４，狔１·狔２＝

－３
犿２＋４．犽犃犕

＝狔１
狓１＋２，直线犃犕的方程为狔＝狔１

狓１＋２·

（狓＋２），所以犙４，６狔１狓１＋２（ ）．
解法一（证明斜率相等）：因为犽犖犅＝狔２－０狓２－２＝

狔２
狓２－２，犽犅犙＝

６狔１
狓１＋２－０
４－２＝

６狔１
狓１＋２
２＝３狔１狓１＋２，犽犖犅－

犽犅犙＝狔２狓２－２－
３狔１
狓１＋２＝

狔２（犿狔１＋３）－３狔１（犿狔２－１）
（狓２－２）（狓１＋２）

＝－２犿狔１狔２＋３（狔１＋狔２）（狓２－２）（狓１＋２）＝０．所以犖，犅，犙

三点共线，故犛△犕犅犖
犛△犕犅犙

＝｜犅犖｜｜犅犙｜．

解法二（利用向量共线）：因为犅犙→ ＝

２，６狔１狓１＋２（ ）＝２，６狔１犿狔１＋３（ ），犅犖→＝（狓２－２，

狔２）＝（犿狔２－１，狔２），且２狔２－６犿狔１狔２犿狔１＋３－
６狔１
犿狔１＋３＝

２犿狔１狔２＋６狔２－６犿狔１狔２＋６狔１
犿狔１＋３ ＝
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第１１章　圆锥曲线

６（狔１＋狔２）－４犿狔１狔２
犿狔１＋３ ＝０，所以犖，犅，犙三

点共线，故犛△犕犅犖
犛△犕犅犙

＝｜犅犖｜｜犅犙｜．
���
�

如果能判断直线斜率不为０，采用反设
直线；如果能判断直线斜率一定存在，可以
采用正设直线．采用合适的方式可以有效避
免分类讨论．在表示出相关点的坐标之后，
证明三点共线，如果点的坐标不是很复杂，
可以采用斜率相等证明；如果点的坐标较为
复杂，也可以采用向量共线的方法证明．

�	　已知椭圆犈：狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０）的左

焦点为（－１，０），且犪槡＝２犫．
（１）求椭圆犈的方程；
（２）斜率为犽的直线与椭圆犈交于不同的两
点犃，犅，设点犘（－２，０），直线犘犃，犘犅分别
与椭圆犈交于不同的点犕，犖，若犕，犖和
点犙－３２，

１
２（ ）共线，求犽的值．

��

设点的技巧
（１）设点与设线是为了将题目的条件凸

显出来采用的手段，在一道题目中设点和设
线并非完全对立，很多题目既可以从设线入

手，也可以从设点入手，还可以同时考虑设
点和设线．

（２）在什么条件下重点考虑设点，这个
点的坐标是需要设而求之，还是设而不求呢？

①如果是单动点问题，其余的点或者线
的产生都是由于这个点引起的，可以考虑设
点，并用点的坐标表示其他点或线，最终利
用约分等手段消除这个点的影响，即设而不
求得出题目结果．

②如果直线过原点或者直线过曲线上的
一个已知点，这个时候比较方便地表示出直线
与曲线的交点坐标，所以可以设而求之．

③如果动直线与曲线交于两点，此时既
设点也设线，并利用韦达定理得到点的横坐
标的关系，在后面的计算中利用设而不求，
整体代换的方法解题．

（３）证明三点共线问题或者利用三点共
线的条件，一般是设出点的坐标，再利用斜
率相等、向量共线或者第三点在直线上证明
结论．

题型３韦达定理非对称结构的处理技巧
	���

在直线与曲线有两个交点的情形中，我
们将直线与曲线联立，并利用韦达定理表示
两个交点横坐标的关系，并把狓１＋狓２，狓１狓２
整体代换后求解或者证明相关结论．这是针
对狓１，狓２的对称结构的常规处理方式．在有
些问题中，可能会涉及狓１，狓２的非对称结构，
无法直接使用韦达定理代换．解决这种问题
的一般思想是通过代数变换配凑出对称结
构，或者采用局部消元整体约分的思想解题．
下面我们看看在具体问题中如何应用．
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例１１．５．１０　已知点犉为椭圆犈：狓
２

４＋
狔２
３＝１

的右焦点，犃，犅分别为其左、右顶点，过犉
作直线犾与椭圆交于犕，犖两点（不与犃，犅
重合），记直线犃犕与犅犖的斜率分别为犽１，

犽２，证明：犽１犽２为定值．
分析此题核心条件为直线犃犕与犅犖的斜率
犽１，犽２，显然要设点，不妨设犕（狓１，狔１），
犖（狓２，狔２），而由题可知犃（－２，０），犅（２，

０），因此犽１＝狔１
狓１＋２，犽２＝

狔２
狓２－２．从而目标

信息犽１犽２＝
狔１（狓２－２）
狔２（狓１＋２），要证明其值为定值．从

目标信息的形式来看，用狓或狔表示并无差
异，考虑到直线不与狓轴重合，故采用反设
直线要方便些，因此设犾：狓＝狋狔＋１，通过直

线替换后可得犽１犽２＝
狔１（狓２－２）
狔２（狓１＋２）＝

狔１（狋狔２－１）
狔２（狋狔１＋３）

＝狋狔１狔２－狔１狋狔１狔２＋３狔２，出现了韦达定理结构之外的
形式，即落单的狔１和３狔２，像此类结构，一般
被称为“非对称韦达定理”结构．

�� 不妨设犕（狓１，狔１），犖（狓２，狔２），设犾：狓＝

狋狔＋１，联立
狓２
４＋
狔２
３＝１

狓＝狋狔＋１
烅
烄

烆
，消去狓得（４＋３狋２）狔２＋

６狋狔－９＝０，易知Δ＞０，则
狔１＋狔２＝－６狋

４＋３狋２

狔１狔２＝－９
４＋３狋２

烅

烄

烆

．

由题意可知犃（－２，０），犅（２，０），因此犽１＝
狔１
狓１＋２，犽２＝

狔２
狓２－２，所以

犽１
犽２＝

狔１（狓２－２）
狔２（狓１＋２）＝

狔１（狋狔２－１）
狔２（狋狔１＋３）＝

狋狔１狔２－狔１
狋狔１狔２＋３狔２．

策略一：和积转换———找出韦达定理中的两
根之和与两根之积的关系
注意到狔１＋狔２，狔１狔２分母一样，分子只相差

一个倍数，所以可得狋狔１狔２＝３２（狔１＋狔２）．一
般性的方法是设狔１狔２＝λ狔１＋狔２（ ）＋μ

－９
４＋３狋２＝λ－

６狋
４＋３狋２（ ）＋μλ＝３２狋

μ＝０
烅
烄

烆
，所以

狋狔１狔２＝３２（狔１＋狔２），因此
犽１
犽２＝

狋狔１狔２－狔１
狋狔１狔２＋３狔２

＝
３
２（狔１＋狔２）－狔１
３
２（狔１＋狔２）＋３狔２

，即可得犽１
犽２＝

１
２狔１＋

３
２狔２

３
２狔１＋

９
２狔２

＝１３，为定值．

策略二：配凑半代换———对能代换的部分进
行韦达代换，剩下的部分进行配凑
半代换也有一定技巧，就是配凑．比如题中

的犽１犽２＝
狋狔１狔２－狔１
狋狔１狔２＋３狔２，若只代换狔１狔２，得

犽１
犽２＝

－９狋
４＋３狋２－狔１

－９狋
４＋３狋２＋３狔２

，依然无法得到定值，因为落

单的狔１和３狔２不一致，而此时为分式结构，
分式结构的定值需要满足上下一致，且对应
成比例，抓住这个核心，可以对狔１和３狔２其
中某个进行配凑使其能构成比例形式．以分
子为例，分子要出现狔２形式，可将分子整理

为犽１犽２＝
狋狔１狔２－（狔１＋狔２）＋狔２

狋狔１狔２＋３狔２ ，从结构上可以

猜测定值为１３，不妨将韦达定理中狔１狔２，狔１＋
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第１１章　圆锥曲线

狔２代入，得犽１犽２＝
－９狋
４＋３狋２＋

６狋
４＋３狋２＋狔２

－９狋
４＋３狋２＋３狔２

＝

－３狋
４＋３狋２＋狔２

－９狋
４＋３狋２＋３狔２

＝１３，得证．分母可作类似处

理，得犽１犽２＝
狋狔１狔２－狔１
狋狔１狔２＋３狔２＝

－９
４＋３狋２－狔１

－２７狋
４＋３狋２－３狔１

＝

１
３．上面使用的是纵坐标的配凑半代换，借
助横坐标的配凑半代换亦可证明，可自行
尝试．
策略三：先猜后证
可以先找一个特殊情况先得到该定值，进而
再证明其他情形也为该值．显然先考虑直线

犾斜率不存在时的情形，此时犕１，３２（ ），
犖１，－３２（ ）或犕１，－３２（ ），犖１，３２（ ），对应为
犽１＝１２，犽２＝

３
２或犽１＝－

１
２，犽２＝－

３
２，此时

均有犽１犽２＝
１
３，为定值．

当直线犾斜率存在时，不妨就正设直线犾：狔

＝犽狓－１（ ），联立
狓２
４＋
狔２
３＝１

狔＝犽（狓－１）
烅
烄

烆
，消狔得（３＋

４犽２）狓２－８犽２狓＋４（犽２－３）＝０，易知Δ＞０，

则
狓１＋狓２＝８犽２

３＋４犽２

狓１狓２＝４（犽
２－３）

３＋４犽２
烅

烄

烆

，此时目标信息犽１犽２＝
１
３，

可采用分析法证明．要证犽１犽２＝
１
３，即证３犽１＝

犽２，也即３狔１
狓１＋２＝

狔２
狓２－２，即

３犽（狓１－１）
狓１＋２＝

犽（狓２－１）
狓２－２，也即３（狓１－１）（狓２－２）＝（狓２－
１）（狓１＋２），２狓１狓２－５（狓１＋狓２）＋８＝０，此
时为韦达定理的结构，代入韦达定理，即证

２×４（犽
２－３）

３＋４犽２－５×
８犽２
３＋４犽２＋８＝０，也即

８（犽２－３）－４０犽２＋８（３＋４犽２）＝０，显然成

立，所以恒有犽１犽２＝
１
３，为定值．

上述先猜后证采用的是正设直线，借此我们
也说说正设直线时采用和积关系处理和配凑
半代换的处理策略．目标信息直线代换后得
犽１
犽２＝

犽（狓１－１）（狓２－２）
犽（狓２－１）（狓１＋２）＝

（狓１－１）（狓２－２）
（狓２－１）（狓１＋２）＝

狓１狓２－２狓１－狓２＋２
狓１狓２－狓１＋２狓２－２．若采用和积关系处理策
略，观察韦达定理不难发现，此时和积关系
没有反设直线那么直观，那么我们该如何寻
找其关系呢？
一方面，可以采用待定系数，设狓１狓２＝
λ（狓１＋狓２）＋μ，求解λ，μ得出和积关系．如

此处设狓１狓２＝λ（狓１＋狓２）＋μ，即４
（犽２－３）
３＋４犽２

＝λ８犽２
３＋４犽２＋μ＝

（８λ＋４μ）犽２＋３μ
３＋４犽２ ，解得

λ＝５２
μ＝－４
烅
烄

烆
，即狓１狓２＝５２（狓１＋狓２）－４．另一方

面，可先对和积形式分别作分离常数处理

狓１＋狓２＝－６
３＋４犽２＋２

狓１狓２＝－１５
３＋４犽２＋１

烅

烄

烆

，那么狓１狓２＝５２（狓１＋

狓２）－４，如此也能得到和积关系．代入目标
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信息，得犽１
犽２＝

狓１狓２－２狓１－狓２＋２
狓１狓２－狓１＋２狓２－２＝

５
２（狓１＋狓２）－４－２狓１－狓２＋２
５
２（狓１＋狓２）－４－狓１＋２狓２－２

＝
１
２狓１＋

３
２狓２－２

３
２狓１＋

９
２狓２－６

＝

１
３，得证．
都到这了，那么“配凑半代换”也试一试好

了，目标信息犽１犽２＝
狓１狓２－２狓１－狓２＋２
狓１狓２－狓１＋２狓２－２，观察

到此时分母中有落单的狓１，狓２，先把分母配
凑成狓１狓２－（狓１＋狓２）＋３狓２－２，此时分母
中落单的只有狓２，且系数为正．因分子可配
凑成狓１狓２－２（狓１＋狓２）＋狓２＋２，从而犽１犽２＝
狓１狓２－２（狓１＋狓２）＋狓２＋２
狓１狓２－（狓１＋狓２）＋３狓２－２，再代入韦达定

理，犽１犽２＝
４（犽２－３）
３＋４犽２－

１６犽２
３＋４犽２＋狓２＋２

４（犽２－３）
３＋４犽２－

８犽２
３＋４犽２＋３狓２－２

＝

－３
３＋４犽２＋狓２－１

－９
３＋４犽２＋３狓２－３

＝１３，得证．

���
�

策略一的“和积转换”以及策略二的“配
凑半代换”可以说是“非对称韦达定理”的通
法，而猜证结合也是探究类题型的有效处理
手段．除此之外，对于不同的结构和形式，还
有一些其他对应的处理技法，考虑到通用
性，这里只重点讲解“猜证结合”与“和积转
换”和“配凑半代换”．

通过上述例题我们也能再次感受到，不同
的参数引入和直线假设，对后续的计算处理将
产生不同的影响，计算量也存在较大差异．

�	��　已知椭圆犈的左、右焦点分别为
犉１－犮，０（ ），犉２犮，０（）（犮＞０）．点犕在犈
上，犕犉２⊥犉１犉２，△犕犉１犉２的周长为６＋

槡４２，面积为１３犮．
（１）求犈的方程．
（２）设犈的左、右顶点分别为犃，犅，过点
３
２，０（ ）的直线犾与犈交于犆，犇两点，记直
线犃犆的斜率为犽１，直线犅犇的斜率为犽２，
则 ．（从以下①②③三个问题中任
选一个填到横线上并给出解答）．
①求直线犃犆和犅犇交点的轨迹方程；
②是否存在实常数λ，使得犽１＝λ犽２恒成立；
③过点犆作关于狓轴的对称点犆′，连接犆′，
犇得到直线犾１，试探究：直线犾１是否恒过
定点．

�	��　（２０２３新高考全国Ⅱ卷２１）已知双曲
线犆的中心为坐标原点，左焦点为

槡－２５，０（ ），离心率为槡５．
（１）求犆的方程；
（２）记犆的左、右顶点分别为犃１，犃２，过点
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第１１章　圆锥曲线

－４，０（ ）的直线与犆的左支交于犕，犖两
点，犕在第二象限，直线犕犃１与犖犃２交于
点犘．证明：点犘在定直线上．

题型４解析几何中的“同构”
	���

同构法是处理解析几何对称问题的有
力武器．同构思想的介入，使得解析几何中
对称问题、双切线问题、平行线截线段成比
例问题以及结构相同或相似问题的求解过
程变得简单明了．比较常见的是两个点的坐
标如果满足同一个方程，则这两个点同构，
或者两条直线的斜率满足同一个方程，则两
个斜率同构．我们从一道经典的题目说起．

O

y

B

N

M

x

l

P
A

4C

图１１．４１

例１１．５．１１　如图１１．４１
所示，圆犆：（狓－２）２＋
狔２＝１，点犘为直线犾：狓
＝４上一动点，过点犘
引圆犆的两条切线，切
点分别为犃，犅．
（１）求证：直线犃犅恒过

定点，并求出该定点犙的坐标；
（２）若两条切线犘犃，犘犅与狔轴分别交
于犕，犖两点，求△犙犕犖面积的最小值．
分析第（１）问就是求圆的切点弦方程，在第１０
章我们已经见过这类问题，一般可以从四点
共圆，或者同构方程解题，如果是选择题或
者填空题也可以直接用切点弦方程得到
结果．

�� （１）解法一（四点共圆）：由题意可知
△犘犃犅外接圆即以犆犘为直径的圆，而
犘（４，狋），犆（２，０），故所求方程为（狓－４）
（狓－２）＋（狔－狋）狔＝０，即狓２＋狔２－６狓－
狋狔＋８＝０①，圆犆：（狓－２）２＋狔２＝１，即
狓２＋狔２－４狓＋３＝０②．
②－①得２狓＋狋狔－５＝０，即为直线犃犅的

方程，所以直线犃犅恒过定点犙５２，０（ ）．
解法二（同构方程）：设犘（４，狋），犃（狓１，
狔１），犅（狓２，狔２），因为犆犃⊥犘犃，且犃在

圆上，所以
（狓１－２）２＋狔２１＝１
狔１－０
狓１－２·

狔１－狋
狓１－４＝－１

烅
烄

烆
，即

狓２１－４狓１＋狔２１＋３＝０
狓２１－６狓１－狔１狋＋狔２１＋８＝０
烅
烄
烆

．

两式相减得２狓１＋狋狔１－５＝０，同理可得
２狓２＋狋狔２－５＝０，所以犃，犅坐标都满足方
程２狓＋狋狔－５＝０，则直线犃犅的方程为
２狓＋狋狔－５＝０，故直线犃犅恒过定点

犙５２，０（ ）．
（２）设直线犃犘与犅犘的斜率分别为犽１，犽２，
我们会发现犃犘与犅犘都过点犘，只有斜率
不同，所以可以不区分犽１，犽２，先研究一条直
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线与圆相切要满足的关系．
假设直线狔－狋＝犽狓－４（ ）与圆犆相切，所以
｜狋－２犽｜
１＋犽槡 ２＝１，即３犽２－４狋犽＋狋２－１＝０，则犽１，

犽２是上述关于犽的方程的两个根，所以

犽１＋犽２＝４狋３，犽１·犽２＝
狋２－１
３，而狔犕＝狋－

４犽１，狔犖＝狋－４犽２，故｜犕犖｜＝４｜犽１－犽２｜＝

４犽１＋犽２（ ）２－４犽１·犽槡 ２＝４×４狋２槡＋１２
３ ≥

槡８３
３，犛△犕犖犙（ ）ｍｉｎ＝１２×

槡８３
３×５２＝

槡１０３
３，所

以△犙犕犖面积的最小值为槡１０３
３．

���
�

在过同一点作圆锥曲线的双切线问题
中，由于两个切点和两条切线的地位相同，
所以切点和切线隐含了同构的关系．本题圆
的两条切线犘犃，犘犅的斜率犽１，犽２都满足

圆心到切线的距离为１，所以｜狋－２犽｜
１＋犽槡 ２＝１，

即３犽２－４狋犽＋狋２－１＝０，这是同构方程．韦
达化使问题轻松得以解决．

�	��　已知椭圆犆：狓
２

犪２＋
３狔２
犪２＝１（犪＞０），点

犘，犙，犚在椭圆犆上，点犚到直线犗犘，犗犙

的距离均等于犪２．直线犗犘，犗犙的斜率分别
为犽１，犽２．求犽１犽２的值．

�	��　（２０２１全国甲卷理２０）抛物线犆的顶
点为坐标原点犗，焦点在狓轴上，直线犾：狓
＝１交犆于犘，犙两点，且犗犘⊥犗犙．已知
点犕２，０（），且⊙犕与犾相切．
（１）求犆，⊙犕的方程；
（２）设犃１，犃２，犃３是犆上的三个点，直线
犃１犃２，犃１犃３均与⊙犕相切，判断直线
犃２犃３与⊙犕的位置关系，并说明理由．

　１１．６　解析几何中的重要模型与背景揭示 　

　　解析几何的学习大概分为三个层次：第一
层是基础，包括圆锥曲线的方程、性质的基本应

用，多以选择题和填空题为主；第二层是计算层
面，包括如何设点或者设线、设而求之与设而不
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第１１章　圆锥曲线

求、韦达定理的应用、对称结构的应用等；第三
层面是了解命题背景，便于寻找解题思路．

命题背景是指一些重要的模型或者结论．
如果能熟知一些重要结论和模型，在解题的时
候，就可以更加清晰地发现特殊的位置关系、
数量关系，从而发现解题的方向，甚至能采取

先猜测答案，再书写解题过程的策略，有效提
高解题的成功率．

本节我们介绍几种常用的几何模型和结
论．有些结论的证明过程和深层次背景比较复
杂，超过本书的定位和承载范围，则不作详细
的介绍和推导．

������������������

　　本节介绍常用的５类模型：①中点弦模
型；②垂直弦模型；③直线过定点或定向模型；

④阿基米德三角形模型；⑤焦点准线模型，相
关性质或定义见正文．

�������	��������	�

题型１中点弦模型
	���

我们先介绍中点弦模型，这个模型在考
试中出现的频率非常高，也比较简单，我们
以椭圆为例先对模型给出简单的叙述，再给
出简要的证明．在双曲线和抛物线中也有类
似的结论，且研究方法都是一致的，故同学
们可以自己尝试总结．

O

y

B

xP

A

图１１．４２

模型１（中点弦模

型）在椭圆犈：狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝

１（犪＞犫＞０）中，如
图１１．４２所示，若直线
狔＝犽狓＋犿（犽≠０且犿≠
０）与椭圆犈交于犃，犅两点，点犘为弦犃犅的

中点，设直线犘犗的斜率为犽０，则犽０犽＝－犫
２

犪２．

证法一（韦达法）：由
狓２
犪２＋

狔２
犫２＝１

狔＝犽狓＋犿
烅
烄

烆
，消去

狔，得犫２＋犪２犽２（ ）狓２ ＋２犽犿犪２狓＋
犪２犿２－犪２犫２＝０，由韦达定理得

狓１＋狓２＝－２犽犿犪
２

犫２＋犪２犽２

狓１狓２＝犪
２犿２－犫２（ ）
犫２＋犪２犽２

烅

烄

烆

，由Δ＝４犽２犿２犪４－

４犪２犫２＋犪２犽２（ ）犿２－犫２（ ）＞０，得犪２犽２＋犫２＞

犿２．设犘狓０，狔０（ ），则狓０＝狓１＋狓２２ ＝

－犽犿犪２
犫２＋犪２犽２，狔０＝犽狓０＋犿＝

犿犫２
犫２＋犪２犽２，所以

犽０＝犽犗犘＝狔０狓０＝－
犫２
犽犪２，故犽０犽＝－

犫２
犪２．

证法二（点差法）：不妨设犃狓１，狔１（ ），

犅狓２，狔２（ ），则犃犅的中点犘狓１＋狓２２，狔１＋狔２２（ ）．
由
狓２１
犪２＋

狔２１
犫２＝１

狓２２
犪２＋

狔２２
犫２＝１

烅

烄

烆

，两式作差后得狓
２
１－狓２２
犪２ ＋

狔２１－狔２２
犫２ ＝０，从而狔

２
１－狔２２
狓２１－狓２２＝

狔１＋狔２
狓１＋狓２·

狔１－狔２
狓１－狓２
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＝犽０犽＝－犫
２

犪２．
点差法是处理中点弦问题的常用方法．如

果条件中已知了某条弦的中点坐标，首先考虑
是否可以利用中点弦的结论得到相关的等式，
有了等式就可以利用解方程的方法求出其他
未知数．
例１１．６．１　（多选题）已知椭圆犈：狓

２

犪２＋
狔２
犫２＝

１（犪＞犫＞０）的右焦点为犉（３，０），过点犉的
直线交椭圆犈于犃，犅两点．若犃犅的中点
坐标为（１，－１），则（　　）．

Ａ．直线犃犅的方程为狔＝１２（狓－３）

Ｂ．犪２＝２犫２

Ｃ．椭圆的标准方程为狓
２

９＋
狔２
３＝１

Ｄ．椭圆的离心率为槡２２
分析根据直线犃犅过点犉３，０（）和点（１，－１）
可得直线犃犅的方程，与椭圆方程联立，可
由犃犅的中点的横坐标得到犪２＝２犫２，所以
可得椭圆标准方程和离心率，从而找到答
案．也可以直接利用中点弦的相关结论，减
少计算量．

�� 解法一（点差法）：设犃（狓１，狔１），犅（狓２，
狔２），犃犅的中点坐标为犕（１，－１），因为直
线犃犅过点犉３，０（）和点（１，－１），所以

犽犃犅＝０－（－１）３－１＝１２，直线犃犅的方程为狔＝

１
２（狓－３），又因为

狓２１
犪２＋

狔２１
犫２＝１，

狓２２
犪２＋

狔２２
犫２＝１，

相减得狓
２
１－狓２２
犪２ ＋狔

２
１－狔２２
犫２ ＝０，整理得狔１－狔２狓１－狓２＝

－犫
２（狓１＋狓２）
犪２（狔１＋狔２）＝－

犫２
犪２

１
－１（）＝犫２犪２，即犽犃犅

＝犫
２

犪２．

因为犽犃犅＝１２，所以犪
２＝２犫２（如果记住了中

点弦模型的结论，作为选择题这里就可以直
接使用犽犗犕·犽犃犅＝－１×１２＝－

犫２
犪２，从而得

到犪２＝２犫２）．又犪２＝犫２＋犮２，所以犫＝犮＝３，

犪 槡＝３２，离心率为槡２２，所以圆犈的方程为
狓２
１８＋

狔２
９＝１．故选ＡＢＤ．

解法二（韦达法）：设犃犅的中点坐标为
犕（１，－１），因为直线犃犅过点犉３，０（）和点
（１，－１），所以直线犃犅的方程为狔＝
１
２（狓－３），代入椭圆方程

狓２
犪２＋

狔２
犫２＝１，消去狔

得犪
２

４＋犫
２（ ）狓２－３２犪２狓＋９４犪２－犪２犫２＝０，所

以利用韦达定理得到犃犅的中点的横坐标

为狓１＋狓２２＝
３
２犪

２

２犪
２

４＋犫
２（ ）＝１，即犪２＝２犫２．

下同解法一．
���
�

熟记中点弦结论可以在选择题或者填
空题中直接使用，在解答题中则需要给出必

要的推导过程．中点弦模型犽犗犕·犽犃犅＝－犫
２

犪２
的作用实际是建立了犃犅的斜率犽犃犅与中
点犕的等量关系，使得原本需要两个点犃，
犅才能表示的斜率，只需要一个点犕即可
表示出来，在运算中起到减少变量的作用．
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第１１章　圆锥曲线

在某些题目中，可能不会直接给出中点坐
标，但是依然可以假设出中点坐标，从而得
到两条直线斜率的关系，为解题创造条件．
�	　（２０２２新高考全国Ⅱ卷１５）已知直线犾
与椭圆狓

２

６＋
狔２
３＝１在第一象限交于犃，犅两

点，犾与狓轴、狔轴分别交于犕，犖两点，且
｜犕犃｜＝｜犖犅｜，｜犕犖｜ 槡＝２３，则犾的方程
为 ．

例１１．６．２　（２０１５陕西理２０）已知椭圆犈：
狓２
犪２＋

狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０）的半焦距为犮，原点犗

到经过两点犮，０（），０，犫（）的直线的距离为１２犮．

O

y
B

M
x

A

图１１．４３

（１）求椭圆犈的离
心率；
（２）如图１１．４３所示，
犃犅是圆犕：狓＋２（ ）２＋
狔－１（ ）２＝５２的一条直
径，若椭圆犈经过犃，犅两点，求椭圆犈的
方程．
分析点犕为弦犃犅的中点，利用中点弦模型

犽犗犕·犽犃犅＝－犫
２

犪２求出犃犅的斜率及方程．又

犃犅为圆直径，再结合弦长公式求出待定
系数得椭圆方程．

�� （１）解法一（等面积法）：依题意１２犫犮＝
１
２犫

２＋犮槡 ２·犮２＝
犪犮
４，得犪＝２犫，所以犲＝

犮
犪＝

１－犫
２

犪２槡＝槡３２．
解法二（方程思想）：直线经过犮，０（），

０，犫（）两点，则直线的方程为狓犮＋
狔
犫＝１，即

犫狓＋犮狔－犫犮＝０，原点犗到直线的距离犱＝
犫犮
犫２＋犮槡 ２＝

犫犮
犪＝

犮
２，则犪＝２犫，所以犲＝

犮
犪＝

１－犫
２

犪２槡＝槡３２．
（２）（利用中点弦模型求解）：因为犕（－２，
１），设直线犃犅的方程为狔＝犽（狓＋２）＋１，
犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２），代入椭圆方程有
狓２１
犪２＋

狔２１
犫２＝１，

狓２２
犪２＋

狔２２
犫２＝１，相减可得

狔１－狔２
狓１－狓２·

狔１＋狔２
狓１＋狓２＝犽犃犅·犽犗犕＝－

犫２
犪２，所以犽犗犕·犽犃犅

＝－犫
２

犪２＝－
１
４．

又犕－２，１（ ），即犽犗犕＝－１２，得犽犃犅＝
１
２，因

此犃犅所在的直线方程为狔－１＝１２狓＋２（ ），

即狓－２狔＋４＝０．联立狓
２＋４狔２＝４犫２
狓－２狔＋４＝０烅
烄
烆

，消

去狓建立关于狔的一元二次方程得
２狔－４（ ）２＋４狔２＝４犫２，化简整理得２狔２－
４狔＋４－犫２＝０．
由韦达定理得狔１＋狔２＝２，狔１狔２＝４－犫

２

２，｜犃犅｜＝

１＋１犽２犃犅槡·｜狔１－狔２｜槡＝５×狔１＋狔２（ ）２－４狔１狔槡 ２

槡＝５×４－２４－犫２（ ）槡 槡＝５×２犫２槡 槡－４＝１０，
所以２犫２－４＝２，犫２＝３，犪２＝４犫２＝１２，故椭
圆方程为狓

２

１２＋
狔２
３＝１．

�	　已知椭圆犈：狓
２

４＋狔
２＝１的左、右焦点分

别为犉１，犉２，点犃为椭圆犈的左顶点，过点
犃的直线（斜率不为０）与椭圆的另外一个
交点为犅，犃犅的中点为犘，过点犗且平行
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于犃犅的直线与直线狓＝４交于点犙．试问：
犽犗犘·犽犉２犙是否为定值；若是，求出此定值；
若不是，请说明理由．

下面我们总结一下中点弦模型以及其常
用的变形，这几个结论在题目中出现的频率都
很高，大家不妨记住并能熟练应用．

O

y

B

P

x

A

图１１．４４

��

中点弦模型及其拓展
（中点弦模型）

在椭圆犈：狓
２

犪２＋
狔２
犫２

＝１犪＞犫＞０（ ）中，
如图１１．４４所示，若
直线狔＝犽狓＋犿
（犽≠０且犿≠０）与椭圆犈交于犃，犅两点，
点犘为弦犃犅的中点，设直线犘犗的斜率为

犽０，则犽０犽＝－犫
２

犪２．
模型演绎１：当犪＝犫时，椭圆演变为圆，

有犽０犽＝－１，犗犘恰好是犃犅的中垂线，在直
线与圆此类型的题目中，常用这点进行解题．

模型演绎２：类似的模型还有如下几

种．椭圆方程均为狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１犪＞犫＞０（ ）．

���
�

（１）长轴模型：如图１１．４５（ａ）所示，犃，
犅为长轴端点，犘为椭圆上异于犃，犅的任

一点，则犽犘犃·犽犘犅＝－犫
２

犪２．

　　（２）长轴模型延伸：如图１１．４５（ｂ）所
示，犃，犅为长轴端点，点犕，犖在椭圆上，

且关于狓轴对称，则犽犃犕·犽犅犖＝犫
２

犪２．
（３）中心弦模型：如图１１．４５（ｃ）所

示，犕犖为过原点的弦，点犘在椭圆上（异
于犕，犖两点），且犽犘犕，犽犘犖存在，则犽犘犕·

犽犘犖＝－犫
２

犪２．

O

y

B

(a)

P

xA O

y

B

M

N
(b)

xA

M

N
O

(c)

y

P
x

图１１．４５
　　简证：（１）证法一（定义法）：不妨设

犘狓０，狔０（ ），且满足狓
２
０

犪２＋
狔２０
犫２＝１，故狔

２
０＝犫２－

犫２狓２０
犪２，从而犽犘犃·犽犘犅＝

狔０
狓０－犪·

狔０
狓０＋犪＝

狔２０
狓２０－犪２＝－

犫２
犪２．

证法二（借助中点弦的结论）：取犘犃的
中点犕，则犗犕∥犘犅．由中点弦模型的结

论，有犽犘犃·犽犗犕＝－犫
２

犪２，又犽犗犕＝犽犘犅，所以

犽犘犃·犽犘犅＝－犫
２

犪２．
（２），（３）两种模型的证明方法（定义法）

请同学们自行完成．
这几类延伸模型也可先根据中点弦模

型找到斜率之间的关系，进而得到证明．在
解题时也可由题中斜率之间的关系，再结合
模型来解决问题．
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第１１章　圆锥曲线

题型２垂直弦模型
	���

y

x

H A

CO

B

图１１．４６

模型２（垂直弦
模型）如图１１．４６
所示，椭圆狓

２

犪２＋
狔２
犫２

＝１犪＞犫＞０（ ）与直
线犾交于犃，犅两
点，在△犃犅犗中，

犗犎为犃犅上的高，则〈犗犃→，犗犅→〉＝π２
１

｜犗犎｜２＝
１
犪２＋

１
犫２．

【证明】此处只证明一下充分性，必要性
读者可自行思考．

在Ｒｔ△犗犃犅中，｜犗犎｜｜犃犅｜＝｜犗犃｜·

｜犗犅｜，所以｜犗犎｜２＝｜犗犃｜
２｜犗犅｜２

｜犃犅｜２ ＝｜犗犃｜
２｜犗犅｜２

｜犗犃｜２＋｜犗犅｜２，

即 １
｜犗犎｜２＝

｜犗犃｜２＋｜犗犅｜２
｜犗犃｜２｜犗犅｜２＝１

｜犗犃｜２＋

１
｜犗犅｜２，只需要证明

１
｜犗犃｜２＋

１
｜犗犅｜２＝

１
犪２＋

１
犫２即可．

设直线犗犃的斜率为犽，则：
①当犽存在时，且犽≠０．设犃狓１，狔１（ ），

犅狓２，狔２（ ），则犗犃，犗犅的方程分别为狔＝

犽狓，狔＝－１犽狓，由方程组
狔＝犽狓
狓２
犪２＋

狔２
犫２＝１

烅
烄

烆
，可得

狓２
犪２＋

犽２狓２
犫２＝１，解得狓

２＝犪２犫２
犫２＋犪２犽２，｜犗犃｜

２

＝狓２１＋狔２１＝狓２１＋犽２狓２１＝犪２犫２
犫２＋犪２犽２１＋犽

２（ ）．

同理｜犗犅｜２＝狓２２＋狔２２＝狓２２１＋１犽２（ ）＝
犪２犫２

犪２＋犫２犽２１＋犽
２（ ），所以１

｜犗犃｜２＋
１

｜犗犅｜２＝

犫２＋犪２犽２
犪２犫２（１＋犽２）＋

犪２＋犫２犽２
犪２犫２（１＋犽２）＝

（犪２＋犫２）（１＋犽２）
犪２犫２（１＋犽２）

＝１犪２＋
１
犫２成立．

②当犽不存在时，｜犗犃｜＝犫，｜犗犅｜＝犪，
满足．

③当犽＝０时，｜犗犃｜＝犪，｜犗犅｜＝犫，
满足．

垂直弦模型同时也说明｜犗犎｜是一个定
值，所以犎的轨迹是以犗为圆心的圆．

例１１．６．３　如图１１．４７所示，设椭圆狓
２

犪２＋
狔２
犫２

y

x

Q1

Q2

DO

图１１．４７

＝１犪＞犫＞０（ ），其中
犪槡＝２犫，设犙１，犙２
为椭圆上的两个动
点，犗犙１⊥犗犙２，过
原点犗作直线犙１犙２
的垂线犗犇，垂足为
犇，求点犇的轨迹方程．
分析题意符合垂直弦模型特征，利用模型先
猜出答案，再证明结论．

由模型可知１
｜犗犇｜２＝

１
犪２＋

１
犫２＝

１
２犫２＋

１
犫２＝

３
２犫２，所以｜犗犇｜

２＝２犫
２

３，即犇的轨迹方程为

狓２＋狔２＝２３犫
２．这个可以作为分析的过程锁

定答案，作为解答题还是要书写完整的
过程．

１８１

清华
大学

出版
社



�� �� � � 	 ������

�� 在Ｒｔ△犗犙１犙２中，｜犗犇｜·｜犙１犙２｜＝

｜犗犙１｜·｜犗犙２｜，所以｜犗犇｜２＝｜犗犙１｜
２｜犗犙２｜２

｜犙１犙２｜２ ＝

｜犗犙１｜２｜犗犙２｜２
｜犗犙１｜２＋｜犗犙２｜２，即

１
｜犗犇｜２＝

１
｜犗犙１｜２＋

１
｜犗犙２｜２．设直线犗犙１的斜率为犽，则：

①当犽存在且犽≠０时，设犙１狓１，狔１（ ），
犙２（狓２，狔２），则犗犙１，犗犙２的方程分别为

狔＝犽狓，狔＝－１犽狓，由方程组
狔＝犽狓
狓２
犪２＋

狔２
犫２

烅
烄

烆
＝１，

可得狓
２

犪２＋
犽２狓２
犫２＝１，解得狓

２＝犪２犫２
犫２＋犪２犽２．

｜犗犙１｜２＝狓２１＋狔２１＝狓２１＋犽２狓２１＝犪２犫２
犫２＋犪２犽２·

１＋犽２（ ）．同理｜犗犙２｜２＝狓２２＋狔２２＝狓２２（１＋１犽２）＝
犪２犫２

犪２＋犫２犽２１＋犽
２（ ），所以１

｜犗犙１｜２＋
１

｜犗犙２｜２＝

犫２＋犪２犽２
犪２犫２（１＋犽２）＋

犪２＋犫２犽２
犪２犫２（１＋犽２）＝

（犪２＋犫２）（１＋犽２）
犪２犫２（１＋犽２）

＝１犪２＋
１
犫２＝

１
２犫２＋

１
犫２＝

３
２犫２．即｜犗犇｜

２＝２犫
２

３．

②当犽不存在时，｜犗犙１｜＝犫，｜犗犙２｜＝犪，显
然满足．
③当犽＝０时，｜犗犙１｜＝犪，｜犗犙２｜＝犫，显然
满足．
所以可知点犇到原点犗的距离始终为定值
２犫２
３槡，因此点犇的轨迹方程为狓２＋狔２＝２３犫

２．

�	　设椭圆犈：狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１犪＞犫＞０（ ）过犕

２，槡２（ ），犖槡６，１（ ）两点，犗为坐标原点．
（１）求椭圆犈的方程；

（２）是否存在圆心在原点的圆，使得该圆的
任意一条切线与椭圆犈恒有两个交点犃，
犅，且犗犃→⊥犗犅→？若存在，写出该圆的方程；
若不存在，请说明理由．

题型３直线定点、定向模型
	���

y

x

B

A

CO

图１１．４８

过椭圆上的一点犘作两条直线分别交
椭圆于犃，犅两点，记犘犃，犘犅的斜率分别
是犽１，犽２．如果直线犃犅过某个定点，我们把
这类问题叫作直线过定点问题；如果直线
犃犅的斜率为定值，我们把这类问题叫作直
线定向问题或斜率定值问题．

这类问题的情形比较复杂，证明相关结
论的过程的计算量也比较大．为了便于理解
和掌握，我们先从较为简单的情形开始介
绍，并说明这类问题的基本解题思路．

模型３（椭圆顶点直
角三角形斜边过定点）

如图１１．４８所示，

点犆为椭圆狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１

（犪＞犫＞０）的右顶点，过点犆作两条互相垂
直的直线，分别与椭圆交于犃，犅两点，则直

线犃犅恒过定点犪犪
２－犫２（ ）

犪２＋犫２，０（ ）．
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第１１章　圆锥曲线

【证明】当犃犅的斜率存在且不为０时，
设犃犅的方程为狔＝犽狓＋犿，设犃狓１，狔１（ ），

犅狓２，狔２（ ），故犫
２狓２＋犪２狔２＝犪２犫２
狔＝犽狓＝犿烅
烄
烆

，消去狔
得犪２犽２＋犫２（ ）狓２＋２犪２犽犿狓＋犪２犿２－犪２犫２＝０，故
Δ＝２犪２犽犿（ ）２－４（犪２犽２＋犫２）（犪２犿２－犪２犫２）．由

根与系数关系，可得
狓１＋狓２＝－２犪

２犽犿
犪２犽２＋犫２

狓１·狓２＝犪
２犿２－犪２犫２
犪２犽２＋犫２

烅

烄

烆

．

由犃犆⊥犅犆，故犽犆犃犽犆犅＝狔１－０狓１－犪·

狔２－０
狓２－犪＝

犽狓１＋犿
狓１－犪·犽狓２＋犿狓２－犪＝－１，即

狓１－犪（ ）狓２－犪（ ）＋犽狓１＋犿（ ）犽狓２＋犿（ ）＝
犽２＋１（ ）狓１·狓２＋犽犿－犪（ ）狓１＋狓２（ ）＋犪２＋

犿２＝－犽
２犪２犫２＋犪２犿２＋２犽犪３犿＋犪４犽２＋犫２犿２

犪２犽２＋犫２
＝０，所以犿２犪２＋犫２（ ）＋２犪３犽犿＋犽２犪２（犪２－
犫２）＝０（犿，犽形态相近，故推测犿犽为定值），故

犿
犽（）２犪２＋犫２（ ）＋２犪３犿犽（）＋犪２犪２－犫２（ ）＝０．

令狋＝犿犽，即狋
２犪２＋犫２（ ）＋２犪３狋＋

犪２犪２－犫２（ ）＝０，分解因式可得［（犪２＋犫２）狋＋
犪（犪２－犫２）］狋＋犪（ ）＝０，即狋１＝犿犽＝－犪，狋２＝
犿
犽＝－

犪犪２－犫２（ ）
犪２＋犫２．又狔＝犽狓＋犿犽（ ），当犿犽＝

－犪时，直线犃犅方程为狔＝犽（狓－犪）过犆
点，不合题意；当犿犽＝－

犪犪２－犫２（ ）
犪２＋犫２，直线犃犅

方程为狔＝犽（狓－犪犪２－犫２（ ）
犪２＋犫２），所以直线犃犅

必过定点犪犪
２－犫２（ ）

犪２＋犫２，０（ ）．当直线犃犅的斜
率为０时，其不满足要求；当直线犃犅的斜
率不存在时，依题意可得直线犃犅的方程为

狓＝犪犪
２－犫２（ ）

犪２＋犫２，也过点犪犪
２－犫２（ ）

犪２＋犫２，０（ ）．
综上所述，直线犃犅必过定点

犪犪２－犫２（ ）
犪２＋犫２，０（ ）．

例１１．６．４　已知椭圆狓
２

４＋
狔２
３＝１，直线犾：狔＝

犽狓＋犿与椭圆交于犃，犅两点（犃，犅不是原
点），且以犃犅为直径的圆过椭圆的右顶点．
证明：直线犾过定点，并求出该定点的坐标．
分析设直线犾方程为狔＝犽狓＋犿，需要找到
犽，犿的关系来确定直线过定点．右顶点为
犆（２，０），以犃犅为直径的圆过椭圆的右顶
点，则转化为犆犃⊥犆犅，即犽犆犃·犽犆犅＝－１，
可以得到犽，犿的关系，还要考虑犽不存在
和犽＝０的情况．

�� 设犃狓１，狔１（ ），犅狓２，狔２（ ），联立
狓２
４＋
狔２
３＝１

狔＝犽狓＋犿
烅
烄

烆
，

消去狔得４犽２＋３（ ）·狓２＋８犽犿狓＋４犿２－１２＝０，
则有Δ＝８犽犿（ ）２－４４犽２＋３（ ）４犿２－１２（ ）＞
０，即犿２＜４犽２＋３．

由韦达定理得
狓１＋狓２＝－８犽犿４犽２＋３

狓１狓２＝４犿
２－１２

４犽２＋３
烅

烄

烆

（※），因

为以犃犅为直径的圆过椭圆右顶点２，０（），
所以狓１－２，狔１（ ）·狓２－２，狔２（ ）＝０，即
狓１狓２－２狓１＋狓２（ ）＋４＋狔１狔２＝０，也即
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狓１狓２－２（狓１＋狓２）＋４＋（犽狓１＋犿）（犽狓２＋
犿）＝０，整理得犽２＋１（ ）狓１狓２＋
犽犿－２（ ）狓１＋狓２（ ）＋犿２＋４＝０，把式（※）代
入，化简得７犿２＋１６犽犿＋４犽２＝０，解得

犿＝－２犽或犿＝－２犽７．
①当犿＝－２犽时，犾：狔＝犽狓－２犽过右顶点

２，０（），与题意不符，舍去；②当犿＝－２犽７时，

犾：狔＝犽狓－２犽７过定点
２
７，０（ ），且满足犿２＜

４犽２＋３，符合题意．
故犾：狔＝犽狓＋犿过定点２７，０（ ）．
���
�

关于两条直线斜率乘积为定值的更一
般结论．

模型３和本题的共同点都是椭圆的内
接三角形是直角三角形，且直角顶点犆在
椭圆的右顶点．事实上，我们可以证明直角
顶点犆可以是椭圆上的任意一点，而不局
限在椭圆的顶点（当然在顶点时计算会比较
方便），此外两个斜率的乘积也不局限为

－１，只要犽１犽２＝λλ≠犫
２

犪２（ ）是一个定值，那
么直线犃犅就会过一个定点．这个结论是可
以被严格证明的，并且证明的方法和原理与
证明模型３是一致的，只是计算过程会更复
杂．作为一本一轮复习资料，我们省去了证
明过程，但是相关的结论大家还是要了解．
此外，在双曲线和抛物线中也有类似的结
论，其计算方法与在椭圆中几乎一致．
�	��　如图１１．４９所示，已知定点犘（狓０，狔０）

B

P
A

y

xO

y2�2px

图１１．４９

在抛物线狔２＝２狆狓
（狆＞０）上，过点犘作
两直线犾１，犾２分别交
抛物线于犃，犅，且以
犃犅为直径的圆过点
犘，证明：直线犃犅过
定点，并求出此定点
的坐标．

�	��　已知椭圆狓
２

４＋狔
２＝１，犘是椭圆的右

顶点，犃，犅为椭圆上两点且满足犽犘犃·犽犘犅
＝１４，证明：直线犃犅平行于狓轴．
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x

y

BA
O
k1 k2

P(x0,y0)

图１１．５０

��

模型３的推广———斜率之积为定值的
定点、定向模型

如图１１．５０
所示，椭圆的内接
△犘犃犅，犘（狓０，
狔０）为椭圆上一
定点，犃，犅为椭
圆上两个动点．

（１）若犽１犽２＝λλ≠犫
２

犪２（ ），直线犃犅过定
点λ犪

２＋犫２
λ犪２－犫２狓０，－

λ犪２＋犫２
λ犪２－犫２狔０（ ）．

（２）若犽１犽２＝犫
２

犪２，则直线犃犅的斜率为

定值犽犃犅＝－狔０狓０（狓０≠０）．

　　学到这里，你会不会有这样的想法：如果
两条直线的斜率之和为定值，是否也有类似的
结论呢？

模型４（斜率之和为０）：过椭圆上一点
犕狓０，狔０（ ）作斜率互为相反数的两条直线与椭

圆狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０）交于犃，犅两点，则

犽犃犅＝犫
２狓０
犪２狔０（狔０≠０）．
【证明】设直线犕犃：狔＝犽狓－狓０（ ）＋狔０（犽

存在且犽≠０），与椭圆方程联立，得（犫２＋犪２犽２）
狓２－（２犪２犽２狓０－２犪２犽狔０）狓＋犪２狔０２＋犪２犽２狓０２－
２犪２犽狓０狔０－犪２犫２＝０，利用根与系数关系得

狓犃＋狓犕＝２犪
２犽２狓０－２犪２犽狔０
犫２＋犪２犽２ ．又狓犕＝狓０，

则狓犃＝犪
２犽２狓０－２犪２犽狔０－犫２狓０

犫２＋犪２犽２ ．同理狓犅

＝犪
２犽２狓０＋２犪２犽狔０－犫２狓０

犫２＋犪２犽２ ．

故犽犃犅＝犽狓犃＋狓犅－２狓０
（ ）
狓犃－狓犅 ＝

犽２犪
２犽２狓０－２犫２狓０
犫２＋犪２犽２ －２狓０（ ）
－４犪２犽狔０
犫２＋犪２犽２

＝
－４犫２犽狓０
犫２＋犪２犽２
－４犪２犽狔０
犫２＋犪２犽２

＝犫
２狓０
犪２狔０．

模型４说明过椭圆上一点作两条斜率互
为相反数的直线与椭圆交于两点，则两点所在
直线的斜率是一个定值．在解题时，要注意条
件的转化，比如斜率之和等于零等价于两条直
线的倾斜角互补，又等价于两条直线的夹角的
平分线与狓轴垂直．

x

y

C
B

O

A

图１１．５１

例１１．６．５　如图１１．５１所
示，已知犉１，犉２是椭圆

犆：狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０）

的左、右焦点，点犃（１，
３
２）是犆上一点，犃犉１的中点在狔轴上，犗
为坐标原点．
（１）求椭圆犆的方程；
（２）过点犃１，３２（ ）任意作两条倾斜角互补的
直线交椭圆于犅，犆两点，设直线犅犆的斜
率为犽，证明：犽为定值，并求犽的值．
分析（１）根据中点在狔轴上，得出犃犉２⊥
犉１犉２，结合椭圆经过点的坐标可求得椭圆
方程为狓

２

４＋
狔２
３＝１；（２）根据模型４可以猜出

犽犅犆＝犫
２狓０
犪２狔０＝

３
４×３２

＝１２，然后再证明结论．
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�� （１）设犉２犮，０（），由犃犉１的中点在狔轴
上，犗为犉１犉２的中点，得犃犉２∥狔轴，即

犃犉２⊥犉１犉２，又由犃１，３２（ ）得犮＝１，即
｜犉１犉２｜＝２，｜犃犉２｜＝３２，所以｜犃犉１｜＝

犃犉２２＋犉１犉２槡 ２＝５２，即２犪＝
５
２＋

３
２＝４，解得

犪＝２，犫＝犪２－犮槡 ２ 槡＝３．
故椭圆犆的方程为狓

２

４＋
狔２
３＝１．

（２）解法一（利用韦达定理＋直线消元）：设
直线犅犆的方程为狔＝犽狓＋犿，点犅
狓１，狔１（ ），犆狓２，狔２（ ），联立方程组
狓２
４＋
狔２
３＝１

狔＝犽狓＋犿
烅
烄

烆
，消去狔整理得关于狓的方程

为３＋４犽２（ ）狓２＋８犽犿狓＋４犿２－１２＝０，则

Δ＞０，狓１＋狓２＝－８犽犿３＋４犽２，狓１狓２＝
４犿２－１２
３＋４犽２．

因为直线犃犅和直线犃犆的倾斜角互补，所
以其斜率互为相反数，即犽犃犅＝－犽犃犆，则
３
２－狔１
１－狓１＋

３
２－狔２
１－狓２＝０，即

３
２－狔１（ ）１－狓２（ ）＋

３
２－狔２（ ）１－狓１（ ）＝０，整理得３－３２（狓１＋
狓２）－狔１＋狔２（ ）＋狓１狔２＋狓２狔１＝０．
将狔１＝犽狓１＋犿及狔２＝犽狓２＋犿代入上式，
整理得２犽狓１狓２－３

２＋犽－犿（ ）狓１＋狓２（ ）＋

３－２犿＝０，将狓１＋狓２＝－８犽犿
３＋４犽２，狓１狓２＝

４犿２－１２
３＋４犽２代入上式，化简整理得４犽

２－８犽＋

３＋４犿犽－２犿＝０，即２犽－１（ ）２犽－３（ ）＋

２犿２犽－１（ ）＝０，所以（２犽－１）（２犽－３＋２犿）＝

０，解得犽＝１２或２犽＋２犿－３＝０．
当２犽＋２犿－３＝０时，代入狔＝犽狓＋犿，消去

犿得狔＝犽狓－１（ ）＋３２，即直线犅犆过定点

１，３２（ ），与题意不符．
所以犽＝１２，即犽为定值

１
２．

解法二（利用椭圆方程曲线消元）：设两直线
与椭圆交于点犅狓１，狔１（ ），犆狓２，狔２（ ），则

狓２１
４＋

狔２１
３＝１①，

狓２２
４＋

狔２２
３＝１②，

１２
４＋

３
２（）２
３＝

１③，①－③得狓
２
１－１２
４＋

狔２１－３２（）２
３ ＝０，犽犃犅＝

狔１－３２
狓１－１＝－

狓１＋１
狔１＋３２

·３４，同理，－犽犃犆＝

－
狔２－３２
狓２－１＝

狓２＋１
狔２＋３２

·３４．

因为犽犃犅＝－犽犃犆，所以
狔１－３２
狓１－１＝

狓２＋１
狔２＋３２

·

３
４④，－

狔２－３２
狓２－１＝－

狓１＋１
狔１＋３２

·３４⑤，④⑤展开

得
４狔１－３２（ ）狔２＋３２（ ）＝３狓１－１（ ）狓２＋１（ ）

４狔２－３２（ ）狔１＋３２（ ）＝３狓１＋１（ ）狓２－１（ ）
烅

烄

烆

，
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４狔１狔２＋６狔１－６狔２－９＝３狓１狓２－３狓２＋３狓１－３
４狔１狔２－６狔１＋６狔２－９＝３狓１狓２＋３狓２－３狓１－３烅
烄
烆

，

相减得狔１－狔２狓１－狓２＝
１
２，即犽＝

１
２，所以犽为定

值１２．

�	　（２０２３河北保定二模）已知椭圆犆的中
心在原点，焦点在狓轴上，长轴长为短轴长
的２倍，若椭圆犆经过点犘２，２（）．
（１）求椭圆犆的方程；
（２）若犃，犅是椭圆上不同于点犘的两个动
点，直线犘犃，犘犅与狓轴围成底边在狓轴上
的等腰三角形，证明：直线犃犅的斜率为
定值．

模型５（斜率之和不为０）：过椭圆狓
２

犪２＋
狔２
犫２

＝１上一点犕狓０，狔０（ ）作两条直线与椭圆交于
犃，犅两点，若犽犕犃＋犽犕犅＝λ（λ≠０），则直线

犃犅过定点，且定点坐标为（狓０－２狔０λ，－狔０－

２狓０犫２
λ犪２）．
在此我们省略这个结论的证明过程．此外

对于双曲线，也有类似的性质，大家不妨自己
尝试总结这方面的结论．

例１１．６．６　已知椭圆犆：狓
２

犪２＋
狔２
犫２＝１（犪＞犫＞

０），四点犘１（１，１），犘２（０，１），犘３－１，槡３２（ ），
犘４１，槡３２（ ）中恰有三点在椭圆犆上．
（１）求犆的方程：
（２）设直线犾不经过点犘２且与犆相交于犃，
犅两点，若直线犘２犃与直线犘２犅的斜率的
和为１，证明：犾过定点．
分析（１）结合椭圆特征，确定哪三点在椭圆
上，并求出椭圆方程；（２）由犽犘２犃＋犽犘２犅＝１，
根据模型５可以直接得到结果．

�� （１）结合椭圆几何特征，可得犘２，犘３，犘４，

在椭圆上，即有犘２（０，１），犘３－１，槡３２（ ），
犘４１，槡３２（ ）满足椭圆方程，也即犫＝１，１犪２＋
３
４犫２＝１，解得犪＝２，犫＝１，可得椭圆方程为

狓２
４＋狔

２＝１．
（２）①当直线犾的斜率不存在时，设犾：狓＝
犿，犃（犿，狔犃），犅（犿，－狔犃），因为直线犘２犃
与直线犘２犅的斜率的和为－１，犽犘２犃＋犽犘２犅
＝狔犃－１狓犃 ＋狔犅－１狓犅 ＝狔犃－１犿＋－狔犃－１犿 ＝
－１，解得犿＝２，此时犾过椭圆右顶点，不存
在两个交点，故不满足．
②若直线犾的斜率存在，设犾：狔＝犽狓＋犫，联
立椭圆狓２＋４狔２＝４，可得（１＋４犽２）狓２＋
８犽犫狓＋４犫２－４＝０．
设犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２），则狓１＋狓２＝

－８犽犫
１＋４犽２，狓１狓２＝

４犫２－４
１＋４犽２，犽犘２犃＋犽犘２犅＝
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狔１－１
狓１＋狔２－１狓２ ＝２犽＋（犫－１）（狓１＋狓２）狓１狓２ ＝

２犽－２犽犫犫＋１＝１犫＝２犽－１，直线犾：狔＝犽狓＋
２犽－１，即狔＝犽（狓＋２）－１，故直线犾经过定
点（－２，－１）．

�	　（２０２３云南大理一模）已知双曲线Γ：
狓２
犪２－

狔２
犫２＝１犪＞０，犫＞０（ ），其渐近线方程为

狓±２狔＝０，点槡２２，１（ ）在Γ上．
（１）求双曲线Γ的方程；
（２）过点犃（２，０）的两条直线犃犘，犃犙分别
与双曲线Γ交于犘，犙两点（不与点犃重
合），且两条直线的斜率之和为１，证明：直线
犘犙过定点．

��

椭圆的内接△犘犃犅，犘狓０，狔０（ ）为椭圆
上一定点，犃，犅为椭圆上两个动点．则：

（１）若犽１＋犽２＝０，则直线犃犅的斜率

为定值犽犃犅＝犫
２狓０
犪２狔０（狔０≠０）；

　　（２）若犽１＋犽２＝λλ≠０（ ），直线犃犅过

定点狓０－２狔０λ，－狔０－２狓０犫
２

λ犪２（ ）．
　　有些题目的定点问题，其条件并非完全局
限在犽１＋犽２＝λ或犽１犽２＝λ的形式，但是解题
的思路几乎是一致的，下面两个题目可以看作
是上面模型的拓展或者解题方法的延续．
例１１．６．７　如图１１．５２所示，已知椭圆犆：
狓２
２＋狔

２＝１．

x

y

Q

O

P

A

图１１．５２

（１）直线犾：狔＝狓交椭圆
犆于犘，犙两点，求线段
犘犙的长；
（２）犃为椭圆犆的左顶
点，直线犾与椭圆犆交于
犘，犙（不与点犃重合）两点，记直线犃犘，
犃犙，犾的斜率分别为犽１，犽２，犽，若犽１＋

犽２＝－１犽，试问直线犘犙是否过定点，若是，

求出定点坐标；若不是，请说明理由．
分析设直线为狔＝犽狓＋犿，利用条件犽１＋犽２
＝－１犽，整理得到关于犿与犽的关系式，从

中求出定点坐标．
�� （１）将直线犾与椭圆方程联立，即
狔＝狓
狓２
２＋狔

２＝１
烅
烄

烆
，得狓２犘＝狓２犙＝２３，也即狔

２
犘＝

狔２犙＝２３．

故｜犘犙｜＝狓２犘＋狔２槡 犘＋狓２犙＋狔２槡 犙＝槡４３
３．

（２）设直线犾：狔＝犽狓＋犿，犘狓１，狔１（ ），
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犙狓２，狔２（ ），由狔＝犽狓＋犿
，

狓２＋２狔２＝２
烅
烄
烆

２犽２＋１（ ）狓２＋

４犽犿狓＋２犿２－２＝０，得
狓１＋狓２＝－４犽犿２犽２＋１

狓１·狓２＝２犿
２－２

２犽２＋１
烅

烄

烆

，

Δ＝１６犽２犿２－４２犽２＋１（ ）２犿２－２（ ）＝８（２犽２＋

１－犿２），又犽１＝狔１
狓１槡＋２

＝犽狓１＋犿狓１槡＋２
，犽２＝

犽狓２＋犿
狓２槡＋２

，故犽１＋犽２＝犽狓１＋犿狓１槡＋２
＋犽狓２＋犿狓２槡＋２

＝

２犽狓１狓２槡＋２犽狓１＋狓２（ ）＋犿狓１＋狓２（ ）槡＋２２犿
狓１狓２槡＋２狓１＋狓２（ ）＋２

＝ 槡２犿－２犽
犿２ 槡－２２犽犿＋２犽２．

由犽１＋犽２＝－１犽，得犿
２ 槡－２犽犿＝０，所以

犿（犿槡－２犽）＝０犿槡＝２犽或犿＝０．
①当犿槡＝２犽时，直线犾：狔＝犽狓槡＋２犽＝
犽狓槡＋２（ ），过定点犃 槡－２，０（ ），与已知不
符，舍去；②当犿＝０时，直线犾：狔＝犽狓，过定
点０，０（），Δ＝８２犽２＋１－犿２（ ）＝１６犽２＋８＞
０，符合题意．
综上所述，直线犘犙过定点（０，０）．

�	　已知双曲线犆：狓
２

犪２－
狔２
犫２＝１（犪＞０，犫＞０）

的焦点与椭圆狓
２

２＋２狔
２＝１的焦点相同，且

双曲线犆经过点犘１，１（）．
（１）求双曲线犆的标准方程；
（２）设犃，犅为双曲线犆上异于点犘的两
点，记直线犘犃，犘犅的斜率为犽１，犽２，若

犽１－１（ ）犽２－１（ ）＝１，求直线犃犅恒过的
定点．

题型４抛物线中的阿基米德三角形模型
	���

x

y

O P

BF
A

图１１．５３

在１１．３节我们总结了一些关于抛物线
焦点弦和焦半径的性质．在此我们将更深
入地学习抛物线两条切线与弦所围成的三
角形（阿基米德三角形）的一些重要性质．

模型６（阿基米德
三角形）：如图１１．５３
所示，犃犅为抛物线
狓２＝２狆狔（狆＞０）的
弦，犃（狓１，狔１），犅（狓２，
狔２），分别过犃，犅作
抛物线的切线交于点犘，称△犘犃犅为阿基
米德三角形，弦犃犅为阿基米德三角形的底
边，则有以下常用结论：

（１）阿基米德三角形底边上的中线平行
于抛物线的轴．

（２）若阿基米德三角形的底边，即弦犃犅
过抛物线内定点犆狓０，狔０（ ），则另一顶点犘
的轨迹为一条直线．
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（３）若直线犾与抛物线没有公共点，以犾上
的点为顶点的阿基米德三角形的底边过定点．

（４）底边长为犪的阿基米德三角形的面
积的最大值为犪

３

８狆．
（５）若阿基米德三角形的底边过焦点，

则顶点犙的轨迹为准线，且阿基米德三角形
的面积的最小值为狆２．

（６）点犘的坐标为狓１＋狓２２，狓１狓２２狆（ ）．
（７）底边犃犅所在的直线方程为（狓１＋

狓２）狓－２狆狔－狓１狓２＝０．

（８）△犘犃犅的面积为犛△犘犃犅＝｜狓１－狓２｜
３

８狆．

例１１．６．８　在平面直角坐标系狓犗狔中，犕为
直线狔＝狓－３上的动点，过点犕作抛物线
犆：狓２＝２狔的两条切线犕犃，犕犅，切点分别
为犃，犅，犖为犃犅的中点．
（１）证明：犕犖⊥狓轴；
（２）直线犃犅是否恒过定点？若是，求出这
个定点的坐标；若不是，请说明理由．
分析（１）点犕运动引发切点犃，犅的坐标变
化，从而中点犖变化，若证明犕犖⊥狓轴，
转化为证明狓犕＝狓犖．（２）设犕（狋，狋－３），表
示出直线犃犅的方程可得定点坐标．

�� （１）设切点为犃狓１，狓
２
１
２（ ），犅狓２，狓２２２（ ），

狓２＝２狔，即狔＝１２狓
２的导数为狔′＝狓，所以

切线犕犃的斜率为狓１，切线的方程为狔－
狓２１
２＝狓１（狓－狓１）．

设犕（狋，狋－３），则有狋－３－狓
２
１
２＝狓１（狋－

狓１），化简可得狓２１－２狋狓１＋２狋－６＝０，同理可
得狓２２－２狋狓２＋２狋－６＝０，所以狓１，狓２是方程
狓２－２狋狓＋２狋－６＝０的两根，则狓１＋狓２＝

２狋，狓１狓２＝２狋－６，狓犖＝狓１＋狓２２＝狋＝狓犕，
故犕犖⊥狓轴．
（２）因为狔犖＝１４（狓

２
１＋狓２２）＝１４（狓１＋狓２）

２－
１
２狓１狓２＝狋

２－狋＋３，所以犖（狋，狋２－狋＋３），又

犽犃犅＝１２×
狓２１－狓２２
狓１－狓２＝

狓１＋狓２
２＝狋，所以直线

犃犅的方程为狔－（狋２－狋＋３）＝狋（狓－狋），即
狔－３＝狋（狓－１），故直线犃犅恒过定点（１，３）．
�	　已知曲线犆：狔＝狓

２

２，犇为直线狔＝－
１
２

上的动点，过犇作犆的两条切线，切点分别
为犃，犅．
（１）证明：直线犃犅过定点；
（２）若以犈０，５２（ ）为圆心的圆与直线犃犅相
切，且切点为线段犃犅的中点，求该圆的
方程．
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第１１章　圆锥曲线

题型５焦点准线模型（乘积为犪２模型）
	���

模型７（焦点准线模型）：椭圆犈：狓
２

犪２＋

狔２
犫２＝１（犪＞犫＞０）左、右顶点为犃，犅，椭圆外

一点犘（犿，狋）（且｜犿｜＞犪），犘犃交椭圆于另
一点犆，犘犅交椭圆于另一点犇，则直线犆犇
过定点（狀，０），且满足犿狀＝犪２．

例１１．６．９　（２０２０新课标全国Ⅰ卷理２０）
如图１１．５４所示，已知犃，犅分别为椭圆犈：

O

y

xA

C

D

B

P

x�6

图１１．５４

狓２
犪２＋狔

２＝１（犪＞１）

的左、右顶点，犌为
犈的上顶点，犃犌→·
犌犅→＝８．犘为直线
狓＝６上的动点，
犘犃与犈的另一交
点为犆，犘犅与犈的另一交点为犇．
（１）求犈的方程；
（２）证明：直线犆犇过定点．
分析根据题意很容易得到犈的方程为狓

２

９＋狔
２

＝１．在证明第（２）问时，不妨先猜测一下答
案，根据模型可知６狓犈＝犪２＝９，所以狓犈＝
３
２，又根据图形的对称性，直线犆犇所过的

定点必然是３
２，０（ ）．当然这仅限于帮助我们

锁定答案，解题过程还是要利用一般方法
解题．

�� （１）由已知可得犃－犪，０（ ），犅犪，０（ ），犌
（０，１），则犃犌→＝犪，１（ ），犌犅→＝（犪，－１）．

犃犌→·犌犅→＝犪２－１＝８犪＝３，故犈的方程

为狓
２

９＋狔
２＝１．

（２）解法一（设而求之）：设犘（６，狔０），犆（狓犆，

狔犆），犇（狓犇，狔犇），直线犃犘：狔－０＝狔０９（狓＋３）．

联立
狓２
９＋狔

２＝１

狔＝狔０９（狓＋３）
烅

烄

烆

（９＋狔２０）狓２＋６狔２０狓＋

９狔２０－８１＝０．

由韦达定理得－３狓犆＝９狔
２
０－８１
９＋狔２０狓犆＝

－３狔２０＋２７
９＋狔２０ ，故犆－３狔２０＋２７

９＋狔２０ ，６狔０９＋狔２０（ ）．直线
犘犅：狔＝狔０３（狓－３）．联立

狓２
９＋狔

２＝１

狔＝狔０３（狓＋３）
烅

烄

烆



（１＋狔２０）狓２－６狔２０狓＋９狔２０－９＝０，同理

犇（３狔２０－３１＋狔２０，
－２狔０
１＋狔２０）．

若狓犆＝狓犇，则－３狔
２
０＋２７

９＋狔２０ ＝３狔
２
０－３

１＋狔２０，解得狔
２
０

＝３，所以犆犇的方程为狓＝３２，直线犆犇过

点犕３
２，０（ ）．

若狓犆≠狓犇，则直线犆犇：狔－－２狔０１＋狔２０＝

６狔０
９＋狔２０－

－２狔０
１＋狔２０

－３狔２０＋２７
９＋狔２０ －３狔

２
０－３

１＋狔２０
狓－３狔

２
０－３

１＋狔２０（ ）狔＝
４狔０
９－３狔２０狓－

３
２（ ），故直线犆犇过定点３２，０（ ）．
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解法二（设而不求）：设犆狓１，狔１（ ），犇（狓２，
狔２），直线犆犇方程为狔＝犽狓＋犿，联立
狔＝犽狓＋犿
狓２
９＋狔

２＝１

狔＝狔０３（狓－３）
烅

烄

烆

，消去狔得狓２＋９

犽狓＋犿（ ）２－９＝０，即１＋９犽２（ ）狓２＋
１８犽犿狓＋９犿２－９＝０，Δ＝３２４犽２犿２－
３６１＋９犽２（ ）（犿２－１）＝３６［９犽２犿２－（１＋
９犽２）（犿２－１）］＝９犽２犿２－犿２＋１－９犿２犽２＋
９犽２＝９犽２－犿２＋１＞０．由韦达定理有狓１＋

狓２＝－１８犽犿
１＋９犽２，狓１狓２＝

９犿２－９
１＋９犽２．又犃

－３，０（ ），犅３，０（），所以犽犃犆＝狔１
狓１＋３，犽犅犇＝

狔２
狓２－３，故犃犆方程为狔＝

狔１
狓１＋３狓＋３（ ）．

令狓＝６，得狔犘＝９狔１狓１＋３，又犅犇方程为狔＝

狔２
狓２－３狓－３（ ），令狓＝６，得狔犘＝３狔２狓２－３，所以

９狔１
狓１＋３＝

３狔２
狓２－３，即３狔１狓２－３（ ）＝狔２（狓１＋

３），３犽狓１＋犿（ ）狓２－３（ ）＝（犽狓２＋犿）（狓１＋
３），整理后得２犽狓１狓２－９犽＋犿（ ）狓１＋
３犿－３犽（ ）狓２－１２犿＝０．
所以２犽９犿

２－９
１＋９犽２－９犽＋犿（ ）狓１＋（３犿－３犽）

狓２－１２犿＝０①（由求根公式可得狓１，２＝
－１８犽犿±槡Δ
２（１＋９犽２），因为Δ＞０，为了使①中

槡Δ抵消，必有－９犽＋犿（ ）＝３犿－３犽，即

犿＝－３２犽）．

下面验证犿＝－３２犽满足上式，即有

２犽狓１狓２－１５２犽狓１－
１５
２犽狓２＋１８犽＝２犽狓１狓２－

１５
２犽（狓１＋狓２）＋１８犽＝犽［２（９犿２－９）１＋９犽２ ＋１５２×

１８犽犿
１＋９犽２＋１８］＝犽（１８犿２＋１３５犽犿＋１６２犽２）１＋９犽２

＝犽
１＋９犽２

８１
２犽

２－４０５２犽
２＋３２４２犽

２（ ）＝０．故直
线犆犇方程为狔＝犽狓－３２犽＝犽狓－

３
２（ ），即

直线犆犇过定点３２，０（ ）．
�	　已知椭圆狓

２

４＋
狔２
３＝１的左、右顶点分别

为点犃，犅，过椭圆犆的右焦点，且斜率不为
０的直线犾交椭圆犆于犕，犖两点，直线
犃犕，犅犖的交于点犙，证明：点犙在直线
狓＝４上．

２９１

清华
大学

出版
社


