


当x>1时,1-
1
x<2

·x-1
x+1<lnx< x-

1
x
<
1
2x-

1
x  <x-1<x+1<ex;

 

当0<x<1时,1-
1
x<

1
2x-

1
x  < x-

1
x
<lnx<2·x-1

x+1
。



刷题散点图

让我们用数学的思想来备战高考数学,如统计中的散点图可展示出数据的分布和聚合情况,
甚至可以得到趋势线公式。大道至简,请在刷题后完成属于你的本章刷题散点图,直接用你刷题

的黑笔在题号上标出即可,做对画√,做错画×。
完成后,根据题号的分布和聚合情况,合理安排你的二刷甚至三刷。
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  第2章 导数

   2.1 切线问题  
 

 
 

本章

视频

讲解

  切线问题是考查导数几何意义的理解

和几何应用,在具体应用时要明确题目所提

的是在点处问题还是过点处问题,在点处问

题的点是切点,切点处的导数即为该点处切

线斜率,而过点处问题的点则不一定。切线

具体问题还可以结合着直线间关系进行

考查。

函数y=f(x)在点P(x0,f(x0))处的

切线方程为y-f(x0)=f'(x0)(x-x0)。
 

【104】(2021·新高考全国一·7· )

 若过点a,b  可以作曲线y=ex 的两条切

线,则(  )。

A.
 

eb<a   B.
  

ea<b

C.
  

0<a<eb   D.
  

0<b<ea

【105】(2016·新课标全国二·16· )

 若直线y=kx+b是曲线y=lnx+2的切

线,也是曲线y=ln(x+1)的切线,则b=
。

【106】(2015·新课标全国二·16· )

 已知曲线y=x+lnx 在点(1,1)处的切线

与曲线y=ax2+(a+2)x+1相切,则

a= 。

【107】(2016·山东·10· )

 若函数y=f(x)的图像上存在两点,使得

函数的图像在这两点处的切线互相垂直,

则称y=f(x)具有T性质。下列函数中

具有T性质的是(  )。

A.
 

y=sinx B.
 

y=lnx

C.
 

y=ex D.
 

y=x3

【108】(2015·陕西·15· )

 设曲线y=ex 在点(0,1)处的切线与曲线

y=
1
x
(x>0)上点P 处的切线垂直,则P

的坐标为 。
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目光只能看到眼前,而有眼光才能看到未来! 凡事不能太片面推断,把格局放大,一个人的思想有多远,未来就能走多远!
(推荐人:

 

@李嘉竣(山西))



【109】(2014·安徽·15· )

 若直线l 与曲线C 满足下列两个条件:
 

(i)
 

直线l在点P(x0,y0)处与曲线C 相

切;
 

(ii)曲线C 在P 附近位于直线l的两

侧,则称直线l在点P 处“切过”曲线C。

下列命题正确的是 。(写出所有

正确命题的序号)

①
 

直线l:
 

y=0在点P 0,0  处“切过”曲

线C:
 

y=x3;
 

②
 

直线l:
 

x=-1在点P -1,0  处“切

过”曲线C:
 

y=(x+1)2;
 

③
 

直线l:
 

y=x 在点P0,0  处“切过”曲

线C:
 

y=sinx;
 

④
 

直线l:
 

y=x 在点P0,0  处“切过”曲

线C:
 

y=tanx;
 

⑤
 

直线l:
 

y=x-1在点 P 1,0  处“切

过”曲线C:
 

y=lnx。

【110】(2010·江苏·8· )

 函数y=x2(x>0)的图像在点(ak,a
2
k)处

的切线与x 轴交点的横坐标为ak+1,其中

k∈N*,若a1=16,则 a1+a3+a5=
。

【111】(2012·新课标全国·12· )

 设点P 在曲线y=
1
2e

x 上,点Q 在曲线

y=ln(2x)上,则 PQ 的最小值为(  )。

A.
 

1-ln2   B.
 

2(1-ln2)

C.
 

1+ln2  D.
 

2(1+ln2)

【112】(2021·新课标全国乙·21· )

 已知函数f(x)=x3-x2+ax+1。

(1)
 

讨论fx  的单调性;
 

(2)
 

求曲线y=fx  过坐标原点的切线与

曲线y=fx  的公共点的坐标。
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只要找到正确的方向,人生就不会迷茫。不要心怀不满、怨气冲天,也不必耿耿于怀。与其烦躁地抱怨命运不公,不如从容淡

定地笑对人生。(推荐人:
 

@何建柯(辽宁))



  第2章 导数

【113】(2014·北京·20· )

 已知函数f(x)=2x3-3x。

(1)
 

求f(x)在区间[-2,1]上的最大值;
 

(2)
 

若过点P(1,t)存在3条直线与曲线

y=f(x)相切,求t的取值范围;
 

(3)
 

问过点A(-1,2),B(2,10),C(0,2)

分别存在几条直线与曲线y=f(x)相切?

(只需写出结论)

【114】(2019·新课标全国二·20· )

 已知函数f(x)=lnx-
x+1
x-1

。

(1)
 

讨论f(x)的单调性,并证明f(x)有

且仅有两个零点;
 

(2)
 

设x0是f(x)的一个零点,证明曲线

y=lnx 在点A(x0,lnx0)处的切线也是曲

线y=ex 的切线。

【115】(2022·新课标全国甲·20· )

 已知函数f(x)=x3-x,g(x)=x2+a,

曲线y=f(x)在点(x1,f(x1))处的切线

也是曲线y=g(x)的切线。

(1)
 

若x1=-1,求a;
 

(2)
 

求a 的取值范围。

2.2 最值与极值

  求导法是求函数的单调性的一种重要

方法,通过求导,导数为正的区间函数单调

递增,求导为负的区间函数单调递减,求导

看似好用,但对计算有一定要求。极值点是

导函数的变号零点,它是函数上两侧单调性

互异的点。极值点和极值是不一样的,分别

强调的是x 和y。无论是求最值、值域、极

值还是求极值点,都需要借助导数来求解函

数的单调性。

1.
 

∀x∈D,y=f(x)单 调 递 增⇔

∀x∈D,f'(x)≥0恒成立;
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我们最终都要远行,最终都要跟稚嫩的自己告别,也许路途有点艰辛,有点孤独,但熬过了痛苦,我们就能成长。(推荐人:
 

@
梁静琪(吉林))



  2.
 

∀x∈D,y=f(x)单 调 递 减⇔

∀x∈D,f'(x)≤0恒成立;
 

3.
 

∃x∈D,y=f(x)单 调 递 增⇔

∃x∈D,f'(x)>0能成立;
 

4.
 

∃x∈D,y=f(x)单 调 递 减⇔

∃x∈D,f'(x)<0能成立;
 

5.
 

若y=f(x)在x=x0 处取得极值,

则f'(x0)=0。

再次提醒:
 

极值点并不是点,而是横坐

标,极值是纵坐标。
 

【116】(2010·辽宁·12· )

 已知点P 在曲线y=
4

ex+1
上,α为曲线在

点P 处的切线的倾斜角,则α 的取值范围

是(  )。

A.
 

0,
π
4





     B.

 π
4
,π
2





  

C.
 π
2
,3π
4 



   D.

 3π
4
,π





  

【117】(2011·湖南·8· )

 设直线x=t
 

与函数f(x)=x2,g(x)=

lnx
 

的 图 像 分 别 交 于 点 M,N,则 当

MN 达到最小时,t的值为(  )。

A.
 

1
 

B.
 1
2 C.

 5
2

 

D.
 2
2

【118】(2011·福建·10· )

 若a>0,b>0,且函数f(x)=4x3-ax2-

2bx+2在x=1处有极值,则ab的最大值

等于(  )。

A.
 

2 B.
 

3 C.
 

6 D.
 

9

【119】(2017·新课标全国一·9· )

 已知 函 数 f(x)=lnx+ln(2-x),则

(  )。

A.
 

f(x)在(0,2)上单调递增

B.
 

f(x)在(0,2)上单调递减

C.
 

y=f(x)的图像关于直线x=1对称

D.
 

y=f(x)的图像关于点(1,0)对称
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在你停下来的时候,不要忘记别人还在后面奔跑;
 

在你放弃的时候,不要忘记别人就在你的前面,你只差一步而已。(推荐

人:
 

@毛子瑜(黑龙江))
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【120】(2023·新高考全国二·6· )

 已知函数f(x)=aex-lnx 在区间(1,2)

上单调递增,则a 的最小值为(  )。

A.
 

e2 B.
 

e C.
 

e-1 D.
 

e-2

【121】(2016·新课标全国一·12· )

 若函数f(x)=x-
1
3sin2x+asinx 在

(-∞,+∞)上单调递增,则a 的取值范围

是(  )。

A.
 

[-1,1]   B.
 

-1,
1
3





 






C.
 

-
1
3
,1
3





 




   

 

D.
 

-1,-
1
3





 






【122】(2023·新课标全国乙·16· )

 设a∈(0,1),若函数f(x)=ax+(1+

a)x 在(0,+∞)上单调递增,则a 的取值

范围是 。

【123】(2023·新高考全国二·11· )

 (多选题)若函数f(x)=alnx+
b
x+

c
x2
(a≠

0)既有极大值也有极小值,则(  )。

A.
 

bc>0 B.
 

ab>0

C.
 

b2+8ac>0 D.
 

ac<0

【124】(2008·江苏·14· )

 设函数f(x)=ax3-3x+1对任意x∈
[-1,1]总有f(x)≥0恒成立,则实数a
的值为 。
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每天醒来,告诉自己,微笑才会美,付出才有收获,做一个勤奋的人,做一个努力的人。(推荐人:
 

@陆懿语(江苏))



【125】(2014·新课标全国二·12· )

 设函数f(x)= 3sin
πx
m
。若存在f(x)的

极值点x0,满足x20+[f(x0)]
2<m2,则

m 的取值范围是(  )。

A.
 

(-∞,-6)∪(6,+∞)
  

B.
 

(-∞,-4)∪(4,+∞)
 

C.
 

(-∞,-2)∪(2,+∞)

D.
 

(-∞,-1)∪(1,+∞)
 

【126】(2011·辽宁·11· )

 函数f(x)的定义域为R,f(-1)=2,对任

意x∈R,f'(x)>2,则f(x)>2x+4的

解集为(  )。

A.
 

(-1,1)   B.
 

(-1,+∞)

C.
 

(-∞,-1)   D.
 

(-∞,+∞)
 

【127】(2015·福建·10· )

 若定义在 R 上的函数f x  满足f 0  =

-1,其导函数f'x  满足f'x  >k>1,

则下列结论中一定错误的是(  )。

A.
 

f
1
k  <1k  

   B.
 

f
1
k  > 1

k-1
 

C.
 

f
1

k-1  < 1
k-1   D.

 

f
1

k-1  > k
k-1

【128】(2014·湖南·9· )

 若0<x1<x2<1,则(  )。

A.
 

ex2-ex1>lnx2-lnx1

B.
 

ex2-ex1<lnx2-lnx1

C.
 

x2e
x1>x1e

x2

D.
 

x2e
x1<x1e

x2

【129】(2015·新课标全国二·12· )

 设函数f'(x)是奇函数f(x)(x∈R)的导

函数,f(-1)=0,当x>0时,xf'(x)-

f(x)<0,则使得f(x)>0成立的x 的取

值范围是(  )。

A.
 

-∞,-1  ∪0,1    
 

B.
 

-1,0  ∪1,+∞  
 

C.
 

-∞,-1  ∪ -1,0    
 

D.
 

0,1  ∪1,+∞  
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耐心点,坚强点,总有一天,你承受过的疼痛会有助于你,生活从来不会刻意亏欠谁,它给了你一块阴影,必会在不远的地方撒

下阳光。(推荐人:
 

@邱俊宇(浙江))
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【130】(2013·辽宁·12· )

 设函数f(x)满足x2f'(x)+2xf(x)=

ex

x
,f(2)=

e2

8
,则 当 x >0 时,f (x)

(  )。

A.
 

有极大值,无极小值

B.
 

有极小值,无极大值

C.
 

既有极大值又有极小值

D.
 

既无极大值也无极小值

【131】(2009·天津·10· )

 设函数f(x)在R上的导函数为f'(x),且

2f(x)+xf'(x)>x2,下面的不等式在 R
上恒成立的是(  )。

A.
 

f(x)>0  
 

B.
 

f(x)<0

C.
 

f(x)>x   D.
 

f(x)<x

【132】(2022·新课标全国甲·12· )

 已 知a=
31
32
,b=cos

1
4
,c=4sin

1
4
,则

(  )。

A.
 

c>b>a B.
 

b>a>c

C.
 

a>b>c D.
 

a>c>b

【133】(2021·新课标全国乙·12· )

 设a=2ln1.01,b=ln1.02,c= 1.04-1,

则(  )。

A.
 

a<b<c B.
  

b<c<a

C.
  

b<a<c D.
  

c<a<b

【134】(2022·新高考全国一·7· )

 设a=0.1e0.1,b=
1
9
,c=-ln0.9,则

(  )。

A.
 

a<b<c B.
 

c<b<a

C.
 

c<a<b D.
 

a<c<b
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人生的空虚不在于人的孤独,在于心的寂寞;
 

人生的智慧不在于善于观察,在于善于辨别;
 

人生的寻找不在于千山万水,在
于咫尺之间;

 

人生的境界不在于盲目跟随,在于自我探求。(推荐人:
 

@莫立航(安徽))



【135】(2023·新课标全国乙·文20· )

 已知函数f(x)=
1
x+a  ln(1+x)。

(1)
 

当a=-1时,求曲线y=f(x)在点

(1,f(x))处的切线方程;
 

(2)
 

若函数f(x)在(0,+∞)上单调递增,

求a 的取值范围。

【136】(2024·全国甲·21· )

 已知函数f(x)=(1-ax)ln(1+x)-x。

(1)
 

当a=-2时,求f(x)的极值;
 

(2)
 

当x≥0时,f(x)≥0恒成立,求a 的

取值范围。

【137】(2023·新课标全国乙·理21· )

 已知函数f(x)=
1
x+a  ln(1+x)。

(1)
 

当a=-1时,求曲线y=f(x)在点

(1,f(1))处的切线方程;
 

(2)
 

是否存在a,b,使得曲线y=f
1
x  关

于直线x=b 对称。若存在,求a,b 的值;
 

若不存在,说明理由;
 

(3)
 

若f(x)在(0,+∞)上存在极值,求a
的取值范围。

【138】(2024·新高考全国一·18· )

 已知函数f(x)=ln
x
2-x+ax+b

(x-1)3。

(1)
 

若b=0,且f'(x)≥0,求a 的最小值;
 

(2)
 

证 明:
 

曲 线 y=f(x)是 中 心 对 称

图形;
 

(3)
 

若f(x)>-2,当且仅当1<x<2,求

b的取值范围。
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你大可不必担心,自己努力了会不会不优秀。你要担心的是:
 

比你优秀的人还比你更努力。(推荐人:
 

@秦潇雅(福建))
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【139】(2023·新高考全国二·22· )

 (1)
 

证 明:
 

当 0<x<1 时,x-x2<

sinx<x;
 

(2)
 

已知函数f(x)=cosax-ln(1-x2),

若x=0是f(x)的极大值点,求a 的取值

范围。

【140】(2018·新课标全国三·21· )

 已知函数f(x)=(2+x+ax2)ln(1+

x)-2x。

(1)
 

若a=0,证明:
 

当-1<x<0时,

f(x)<0;
 

当x>0时,f(x)>0;
 

(2)
 

若x=0是f(x)的极大值点,求a。

【141】(2015·新课标全国二·21· )

 已知函数f(x)=lnx+a(1-x)。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

当 f(x)有 最 大 值,且 最 大 值 大 于

2a-2时,求a 的取值范围。

【142】(2019·新课标全国三·理20· )

 已知函数f(x)=2x3-ax2+b。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

是 否 存 在a,b,使 得 f(x)在 区 间

[0,1]上的最小值为-1且最大值为1? 若

存在,求出a,b的所有值;
 

若不存在,说明

理由。
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要成功,就要长期等待而不焦躁,态度从容却保持敏锐,不怕挫折且充满希望。(推荐人:
 

@秦暄雅(江西))



【143】(2019·新课标全国三·文20· )

 已知函数f(x)=2x3-ax2+2。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

当0<a<3时,记f(x)在区间[0,1]

上的最大值为 M,最小值为 m,求 M-m
的取值范围。

【144】(2019·北京·19· )

 已知函数f(x)=
1
4x

3-x2+x。

(1)
 

求曲线y=f(x)的斜率为1的切线

方程;
 

(2)
 

当 x∈[-2,4]时,求证:
 

x-6≤

f(x)≤x;
 

(3)
 

设F(x)= f(x)-(x+a)(a∈R),

记F(x)在区间[-2,4]上的最大值为

M(a),当 M(a)最小时,求a 的值。

【145】(2017·新课标全国一·21· )

 已知函数f(x)=ex(ex-a)-a2x。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

若f(x)≥0,求a 的取值范围。

【146】(2016·新课标全国二·21· )

 已知函数f(x)=(x+1)lnx-a(x-1)。

(1)
  

当a=4时,求曲线y=f(x)在点

(1,f(1))处的切线方程;
 

(2)
  

若当x∈(1,+∞)时,
 

f(x)>0,求a
的取值范围。
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所有的努力都不会完全白费,你付出多少时间和精力,都是在对未来积累。世界上什么都不公平,唯独时间最公平,你是懒惰

还是努力,时间都会给出结果! (推荐人:
 

@罗元锋(山东))



  第2章 导数

【147】(2020·新课标全国二·21· )

 已知函数f(x)=2lnx+1。

(1)
 

若f(x)≤2x+c,求c的取值范围;
 

(2)
 

设 a>0 时,讨 论 函 数 g(x)=

f(x)-f(a)
x-a

的单调性。

【148】(2015·新课标全国二·21· )

 设函数f(x)=emx+x2-mx。

(1)
 

证明:
 

f(x)在(-∞,0)上单调递减,

在(0,+∞)上单调递增;
 

(2)
 

若对于任意x1,x2∈[-1,1],都有

|f(x1)-f(x2)|≤e-1,求 m 的取值

范围。

【149】(2014·新课标全国一·21· )

 设函数f(x)=alnx+
1-a
2 x2-bx(a≠

1),曲线y=f(x)在点(1,f(1))处的切线

斜率为0。

(1)
 

求b;
 

(2)
 

若存在x0≥1,使得f(x0)<
a

a-1
,求

a 的取值范围。

【150】(2012·新课标全国·21· )

 已知函数f(x)满足f(x)=f'(1)ex-1-

f(0)x+
1
2x

2。

(1)
 

求f(x)的解析式及单调区间;
 

(2)
 

若f(x)≥
1
2x

2+ax+b,求(a+1)b

的最大值。






























































































54

人生从来没有真正的绝境。无论遭受多少艰辛,无论经历多少苦难,只要一个人的心中还怀着一粒信念的种子,那么总有一

天,他就能走出困境,让生命重新开花结果。(推荐人:
 

@蒙梦洁(河南))



【151】(2014·新课标全国二·21· )

 已知函数f(x)=ex-e-x-2x。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

设g(x)=f(2x)-4bf(x),当x>0
时,g(x)>0,求b的最大值;

 

(3)
 

已知1.4142< 2<1.4143,估计ln2
的近似值(精确到0.001)。

【152】(2023·新课标全国甲·文20· )

 已知函数f(x)=ax-
sinx
cos2x

,x∈0,
π
2  。

(1)
 

当a=1时,讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

若f(x)+sinx<0,求a 的取值范围。

【153】(2023·新课标全国甲·理21· )

 已知f(x)=ax-
sinx
cos3x

,x∈0,
π
2  。

(1)
 

当a=8时,讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

若f(x)<sin2x,求a 的取值范围。

2.3 零点问题

  零点问题是高考中的热点问题,也是难

点问题,尤其是利用零点存在定理找零点所

在区间。要善于使用前面小问题所形成的

不等式,或利用函数的单调性判断函数局部

范围值域从而形成不等式等手段进行放缩

找零点,找零点是一种不等式存在性的解

法,要注意判断零点与极值点的大小。
 

【154】(2015·江苏·13· )

 已 知 函 数 f(x)= lnx ,g(x)=

0, 0<x≤1,
 
x2-4 -2, x>1, 

 

则 方 程

|f(x)+g(x)|=1实根的个数为 。
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只要你愿意走,踩过的都是路;
 

只要你不回避与退缩,生命的掌声终会为你响起。(推荐人:
 

@李运甫(湖南))
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【155】(2014·新课标全国一·12· )

 已知函数f(x)=ax3-3x2+1,若f(x)

存在唯一零点x0,且x0>0,则a 的取值

范围是(  )。

A.
 

(-∞,-2)  
 

B.
 

(1,+∞)

C.
 

(2,+∞)  
 

D.
 

(-∞,-1) 
 

【156】(2015·新课标全国一·12· )

 设函数f(x)=ex(2x-1)-ax+a,其中

a<1,若 存 在 唯 一 的 整 数 x0,使 得

f(x0)<0,则a 的取值范围是(  )。

A.
 

-
3
2e
,1





    

B.
 

-
3
2e
,3
4





  

C.
 3
2e
,3
4





    

D.
 3
2e
,1





  

【157】(2018·江苏·11· )

 若函数f(x)=2x3-ax2+1(a∈R)在

(0,+∞)内有且只有一个零点,则f(x)在

[-1,1]上 的 最 大 值 和 最 小 值 的 和 为

。

【158】(2013·湖北·10· )

 已知a 为常数,函数f(x)=x(lnx-ax)

有 两 个 极 值 点 x1,x2 (x1 <x2),则

(  )。

A.
 

f(x1)>0,f(x2)>-
1
2

B.
 

f(x1)<0,f(x2)<-
1
2

C.
 

f(x1)>0,f(x2)<-
1
2

D.
 

f(x1)<0,f(x2)>-
1
2
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最终你相信什么,就能成为什么。因为世界上最可敬的两个词,一个叫执着,一个叫认真,认真的人改变自己,执着的人改变

命运。只要在路上,就没有到不了的地方。(推荐人:
 

@莫翔匀(广东))



【159】(2022·新课标全国乙·16· )

 已知x=x1和x=x2分别是函数f(x)=

2ax-ex2(a>0且a≠1)的极小值点和极

大值 点,若 x1<x2,则 a 的 取 值 范 围

是 。

【160】(2023·新课标全国乙·8· )

 函数f(x)=x3+ax+2存在3个零点,则

a 的取值范围是(  )。

A.
 

(-∞,-2) B.
 

(-∞,-3)

C.
 

(-4,-1) D.
 

(-3,0)

【161】(2021·新课标全国甲·20· )

 设函数f(x)=a2x2+ax-3lnx+1,其中

a>0。

(1)
 

讨论fx  的单调性;
 

(2)
 

若y=f x  的图像与x 轴没有公共

点,求a 的取值范围。

【162】(2024·北京·20· )

 设函数f(x)=x+kln(1+x)(k≠0),直

线l是曲线y=f(x)在点(t,f(t))(t>0)

处的切线。

(1)
 

当k=-1时,求f(x)的单调区间;
 

(2)
 

证明:
 

切线l不经过(0,0);
 

(3)
 

当k=1时,设 A(t,f(t))(t>0),

C(0,f(t)),O(0,0),B 为l 与y 轴的交

点,S△ACO 和S△ABO 分别表示△ACO 和

△ABO 的 面 积。是 否 存 在 点 A,使 得

2S△ACO=15S△ABO 成立? 若存在,这样的

点有几个?
 

(参考数据:
 

1.09<ln3<1.10,

1.60<ln5<1.61,1.94<ln7<1.95)
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所有成功的背后,都是苦苦堆积的坚持;
 

所有人前的风光,都是背后傻傻地不放弃。只要你愿意,并为之坚持,总有一天,你
会活成自己喜欢的模样! (推荐人:

 

@吕书瑶(海南))
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【163】(2014·新课标全国二·21· )

 已知函数f(x)=x3-3x2+ax+2,曲线

y=f(x)在点(0,2)处的切线与x 轴交点

的横坐标为-2。

(1)
 

求a;
 

(2)
 

证明:
 

当k<1时,曲线y=f(x)与直

线y=kx-2只有一个交点。

【164】(2019·新课标全国二·21· )

 已知函数f(x)=(x-1)lnx-x-1。

证明:
 

(1)
 

f(x)存在唯一的极值点;
 

(2)
 

f(x)=0有且仅有两个实根,且两个

实根互为倒数。

【165】(2012·湖南·22· )

 已知函数f(x)=ex-ax。其中a>0。

(1)
 

若对一切x∈R,f(x)≥1恒成立,求

a 的取值集合;
 

(2)
 

在 函 数 f(x)的 图 像 上 取 两 定 点

A(x1,y1),B(x2,y2)(x1<x2),记直线

AB 的斜率为k,证明:
 

存在 x0∈(x1,

x2),使f'(x0)=k恒成立。

【166】(2020·新课标全国三·21· )

 设函数f(x)=x3+bx+c,曲线y=f(x)

在点 1
2
,f
1
2    处的切线与y 轴垂直。

(1)
 

求b;
 

(2)
 

若f(x)有一个绝对值不大于1的零

点,证明:
 

f(x)所有零点的绝对值都不大

于1。
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不管前方的路有多苦,只要走的方向正确;
 

不管多么崎岖不平,都比站在原地更接近幸福。泪水和汗水的化学成分相似,但
前者只能为你换来同情,后者却可以为你赢得成功。(推荐人:

 

@李莲秀(四川))



【167】(2020·新课标全国三·20· )

 已知函数f(x)=x3-kx+k2。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

若 f(x)有三个零点,求k 的 取 值

范围。

【168】(2018·新课标全国二·21· )

 已知函数f(x)=
1
3x

3-a(x2+x+1)。

(1)
 

若a=3,求f(x)的单调区间;
 

(2)
 

证明:
 

f(x)只有一个零点。

【169】(2022·新课标全国乙·20· )

 已知函数f(x)=ax-
1
x-

(a+1)lnx。

(1)
 

当a=0时,求f(x)的最大值;
 

(2)
 

若f(x)恰有一个零点,求a 的取值

范围。

【170】(2020·新课标全国一·20· )

 已知函数f(x)=ex-a(x+2)。

(1)
 

当a=1时,讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

若 f(x)有两个零点,求a 的取值

范围。

【171】(2018·新课标全国二·21· )

 已知函数f(x)=ex-ax2。

(1)
 

若a=1,证明:
 

当x≥0时,f(x)≥1;
 

(2)
 

若f(x)在(0,+∞)上只有一个零点,

求a。
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从没有白费的努力,也没有碰巧的成功。只要认真对待生活,终有一天,你的每一分努力,都将绚烂成花。(推荐人:
 

@莫双

绮(云南))
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【172】(2013·陕西·21· )

 已知函数f(x)=ex,x∈R。

(1)
  

若直线y=kx+1与f(x)的反函数的

图像相切,求实数k的值;
 

(2)
  

设x>0,讨论曲线y=f(x)与曲线

y=mx2(m>0)
 

公共点的个数;
 

(3)
   

设 a <b,比 较 f(a)+f(b)
2

与

f(b)-f(a)
b-a

的大小,并说明理由。

【173】(2021·新课标全国甲·21· )

 已知a>0且a≠1,函数f(x)=
xa

ax
(x>0)。

(1)
 

当a=2时,求fx  的单调区间;
 

(2)
 

若曲线y=f x  与直线y=1有且仅

有两个交点,求a 的取值范围。

【174】(2016·新课标全国一·21· )

 已知函数f(x)=(x-2)ex+a(x-1)2。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

若 f(x)有两个零点,求a 的取值

范围。

【175】(2017·新课标全国一·21· )

 已知函数f(x)=ae2x+(a-2)ex-x。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

若 f(x)有两个零点,求a 的取值

范围。
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无论今天发生多么糟糕的事,都不应该感到悲伤。今天是你往后日子里最年轻的一天了,因为有明天,今天永远只是起跑线。
记住一句话:

 

越努力,越幸运。(推荐人:
 

@梁林泉(陕西))



【176】(2019·天津·20· )

 设函数f(x)=lnx-a(x-1)ex,其中

a∈R。

(1)
 

若a≤0,讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

若0<a<
1
e
,则:

 

①
 

证明:
 

f(x)恰有两个零点;
 

②
 

设x0为f(x)的极值点,
 

x1为f(x)的

零点,且x1>x0,证明:
 

3x0-x1>2。

【177】(2019·新课标全国一·文20· )

 已 知 函 数 f(x)=2sinx-xcosx-x,
 

f'(x)为f(x)的导数。

(1)
 

证明:
 

f'(x)在区间(0,π)上存在唯一

零点;
 

(2)
 

当x∈[0,π]时,f(x)≥ax,求a 的取

值范围。

【178】(2019·新课标全国一·理20· )

 已知函数f(x)=sinx-ln(1+x),
 

f'(x)

为f(x)的导数。证明:
 

(1)
 

f'(x)在区间 -1,
π
2  上存在唯一极

大值点;
 

(2)
 

f(x)有且仅有两个零点。

【179】(2022·新课标全国乙·21· )

 已知函数f(x)=ln(1+x)+axe-x。

(1)
 

当a=1时,求曲线y=f(x)在点(0,

f(0))处的切线方程;
 

(2)
 

若f(x)在区间(-1,0),(0,+∞)上

各恰有一个零点,求a 的取值范围。
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这世上无论是谁,都没有平白无故的成功,也没有一帆风顺的坦荡。再有光芒和成就的人,都是从一件件小事、一天又一天积

累起来的。你所看到的光鲜,都是无数流汗的日日夜夜组成的。(推荐人:
 

@秦学乐(甘肃))
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2.4 不等式的证明

  不等式证明是高考中重要的一类综合

问题,主要从单调性、最值、极值等多个角度

进行考查。综合程度较高,对思维有很高的

要求。通常构造函数利用导数求单调性进

行证明,其中涉及放缩、找点等手段。
 

【180】(2012·辽宁·12· )

 若x∈[0,+∞),下列不等式恒成立的是

(  )。

A.
 

ex≤1+x+x2

B.
 1
1+x

<1-
1
2x+

1
4x

2

C.
 

cosx≥1-
1
2x

2

D.
 

ln(1+x)≥x-
1
8x

2

【181】(2018·新课标全国一·21· )

 已知函数f(x)=aex-lnx-1。

(1)
 

设x=2是f(x)的极值点,求a,并求

f(x)的单调区间;
 

(2)
 

证明:
 

当a≥
1
e

时,
 

f(x)≥0。

【182】(2018·新课标全国三·21· )

 已知函数f(x)=
ax2+x-1

ex
。

(1)
 

求曲线y=f(x)在点(0,-1)处的切

线方程;
 

(2)
 

证明:
 

当a≥1时,
 

f(x)+e≥0。

【183】(2021·新课标全国乙·20· )

 设函数f(x)=ln(a-x),已知x=0是函

数y=xf(x)的极值点。

(1)
 

求a;
 

(2)
 

设 函 数 g(x)=
x+f(x)
xf(x)

,证 明:
 

g(x)<1。
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没有特别幸运,那么请先特别努力,别因为懒惰而失败,还矫情地将原因归于自己倒霉。你必须特别努力,才能显得毫不费

力。(推荐人:
 

@罗迪文(青海))



【184】(2015·北京·18· )

 设函数f(x)=ln
1+x
1-x

。

(1)
 

求曲线y=f(x)在(0,f(0))处的切

线方程;
 

(2)
 

求 证:
 

当 x∈(0,1)时,
 

f(x)>

2x+
x3

3  ; 

(3)
 

设实数k 使得f(x)>k x+
x3

3  对

x∈(0,1)恒成立,求k的最大值。

【185】(2014·新课标全国一·21· )

 设函数f(x)=aexlnx+
bex-1

x
,曲线y=

f(x)在点(1,f(1))处的切线方程为y=

e(x-1)+2。

(1)
 

求a,b的值;
 

(2)
 

证明:
 

f(x)>1。

【186】(2012·辽宁·21· )

 设 f x  =lnx+1  + x+1+ax+b

a,b∈R,a,b为常数  ,曲线y=f(x)与

直线y=
3
2x

在(0,0)点相切。

(1)
 

求a,b的值;
 

(2)
 

证明:
 

当0<x<2时,
 

f(x)<
9x

x+6
。

【187】(2017·新课标全国三·21· )

 已知函数f(x)=lnx+ax2+(2a+1)x。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

当a<0时,证明:
 

f(x)≤-
3
4a-2

。
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任何时候都可以开始做自己想做的事,请不要用年龄和其他东西来束缚自己,年龄从来不是界限,除非你自己拿来为难自

己。(推荐人:
 

@代正勤(内蒙古))
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【188】(2023·新高考全国一·19· )

 已知函数f(x)=a(ex+a)-x。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

证明:
 

当a>0时,f(x)>2lna+
3
2
。

【189】(2013·新课标全国二·21· )

 已知函数f(x)=ex-ln(x+m)。

(1)
 

设x=0是f(x)的极值点,求m,并讨

论f(x)的单调性;
 

(2)
 

当m≤2时,证明:
 

f(x)>0。

【190】(2016·新课标全国二·21· )

 (1)
 

讨论函数f(x)=
x-2
x+2e

x 的单调性,

并证明:
 

当x>0时,
 

(x-2)ex+x+

2>0;
 

(2)
 

证明:
 

当a∈[0,1)
 

时,函数g(x)=

ex-ax-a
x2

(x>0)
 

有最小值。设g(x)的

最小值为h(a),求函数h(a)的值域。

【191】(2017·新课标全国二·21· )

 已知函数 f(x)=ax2-ax-xlnx,且

f(x)≥0。

(1)
 

求a;
 

(2)
 

证明:
 

f(x)存在唯一的极大值点x0,

且e-2<fx0  <2-2。

【192】(2016·新课标全国三·21· )

 
 

设函数f(x)=acos2x+(a-1)(cosx+

1),其中a>0,记|f(x)|的最大值为A。

(1)
 

求f'(x);
 

(2)
 

求A;
 

(3)
 

证明:
 

f'(x)≤2A。






























































































55

想要生活得漂亮,需要付出努力和行动,还要不抱怨、不放弃。忘掉所有那些“不可能”的借口,去坚持那一个“没问题”的理

由。(推荐人:
 

@侯君瀚(广西))



【193】(2024·天津·20· )

 设函数f(x)=xlnx。

(1)
 

求f(x)图像上点(1,f(1))处的切线

方程;
 

(2)
 

若f(x)≥a(x- x)在x∈(0,+∞)

时恒成立,求a 的取值范围;
 

(3)
 

若x1,x2∈(0,1),证明:
 

f(x1)-f(x2)≤

x1-x2
1
2。

【194】(2012·天津·21· )

 已知函数f(x)=xe-x(x∈R)。

(1)
 

求函数的单调区间与极值;
 

(2)
 

已知函数y=g(x)的图像与函数y=

f(x)的图像关于直线x=1对称,证明:
 

当x>1时,f(x)>g(x);
 

(3)
 

如果x1≠x2,且f(x1)=f(x2),证

明:
 

x1+x2>2。

【195】(2016·新课标全国一·21· )

 
 

已知函数f(x)=(x-2)ex+a(x-1)2

有两个零点。

(1)
 

求a 的取值范围;
 

(2)
 

设x1,
 

x2是f(x)的两个零点,证明:
 

x1+x2<2。

【196】(2022·新课标全国甲·21· )

 已知函数f(x)=
ex

x-lnx+x-a
。

(1)
 

若f(x)≥0,求a 的取值范围;
 

(2)
 

证明:
 

若f(x)有两个零点x1,x2,则

x1x2<1。
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没有太晚的开始,不如就从今天行动。总有一天,那个一点一点可见的未来,会在你心里,也在你的脚下慢慢清透。生活,从
不亏待每一个努力向上的人。(推荐人:

 

@金子奇(宁夏))



  第2章 导数

【197】(2021·新高考全国一·22· )

 已知函数f(x)=x(1-lnx)。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

设 a,b 为 两 个 不 相 等 的 正 数,且

blna-alnb=a-b,证明:
 

2<
1
a+

1
b<e

。

【198】(2016·新课标全国三·21· )

 设函数f(x)=lnx-x+1。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

证明:
 

当x∈(1,+∞)时,
 

1<
x-1
lnx <x

;
 

(3)
 

设c>1,证明:
 

当x∈(0,1)时,
 

1+
(c-1)x>cx。

【199】(2017·新课标全国三·21· )

 已知函数f(x)=x-1-alnx。

(1)
 

若f(x)≥0,求a 的值;
 

(2)
 

设m 为整数,且对于任意正整数n,
 

1+
1
2  1+122  …1+12n  <m,求m 的最

小值。

【200】(2022·新高考全国二·22· )

 已知函数f(x)=xeax-ex。

(1)
 

当a=1时,讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

当x>0时,f(x)<-1,求a 的取值

范围;
 

(3)
 

设n∈N*,证明:
 1

12+1
+

1

22+2
+…+

1

n2+n
>ln(n+1)。
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生活是公平的,哪怕吃了很多苦,只要你坚持下去,一定会有收获,即使最后失败了,你也获得了别人不具备的经历。(推荐

人:
 

@何茂桦(新疆))



【201】(2018·新课标全国一·21· )

 已知函数f(x)=
1
x-x+alnx

。

(1)
 

讨论f(x)的单调性;
 

(2)
 

若f(x)存在两个极值点x1,x2,证

明:
 fx1  -fx2  

x1-x2
<a-2。

【202】(2022·新高考全国一·22· )

 已知函数f(x)=ex-ax 和g(x)=ax-

lnx 有相同的最小值。

(1)
 

求a;
 

(2)
 

证明:
 

存在直线y=b,其与两条曲线

y=f(x)和y=g(x)共有三个不同的交

点,并且从左到右的三个交点的横坐标成

等差数列。

【203】(2020·天津·20· )

 已知 函 数 f(x)=x3+klnx(k∈R),
 

f'(x)为f(x)的导函数。

(1)
 

当k=6时:
 

①
 

求曲线y=f(x)在点(1,f(1))处的切

线方程;
 

②
 

求函数g(x)=f(x)-f'(x)+
9
x

的单

调区间和极值;
 

(2)
 

当k≥-3时,求证:
 

对任意的x1,

x2 ∈ [1,+ ∞ ),且 x1 > x2,有

f'x1  +f'x2  
2 >

fx1  -fx2  
x1-x2

。

【204】(2018·浙江·22· )

 已知函数f(x)= x-lnx。

(1)
 

若f(x)在x=x1,
 

x2 (x1≠x2)处导

数相等,证明:
 

fx1  +fx2  >8-8ln2;
 

(2)
 

若a≤3-4ln2,证明:
 

对于任意k>0,

直线y=kx+a 与曲线y=f(x)有唯一公

共点。
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世界复杂,可你依然相信纯粹的力量;
 

生活不易,但你流泪过后微笑的样子,总是闪闪发光。(推荐人:
 

@首振轩(天津))



首先通过计算可得∠AOB=x,当弦 AB 在圆心下方,即

0≤x≤π时,有y=S扇AOB-S△AOB=2 12x-
1
2sinx =

x-sinx,而y'=1-cosx≥0,则y=x-sinx≥yx=0=0,
且x-sinx<x 即y=x-sinx 的图像在y=x 下方,此时

可排除A,B。
当弦AB 在圆心上方,即π<x≤2π时,同理可得

 

y=x-
sinx。y=x 与y=sinx 都有对称中心,可以通过平移使

y=x 与y=sinx 的任意对称中心重合,所以y=x-
sinx=(x-π)-sinx+π,则y=x-sinx 有 对 称 中 心

(π,π)。故选D。
方法二:

 

当x∈(0,π)时,弓形的面积小于扇形的面积,又

扇形OAB 的面积为
1
2x,f(x)为 弓 形 面 积 的 两 倍,则

f(x)<x,即当x∈(0,π)时,y=f(x)的图像在y=x 的

下方;
 

当x∈(π,2π)时,弓形的面积大于扇形的面积,且扇

形OAB 的 面 积 为
1
2x,f(x)为 弓 形 面 积 的 两 倍,则

f(x)>x,即当x∈(π,2π)时,y=f(x)的图像在y=x 的

上方。故选D。

第2章 导数

2.1 切线问题

【104】D。提示:
 

过点处问题,先设切点,在曲线y=ex 上任取

一点P t,et  ,且y'=ex,所以曲线y=ex 在点P 处的切

线方程为y-et=et x-t  ,即

y=etx+ 1-t  et。由 题 意 可

知,点 a,b  在 直 线y=etx+
1-t  et 上,可 得 b=aet +
1-t  et= a+1-t  et。求 出

切线自然是没问题的,关键是如

何对应题目中说的两条呢?

条数是由切点个数决定的,也就是说此刻形成的方程b=
a+1-t  et 有两个关于t的解,也可几何转化为直线与

曲线有2个交点。
那么令ft  = a+1-t  et,则f't  = a-t  et。

当t<a时,f't  >0,此时函数ft  单调递增。

当t>a 时,f' t  <0,此 时 函 数 f t  单 调 递 减,所 以

ft  max=f a  =ea,由题意可知直线y=b 与曲线y=

ft  的图像有两个交点,则b<ft  max=e
a。

当t<a+1时,f t  >0,当t>a+1时,f t  <0,故当

0<b<ea 时,直线y=b与曲线y=f t  的图像有两个交

点。故选D。
【105】1-ln2。提示:

 

这是一道公切线问题,怎么操作呢? 分


别设出两条曲线的切线,求出各自切线,而后待定系数法

解方程即可。

设y=kx+b与y=lnx+2和y=ln(x+1)的切点分别为

(x1,lnx1+2)
 

和(x2,ln(x2+1)),则切线分别为y-lnx1-

2=
1
x1
(x-x1),y-ln(x2+1)=

1
x2+1

(x-x2),化简得y=

1
x1
·x+lnx1+1,y=

1
x2+1

x+lnx2+1  -
x2

x2+1
,依题意知

1
x1
=
1

x2+1
,

lnx1+1=lnx2+1  -
x2

x2+1
,











 

解 得 x1=
1
2
,

  

从 而b=

lnx1+1=1-ln2。
【106】8。提示:

 

又是公切线问题,先求出y=x+lnx 在(1,1)
处的切线,再和y=ax2+(a+2)x+1联立解a。因为

y'=1+
1
x
,所以y'x=1=2,则y=x+lnx 在点(1,1)处的

切线方程为y-1=2(x-1),即y=2x-1,又切线与曲线

y=ax2+(a+2)x+1相切,而这里我们容易直接把其看

成二次函数,这样的话容易漏解(长得像也不一定是二次,
也有可能是一次),所以对于出现的不确定我们需要分类

讨论。
当a=0时,y=2x+1与y=2x-1平行,故a≠0。对y=
ax2+(a+2)x+1求导可得y'=2ax+(a+2),所以令

2ax+a+2=2得x=-
1
2
,代入y=2x-1,得y=-2,则

点 -
1
2
,-2  在y=ax2+(a+2)x+1的 图 像 上,故

-2=a· -
1
2  2+(a+2)· -

1
2  +1,即a=8。

二次函数和直线的相切也可以联立方程通过Δ=0来计

算a。【107】A。提示:

 

处理此类问题按题意操作逐个检验和验证即

可。设函数y=f(x)的图像上两点 P(x1,y1),Q(x2,

y2),则由导数的几何意义可知,点P,Q 处切线的斜率分

别为k1=f'(x1),k2=f'(x2)。若函数具有 T性质,则

k1·k2=f'(x1)f'(x2)=-1。

A:
 

f'(x)=cosx,显然k1·k2=cosx1cosx2=-1有无数

组解,所以该函数具有T性质。

B:
 

f'(x)=
1
x
(x>0),显然k1·k2=

1
x1
·1
x2
=-1无解,

故该函数不具有T性质。

C:
 

f'(x)=ex>0,显然k1·k2=e
x1·e

x2=-1无解,故
该函数不具有T性质。

D:
 

f'(x)=3x2≥0,显然k1·k2=3x
2
1·3x

2
2=-1无解,

故该函数不具有T性质。故选A。
【108】(1,1)。提示:

 

看题抓关键,关键是什么? 垂直! 两条

有斜率的直线相互垂直,则斜率之积为-1。对y=ex 求

导得y'=ex,那么y'x=0=1,所以曲线y=ex 在点(0,1)处

的切线为y=x+1,而曲线y=ex 在点(0,1)处的切线与

曲线y=
1
x
(x>0)上点P 处的切线垂直,对y=

1
x

求导得

y'=-
1
x2
。设P(s,t),则y'x=s=-

1
s2
=-1,由s>0解得
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s=1,将s=1代入y=
1
x

得t=1,所以P 的坐标为(1,1)。

【109】①③④。提示:
 

新定义问题跟题走,简单套定义,一定

要严格理解题意才行。

①:
 

y'=3x2,y'|x=0=0,所以l:
 

y=0是曲线C:
 

y=x3

在点P(0,0)
 

处的切线,画图可知曲线 C:
 

y=x3 在点

P(0,0)附近位于直线l的两侧,①正确。

②:
 

因为y'=2(x+1),y'|x=-1=0,所以切线为y=0,

x=-1不是曲线C:
 

y=(x+1)2 在点P -1,0  处的切

线,②错误。

③:
 

y'=cosx,y'|x=0=1,在 点 P 0,0  处 的 切 线 为

l:
 

y=x,画图可知曲线C:
 

y=sinx 在点P 0,0  附近位

于直线l的两侧,③正确。

④:
 

y'=
1

cos2x
,y'|x=0=

1
cos20

=1,在点P 0,0  处的切线

为l:
 

y=x,画图可知曲线C:
 

y=tanx 在点P 0,0  附近

位于直线l的两侧,④正确。

⑤:
 

y'=
1
x
,y'|x=1=1,在点P 1,0  处的切线为l:

 

y=

x-1,令h(x)=x-1-lnx(x>0),可得h'(x)=1-
1
x=

x-1
x
,所以h(x)min=h(1)=0,故x-1≥lnx,可知曲线

C:
 

y=lnx 在点P 1,0  附近位于直线l的同侧,⑤错误。
故正确的是①③④。

【110】21。提示:
 

由题意求得y=x2(x>0)在点(ak,a
2
k)处的

切线方程为y-a2k=2ak(x-ak),当y=0时,解得x=
ak

2
,即ak+1=

ak

2
,所以 an  为等比数列,公比为

1
2
,所以

a1+a3+a5=16+4+1=21。
【111】B。提示:

 

遇题不要慌,观察很重要,通过观察可得y=
1
2e

x 与y=ln(2x)互为反函数,那么它们的图像关于直线

y=x 对称,于是问题可转化为y=
1
2e

x 上点P 或y=

ln(2x)上点Q 到直线y=x 距离最小值的2倍。
不妨选取y=ln(2x)上点Q 到直线y=x 距离最小值的2
倍进行计算。y=ln(2x)上距离直线y=x 最近的点Q 即

为y=ln(2x)上与y=x 平行的切线和曲线
 

y=ln(2x)的

切点。对y=ln(2x)求导得y'=
1
x
,当y'=

1
x =1

时得

xQ=1,进一步可得yQ=ln2,那么Q 到直线y=x 的距离

d=
1-ln2
2

=
1-ln2
2
,则 PQ min=2d=2×

1-ln2
2

=

2(1-ln2)。故选B。
【112】见提示。提示:

 

(1)
 

首先求得导函数的解析式,然后分


类讨论导函数的符号即可确定原函数的单调性。


由函数的

解析式可得f' x  =3x2-2x+a,导函数的判别式Δ=
4-12a。

①
 

当a≥
1
3
,即Δ=4-12a≤0时,f' x  ≥0,f x  在 R

上单调递增。

②
 

当a<
1
3
,即Δ=4-12a>0时,由f'(x)=0解得x1=

1- 1-3a
3

,x2=
1+ 1-3a

3
。

当x∈ -∞,
1- 1-3a

3  时,f' x  >0,f x  单 调

递增;
 

当 x ∈ 1- 1-3a
3

,1+ 1-3a
3  时,f' x  < 0,

f x  单调递减;
 

当x∈ 1+ 1-3a
3

,+∞  时,f' x  >0,f x  单 调

递增。

综上可得,当a≥
1
3

时,f x  在R上单调递增;
 

当 a <
1
3

时,f x  在  - ∞,
1- 1-3a

3  ,
 1+ 1-3a

3
,+ ∞ 上 单 调 递 增,在 1- 1-3a

3
,

1+ 1-3a
3  上单调递减。

(2)
 

先求y=f x  过坐标原点的切线方程,再将原问题转


化为方程求解的问题,即可求得公共点坐标。

设切点 P(x0,f(x0)),则f x0  =x30-x20+ax0+1,

f' x0  = 3x20 - 2x0 + a,则 切 线 方 程 为 y -

x30-x
2
0+ax0+1  = 3x20-2x0+a  x-x0  ,因 切 线

过 坐 标 原 点, 所 以 0 - x30-x
2
0+ax0+1  =

3x20-2x0+a  0-x0  ,整 理 化 简 得(x0-1)(2x
2
0+

x0+1)=0,解得x0=1,则f(x0)=f(1)=1-1+a+1=
a+1,有 f'(x0)=f' 1  =1+a,故 切 线 方 程 为 y=

a+1  x。由f(x)= a+1  x 得x3-x2+ax+1=(a+
1)x,化简得x3-x2-x+1=0,由于切点的横坐标1必然

是该方程的一个根,所以 x-1  是x3-x2-x+1的一个

因式,故该方程可以分解因式为 x-1  x2-1  =0,解得

x1=1,x2=-1,f -1  =-1-a。
综上,曲 线 y=f x  过 坐 标 原 点 的 切 线 与 曲 线y=
f x  的公共点的坐标为 1,1+a  和 -1,-1-a  。

【113】(1)2;
 

(2)(-3,-1);
 

(3)3,2,1。提示:
 

(1)
 

f'(x)=

6x2-3,当 x∈ -2,-
2
2




  和 2
2
,1 


 时,f'(x)>0,

f(x)单调递增;
 

当x∈ -
2
2
,2
2  时,f'(x)<0,f(x)单

调 递 减,所 以 f (x)max = max f -
2
2  ,f(1)  =

max{2,-1}= 2。
(2)

 

设过点 P(1,t)的直线与曲线y=f(x)的切 点 为

Q(m,n),则切线方程为y-(2m3-3m)=(6m2-3)(x-
m),即y=(6m2-3)(x-m)+(2m3-3m),又其经过






























































































02 答案详解



P(1,t),则t=(6m2-3)(1-m)+(2m3-3m)=-4m3+
6m2-3。令 p(m)=-4m3+6m2-3-t,p'(m)=
12m(1-m),当m∈(-∞,0)和(1,+∞)时,p'(m)<0,

p(m)单调递减;
 

当m∈(0,1)时,p'(m)>0,p(m)单调递

增,由题意知y=p(m)有3个零点,则-3-t=p(0)<0<
p(1)=-1-t,即-3<t<-1。
此时p(-1)=7-t>0,p(2)=-11-t<0,由零点存在定

理知,存在x1∈(-1,0),x2∈(0,1),x3∈(1,2),使得

p(m)=0,故t∈(-3,-1)。
(3)

 

设直线l与曲线相切的切点为(x0,2x
3
0-3x0)。

过点 A 的 切 线 斜 率 为 k =f'(x0)=6x
2
0 -3=

(2x30-3x0)-2
x0-(-1)

,化简可得4x30+2x
2
0-1=0,而4x

3
0+

6x20-1=(2x0+1)(2x
2
0+2x0-1)=0,解 得 x0=

-
1
2
,-
3
2-

1
2
,3
2-

1
2
,所以过点A 的切线有3条。

过 点 B 的 切 线 斜 率 为 k =f'(x0)=6x
2
0 -3=

2x30-3x0-10
x0-2

,化简可得x30-3x
2
0+4=0,而x30-3x

2
0+

4=(x0+1)(x0-2)
2=0,解得x0=-1,2,所以过点B 的

切线有2条。
过 点 C 的 切 线 斜 率 为 k =f'(x0)=6x

2
0 -3=

2x30-3x0-2
x0

,化简可得4x30+2=0,解得x0=-
3 1
2
,所

以过点C 的切线有1条。
综上,过点A 的切线有3条,过点B 的切线有2条,过点C
的切线有1条。

【114】见 提 示。提 示:
 

(1)
 

f(x)的 定 义 域 为(0,1)∪(1,

+∞)。因为f'(x)=
1
x+

2
(x-1)2

,所以f(x)在(0,1)和

(1,+∞)上单调递增。因为f(e)=1-
e+1
e-1=

-2
e-1<0

,

f(e2)=2-
e2+1
e2-1

=
e2-3
e2-1

>0,所以f(x)在(1,+∞)上有

唯一零点 x1,即 f(x1)=0。又0<
1
x1
<1,f

1
x1  =

-lnx1+
x1+1
x1-1

=-f(x1)=0,即f(x)在(0,1)有唯一零

点
1
x1
。

综上,f(x)有且仅有两个零点。

(2)
 

因为e
-lnx0=

1
x0
,故点B -lnx0,

1
x0  在曲线y=ex

上。又f(x0)=0,即lnx0=
x0+1
x0-1

,故直线AB 的斜率k=

1
x0
-lnx0

-lnx0-x0
=

1
x0
-
x0+1
x0-1

-
x0+1
x0-1

-x0
=
1
x0
。

曲线y=ex 在点B -lnx0,
1
x0  处切线的斜率是

1
x0
,曲线

y=lnx 在点A(x0,lnx0)处切线的斜率也是
1
x0
,

 

所以曲线

y=lnx 在点A(x0,lnx0)处的切线也是曲线y=ex 的

切线。
【115】(1)3;

 

(2)[-1,+∞)。提示:
 

(1)
 

f'(x)=3x2-1,

f'(x1)=f'(-1)=2,f(x1)=f(-1)=0,所以f(x)在
点(-1,0)处的切线为y=2(x+1),又该切线也是g(x)=
x2+a 的切线,联立y=2(x+1)和g(x)=x2+a,可得

x2-2x+a-2=0,由Δ=0可得a=3。
(2)

 

公切线问题需要分别设两条曲线上的两个切点,分别


求出两条曲线在各自切点处的切线方程,然后通过斜率和

截距相等形成方程组,再通过其中某一条切线的切点横坐

标表示出关于a的函数,进而转变为求函数值域的问题。

f'(x)=3x2-1,f'(x1)=3x

2
1-1,所以f(x)在点(x1,

f(x1))处的切线为y-(x31-x1)=(3x
2
1-1)(x-x1),即

为y=(3x21-1)x-2x
3
1,设该切线与g(x)=x2+a 相切

于(x2,x
2
2+a),g'(x)=2x,则切线方程为y-(x22+a)=

2x2(x-x2),即为y=2x2x-x22+a,则 有3x21-1=

2x2,-2x
3
1=-x22+a,则a=

3x21-1
2  2-2x31=9x

4
1

4 -

2x31-
3x21
2 +

1
4
。

记φ(x)=
9x4

4 -2x
3-
3x2

2 +
1
4
,则φ'(x)=9x

3-6x2-

3x=3x(3x+1)(x-1),当x∈ -∞,-
1
3  和(0,1)时,

φ'(x)<0,φ(x)单调递减;
 

当x∈ -
1
3
,0  和(1,+∞)时,φ'(x)>0,φ(x)单调递

增,所以φ(x)≥minφ -
1
3  ,φ(1)  =min 5

27
,-1  =

-1,故a∈[-1,+∞)。

2.2 最值与极值

【116】D。提示:
 

倾斜角对应斜率,而斜率又关系到导数,斜率

范围就是导函数值域,只要求得导数且求得导数值域,那么

再结合k=tanα,α∈[0,π)进一步可求得倾斜角。

由题意知y'=
-4ex

(ex+1)2
=

-4

ex+
1
ex
+2
,因为ex>0,故ex+

1
ex
+2≥4(当 且 仅 当 x =0 时 取 等),所 以 y'=

-4

ex+
1
ex
+2
∈[-1,0),再结合k=tanα,α∈[0,π),可得

α∈ 3π
4
,π  。故选D。

【117】D。提示:
 

由题意知 M(t,t2),N(t,lnt),则|MN|=
t2-lnt(t>0)

 

。不妨令p(x)=x2-lnx,则p'(x)=2x-
1
x
,故当x∈ 0,

2
2  时,p'(x)<0;

 

当x∈ 2
2
,+∞  时,
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p'(x)>0。所以当x=
2
2

时,|MN|达到最小,即t=
2
2
。

故选D。
【118】D。提 示:

 

由 题 意 知 f'(x)=12x2-2ax-2b,又

f'(1)=0,即12-2a-2b=0,故a+b=6。“和定双正求

积最大”那就一定要上基本不等式。由a>0,b>0,所以

ab≤ a+b
2  2=9,当且仅当a=b=3时取等号。故选D。

【119】C。提示:
 

结合选项来看需要判断函数的单调性和对

称性。

A,B:
 

先 判 断 函 数 单 调 性,f(x)=lnx+ln(2-x)=

lnx(2-x)(0<x<2),求导得 f'(x)=
2(1-x)
x(2-x)

,所以

f(x)在(0,1)上单调递增,在(1,2)上单调递减,排除A,B。

C:
 

因为f(2-x)=ln(2-x)+lnx=f(x),所以f(x)的
图像关于x=1对称,C正确。

D:
 

f(2-x)+f(x)=[lnx+ln(2-x)]+[ln(2-x)+
lnx]=2ln(2-x)+2lnx≠0,D错误。故选C。

【120】C。提示:
 

问题转化为“∀x∈(1,2),f'(x)=aex-
1
x≥0

恒成立”,分离参数可得a≥
1

xex
,令g(x)=xex(x∈

(1,2)),则g'(x)=(x+1)ex>0,即g(x)在x∈(1,2)上

单调递增,故g(x)∈(e,2e2),则
1
2e2
<
1

xex
<
1
e
,因此a≥

1
e
,所以a的最小值为e-1。故选C。

【121】C。提示:
 

函数f(x)=x-
1
3sin2x+asinx

在(-∞,

+∞)上单调递增,等价于f'(x)=1-
2
3cos2x+acosx=

-
4
3cos

2x+acosx+
5
3≥0

在(-∞,+∞)上恒成立。到这

里必然是需要三角函数换元降低复杂度,但换元的过程中注

意范围不能丢。设cosx=t∈[-1,1],则g(t)=-
4
3t

2+

at+
5
3≥0

在[-1,1]上 恒 成 立,则 需 要[g(t)]min≥

0,而 [g(t)]min = min{g (- 1),g(1)},则 需

g(1)=-
4
3+a+

5
3≥0

,

g(-1)=-
4
3-a+

5
3≥0

,








 解得-

1
3≤a≤

1
3
。故选C。

【122】 5-1
2

,1



  。提 示:
 

问 题 转 化 为“∀x∈(0,+∞),

f'(x)≥0恒成立”,而f'(x)=axlna+(1+a)xln(1+a),
即∀x∈(0,+∞),g(x)=axlna+(1+a)xln(1+a)≥0
恒成立,又g'(x)=ax(lna)2+(1+a)x[ln(1+a)]2>0,
故g(x)在(0,+∞)上单调递增,所以需g(0)=lna+
ln(1+a)=lna(1+a)≥0,即a(1+a)≥1,且a∈(0,1),解

得
5-1
2 ≤a<1,即a∈ 5-1

2
,1




  。

【123】BCD。提示:
 

f'(x)=
a
x -

b
x2
-
2c
x3
=
ax2-bx-2c

x3

(x>0),又函数既有极大值又有极小值,则y=ax2-bx-
2c(a≠0)在(0,+∞)上有两个不等实根(函数的极值点是

导函数的变号零点)。

设两实根0<x1<x2,则有

x1+x2>0,

x1x2>0,

Δ>0,







 即

b
a >0

,

-2c
a >0,

b2+8ac>0。













通

过判断可得a与b同号,a与c异号,进一步可得b与c异

号,所以有ab>0,bc<0,ac<0,b2+8ac>0。所以 A错

误,BCD正确,故选BCD。
【124】4。提示:

 

任取x∈[-1,1]总有f(x)≥0恒成立,即
[f(x)]min≥0,果断求导看单调性,f'(x)=3ax2-3,很显

然3a≤0,即当a≤0时,f(x)在[-1,1]上单调递减,
[f(x)]min=f(1)=a-2<0,显然不合题意。

当a>0时,f'(x)=3a x-
1
a  x+

1
a  ,当 1a≥1,即

0<a≤1时,f(x)在[-1,1]上 单 调 递 减,此 时 需 要

[f(x)]min=f(1)=a-2<0,依然不合题意。

当
1
a
<1,即a>1时,f(x)在 -1,-

1
a




  和
1
a
,1 


 上单

调递 增,在 -
1
a
,1
a  上 单 调 递 减,所 以 [f(x)]min=

minf(-1),f
1
a    ,那 么 需 要 f(-1)= -a+4≥0,

f
1
a  =-2a+1≥0,解得a=4。

综上所述,a=4。
【125】C。提示:

 

极值点 x0 满足 f'(x0)=0,而 f'(x)=

3π
m cos

πx
m
,所以有

3π
m cos

πx0
m =0,可得

πx0
m =

π
2 +kπ

(k∈Z),化简得x0=
m
2+mk(k∈Z)。

又 由 x20 + [f(x0)]
2 < m2 得 m

2+mk  2 +

3sin π
2+kπ    

2
<m2(k∈Z),即 m2 k+

1
2  2+3<

m2(k∈Z)。而m≠0,故 k+
1
2  2<m2-3

m2
(k∈Z)。而存

在x0 满 足 x20+ [f(x0)]
2<m2,即 存 在 k∈Z 满 足

k+
1
2  2<m2-3

m2
,则 需 k+

1
2  2  min<m2-3

m2
,即

1
4<

m2-3
m2

,解得m∈(-∞,-2)∪(2,+∞)。故选C。

解决本题的核心在于借助x0=
m
2+mk(k∈Z)实现由存在

x0 到存在k的转化。
【126】B。提示:

 

通过观察f'(x)>2和f(x)>2x+4发现条






























































































22 答案详解



件不正是问题求导后的结果吗? 所以令g(x)=f(x)-
(2x+4),而g'(x)=f'(x)-2>0,故g(x)在R上单调递

增,且g(-1)=f(-1)-2=0,那么f(x)>2x+4的解集

即为g(x)>0的解集,即g(x)>g(-1),故x∈(-1,

+∞)。故选B。
【127】C。提示:

 

取满足题意的函数f(x)=2x-1,若取k=
3
2
,则f

1
k  =f 2

3  =13<23=1k,所以排除A。

若取k=
11
10
,则f

1
k-1  =f 1

11
10-1

 =f(10)=19>

11=

11
10
11
10-1

=
k

k-1
,所以排除D。

取满 足 题 意 的 函 数 f(x)=10x-1,若 取 k=2,则

f
1
k  =f 1

2  =4>1= 1
2-1=

1
k-1

,所以排除B,故结

论一定错误的是C。
这里 我 们 继 续 探 究 C:

 

由 题 意 得 f' x  >k,即

f' x  -k>0,从导数视角来看这是一个求导的结果。将

其看成导数可得g(x)=f(x)-kx,

且该函数在 R上单调

递增,满足g(0)=-1。

当k>1时, 1
k-1>

1
k >0,所 以 g

1
k-1  >g

1
k  >

g(0),即f
1

k-1  - k
k-1>f

1
k  -1>-1,因 此 有

f
1
k  >0,f 1

k-1  > k
k-1

。

C选项一定错误,故选C。
【128】C。提示:

 

由选项 A,B构造函数f(x)=ex-lnx,则

f'(x)=ex-
1
x

在(0,1)上单调递增,且f'(1)=e-1>0,

f'
1
e  =e

1
e-e<0,由零点存在定理知f(x)在(0,1)

上有一个极值点,即f(x)在(0,1)上不是单调函数,无
法判断f(x1)与f(x2)的大小,故 A,B错误。

由选项C,D构造函数g(x)=
ex

x
,g'(x)=

ex(x-1)
x2

,故

g(x)在(0,1)上单调递减,所以g x1  >g x2  ,即
e
x1

x1
>

e
x2

x2
,化简得x2e

x2>x1e
x1。故选C。

【129】A。提示:
 

通过对xf'(x)-f(x)<0进行观察,这不正

是分 式 求 导 f(x)
g(x)  '=f'(x)g(x)-f(x)g'(x)

g2(x)
的 分

子吗?
这是典型的逆向考查求导四则运算构造函数呀! 条件没有

分母怎么构造? 分式求导的分母是被平方作用过的,可以

给不 等 式 两 边 同 乘 正 数 再 调 整 其 结 构。由 xf'(x)-

f(x)<0得
xf'(x)-f(x)

x2
<0,即 f(x)

x  '<0,故 令

h(x)=f
(x)
x
,因为f(x)为奇函数,所以h(x)为偶函数。

当x>0时,h'(x)<0,所以h(x)在(0,+∞)上单调递

减,根据对 称 性 知 h(x)在(-∞,0)上 单 调 递 增。又

f(-1)=0,f(1)=0,数形结合可知,使得f(x)>0成立

的x 的取值范围是(-∞,-1)∪(0,1)。故选A。

【130】D。提示:
 

观察x2f'(x)+2xf(x)=
ex

x
,等式的左边即


“前 导 后 不 导,前 不 导 后 导 再 相 加”的 形 式,不 正 是
[f(x)g(x)]'=f'(x)g(x)+f(x)g'(x)的形式吗?

 


x2f'(x)+2xf(x)= (x2f(x))'=

ex

x
,设 g(x)=

x2f(x),那 么 f (x )= g(x)
x2

,则 f' (x )=

g'(x)·x2-2x·g(x)
x4

=

ex

x
·x2-2x·x2f(x)

x4
=

ex-2x2f(x)
x3

=
ex-2g(x)

x3
,导数正负难断,那怎么办? 通


过观察我们发现分子控制着导数正负,那我们就有必要再

单独研究分子了。


令h(x)=ex-2g(x),则h'(x)=ex-

2g'(x)=ex-2
ex

x =
ex(x-2)

x
,易得h(x)在(0,2)上单调

递减,在(2,+∞)上单调递增,所以[h(x)]min=h(2)=

e2-2
e2

2=0
。故当x>0时,h(x)≥0,即f'(x)≥0,所以

f(x)在(0,+∞)上单调递增,即既无极大值也无极小值。
故选D。

【131】A。提示:
 

2f(x)+xf'(x)>x2,即
2xf(x)+x2f'(x)

x >

x2,有
[x2f(x)]'

x >x2。那么当x>0时,[x2f(x)]'>

x3>0;
 

当x<0时,[x2f(x)]'<x3<0,故令g(x)=
x2f(x),则g(x)在x>0时单调递增,在x<0时单调递

减。所以g(x)≥g(0),
 

即x2f(x)≥0,化简得f(x)≥0,
把x=0代入2f(x)+xf'(x)>x2 可得f(0)>0。综上

可得f(x)>0。故选A。

【132】A。提示:
 

通过观察可得a=
31
32=1-

1
32=1-

1
2×

1
42
,

而b=cos
1
4
,c=4sin

1
4
,因 为b>0,c>0,所 以

c
b =

4sin
1
4

cos
1
4

=4tan
1
4
,这里tan

1
4

和
1
4

的大小我们并不能直接

看出来。

构造函 数 f(x)=tanx-x 0<x<
π
4  ,则 f'(x)=

1
cos2x

-1=
sin2x
cos2x

>0,所以f(x)在0<x<
π
4

上单调递
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增,即f(x)>f(0)=0,故当0<x<
π
4

时,tanx>x,所以

tan
1
4>

1
4
,因此有

c
b =4tan

1
4>4×

1
4=1

,即c>b。

而b-a=cos
1
4 - 1-

1
2×

1
42  ,构 造 函 数 g(x)=

cosx- 1-
x2

2  0<x<π4  ,则 g'(x)=x-sinx,令

φ(x)=x-sinx 0<x<
π
4  ,则φ'(x)=1-cosx>0,所

以φ(x)在0<x<
π
4

上单调递增,因此有g'(x)=φ(x)=

x-sinx>φ(0)=0,所以g(x)在0<x<
π
4

上单调递增,

则当0<x<
π
4

时,g(x)=cosx- 1-
x2

2  >g(0)=0,因
此g

1
4  =cos14- 1-

1
2×

1
42  >0,即b>a,所以有

c>b>a。故选A。
注意:

 

本题构造函数比较大小使用到了不等式:
 

当0<x<
π
2

时,sinx<x<tanx。

【133】B。提示:
 

直接观察很难比较出这三个的大小,那我们


就需要进一步观察数组特征和结构特征。对结构进行观察

的时候我们发现了a和b结构相似,可通过调整结构进一

步比较 大 小,
a=2ln1.01=ln1.012=ln(1+0.01)2=
ln1+2×0.01+0.012  >ln1.02=b。那么c与a,b该如


何比较大小呢? 结构上的不相似难以利用函数单调性比较

大小,那就作差吧,
a-c=2ln1.01-( 1.04-1)。通过观


察,这几个数字有关联,1.01=1+0.01,1.02=1+0.02,
1.04=1+0.04。
不变的是整数部分,变化的是小数部分,对于变化的部分

可通过x 替换,


这样就构造出函数f x  =2ln1+x  -

1+4x+1了,f 0  =0,f' x  =
2
1+x-

2
1+4x

=

2 1+4x-1-x  
1+x  1+4x

。由于1+4x- 1+x  2=2x-x2=

x 2-x  ,因此当0<x<2时,1+4x- 1+x  2>0,即

1+4x> 1+x  ,f' x  >0,所以f x  在 0,2  上单

调递增,则f 0.01  >f 0  =0,有2ln1.01> 1.04-1,
即a>c。

而b-c=ln1.02-( 1.04-1),令g x  =ln1+2x  -

1+4x+1,则g 0  =0,g' x  =
2

1+2x-
2
1+4x

=

2 1+4x-1-2x  
1+x  1+4x

。由于1+4x- 1+2x  2=-4x2,

在x>0时,1+4x- 1+2x  2<0,因此g' x  <0,即函

数g x  在[0,+∞)上单调递减,所以g 0.01  <g 0  =

0,得ln1.02< 1.04-1,即b<c。
综上,b<c<a。故选B。

【134】C。提示:
 

由题意知a=0.1e0.1,b=
1
9=

0.1
1-0.1

,c=

-ln(1-0.1),则 c= -ln0.9=ln
10
9 =ln 1+

1
9  <

1+
1
9  -1=19=b(使用不等式lnx<x-1),即c<b。

观察a,b:
 

方法一:
 

构造函数f(x)=xex-
x
1-x=x ex- 1

1-x 
(0<x<1),令t(x)=ex-

1
1-x

(0<x<1),因为ex≥x+

1,用-x 替换x,可得e-x≥1-x,当1-x>0时,则有

ex<
1
1-x

,即ex-
1
1-x<0

。所以当0<x<1时,f(x)=

xex-
x
1-x<0

,即a<b。

方法二:
 

构造函数f(x)=
xex

x
1-x

=ex(1-x)(0<x<1),则

f'(x)=-xex<0,所以f(x)在(0,1)上单调递减,故

f(x)<f(0)=1,所以f(x)=
xex

x
1-x

<1,又当0<x<1时,

xex>0,
x
1-x>0

,所 以 xex <
x
1-x

,故 a=0.1e0.1<

0.1
1-0.1

,即a<b。

观察a,c:
 

构造函数p(x)=xex+ln(1-x)(0<x<0.2),

则p'(x)=(x+1)ex+
1

x-1=
(x2-1)ex+1

x-1
,令q(x)=

(x2-1)ex+1,则q'(x)=(x2+2x-1)ex。当0<x<0.2
时,x2+2x-1=(x+1)2-2<1.44-1<0,而ex>0,所
以q'(x)<0,那么q(x)=(x2-1)ex+1在(0,0.2)上单调

递减,故q(x)<q(0)=0。

又x-1<0,故p'(x)=
(x2-1)ex+1

x-1 >0,所以p(x)在

(0,0.2)上 单 调 递 增,因 此 有 p(x)>p(0)=0,所 以

0.1e0.1+ln(1-0.1)>0,则a=0.1e0.1>-ln(1-0.1)=
c,即a>c。
因此有b>a>c,故选C。
注:

 

构造函数比较大小的时候除了根据作差的结果构造,

也可以考虑根据作比的结果构造函数哦!


【135】(1)y=-ln2(x-1);
 

(2) 12
,+∞  。提示:

 

(1)当

a=-1时,f(x)=
1
x-1  ln(1+x),f'(x)=-1x2ln(1+

x)+ 1
x-1  1

1+x
,f'(1)=-ln2,f(1)=0,所求切线为

y=-ln2(x-1)。

(2)
 

f'(x)= -
1
x2
ln(1 + x)+ 1

x+a  1
1+x =

-
1
x2
ln(1+x)-

ax2+x
x+1  ,若f(x)在(0,+∞)上单调递






























































































42 答案详解



增,即∀x∈(0,+∞),则g(x)=ln(1+x)-
ax2+x
x+1 ≤0

恒成立,即h(x)=ax2+x-(1+x)ln(1+x)≥0,h'(x)=
2ax-ln(1+x)。

①
 

若a≤0,则h'(x)<0,h(x)在(0,+∞)上单调递减,

h(x)<h(0)=0,不合题意。

②
 

若a>0,令p(x)=h'(x),则p'(x)=2a-
1

x+1
单调递

增,p'(x)>p'(0)=2a-1。

若a≥
1
2
,p'(x)>0,则h(x)在(0,+∞)上单调递增,

h(x)>h(0)=0,满足题意。

若0<a<
1
2
,当x∈ 0,

1
2a-1  时,p'(x)<0,h'(x)单调

递减,h'(x)<h'(0)=0,h(x)单调递减,则h(x)<h(0)=
0,不合题意。

综上,当a≥
1
2

时,f(x)在(0,+∞)上单调递增。

【136】(1)
 

f(x)极小值=f(0)=0,无极大值;
 

(2)-∞,-
1
2  。

提示:
 

(1)
 

当a=-2时,f(x)=(1+2x)ln(1+x)-x,

f'(x)=2ln(1+x)+
1+2x
1+x -1=2ln(1+x)-

1
1+x+1

。

因为y=2ln(1+x),y=-
1
1+x+1

在 -1,+∞  上单调

递增,所以f'(x)在 -1,+∞  上为增函数,又f'(0)=0,
因此当-1<x<0时,f'(x)<0,f(x)单调递减;

 

当x>0
时,f'(x)>0,f(x)单调递增。
故f(x)极小值=f(0)=0,无极大值。

(2)
 

f'(x)=-aln(1+x)+
1-ax
1+x -1=-aln(1+x)-

(a+1)x
1+x

(x≥0),设g(x)=-aln(1+x)-
(a+1)x
1+x

(x≥

0),则 g'(x)=
-a

x+1-
a+1
(1+x)2

=-
a(1+x)+a+1

(1+x)2
=

-ax-(2a+1)
(1+x)2

,令 h(x)=-ax-(2a+1),h(x)与
 

g'(x)同正负。

①
  

当a≤-
1
2

时,h(x)≥0(仅x=0取等号),
 

g'(x)≥0,

故g(x)在[0,+∞)上单调递增,所以g(x)≥g(0)=0,即

f'(x)≥0,故 f(x)在[0,+∞)上 为 增 函 数,f(x)≥
f(0)=0。

②
 

当-
1
2<a<0

时,0≤x<-
2a+1

a
,h(x)<0,g'(x)<

0,故g(x)单调递减,g(x)≤g(0)=0,f'(x)<0,f(x)单
调递减,f(x)≤f(0)=0,不合题意,舍去。

③
  

当a≥0,h(x)≤0(仅x=0取等号)恒成立,g'(x)≤0
恒成立,故g(x)在[0,+∞)上单调递减,g(x)≤g(0)=0,

f'(x)≤0,f(x)在[0,+∞)上单调递减,f(x)≤f(0)=0,
不合题意,舍去。

综上所述,a的取值范围为 -∞,-
1
2  。

【137】 (1)y= -ln2(x-1);
 

(2)a=
1
2
,b= -

1
2
;

 

(3)
 

0,
1
2  。提 示:

 

(1)
 

当 a = -1 时,f (x)=

1
x-1  ln(1+x),f'(x)=-1x2ln(1+x)+ 1

x-1  1
1+x

,

f'(1)=-ln2,f(1)=0,所求切线为y=-ln2(x-1)。

(2)
 

f
1
x  =(x+a)ln1+1x  (x∈(-∞,-1)∪(0,

+∞)),若曲线y=f
1
x  关于直线x=b 对称,则b=

-1+0
2 =-

1
2
,即 曲 线 y=f

1
x  关 于 直 线x=-

1
2

对称。

令g(x)=f
1
x  ,则 有 g(-1-x)=g(x),即

(x+a)ln1+
1
x  =(-1-x+a)ln1+ 1

-1-x  ,化简可

得(x +a)ln
x+1
x = - (x -a +1)ln

-x
-1-x =

(x-a+1)ln x
x+1  -1=(x-a+1)ln

x+1
x
,则有a=

-a+1,所以a=
1
2
。

(3)
 

f'(x)= -
1
x2
ln(1+x)+ 1

x+a  1
1+x =

-
1
x2
ln(1+x)-

ax2+x
x+1  ,若f(x)在(0,+∞)上存在极

值,则p(x)=ln(1+x)-
ax2+x
x+1

在(0,+∞)上存在变号零

点,故 p'(x)=
1
1+x -

(2ax+1)(x+1)-(ax2+x)
(x+1)2

=

-
x

(x+1)2
(ax+2a-1)。

①
 

若a≤0,则p'(x)>0,p(x)在(0,+∞)上单调递增,

p(x)>p(0)=0,f'(x)<0,f(x)在(0,+∞)上单调递减,
所以不存在极值。

②
 

若a≥
1
2
,则p'(x)<0,p(x)在(0,+∞)上单调递减,

p(x)<p(0)=0,f'(x)>0,f(x)在(0,+∞)上单调递增,
所以不存在极值。

③
 

若0<a<
1
2
,当x∈ 0,

1-2a
a  时,p'(x)>0,p(x)单

调递增,p(x)>p(0)=0,所以p(x)在x∈ 0,
1-2a
a  上

无零点;
 

当x∈ 1-2a
a

,+∞  时,p'(x)<0,p(x)单 调 递 减,

则 p (x )max = p
1-2a

a  = ln 1+
1-2a

a  -
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a 1-2a
a  2+1-2aa
1-2a
a +1

=ln 1
a-1  +4a-2,令 h(x)=

ln(x-1)+
4
x -2(x>2),则 h'(x)=

1
x-1-

4
x2
=

(x-2)2

(x-1)x2
>0,所 以 h(x)在(2,+∞)上 单 调 递 增,故

h(x)>h (2)= 0,令 x =
1
a 0<a<

1
2  ,则 有

p
1-2a
a  =ln 1

a-1  +4a-2>0。
因为p(x)=ln(1+x)-

ax2+x
x+1 <ln(1+x)-

ax2+ax
x+1 <


x+1-ax(lnx< x),那么利用不等式的同向同正可乘

方 性,需 要 找 出 点 x0 说 明 x0+1<a2x20,即 可 说 明


x0+1-ax0<0,故需

a2x20
2 >x0,

a2x20
2 >1












(逆向利用不等式的


同向可加性),解得x0>

2
a2
>
1-2a
a

。


取x0=

2
a2
,则

a2x20
2 =x0,

a2x20
2 >1,所以x0+1<a

2x20,即

x0+1<ax0,而 p(x0)=ln(1+x0)-
ax20+x0
x0+1

<

ln(1+x0)-
ax20+ax0
x0+1

< x0+1-ax0<0,所以p(x)在

x∈ 1-2a
a

,+∞  上有变号零点,即f(x)存在极值,故

a∈ 0,
1
2  。

【138】(1)-2;
 

(2)见提示;
 

(3) -
2
3
,+∞  。提示:

 

(1)
 

当

b=0时,f(x)=ln
x
2-x+ax

(0<x<2),f'(x)=
1
x +

1
2-x+a

,f'(x)≥0,即∀∈(0,2),
1
x+

1
2-x≥-a

恒成立。

又
1
x >0

,1
2-x>0

,且1
x +

1
2-x=

1
2
(x+2-x) 1x +

1
2-x =12 2+

2-x
x +

x
2-x  ≥12 2+2

2-x
x
· x
2-x  =

2,当且仅当
2-x
x =

x
2-x

,即x=1时取等号,所以2≥-a,

即a≥-2,故amin=-2
。

(2)
 

通过对f(x)进行结构分析可得y=b(x-1)3 关于
(1,0)成中心对称,y=ax 关于(0,0)成中心对称,先统一


y=b(x-1)3 和y=ax 的对称中心,将y=ax+b(x-1)3
向左平移一个单位,可得y=a(x+1)+bx3=ax+bx3+a
关于(0,a)成中心对称,此时进一步猜测y=ln

x
2-x

也向



左平移一个单位可能的对称,y=ln
x
2-x

向左平移一个单


位可得y=ln

x+1
1-x

,而y=ln
x+1
1-x

为奇函数,关于(0,0)成

中心对称,进一步可得y=ln

x+1
1-x+a(x+1)+bx3=


ln

x+1
1-x+ax+bx

3+a 关于(0,a)成中心对称,因为y=

ln

x+1
1-x+ax+bx

3 为奇函数,所以f(x)=ln
x
2-x+ax+

b(x-1)3 关于(1,a)成中心对称。

又f(x)+f(2-x)=ln

x
2-x +ax+b(x-1)3 +

ln
2-x
x +a(2-x)+b(x-1)3=2a,所以f(x)关于(1,a)

成中心对称。

(3)
 

(必 要 性 解 题)由 题 知 f'(x)=
1
x +

1
2-x+a+

3b(x-1)2,当1<x<2时,f(x)>-2,则 f(1)=a,

f'(1)=a+2。
①

  

若a<-2,则f(1)=a<-2,f'(1)=a+2<0,由
f(x)=ln

x
2-x +ax+b(x-1)3 >ln

x
2-x +2a-


b (x-1)3>ln

x
2-x +2a- b > -2,解 得 x>


2e b -2-2a

e b -2-2a+1
,所 以 取 x0 =

2e b -2-2a

e b -2-2a+1
,


取 x0 =

2e b -2-2a

e b -2-2a+1
∈(1,2),则 f(x0)=ln

x0
2-x0

+ax0+

b(x0-1)
3>ln

x0
2-x0

+2a- b (x0-1)
3>ln

x
2-x+

2a- b =-2,故存在x1∈(1,x0),使得f(x1)<-2,不
合题意。
②

  

若a≥-2,则f(1)=a≥-2,f'(1)=a+2≥0,f(x)=

ln
x
2-x+ax+b

(x-1)3>ln
x
2-x-2x+b(x-1)3,

令 g(x)=ln
x
2-x -2x +b(x-1)3,g' (x)=

(x-1)2 2
x(2-x)+3b  ,令 h (x)=

2
x(2-x)+3b

,

h(1)=2+3b。

(a)
 

若b<-
2
3
,则h(1)=2+3b<0,令

2
x(2-x)+3b>0

,


解得1-

9b2+6b
3b <x<2


,取1-

9b2+6b
3b <x2<2,则

2
x(2-x)+3b>0

,故存在x3∈(1,x2),使得h(x3)=0,当

x∈(1,x3)时,则g'(x)<0,
 

g(x)单调递减,g(x)<
g(1)=-2,不合题意。

(b)
 

若b≥-
2
3
,则h(1)=2+3b≥0,h(x)=

2
x(2-x)+

3b>
2

[x+(2-x)]2

4

+3b=2+3b≥0,则g'(x)>0,所以
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g(x)单调递增,故当1<x<2时,g(x)>g(1)=-2。

综上所述,b的取值范围为 -
2
3
,+∞  。

【139】(1)见提示;
 

(2)a∈(-∞,- 2)∪(2,+∞)。提示:
 

(1)
 

令g(x)=x-x2-sinx(0<x<1),则g'(x)=1-
2x-cosx,令h(x)=g'(x),则h'(x)=-2+sinx<0,所
以g'(x)在x∈(0,1)上单调递减,故g'(x)<g'(0)=0,
所以g(x)在x∈(0,1)上单调递减,因此g(x)<g(0)=
0,即当0<x<1时,x-x2<sinx。
令p(x)=x-sinx(0<x<1),则p'(x)=1-cosx>0,所
以p(x)在x∈(0,1)上单调递增,因此p(x)>p(0)=0,
即0<x<1时,x>sinx。
综上,当0<x<1时,x-x2<sinx<x。
(2)

 

f(x)=cosax-ln(1-x2)(-1<x<1),因为f(-x)=

f(x),所以f(x)是偶函数,f'(x)=-asinax+
2x
1-x2

。

若a=0,则f'(x)=
2x
1-x2

,当x∈(0,1)时,f'(x)>0,

f(x)单调递增,显然x=0不是极大值点。

若a>0,当 x ∈ 0,
1
a  时,ax ∈ (0,1),由 (1)知

-asinax<-a(ax-a2x2),当 a>1 时,f'(x)=

-asinax+
2x
1-x2

<-a(ax-a2x2)+
2x
1-x2

<-a(ax-

a2x2)+
2x
1-ax=

a2x
1-ax 2a2-(1-ax)2 ,取0<x<1a -

2
a2

且
1
a-

2
a2
>0,即当a> 2时,f'(x)<0,f(x)单调递

减,f(x)在x∈ 2
a2
-
1
a
,0  上单调递增,因此x=0是极

大值点。

当0<a≤ 2时,x∈ 0,
1
a  ,ax∈ (0,1),由 (1)知

-asinax>-a2x,则 f'(x)= -asinax +
2x
1-x2

>

-a2x+
2x
1-x2

=
x

1-x2
[a2x2+(2-a2)],显然a2x2+

(2-a2)>0。当x∈ 0,
1

a+1  时,f'(x)>0,f(x)单调递

增,显然x=0不是极大值点。

为什么取
1

a+1
呢? 因为既要保证1-x2>0,还需要保证小


于
1
a
,这里也不限于是

1
a+1

,也可以是
1

a+2
, 1
2a+1

,…,只

要能说明问题,存在性的说明找到即可。

若a<0,当 x ∈ 1

a
,0  时,ax ∈ (0,1),由 (1)知

-asinax>-a(ax-a2x2),当 a< -1时,f'(x)=

-asinax+
2x
1-x2

>-a(ax-a2x2)+
2x
1-x2

>-a(ax-

a2x2)+
2x
1-ax=

a2x
1-ax 2a2-(1-ax)2 ,取1a +

2
a2
<

x<0且
1
a+

2
a2
<0,即当a<- 2时,f'(x)>0,f(x)单

调递增,f(x)在x∈ 0,-1a- 2a2 上单调递减,因此x=

0是极大值点。

当- 2≤a<0时,x∈ 1
a
,0  ,ax∈(0,1),由(1)知

-asinax<-a2x,则 f'(x)= -asinax +
2x
1-x2

<

-a2x+
2x
1-x2

=
x

1-x2
[a2x2+(2-a2)],显然a2x2+

(2-a2)>0,当x∈ 1
a-1

,0  时,f'(x)<0,f(x)单调递

减,显然x=0不是极大值点。

为什么取
1

a-1
呢? 因为既要保证1-x2>0,还需要保证大


于
1
a
,这里也不限于是

1
a-1

,也可以是
1

a-2
, 1
2a-1

,…,只

要能说明问题,存在性的说明找到即可。

综上,a∈(-∞,- 2)∪(2,+∞)。

【140】(1)见提示;
 

(2)-
1
6
。提示:

 

(1)
 

这一问较为简单,常


规操作,注意计算就行。

当a=0时,

 

f(x)=(2+x)ln(1+x)-2x,
 

f'(x)=

ln(1+x)-
x
1+x

。设函数g(x)=f'(x)=ln(1+x)-

x
1+x

,则g'(x)=
x

(1+x)2
。

当-1<x<0时,
 

g'(x)<0;
 

当x>0时,
 

g'(x)>0。故

当x>-1时,
 

g(x)≥g(0)=0,从而f'(x)≥f'(0)=0,
所以f(x)在(-1,+∞)上单调递增。又f(0)=0,故当

-1<x<0时,
 

f(x)<0;
 

当x>0时,
 

f(x)>0。
(2)

 

(i)
 

若a≥0,由(1)知,当 x>0时,
 

f(x)≥(2+
x)ln(1+x)-2x>0=f(0),显然这与x=0是f(x)的极

大值点矛盾。
(ii)

 

若a<0,我们自然清楚极值点是导数的变号零点,但


问题在于求导首先结构复杂,二来求导后的式子是个满足

f'(0)=0的恒等式。那么可以尝试在不改变极值点的前

提下能否简化函数解析式。然而该如何简化呢? 那必然是

孤立对数了。

设函数h(x)= f(x)

2+x+ax2
=ln(1+x)-

2x
2+x+ax2

。考


虑|x|<min1,

1
a  ,为何取这么个范围呢 ? 这里我

们选取包含0的一小段区间解决问题,进而说明x=0是

极大值点即可。那么这个范围怎么来的? 因为2+x+

ax2=(1+x)+(1+ax2),分别通过求解(1+x)>0,(1+

ax2)>0得-1<x,-

1
-a
<x<

1
-a
。因为我们需要
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的是包含0的区间,此刻当然是不等式取交集。这里只是

存在性说明,取满足两个不等式交集的子集就行。这里也

不用比较其具体大小了,就用最大最小符号表示,为了使表

达更容易,我们直接用-1<x<1和-

1
-a

<x<
1
-a


取交集得 max -1,-

1
-a  <x<min

1
-a

,1  即


x <min

1
-a
,1  ,也可以写成 x <min

1
a
,1  ,

此时
 

2+x+ax2>0,故h(x)与 f(x)符 号 相 同。又

h(0)=f(0)=0,故x=0是f(x)的极大值点当且仅当

x=0是h(x)的极大值点。

是不是还是不理解两个函数的极值点为什么一致呢? 那继

续探究,设x0 是f(x)=h(x)·g(x)的极大值点也是零

点,且h(x0)=0,g(x)≠0,那么h(x)=f(x)

g(x)
,则h'(x)=


f'(x)·g(x)-f(x)·g'(x)

g2(x)
,那 么 h'(x0)=


f'(x0)·g(x0)-f(x0)·g'(x0)

g2(x0)
,又f(x0)=f'(x0)=

0,则h'(x0)=0。
这里我们不妨取区间(m,n) 其中m<x0<n,(m,n)⊂

x x <min

1
a
,1     ,且 当 x∈(m,n)时 ,

h(x)≤0(当且仅当x=0时取“=”)。又2+x+ax2>0,

所以当x∈(m,x0)时,h(x)<h(x0)=0,同样当x∈(x0,
n)时,h(x)<h(x0)=0。x0 既满足h'(x0)=0,且两侧一
定范围内左侧递增,右侧递减。故x0 是h(x)极大值点。
(此处解说不一定那么严谨,但笔者尽可能地在给大家叙述
这部分的思路。)

h' (x)=

1
1+x -

22+x+ax2  -2x(1+2ax)
2+x+ax2  2

=

x2 a2x2+4ax+6a+1  
(x+1)ax2+x+2  2

。

接着讨论h'(x)正负的可能,进而得出h(x)的单调性和极

值的可能。

①
 

如果6a+1>0,则当0<x<-
6a+1
4a

(由4ax+6a+

1>0得 到),且|x|<min 1,
1
a  时,

 

h'(x)>0,

h(x)单调递增,故x=0不是h(x)的极大值点。

②
 

如果6a+1<0,则由韦达定理知a2x2+4ax+6a+1=
0 存 在 根 x1 <0,故 当 x ∈ x1,0  ,且|x|<

min1,
1
a  时,

 

h'(x)<0,所以x=0不是h(x)的极

大值点。

③
 

如果6a+1=0,则h'(x)=
x3(x-24)

(x+1)x2-6x-12  2
,则当

x∈(-1,0)时,
 

h'(x)>0;
 

当x∈(0,1)时,
 

h'(x)<0。

所以x=0是h(x)的极大值点,从而x=0是f(x)的极大

值点。

综上,
 

a=-
1
6
。

【141】(1)见提示;
 

(2)(0,1)。提示:
 

(1)
 

f(x)的定义域为

(0,+∞),f'(x)=
1
x-a

。

若a≤0,则f'(x)>0,所以f(x)在(0,+∞)上单调递增。

若 a>0,则 当 x ∈ 0,
1
a  时,f'(x)>0;

 

当 x ∈

1
a
,+∞  时,f'(x)<0。

所以,f(x)在 0,
1
a  单 调 递 增,在 1

a
,+∞  上 单 调

递减。
(2)

 

由(1)知,当a≤0时,f(x)在(0,+∞)上无最大值;
 

当

a>0时,f(x)在x=
1
a

处取得最大值,最大值为f
1
a  =

ln
1
a+a 1-

1
a  =-lna+a-1,因此f

1
a  >2a-2,

化简得
 

lna+a-1<0。令g(a)=lna+a-1,而g(a)在
(0,+∞)上单调递增,g(1)=0。于是,当0<a<1时,

g(a)<0;
 

当a>1时,g(a)>0。
因此,a的取值范围是(0,1)。

【142】(1)见提示;
 

(2)a=0,b=-1或a=4,b=1。提示:
 

(1)
 

f'(x)=6x2-2ax=2x(3x-a)。令f'(x)=0,得

x=0或x=
a
3
。此处出现了两个零点,那么就需要分类讨


论了。讨论什么,如何讨论呢? 无非是讨论导数在这两个

零点的正负而已,进而判断导数的正负。

①

 

当a>0时,a
3>0

,则当x∈(-∞,0)∪ a
3
,+∞  时,

 

f'(x)>0,f(x)单调递增;
 

当x∈ 0,
a
3  时,

 

f'(x)<0,f(x)单调递减。

②
 

当a=0时,a
3=0

,f(x)在(-∞,+∞)上单调递增。

③
 

当 a<0 时,则 当 x∈ -∞,
a
3  ∪ (0,+ ∞)时,

 

f'(x)>0,f(x)单调递增;
 

当x∈ a
3
,0  时,

 

f'(x)<0,
 

f(x)单调递减。

综上所述,当a>0时,f(x)在(-∞,0),
a
3
,+∞  上单

调递增,在 0,
a
3  上单调递减;

 

当a=0时,f(x)在(-∞,+∞)上单调递增;
 

当a<0时,f(x)在 -∞,
a
3  ,(0,+∞)上单调递增,在

a
3
,0  上单调递减。

(2)
 

根据第(1)问的结论讨论f(x)在[0,1]上的单调性,分
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别表示出最大值和最小值进而解方程组。

①

 

当a≤0时,由(1)知f(x)在[0,1]上单调递增,所以

f(x)在区间[0,1]上的最小值为f(0)=b=-1,最大值为

f(1)=2-a+b=1,解得a=0,b=-1,满足题意。

②
 

当a≥3时,a
3≥1

,由(1)知f(x)在[0,1]上单调递减,

所以f(x)在区间[0,1]上的最大值为f(0)=b=1,最小值

为f(1)=2-a+b=-1,解得a=4,b=1,满足题意。

③
 

当0<a<3时,0<
a
3<1

,由(1)知f(x)在 0,
a
3  上单

调递减,在 a
3
,1  上单调递增,那么f(x)在[0,1]上的最

小值为f
a
3  =-a3

27+b
,最大值为f(0)=b 或f(1)=

2-a+b。

若-
a3

27+b=-1
,b=1,则a=332,与0<a<3矛盾;

 

若-
a3

27+b=-1
,

 

2-a+b=1,则a=33或a=-33或

a=0,与0<a<3矛盾。
综上,当且仅当a=0,b=-1或a=4,b=1时,f(x)在
[0,1]上的最小值为-1,最大值为1。

【143】(1)见提示;
 

(2) 8
27
,2  。提示:

 

(1)
 

f'(x)=6x2-

2ax=2x(3x-a)。令f'(x)=0,得x=0或x=
a
3
。此

处出现了不确定,那么就需要分类讨论了。

①
 

当a>0时,a
3>0

,则当x∈(-∞,0)∪ a
3
,+∞  时,

 

f'(x)>0,f(x)单调递增;
 

当x∈ 0,
a
3  时,

 

f'(x)<0,

f(x)单调递减。

②
 

当a=0时,a
3=0

,f(x)在(-∞,+∞)上单调递增。

③
 

当a<0时,a
3<0

,则当x∈ -∞,
a
3  ∪(0,+∞)时, 

f'(x)>0,f(x)单调递增;
 

当x∈ a
3
,0  时,

 

f'(x)<0,
 

f(x)单调递减。

综上所述,当a>0时,f(x)在(-∞,0),
a
3
,+∞  上单

调递增,在 0,
a
3  上单调递减;

 

当a=0时,f(x)在(-∞,+∞)上单调递增;
 

当a<0时,f(x)在 -∞,
a
3  ,(0,+∞)上单调递增,在

a
3
,0  上单调递减。

(2)
 

当0<a<3时,由(1)知,
 

f(x)在 0,
a
3  上单调递减,

在 a
3
,1  上单调递增,所以f(x)在[0,1]上的最小值为

f
a
3  =-a

3

27+2
,最大值为f(0)=2或f(1)=4-a。

此处需要对不确定的f(0)=2和f(1)=4-a 的大小进行

讨论,分段函数是个不错的表达形式。

所以 m=-

a3

27+2
,M =

4-a, 0<a<2,
 
2, 2≤a<3, 

 

那 么 M -

m=
2-a+

a3

27
, 0<a<2,

a3

27
, 2≤a<3。











当0<a<2时,可知y=2-a+
a3

27
,y'=

a2

9-1<0
,所以

y=2-a+
a3

27
单调递减,故 M-m 的取值范围是 8

27
,2  。

当2≤a<3时,y=
a3

27
单调递增,所以 M-m 的取值范围

是 8
27
,1  。

综上,M-m 的取值范围是 8
27
,2  。

【144】(1)y=x 和y=x-
64
27
;

 

(2)见提示;
 

(3)-3。提示:
 

(1)
 

由题意得f'(x)=
3
4x2-2x+1。令f'(x)=1,即

3
4x2-2x+1=1,解得 x=0或 x=

8
3
。

  

又 f(0)=0,

f
8
3  =827,所以曲线y=f(x)的斜率为1的切线方程是

y=x 与y-
8
27=x-

8
3
,即y=x 和y=x-

64
27
。

(2)
 

这是道简单的函数求值域问题,但需要对不等式x-
6≤f(x)≤x 进行简单变形,通过观察知这个不等式每一

个部分各 减 去 x 可 得-6≤f(x)-x≤0。

令g(x)=

f(x)-x,
 

x∈[-2,4],由g(x)=
1
4x3-x2 得g'(x)=

3
4x2-2x,令g'(x)=0得x=0或x=

8
3
。

当x∈[-2,0)和 83,4 时,g'(x)>0,g(x)单调递增;
 

当x ∈ 0,83 时,g'(x)<0,g (x)单 调 递 减。

[g(x)]max=max{g(0),g(4)}=0(g(0)=g(4)=0),

[g(x)]min=min g(-2),g 8
3   =min -6,-6427 =

-6,所以-6≤g(x)≤0,即x-6≤f(x)≤x。

(3)
 

F(x)= 1
4x3-x2-a ,结合(2)的结论以及绝对值的

几何意义讨论F(x)的最值,由(2)知-6≤
1
4x3-x2≤0

 

。

当a<-3时,M(a)= 0-a =-a>3;
 

当a>-3时,M(a)= -6-a =a+6>3;
 

当a=-3时,M(a)=3。
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综上,当 M(a)最小时,a=-3。
 

【145】(1)见提示;
 

(2)[-2e
3
4,1]。提示:

 

(1)
 

f'(x)=2e2x-
aex-a2=(2ex+a)(ex-a),x∈R。
多项式的乘积正负问题在各自单调性确定的前提下,需要

讨论有无零点以及因零点分段产生的各自正负进而判断

乘积的正负。

①

 

若a=0,则f(x)=e2x 在(-∞,+∞)上单调递增。

②
 

若a>0,则由f'(x)=0得x=lna。
当x∈(-∞,lna)时,f'(x)<0,f(x)单调递减;

 

当x∈
(lna,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增。

③
 

若a<0,则由f'(x)=0得x=ln -
a
2  。

当x∈ -∞,ln -
a
2    时,f'(x)<0,f(x)单调递减;

 

当x∈ ln -
a
2  ,+∞  时,f'(x)>0,f(x)单调递增。

综上所述,当a=0时,f(x)在R单调递增;
 

当a>0时,所 以 f(x)在(-∞,lna)上 单 调 递 减,在
(lna,+∞)上单调递增;

 

当a<0时,
 

f(x)在 -∞,ln -
a
2    上 单 调 递 减,在

ln -
a
2  ,+∞  上单调递增。

(2)
 

f(x)≥0即[f(x)]min≥0,根据第(1)问的结果解决问

题即可。

①
 

若a=0,则f(x)=e2x,所以f(x)>0。

②
 

若a>0,则由(1)得[f(x)]min=f(lna)=-a2lna,所

以需-a2lna≥0,即0<a≤1时,f(x)≥0。

③
 

若 a<0,则 由 (1)得 [f(x)]min=f ln -
a
2    =

a2 3
4-ln -

a
2    

 

,所以需a2 3
4-ln -

a
2    ≥0,即

0>a≥-2e
3
4时,f(x)≥0。

综上,a的取值范围为 -2e
3
4,1  。

【146】(1)2x+y-2=0;
 

(2)(-∞,2]。提示:
 

(1)
 

由题意知

f(x)的 定 义 域 为 (0,+ ∞)。当 a=4 时,f(x)=

(x+1)lnx-4(x-1),f'(x)=lnx+
1
x -3

,f'(1)=-2,

f(1)=0,则曲线y=f(x)在(1,f(1))处的切线方程为

2x+y-2=0。
(2)

 

当 x ∈ (1,+ ∞)时,f(x)>0 等 价 于 lnx -
a(x-1)
x+1 >0。

为什么要如此操作? 是为了孤立对数,使得一次求导就告

别对数,但参数分离要注意不等号是否变号。

令g(x)=lnx-

a(x-1)
x+1

,则 g'(x)=
1
x -

2a
(x+1)2

=

x2+2(1-a)x+1
x(x+1)2

,且g(1)=0。

令p(x)=x2+2(1-a)x+1,则 Δ=4(1-a)2-4=
4a(a-2)。

①
 

当0≤a≤2时,Δ≤0,p(x)≥0,g'(x)≥0,所以g(x)
在(1,+∞)上单调递增,因此g(x)>g(1)=0。

②
 

当a>2或a<0时,Δ>0。令p(x)=0,得x1=a-1-

(a-1)2-1,x2=a-1+ (a-1)2-1。

ⓐ
 

当a<0时,由 韦 达 定 理 得 x1x2=1且 x1+x2=
2(a-1)<0,得 x1<x2<0,所 以 当 x∈(1,+∞)时,

p(x)>0,g'(x)>0,所以g(x)在(1,+∞)上单调递增,此
时g(x)>g(1)>0。

ⓑ
 

当a>2时,Δ>0,由x2>1和x1x2=1得x1<1,故当

x∈(1,x2)时,g'(x)<0,g(x)在x∈(1,x2)上单调递减,
则g(x)<g(1)=0。因 此,当 x∈(1,x2)时,g(x)<
g(1)=0不合题意。
当然也可以采用如下方式进行分类讨论,不同的分类结果

无非是不同的分类切入点产生的结果。

ⓐ

 

当a≤2时,此讨论点是怎么来的? 是通过和完全平方

公式比对出来的,是通过2(1-a)≥-2推理出来的。

当x∈(1,+∞)时,x2+2(1-a)x+1≥x2-2x+1>0,故

g'(x)>0,g(x)在(1,+∞)上单调递增,因此g(x)>0。
ⓑ

 

当a>2时,Δ=4(1-a)2-4=4a(a-2)>0,令

g'(x)=0,得 x1=a-1- (a-1)2-1,x2=a-1+

(a-1)2-1。

由x2>1和 x1x2=1得 x1<1,故 当 x∈(1,x2)时,
g'(x)<0,g(x)在(1,x2)上单调递减。因此,当x∈(1,

x2)时,g(x)<g(1)=0不合题意。

综上,a的取值范围是 -∞,2  。

【147】(1)c≥-1;
 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

不等式f(x)≤
2x+c转化为f(x)-2x-c≤0,构造新函数,利用导数求

出新函数的最大值,进而进行求解即可。


由题意知
 

x∈
(0,+∞),f(x)≤2x+c,即2lnx+1-2x-c≤0(*)。

设h(x)=2lnx+1-2x-c(x>0),则有h'(x)=
2
x -

2=
2(1-x)

x
。

当x>1时,h'(x)<0,h(x)单调递减;
 

当0<x<1时,

h'(x)>0,h(x)单调递增,所以h(x)max=h(1)=2ln1+
1-2×1-c=-1-c。
要想不等式(*)在(0,+∞)上恒成立,只需h(x)max≤0,
即-1-c≤0,解得c≥-1。

(2)
 

g(x)=
2lnx+1-(2lna+1)

x-a =
2(lnx-lna)

x-a
(x>0且

x≠a),g'(x)=
2(x-a-xlnx+xlna)

x(x-a)2
,设m(x)=2(x-

a-xlnx+xlna)。
对函数g(x)求导,把导函数g'(x)的分子构成一个新函数

m(x),毕竟分母恒正,分子控制着导数正负。再求导得到

m'(x),根据m'(x)的正负判断m(x)的单调性,进而确定

g'(x)的正负性,最后求出函数g(x)的单调性。
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m'(x)=2(lna-lnx)。
当x>a时,lnx>lna,所以m'(x)<0,m(x)单调递减,因
此有m(x)<m(a)=0,即g'(x)<0,所以g(x)单调递减。
当0<x<a 时,lnx<lna,所以 m'(x)>0,m(x)单调递

增,因此有m(x)<m(a)=0,即g'(x)<0,所以g(x)单
调递减。
所以,函数g(x)在区间(0,a)和(a,+∞)上单调递减,没
有递增区间。

【148】(1)见提示;
 

(2)[-1,1]。提示:
 

(1)
 

f'(x)=m(emx-
1)+2x。
对于出现的参数那势必是需要分类讨论的,而为什么对于

m 讨论的分点是0呢? 因为这样可以决定m 与emx-1各

自的正负。

若m=0,则f(x)=x2-1在(-∞,0)上单调递减,在
(0,+∞)上单调递增。
若m>0,则当x∈(-∞,0)时,m(emx-1)<0,f'(x)<0;

 

当x∈(0,+∞)时,m(emx-1)>0,f'(x)>0。
若m<0,则当x∈(-∞,0)时,m(emx-1)<0,f'(x)<0;

 

当x∈(0,+∞)时,m(emx-1)>0,f'(x)>0。
所以,

 

f(x)在(-∞,0)上单调递减,在(0,+∞)上单调

递增。
(2)

 

由(1)知,对 任 意 的 m,f(x)在[-1,0]上 单 调

递 减,在(0,1]上 单 调 递 增,故 f(x)在 x=0 处 取

得 最 小 值。 所 以 对 于 任 意 x1,
 

x2 ∈ [-1,1],
 

f x1  -f x2  ≤e-1的充要条件是

f(1)-f(0)≤e-1,

f(-1)-f(0)≤e-1, 即
em-m≤e-1,

e-m+m≤e-1。  ①
 

设函数g(t)=et-t-e+1,则g'(t)=et-1。
当t<0时,

 

g'(t)<0;
 

当t>0时,g'(t)>0,故g(t)在
(-∞,0)上单调递减,在(0,+∞)上单调递增。
又g(1)=0,

 

g(-1)=e-1+2-e<0,故当t∈[-1,1]时,
 

g(t)≤0。
当m∈[-1,1]时,

 

g(m)≤0,g(-m)≤0,即①式成立。
当m>1时,由g(t)的单调性得g(m)=em-m-e+1>
g(1)=0,即em-m>e-1。
当m<-1时,g(-m)=e-m+m-e+1>g(1)=e-1-
e+1=0,即e-m+m>e-1。
综上,

 

m 的取值范围是[-1,1]。

【149】(1)1;
 

(2)(-2-1,2-1)∪(1,+∞)。提示:
 

(1)
 

f'(x)=
a
x +

(1-a)x-b,由题意知f'(1)=0,解得b=1。

(2)
 

f(x)的定义域为(0,+∞),由(1)知
 

f(x)=alnx+
1-a
2 x2 - x,f' (x)=

a
x + (1 -a)x - 1 =

1
x
(1-a)(x-1)x-

a
1-a    。

因式分解是硬功夫,对于出现的不确定进一步讨论其各种可

能,分别通过讨论y=(1-a)(x-1)x-

a
1-a  的开口以

及两零点大小从而得到单调性。


①
 

若a≤
1
2
,则 a
1-a≤1

,故当x∈(1,+∞)时,
 

f'(x)>

0,
 

f(x)在(1,+∞)上单调递增。所以存在x0≥1,使得

f x0  <
a

a-1
的充要条件为f(1)<

a
a-1

,即1-a
2 -1<

a
a-1

,解得- 2-1<a< 2-1。

②
 

若
1
2 <a<1,则

a
1-a>1

,故 当 x∈ 1,
a
1-a  时,

f'(x)<0;
 

当x∈ a
1-a

,+∞  时,
 

f'(x)>0,
 

f(x)在 1,
a
1-a  上

单调递减,在 a
1-a

,+∞  上单调递增。所以存在x0≥1,

使得 f x0  <
a

a-1
的 充 要 条 件 为 f

a
1-a  < a

a-1
,而

f
a
1-a  =aln a

1-a+
a2

2(1-a)+
a

a-1>
a

a-1
,所以不合

题意。

③
 

若a>1,则f(1)=
1-a
2 -1=

-a-1
2 <

a
a-1

。

综上,
 

a的取值范围为(- 2-1,2-1)∪(1,+∞)。

【150】(1)f(x)=ex-x+
1
2x2,单调递增区间为(0,+∞),

单调递减区间为(-∞,0);
 

(2)
e
2
。提示:

 

(1)
  

f'(x)=

f'(1)ex-1-f(0)+x,f'(1)=f'(1)-f(0)+1,得

f(0)=1,所以f(x)=f'(1)ex-1-x+
1
2x2,f(0)=

f'(1)e-1=1,得f'(1)=e,则f(x)=ex-x+
1
2x2。

令g(x)=f'(x)=ex-1+x,则g'(x)=ex+1>0,所以

g(x)在 R 上 单 调 递 增,即 f'(x)在 R 上 单 调 递 增,且

f'(0)=0,那么当x∈(-∞,0)时,f'(x)<0,f(x)单调递

减;
 

当x∈(0,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增,所以

f(x)=ex-x+
1
2x2,单调递增区间为(0,+∞),单调递

减区间为(-∞,0)。

(2)
 

f(x)≥
1
2x2+ax+b,即h(x)=ex-(a+1)x-b≥

0,则h'(x)=ex-(a+1)。

①
 

当a+1≤0时,h'(x)>0,h(x)在R上单调递增。
这里我们可以通过极限预判当x→-∞时,h(x0)<0,显
然与h(x)≥0矛盾,所以我们需要找点去进行否定,该如

何找呢? 我们往0的左侧找,当x<0时,ex<1,此时ex-
(a+1)x-b<1-b-(a+1)x,当1-b-(a+1)x<0时,

解得x<

1-b
1+a

,故当x<min0,
1-b
1+a  时,h(x)=ex-


(a+1)x-b<0。

取x0<min0,
1-b
1+a  时,h(x0)=e

x0-

(a+1)x0-b<1-(a+1)x0-b<0,这与h(x)≥0矛盾。

②
 

若a+1>0时,若x>ln(a+1),h'(x)>0,h(x)单调递
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增,若x<ln(a+1),h'(x)<0,h(x)单调递减,所以需

h(x)min=h(ln(a+1))=(a+1)-(a+1)ln(a+1)-b≥

0,则(a+1)b≤(a+1)2-(a+1)2ln(a+1)。令F(x)=
x2-x2lnx(x>0),则F'(x)=x(1-2lnx)(其中x>0),

当0<x< e,F'(x)>0;
 

当 x> e,F'(x)<0,所 以

F(x)max=F(e)=
e
2
。

此时a+1=e,即a=e-1,而b≤e-elne=
e
2
,因此

当a=e-1,b=
e
2

时,(a+1)b的最大值为
e
2
。

【151】(1)在R上单调递增;
 

(2)2;
 

(3)
 

0.693。提示:
 

(1)
 

f'(x)=

ex+e-x-2≥2· ex·e-x -2=0,所以f(x)在 R上单

调递增。
(2)

 

g(x)=f(2x)-4bf(x)=e2x-e-2x-4x-4b(ex-
e-x-2x),g'(x)=2e2x+2e-2x-4-4b(ex+e-x-2)=
2(ex+e-x-2)(ex+e-x+2-2b),

 

当 x>0时,ex +
e-x-2>0。

①
 

当b≤2时,ex+e-x+2-2b>0,则g'(x)=2(ex+
e-x-2)(ex+e-x+2-2b)>0,则g(x)在(0,+∞)上单

调递增,g(0)=0,故当b≤2,x>0时,g(x)>0。

②
 

当b>2 时,当 2<ex +e-x <2b-2,即 0<x<

ln(b-1+ b2-2b)时,g' (x)< 0,即 g (x)在

(0,ln(b-1+ b2-2b))上 单 调 递 减,则 g(ln(b-1+

b2-2b))<g(0)=0,不合题意。
综上,bmax=2。

(3)
 

由(2)得g(ln2)=(4b-2)ln2+
3
2-22b

。

①
 

当b=2时,g(ln2)=6ln2+
3
2-4 2>0

,解得ln2>

82-3
12 >0.6928。

②
 

当b>2时,由ln(b-1+ b2-2b)=ln2计算得b=

32
4 +1,即当b=

32
4 +1时,g(ln2)=(4b-2)ln2+

3
2-

22b=-
3
2 -2 2+

(3 2+2)ln2<0,解 得ln2<

18+ 2
28 <0.6934。

综上,0.6928<ln2<0.6934,所以ln2的近似值为0.693。
【152】(1)见提示;

 

(2)(-∞,0]。提示:
 

(1)
 

当a=1时,

f(x)=x-
sinx
cos2x

,f'(x)=
cos3x+cos2x-2

cos3x
,当 x∈

0,
π
2  时,cos3x+cos2x-2<0,所以f'(x)<0,f(x)单

调递减。

(2)
 

f(x)+sinx<0,即g(x)=ax-
sinx
cos2x

+sinx=ax-

sin3x
cos2x

<0,则 g'(x)=a-
3sin2xcos3x+2sin4xcosx

cos4x
,

g(0)=0,g'(0)=a。

当a>0时,g'(0)=a>0,则存在x0∈ 0,
π
2  ,使得当

x∈(0,x0)时,g'(x)>0,g(x)单调递增,则有g(x)>
g(0)=0,不合题意。

当a≤0时,g(x)=ax-
sin3x
cos2x

≤-
sin3x
cos2x

,而 当 x∈

0,
π
2  时,sin3x>0,cos2x>0,则g(x)<0,满足题意。

综上,a∈(-∞,0]。
【153】(1)见提示;

 

(2)(-∞,3]。提 示:
 

(1)当a=8时,

f(x)=8x-
sinx
cos3x

,f'(x)=
(2cos2x-1)(4cos2x+3)

cos4x
,

故当x∈ 0,
π
4  时,f'(x)>0,f(x)单调递增;

 

当x∈

π
4
,π
2  时,f'(x)<0,f(x)单调递减。

(2)
 

方法一(必要性解题):
  

f(x)<sin2x,即g(x)=ax-
sinx
cos3x

-sin2x<0,则g'(x)=a-
3-2cos2x
cos4x

-2cos2x=

a+2-
3
cos4x

+
2
cos2x

-4cos2x,g(0)=0,g'(0)=a-3。

当a>3时,g'(0)=a-3>0,则存在x0∈ 0,
π
2  ,使得

g'(x)>0,g(x)单调递增,则有g(x)>g(0)=0,不合

题意。

当a≤3时,g'(0)=a-3≤0,g'(x)≤5-
3
cos4x

+
2
cos2x

-

4cos2x=
-(cos2x-1)2(4cos2x+3)

cos4x
,当x∈ 0,

π
2  时,

g'(x)<0,g(x)单调递减,所以g(x)<g(0)=0,满足

题意。
综上,a∈(-∞,3]。
方法二(换元+复合函数):

  

f(x)<sin2x,即g(x)=ax-
sinx
cos3x

-sin2x<0,g'(x)=a-
3-2cos2x
cos4x

-2cos2x=a+

2-
3
cos4x

+
2
cos2x

-4cos2x。

令cos2x=t∈(0,1),构造函数h(t)=a+2-
3
t2
+
2
t -

4t(t∈(0,1)),则h'(t)=
6
t3
-
2
t2
-4=

-4t3-2t+6
t3

=

-4(t3-1)-2(t-1)
t3

=
-2(t-1)(2t2+2t+3)

t3
>0,故

h(t)在t∈(0,1)上单调递增,所以h(t)<h(1)=a-3。

当a≤3时,h(t)<0,g'(x)<0,则当x∈ 0,
π
2  ,g(x)单

调递减,所以g(x)<g(0)=0,满足题意。
当a>3时,h(1)>0,通过x→0-可以判断h(t)<0,那就
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得接着找能使h(t)<0的点,并不是完全求解不等式,而是

存在性求解,找到即可,逆向寻找,a+2-

3
t2
+
2
t-4t<0

,


a+2-

3
t2
+
2
t -4t=a+2-

4t3-2t+3
t2

<a+2-


4t3+1
t2

<a+2-
1
t2
<0,解得0<t<

1
a+2

,


取0<t0<

1
a+2

,h(t0)=a+2-
3
t20
+
2
t0
-4t0 =a+2-

4t30-2t0+3
t20

<a+2-
4t30+1
t20

<a+2-
1
t20
<0,由零点存在

定理知,存在t1∈(0,1),使得h(t1)=0。
当t∈(0,t1)时,h(t)<0;

 

当t∈(t1,1)时,h(t)>0,即存

在φ,使得cos2φ=t1∈(0,1),当x∈(0,φ)时,g'(x)>0,

g(x)单调递增。
故当x∈(0,φ)时,g(x)>g(0)=a-3>0,不合题意。
综上,a∈(-∞,3]。

2.3 零点问题

【154】4。提示:
 

f(x)+g(x)=

-lnx, 0<x≤1,

lnx+2-x2, 1<x≤2,

lnx+x2-6, x>2,







 易

得f(x)+g(x)在(0,1]上单调递减,在(2,+∞)上单调递

增。而 在 (1,2]上 看 不 出 来 单 调 性,那 就 导 数 助 阵,

[f(x)+g(x)]'=
1
x -2x =

1-2x2

x
,显 然 f (x)+

g(x)在(1,2]上单调递减,f(x)+g(x)
 

图像大致如图1
所示,则|f(x)+g(x)|的图像如图2所示,可得方程实数

根有4个。

图 1 图 2

【155】A。提示:
 

显然x=0不是f(x)的零点,那么我们对

ax3-3x2+1=0分离常数处理,得a=-
1
x3
+
3
x
。再通

过换元简化结构,设t=
1
x
≠0,则a=-t3+3t,y=a 与

a=-t3+3t 有 一 个 公 共 点。令 g(t)=-t3+3t,则

g'(t)=-3t2+3,令g'(t)=0,
得 t = ± 1,则 g (t)在

(-∞,-1),(1,+∞)上单调递

减,在(-1,1)上单调递增,可作

g(t)的图像如图所示,从而y=
a与a=-t3+3t有一个公共

点,即a∈(-∞,-2)。故选A。
【156】D。提 示:

 

由 题 意 可 知 存 在 唯 一 的 整 数 x0,使 得

e
x0 2x0-1  <ax0-a,设g(x)=ex(2x-1),

 

h(x)=

ax-a,由g'(x)=ex(2x+1)可知g(x)在 -∞,-12 
上 单 调 递 减,在 - 1

2
,

+∞  

上单调递增,作出g(x)

与h(x)的大致图像如图所

示,故 h(0)>g(0),

h(-1)≤g(-1), 即

a<1,

-2a≤-
3
e
, 所以

3
2e≤a<

1。故选D。
【157】-3。提示:

 

由题意得f'(x)=6x2-2ax=2x(3x-a)
(x>0)。
若a≤0,f'(x)>0,则f(x)在(0,+∞)上单调递增,即

f(x)>f(0)=1,此时f(x)在(0,+∞)上无零点。

若a>0,当x∈ 0,
a
3  时,f'(x)<0,f(x)单调递减;

 

当

x∈ a
3
,+∞  时,f' (x)>0,f (x)单 调 递 增。

[f(x)]min=1-
a3

27
,而f(x)在(0,+∞)内有且只有一个

零点,即1-
a3

27=0
,解得a=3,此时f'(x)=6x2-2ax=

6x(x-1)(-1≤x≤1),易得f(x)在[-1,0)上单调递增,
在(0,1]上单调递减。而f(-1)=-4,f(0)=1,f(1)=
0,所以[f(x)]min=-4,[f(x)]max=1,则[f(x)]min+
[f(x)]max=-3。

【158】D。提示:
 

f'(x)=lnx+1-2ax(x>0)。

若a≤0,令g(x)=lnx+1-2ax(x>0),则g'(x)=
1
x -

2a=
1-2ax

x >0,故 g(x)在(0,+∞)上 单 调 递 增,则

f'(x)=lnx+1-2ax 在(0,+∞)上单调递增,此时f'(x)
至多有一个零点,不合题意。

若a>0,令g(x)=lnx+1-2ax(x>0),则g'(x)=
1
x -

2a(x >0),故 g (x)在 0,
1
2a  上 单 调 递 增,在

1
2a
,+∞  上单 调 递 减,则 g

1
2a  =ln 12a+1-2a·

1
2a=-ln2a

,则需-ln2a>0,解得0<a<
1
2
,此时

1
2a∈

(1,+∞),故当0<a<
1
2

时,f'(x)=0有两个根x1,x2,

且x1<
1
2a<x2

,所以f(x)在(0,x1)上和(x2,+∞)上单

调递减,在(x1,x2)单调递增。又f'(1)=1-2a>0,故
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f(x1)<f(1)=-a<0,f(x2)>f(1)=-a>-
1
2
。故

选D。
若在高考中选择题或填空题里遇到此题,可以结合极限大

致判断可能出现的正负,但平时还是要多练习找点问题。


【159】
1
e<a<1。提示:

 

f(x)=2ax -ex2,则 f'(x)=

2axlna-2ex,f″(x)=2(axln2a-e)。
若a>1,则f″(x)=2(axln2a-e)单调递增,令f″(x0)=

0,可得x0=loga
e
ln2a

,则当x∈(-∞,x0)时,f″(x)<0;
 

当x∈(x0,+∞)时,f″(x)>0。若f'(x0)>0,则f(x)不
存在极值点;

 

若f'(x0)<0,则x1,x2 分别为极大值点和

极小值点,这与题意矛盾。
若0<a<1,则 f″(x)=2(axln2a-e)单 调 递 减,令

f″(x0)=0,可得x0=loga
e
ln2a

,则当x∈(-∞,x0)时,

f″(x)>0;
 

当x∈(x0,+∞)时,f″(x)<0。若f'(x0)<

0,则 f(x)不 存 在 极 值 点,所 以 f'(x0)>0,即
2e
lna-

2eloga
e
ln2a

>0,则 有
1
lna >

1-ln(ln2a)
lna

,进 一 步 可 得

ln(ln2a)<0,解得ln2a<1,则-1<lna<1,即
1
e<a<e

,

又0<a<1,即
1
e<a<1

。此时x1<x2,且x1 为极小值

点,x2 为极大值点,符合题意。

【160】B。提示:
 

方法一(分类讨论):
  

f'(x)=3x2+a。

①
 

若a≥0,则f'(x)≥0,f(x)在 R上单调递增,故f(x)
至多一个零点。

②
 

若a<0,当x∈ -∞,- -
a
3  和 -

a
3
,+∞ 

时,f'(x)>0,f(x)单 调 递 增;
 

当 x∈ - -
a
3
,

-
a
3 时,f'(x)<0,f(x)单

调递减,则f(x)=x3+ax+2存

在 三 个 零 点, 则 需

f - -
a
3  >0,

f -
a
3  <0,











经 计 算 得

a<-3。故选B。
方法二(参数分离):

  

显然x=0不是f(x)=x3+ax+2的

零点,则f(x)=x3+ax+2的零点个数即方程-a=x2+
2
x

的根的个数。令g(x)=x2+
2
x
(x≠0),则g'(x)=

2x-
2
x2
=
2(x3-1)

x2
(x≠0),当x∈(-∞,0)和(0,1)时,

g'(x)<0,g(x)单调递减;
 

当x∈(1,+∞)时,g'(x)>0,

g(x)单调递增,g(x)草图如图所示,方程-a=x2+
2
x

有

三个根,则需-a>g(1)=3,即a<-3。故选B。

【161】 (1)见 提 示;
 

(2)a>
1
e
。提 示:

 

(1)
 

f'(x)=

2ax+3  (ax-1)
x

(x>0),其中2ax+3>0,当0<x<
1
a

时,f'(x)<0;
 

当x>
1
a

时,f'(x)>0,所以f x  的减区

间为 0,
1
a  ,增区间为 1

a
,+∞  。

(2)
 

根据(1)的单调性可得f x  min>0,从而可求得a 的

取值范围。

由(1)中 函 数 的 单 调 性 可 得 f x  min=f
1
a  =3-

3ln
1
a=3+3lna

,故3+3lna>0,即a>
1
e
。

【162】(1)见提示;
 

(2)见提示;
 

(3)存在,2个。提示:
 

(1)
 

当

k=-1时,f(x)=x-ln(1+x),f'(x)=1-
1
1+x=

x
1+x

(x>-1),当x∈(-1,0)时,f'(x)<0,f(x)单调递减;
 

当x∈(0,+∞),f'(x)>0,f(x)单调递增。
所以f(x)在(-1,0)上单调递减,在(0,+∞)上单调递增。

(2)
 

f'(x)=1+
k
1+x

,f'(t)=1+
k
1+t

,则切线方程为

y-f(t)= 1+
k
1+t  (x -t),将 (0,0)代 入 可 得

-f(t)=-t1+
k
1+t  ,即f(t)=t1+

k
1+t  ,又f(t)=

t+kln(1+t),则t+kln(1+t)=t+t
k
1+t

,即ln(1+t)-

t
1+t=0

。

若切线l 经过(0,0),则关于t 的方程在t>0有解。


令

g(t)=ln(1+t)-
t
1+t

(t>0),方程在t>0有解转化为函


数
 

y=g(t)在t>0有零点。g'(t)=
t

(1+t)2
>0


,所以

g(t)在(0,+∞)上单调递增,那么g(t)>g(0)=0,因此

g(t)在(0,+∞)无零点,即ln(1+t)-
t
1+t=0

无解,直线

l不过(0,0)。

(3)
 

当k=1时,f(x)=x+ln(1+x),f'(x)=1+
1
1+x>0

。

S△ACO=
1
2tf

(t),设B(0,b),由(2)知b≠0,所以b>0,则切

线l的方程为y-t-ln(t+1)= 1+
1
1+t  x-t  ,则b=

ln(1+t)-
t

t+1
。

由2S△ACO=15S△ABO,得2tf(t)=15tln(1+t)-
t

t+1  ,






























































































43 答案详解



即13ln(1+t)-2t-15
t
1+t=0

,令h(t)=13ln(1+t)-

2t-
15t
1+t

(t>0),h'(t)=
13
1+t-2-

15
(t+1)2

=

(-2t+1)(t-4)
(t+1)2

,当t∈ 0,
1
2  和(4,+∞)时,h'(t)<0,

ht  单调递减;
 

当t∈ 1
2
,4  时,h'(t)>0,此时ht  单

调递增,h(0)=0,h 1
2  <h(0)=0,h(4)=13ln5-20>

13×1.6-20=0.8>0。
还得找t0>4,使得h(t0)>0,可以依托于提示数据分别使

用ln3,ln5,ln7,2ln3=ln9=ln(8+1),2ln5=ln25=ln(24+

1),2ln7=ln49=ln(48+1),…,所以可以取h(8),h(24),

h(48),…,不唯一,h(8)=13ln9-16-

15×8
9 =26ln3-


16-

40
3<26×1.1-16-

40
3=12.6-

40
3<0


,由零点存在性

定理知,存在t1∈
1
2
,4  ,在t2∈(4,8),使得h(t1)=

h(t2)=0。
所以h(t)有两个零点,即满足2S△ACO=15S△ABO 的点A
有两个。

【163】(1)1;
 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=3x2-6x+a,

f'(0)=a,曲线y=f(x)在点(0,2)处的切线方程为y=

ax+2。由题设得-
2
a=-2

,所以a=1。

(2)
 

由(1)知f(x)=x3-3x2+x+2,设g(x)=f(x)-
kx+2=x3-3x2+(1-k)x+4,由题意知1-k>0。此时

(1-k)x 的正负由x 决定,所以把定义域分段而后分步骤

探究函数的单调性和正负。

当x≤0时,g'(x)=3x2-6x+1-k>0,g(x)单调递增,
且g(-1)=k-1<0,g(0)=4,所 以 g(x)=0在

-∞,0  上有唯一实根。
当x>0时,g(x)=x3-3x2+4+(1-k)x>h(x)=x3-
3x2+4。

h'(x)=3x2-6x=3x(x-2),h(x)在(0,2)上单调递减,
在(2,+∞)上单调递增,所以g(x)>h(x)≥h(2)=0,故

g(x)=0在(0,+∞)上没有实根。
综上,g(x)=0在R有唯一实根,即曲线y=f(x)与直线

y=kx-2只有一个交点。

【164】证明:
 

(1)
 

f'(x)=
x-1
x +lnx-1=lnx-

1
x
(x>0)。

因为y=lnx 单调递增,y=-
1
x

单调递增,所以f'(x)单

调递增。又f'(1)=-1<0,
 

f'(2)=ln2-
1
2=

ln4-1
2 >

0,故由零点存在定理知∃x0∈(1,2),使得f' x0  =0。
而当0<x<x0 时,

 

f'(x)<0,
 

f(x)单调递减;
 

当x>x0
时,

 

f'(x)>0,
 

f(x)单调递增。
因此,

 

f(x)存在唯一的极值点。

(2)
 

由(1)知f x0  <f(1)=-2,又f e2  =e2-3>0,
所以f(x)=0在 x0,+∞  内存在唯一根,设其为t,即

f(t)=(t-1)lnt-t-1,则有t>x0>1得
1
t<1<x0

。那

么f
1
t  = 1

t-1  ln1t -1t -1=(t-1)lnt-t-1t =

f(t)
t =0,故

1
t

是f(x)=0在 0,x0  的唯一根。

综上,
 

f(x)=0有且仅有两个实根,且两个实根互为倒数。
【165】(1){1};

 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=ex-a,当x<
lna时,f'(x)<0,f(x)单调递减;

 

当x>lna 时,f'(x)>
0,f(x)单调递增,所以f(x)min=f(lna)=a-alna。于

是对一切x∈R,f(x)≥1恒成立,则需a-alna≥1。令

g(t)=t-tlnt,则g'(t)=-lnt。当0<t<1时,g'(t)>
0,g(t)单调递增;

 

当t>1时,g'(t)<0,g(t)单调递减,故

g(t)max=g(1)=1。因此,当且仅当a=1时,a-alna≥1
成立。
综上所述,a的取值集合为{1}。

(2)
 

由 题 意 知 k=
f(x2)-f(x1)

x2-x1
=
e
x2-e

x1

x2-x1
-a,

令φ(x)=f'(x)-k=ex -
e
x2-e

x1

x2-x1
,则 φ(x1)=

-
e
x1

x2-x1
[e

x2-x1-(x2-x1)-1],φ(x2)=
e
x2

x2-x1
[e

x1-x2-

(x1-x2)-1]。

令F(t)=et-t-1,则F'(t)=et-1。
当t<0时,F'(t)<0,F(t)单调递减;

 

当t>0时,F'(t)>
0,F(t)单调递增,故F(t)>F(0)=0,即et-t-1>0,从

而e
x2-x1-(x2-x1)-1>0,e

x1-x2-(x1-x2)-1>0,

又
e
x1

x2-x1
>0,

e
x2

x2-x1
>0,所以φ(x1)<0,φ(x2)>0。因

为函数y=φ(x)在区间[x1,x2]上的图像是连续不断的一

条曲线,所以存在x0∈(x1,x2)使φ(x0)=0,即f'(x0)=
k成立。

【166】(1)-
3
4
;

 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

利用导数的几何意义

得到f'
1
2  =0,解方程即可。

f'(x)=3x2+b,
 

f'
1
2  =0,即3× 1

2  2+b=0,则
b=-

3
4
。

(2)
 

由(1)可得f(x)=x3-
3
4x+c,f'(x)=3x2-

3
4=

3x+
1
2  x-

1
2  ,令f'(x)>0,得x>

1
2

或x<-
1
2
;

 

令f'(x)<0,得-
1
2<x<

1
2
,所以f(x)在 -12,12 

上单调递减,在 -∞,-
1
2  和 12,+∞ 上单调递增,且
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f(-1)=f
1
2  =c-14,f -

1
2  =f(1)=c+14。

①
 

当f -
1
2  =c+ 14 <0或 f

1
2  =c- 14 >0,即

c<-
1
4

或c>
1
4

时,f(x)只有一个大于1或者只有一个

小于-1的零点。

②
 

当c=-
1
4

或c=
1
4

时,f -
1
2  =f(1)=c+

1
4=0

或f(-1)=f
1
2  =c-14=0,f(x)有两个零点-

1
2
,1

或-1,
1
2
。

③
 

当-
1
4<c<

1
4

时,此时f(-1)=f
1
2  =c-14<0,

f -
1
2  =f(1)=c+14>0,则f(x)有三个零点x1,x2,

x3,且x1∈ -1,-
1
2  ,x2∈ -

1
2
,1
2  ,x3∈ 1

2
,1  。

综上,若f(x)有一个绝对值不大于1的零点,则f(x)所有

零点的绝对值都不大于1。

【167】(1)见提示;
 

(2)0,
4
27  。提示:

 

(1)
 

f'(x)=3x2-k,

对k分k≤0和k>0两种情况讨论即可;
 

当k≤0时,f'(x)≥0恒成立,所以f(x)在(-∞,+∞)上
单调递增。

当k>0时,令 f'(x)<0,得-
k
3 <x<

k
3
;

 

令

f'(x)>0,得 x<-
k
3

或 x>
k
3
,所 以 f(x)在

-
k
3
, k
3  上 单 调 递 减,在 -∞,-

k
3  ,

k
3
,+∞  上单调递增。

(2)
 

由 题 知 f(x)有 三 个 零 点,由 (1)知 k>0,且

f -
k
3  >0,

f k
3  <0,











即
k2+

2
3k

k
3 >0

,

k2-
2
3k

k
3 <0

,











解 得 0<

k<
4
27
,此时 k>

k
3
,这里的 k是怎么找出来的? 因为


k2>0,所以只需x3-kx=0,解得x= k,且 k>
k
3
,


f(k)=k2>0,所以f(x)在 k

3
,k  上有唯一一个零

点,那 么 x< -
k
3

的 部 分 如 何 找 呢? 因 为 -1<

-
k
3 <0

时,f(-1)=-1+k+k2= k+
1
2  2-54<

4
27+

1
2  2-54<1-54<0。

所以,f(x)在 -1,-
k
3  上有唯一一个零点,又f(x)

在 -
k
3
, k
3  上有唯一一个零点,所以f(x)有三个

零点。

综上可知,k的取值范围为 0,
4
27  。

【168】见提示。提示:
 

(1)
 

当a=3时,f(x)=
1
3x3-3x2-

3x-3,f'(x)=x2-6x-3。令f'(x)=0,解得x=3-

23或x=3+23。

当x∈(-∞,3-23)∪(3+23,+∞)时,f'(x)>0;
 

当

x∈(3-23,3+23)时,f'(x)<0,故f(x)在(-∞,3-

23),(3+23,+∞)上单调递增,在(3-23,3+23)上
单调递减。
(2)

 

因 为 x2+x+1>0,所 以 f(x)=0,即 g(x)=
x3

x2+x+1
-3a=0。设 g(x)=

x3

x2+x+1
-3a,则

g'(x)=
x2(x2+2x+3)
(x2+x+1)2

≥0,仅当x=0时g'(x)=0,所

以g(x)在(-∞,+∞)上单调递增。故g(x)至多有一个

零点。
函数单调如何找点呢? 通过观察分母x2+x+1>0,且这

个式子 在 x3-1=(x-1)(x2+x+1)有 所 体 现,则

g(x)=

x3

x2+x+1
-3a>

x3-1
x2+x+1

-3a=x-1-3a=0,

令x-1-3a=0,得x=1+3a。
取m=3a+1,则g(m)=

m3

m2+m+1
-3a>

m3-1
m2+m+1

-

3a=(m-1)-3a=0。
“为正”找到了,“为负”呢? “为负”必然在x=1+3a的左

侧,如果选择x=3a,则可以通过

x3

x2+x+1
分子变大放缩


成x 来检验,而(x2+x+1)x=x3+x2+x,分子放缩需

要增加x2+x,但x2+x 正负不定,放缩时不等号方向没

法确定,那就继续考虑x=3a-1,此时需

x3

x2+x+1
通过分


子变大放缩=x+1,而(x2+x+1)(x+1)=x3+x2+
(x+1)2,且x2+(x+1)2>0,符合判断。

因此,g(x)=

x3

x2+x+1
-3a<

x3+x2+(x+1)2

x2+x+1
-3a=

(x2+x+1)(x+1)
x2+x+1

-3a=(x+1)-3a。

取 n = 3a - 1,则 g (n)=
n3

n2+n+1
- 3a <

n3+n2+(n+1)2

n2+n+1
-3a=

(n2+n+1)(n+1)
n2+n+1

-3a=(n+

1)-3a=0,所以g(x)在(3a-1,3a+1)上有一个零点。
综上,f(x)只有一个零点。

【169】(1)-1;
 

(2)(0,+ ∞)。提 示:
 

(1)
 

当 a=0 时,






























































































63 答案详解



f(x)=-
1
x -lnx,f'(x)=

1-x
x2

,当 x∈(0,1)时,

f'(x)>0;
 

当x∈(1,+∞)时,f'(x)<0,所以f(x)在
(0,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调递减,故f(x)max=
f(1)=-1。

(2)
 

f'(x)=a+
1
x2
-

a+1
x =

ax2-(a+1)x+1
x2

=

(ax-1)(x-1)
x2

(x>0)。

若a≤0,当x∈(0,1),f'(x)>0;
 

当x∈(1,+∞)时,

f'(x)<0,所以f(x)在(0,1)上单调递增,在(1,+∞)上
单调递减,故f(x)max=f(1)=a-1<0,f(x)无零点,不
合题意,舍去。

若a=1,f'(x)=
(x-1)2

x2
≥0,所以f(x)在(0,+∞)上单

调递增,且f(1)=a-1=0,所以f(x)有唯一零点。

若0<a<1,
1
a>1

,当x∈(0,1)和 1
a
,+∞  ,f'(x)>0; 

当x∈ 1,
1
a  时,f'(x)<0,所 以 f(x)在(0,1)和

1
a
,+∞  上单调递增,在x∈ 1,

1
a  上单调递减,此时

f(1)=a-1<0,f
1
a  <f(1)<0,当x>

1
a

时,f(x)=

ax-
1
x-

(a+1)lnx>ax-a-(a+1)lnx>ax-a-

(a+1)x,此时可以让
ax
2>a

,ax
2>

(a+1)x,解得x>


2,x >
4(a+1)2

a2
,4
(a+1)2

a2
= 4 +

4
a2

+
8
a > 2,

4(a+1)2

a2
>
1
a
。


这里使用了lnx< x 进行放缩,因为lnx≤

x
e<

x
2
,故


ln x<

x
2
,即lnx< x。


取x1=

4(a+1)2

a2
,则f(x1)=ax1-

1
x1
-(a+1)lnx1>

ax1-a - (a +1) x1 >
ax1
2 -a  + ax1

2 -

(a+1) x1 >0,所以f(x)在
1
a
,x1  上有唯一零点。

若a>1,0<
1
a<1

,当x∈ 0,
1
a  和(1,+∞)时,f'(x)>

0;
 

当x∈ 1
a
,1  时,f'(x)<0,所以f(x)在 0,

1
a  和

(1,+∞)上单调递增,在 1
a
,1  上单调递减,此时f(1)=

a-1>0,f
1
a  >f(1)>0。

当x<
1
a

时,由(1)知-lnx<
1
x -1

,所以f(x)=ax-

1
x - (a +1)lnx <ax -

1
x - (a +1) 1

x-1  =
ax2+(a+1)x-(a+2)

x
,此时可以让ax2<a+1(0<x<


1恒成立),(a+1)x<1,解得x<
1

a+1
,


取x2=

1
a+1

,则

f(x2)=ax2 -
1
x2
- (a +1)lnx2 <ax2 -

1
x2
-

(a+1) 1x2
-1  =[ax

2
2-(a+1)]+[(a+1)x2-1]

x <0,

所以f(x)在 0,
1
a  上有唯一零点。

综上,当a∈(0,+∞)时,f(x)恰有一个零点。

【170】(1)见提示;
 

(2) 1e
,+∞  。提示:

 

(1)
 

将a=1代入


函数解析式,对函数求导,分别令导数大于零和小于零,求

得函数的单调增区间和减区间。

当a=1时,f(x)=ex-(x+2),f'(x)=ex-1,令

f'(x)<0,解得x<0,令 f'(x)>0,解 得 x>0,所 以

f(x)的单 调 递 减 区 间 为(-∞,0),单 调 递 增 区 间 为

(0,+∞)。
(2)

 

f'(x)=ex-a。

①
 

若a≤0,则f'(x)>0,f(x)在R上单调递增,至多有一

个零点,不合题意。

②
 

若a>0,当x∈(-∞,lna)时,f'(x)<0,f(x)单调递

减,当x∈(lna,+∞,)时,f'(x)>0,f(x)单调递增,此时

[f(x)]min=f(lna)=e
lna-a(lna+2)=-a(lna+1)。因

为f(x)有两个零点,故-a(lna+1)<0,即a>
1
e
。

此时最小值为负能说明函数有两个零点吗? 那显然是不能

的,为什么?

零点存在定理告诉我们单调且两端异号才能存在零点,所

以还缺两个在极值点两侧为正的点。接着就该找点了。当

a>

1
e

时,lna>-1,
 

f(-2)=e-2>0,为什么会想到取

-2呢? 因为参数干扰判断,而且-2带进去就可以直接把

参数消了。接着我们需要在极值点右侧找点了,这要靠平

时的积累记忆,也要结合第(1)问或是原函数结构赋予参数

特值而后生成特定范围的不等式,再在找点放缩中进一步

使用。

又f(-2)=e-2>0,由(1)知y=ex-(x+2)在(0,+∞)
上单调递增,则y=ex-(x+2),而yx=2=e

2-4>0,故当

x>2时,ex>x+2,则f(x)=ex-a(x+2)=e
x
2·e

x
2-

a(x+2)>e
x
2 x
2+2  -a (x +2)=e

x
2 x
2+2  -

2a x
2+1  。

这里我们考虑逆向使用不等式的同向同正可乘性,因为

x
2+2>

x
2+1>0

,只需e
x
2>2a,解得x>2ln(2a)。
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所以当
x
2>2

且x>2ln(2a),即当x>max{4,2ln(2a)}时

f(x)=ex -a(x +2)=e
x
2 ·e

x
2 -a(x +2)>

eln(2a) x
2+2  -a (x +2)=2a >0,即 f (x)在

(-∞,lna)和(lna,+∞,)上分别有一个零点。

此时f(x)有两个零点,故a∈ 1
e
,+∞  。

【171】(1)见提示;
 

(2)
e2

4
。提示:

 

(1)
 

当a=1时,证f(x)≥1

即证 x2+1  e-x-1≤0。
设g(x)= x2+1  e-x -1,则 g'(x)=-(x2-2x+
1)e-x=-(x-1)2e-x。
当x≠1时,

 

g'(x)<0,所以g(x)在(0,+∞)上单调递

减。而g(0)=0,故当x≥0时,
 

g(x)≤0,即f(x)≥1。
(2)

 

方法一:
 

f(x)=ex-ax2(x>0)
 

,f'(x)=ex-2ax。

①
 

若a≤0,当x∈(0,+∞)时,-2ax≥0,f'(x)>0,

f(x)在(0,+∞)上单调递增,那么f(x)>f(0)>0,此时

f(x)无零点。

②
 

若a>0,令g(x)=f'(x)=ex-2ax,g'(x)=ex-2a。

ⓐ
 

若0<a≤
1
2
,当x∈(0,+∞)时,g'(x)=ex-2a>0,

所以f'(x)在(0,+∞)上单调递增,则f'(x)>f'(0)>0,
所以f(x)在(0,+∞)上单调递增,那么f(x)>f(0)>0,
此时f(x)无零点。

ⓑ
 

若
1
2<a≤

e
2
,当x∈(0,ln2a)时,g'(x)<0,f'(x)单

调递减;
 

当x∈(ln2a,+∞)时,g'(x)>0,f'(x)单调递

增,此时[f'(x)]min=f'(ln2a)=2a(1-ln2a)≥0,所以

f(x)在(0,+∞)上单调递增,那么f(x)>f(0)>0,此时

f(x)无零点。

ⓒ
 

若a>
e
2
,当x∈(0,ln2a)时,g'(x)<0,f'(x)单调递

减;
 

当x∈(ln2a,+∞)时,g'(x)>0,f'(x)单调递增,此

时[f'(x)]min=f'(ln2a)=2a(1-ln2a)<0,而f'
1
2a  =

e
1
2a-1>0 其中0<

1
2a<

1
e<1<ln2a  而由(1)知,当x>

0时,ex>x2+1>x2,g(x)=f'(x)=ex-2ax>x2-


2ax。令x2-2ax=0,得x=2a,为什么2a>ln2a 呢? 继

续使用第(1)问结果,当x>0时,ex>x2+1>x2;

 

当x>1

时,ex>x2+1>x2>x,即lnx<x,所以ln2a<2a。为什

么要限制x>1呢? 因为当x>1时,x2>x。

当x>1时,ex>x2+1>x2>x,即lnx<x,所以ln2a<
2a,故f'(2a)=ex -2ax>x2-2ax=0,则 存 在 m∈
1
2a
,ln2a  ,n∈(ln2a,2a),使得f'(m)=0,f'(n)=0,即

em-2am=0,en-2an=0。
因此,当x∈(0,m)和(n,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递

增;
 

当x∈(m,n)时,f'(x)<0,f(x)单 调 递 减。又

f(0)=1>0,故f(m)>f(0)>0,若f(x)在(0,+∞)上

只有一个零点,则需f(n)=0,即f(n)=en-an2=2an-

an2=0,解得n=2。而a=
en

2n
,故当n=2时,a=

e2

4
。

所以,当a=
e2

4
时,f(x)在(0,+∞)上只有一个零点。

方法二:
 

方法一虽是高明的解法,但略显麻烦,有没有更简


捷的方法呢? 当然有,我们把f(x)=ex-ax2=0等价转

化为g(x)=

ex

x2
-a=0的取解零点问题,这样的操作使得


一次求导就可解决单调性问题。

设g(x)=

ex

x2
-a,f(x)在(0,+∞)上只有一个零点即

g(x)在(0,+∞)上只有一个零点。

①
 

若a≤0,则g(x)>0,故g(x)没有零点。

②
 

若a>0,g(x)=
ex(x-2)

x3
。当x∈(0,2)时,g'(x)<

0;
 

当x∈(2,+∞)时,g'(x)>0。所以g(x)在(0,2)上单

调递减,在(2,+∞)上单调递增,故[g(x)]min=g(2)=

e2

4-a
 

。

ⓐ
 

若g(2)>0,即a<
e2

4
,则g(x)在(0,+∞)上没有

零点。

ⓑ
 

若g(2)=0,即a=
e2

4
,则g(x)在(0,+∞)上只有一个

零点。

ⓒ
 

若g(2)<0,即a>
e2

4
,而1

a <
4
e2
<2,因为g

1
a  =

a2e
1
a-a=a(ae

1
a -1)>0,所以g(x)在(0,2)上有一个

零点。
而由(1)知,当x>0时,ex>x2+1,关注第(1)问结论,找


点放缩时第(1)问结论真的很 好 用。
 g(x)=

ex

x2
-a=

e
x
2·e

x
2

x2
- a >

x
2  2+1  · x

2  2+1  
x2

- a =

x4

16+
x2

2+1

x2
-a>

x4

16
x2
-a=

x2

16-a
。令

x2

16-a=0
,得x=


4a,取x=4 a>2e>2,


故g(4 a)=

e4a

(4a)2
-a=

e2a·e2a

(4a)2
-a>

(4a+1)·(4a+1)
16a -a=

16a2+8a+1
16a >

16a
16-a=0

,所以h(x)在(2,4 a)上有一个零点,因此

h(x)在(0,+∞)上有两个零点。

综上,
 

f(x)在(0,+∞)上只有一个零点时,
 

a=
e2

4
。

【172】(1)
1
e2
;

 

(2)①若0<m<
e2

4
,h(x)无零点;

 

②若 m=






























































































83 答案详解



e2

4
,h(x)有一个零点;

 

③若 m>
e2

4
,h(x)有两个零点;

 

(3)f
(a)+f(b)
2 >f

(b)-f(a)
b-a

。提示:
 

(1)
  

f(x)=ex 的

反函数为g(x)=lnx,则g'(x)=
1
x
。

设y=kx+1与g(x)=lnx 的切点为P(m,n),又y=

kx+1恒过Q(0,1),所以kPQ=g'(m),即
n-1
m =

1
m
,解得

n=2,那么m=e2,即k=
1
e2
。

(2)
  

曲线y=f(x)与曲线y=mx2(m>0)公共点的个数,

即为h(x)=
x2

ex
-
1
m
(m>0)的零点个数。

h'(x)=
2x-x2

ex
(x>0),当0<x<2时,h'(x)>0,h(x)

单调递增;
 

当x>2时,h'(x)<0,h(x)单调递减,所以

h(x)极大值=h(2)=
4
e2
-
1
m
。

①
 

若0<m<
e2

4
,则h(x)极大值 =

4
e2
-
1
m <0,h(x)无

零点;
 

②
 

若m=
e2

4
,则h(x)极大值=

4
e2
-
1
m =0

,h(x)有一个零

点2;
 

③
 

若m>
e2

4
,则h(x)极大值=

4
e2
-
1
m >0

,h(0)=-
1
m <

0,所以h(x)在(0,2)上有一个零点。

由(1)构造函数p(x)=lnx-
x
e2
+1  ,则p'(x)=

1
x -

1
e2
,当0<x<e2 时,p'(x)>0,h(x)单调递增;

 

当x>e2

时,p'(x)<0,h(x)单调递减,所以p(x)≤p(e2)=0,即

lnx≤
x
e2
+1  ,那么 x

e  e
2

≤ex,则h(x)=
x2

ex
-
1
m ≤

x2

x
e  e

2-
1
m=e

e2x2-e
2
-
1
m
,由ee

2
x2-e

2
-
1
m =0

得x=


e2-2
mee

2
,


取 x0=

e2-2
mee

2
,e
2-2

mee
2
>
e2-2e2

4e
e2 >

e2-2
e-2ee

2
=
e2-2

ee
2-2 =e>2,则h(x0)=

x20

e
x0
-
1
m ≤

x20
x0
e  e

2 -
1
m =ee

2
x2-e

2

0 -
1
m =0,所 以 h (x)在

(2,
e2-2

mee
2
+2]上有一个零点。

综上,①若0<m<
e2

4
,则h(x)无零点;

 

②若 m=
e2

4
,则

h(x)有一个零点;
 

③若m>
e2

4
,则h(x)有两个零点。

注意:
 

除了使用前一问或是题目所隐藏的不等式进行放缩

找点外,也可以依靠平时积累,由ex>x 可得e

x
3>

x
3
,那


么ex=(e

x
3)3> x

3  3=x3

27
,所 以h(x)=

x2

ex
-
1
m <

x2

x3

27

-
1
m=

27
x-

1
m
(x>0)。


令
27
x-

1
m=0

,解得x=27m>27·
e2

4>2
,因此取x0=


27m,则h(x0)=

x20

e
x0
-
1
m≤

x20
x30
27

-
1
m=

27
x0
-
1
m=0

。


(3)

   f(a)+f(b)
2 -f(b)-f(a)

b-a =
ea+eb

2 -
eb-ea

b-a =

(ea+eb)(b-a)-2(eb-ea)
2(b-a) =

ea

2(b-a)
[(b-a-2)eb-a+

(b-a+2)],因为a<b,即b-a>0,所以
ea

2(b-a)>0
。构

造函数q(x)=(x-2)ex+(x+2)(x>0),则q'(x)=
(x-1)ex+1,令λ(x)=q'(x),那么λ'(x)=xex>0,则
λ(x)在(0,+∞)上单调递增,即q'(x)在(0,+∞)上单调递

增,所以q'(x)>q'(0)=0,因此q(x)在(0,+∞)上单调递

增,所以q(x)>q(0)=0,则q(b-a)=(b-a-2)eb-a+

(b-a+2)>0,因此
ea

2(b-a)
[(b-a-2)eb-a+(b-a+

2)]> 0,即 f(a)+f(b)
2 - f(b)-f(a)

b-a > 0,故

f(a)+f(b)
2 >f

(b)-f(a)
b-a

。

【173】(1)见提示;
 

(2)(1,e)∪(e,+∞)。提示:
 

(1)
 

求导函


数然后利用导函数的正负与函数的单调性的关系即可得

到函数的单调性。

当a=2时,f x  =

x2

2x
,f' x  =

2x·2x-x2·2xln2
2x  2

=

x·2x 2-xln2  
4x

,令f' x  =0得x=
2
ln2
,当0<x<

2
ln2

时,f' x  >0;
 

当x>
2
ln2

时,f' x  <0,则函数f x  在

0,
2
ln2  上单调递增,在 2

ln2
,+∞  上单调递减。

(2)
 

利用指数对数的运算法则,可以将曲线y=f x  与直


线y=1有且仅有两个交点等价转化为方程
lnx
x =

lna
a

有两


个不同的实数根,即曲线g(x)=

lnx
x

与直线y=
lna
a

有两个

交点,利用导函数研究g x  的单调性,并结合g x  的正

负、零点和极限值分析g x  的图像,然后根据g x  的

图像和单调性得到a的取值范围。

由题意知f x  =

xa

ax =1,即ax=xa,两边取对数化简可

得
lnx
x =

lna
a
。






























































































93第2章 导数



设函数g x  =
lnx
x
,则g' x  =

1-lnx
x2

,令g' x  =0,得

x=e,在 0,e  上,g' x  >0,g x  单 调 递 增;
 

在

e,+∞  上,g' x  <0,g x  单 调 递 减,则 g x  max=

g e  =
1
e
,即lnx

x ≤
1
e
,则lnx≤

x
e <

x
2
,进 一 步 可 得

lnx2=2lnx<x,则lnx< x。

又g 1  =0,g x  =
lnx
x <

x
x =

1
x
,当 x>1 时,

g x  >0(所以当 x→+∞时,g x  →0
),则曲线y=

f x  与直线y=1有且仅有两个交点,即曲线y=g x  与

直线y=
lna
a

有两个交点的充分必要条件是0<
lna
a <

1
e
,

这即 是 0<g a  <g e  ,所 以 a 的 取 值 范 围 是

1,e  ∪ e,+∞  。
【174】(1)见提示;

 

(2)(0,+∞)。提示:
 

(1)
 

f'(x)=(x-1)ex+
2a(x-1)=(x-1)·(ex+2a)。

①
 

设a≥0,则当 x∈(-∞,1)时,f'(x)<0;
 

当 x∈
(1,+∞)时,f'(x)>0,所以f(x)在(-∞,1)上单调递

减,在(1,+∞)上单调递增。
 

②
 

设a<0,由f'(x)=0得x=1或x=ln(-2a)。

ⓐ
 

若a=-
e
2
,则f'(x)=(x-1)(ex-e),所以f(x)在

(-∞,+∞)上单调递增。

ⓑ
 

若 a> -
e
2
,则ln(-2a)<1,故 当 x∈ (- ∞,

ln(-2a))和(1,+∞)时,f'(x)>0;
 

当x∈(ln(-2a),1)时,f'(x)<0,所以f(x)在(-∞,

ln(-2a))和(1,+∞)上单调递增,在(ln(-2a),1)上单调

递减。

ⓒ
 

若a<-
e
2
,则ln(-2a)>1,故当x∈(-∞,1)和

(ln(-2a),+∞)时,f'(x)>0;
 

当x∈(1,ln(-2a))时,

f'(x)<0,所以f(x)在(-∞,1)和(ln(-2a),+∞)上单

调递增,在(1,ln(-2a))上单调递减。
综上,若 a≥0,则 f(x)在(- ∞,1)上 单 调 递 减,在
(1,+∞)上单调递增;

 

若a=
1
2
,则f(x)在(-∞,+∞)上单调递增;

 

若-
e
2<a<0

,
 

则f(x)在(-∞,ln(-2a))和(1,+∞)上

单调递增,在(ln(-2a),1)上单调递减;
 

若a<-
e
2
,

 

则f(x)在(-∞,1)和(ln(-2a),+∞)上单

调递增,在(1,ln(-2a))上单调递减。
(2)

 

当a>0时,由(1)知f(x)在(-∞,1)上单调递减,在
(1,+∞)上单调递增。
又f(1)=-e,f(2)=a>0,x<1这一侧的点怎么找?
令φ(x)=(x-2)e

x(x<0),则φ'(x)=(x-1)e
x,当x∈

(-∞,0)时,φ(x)单调递减,此时φ(x)>φ(0)=-2,所以

当x<0时,f(x)=(x-2)ex+a(x-1)2>-2-2ax,

令-2-2ax=0,得x=-
1
a
。

取t=-
1
a
,则f(t)=(t-2)et+a(t-1)2>-2-2at=

0,所以f(x)在 -
1
a
,1  和(1,2)上分别有一个零点,即

f(x)有两个零点。
当a=0时,f(x)=(x-2)ex,所以f(x)有一个零点。
当a<0时:

 

若-
e
2<a<0

,由(1)知f(x)在(1,+∞)上单调递增,又

当x≤1时,f(x)<0,因此f(x)至多一个零点,故f(x)不
存在两个零点;

 

若a=-
e
2
,则f(x)在(-∞,+∞)上单调递增,因此

f(x)至多一个零点,故f(x)不存在两个零点;
 

若a<-
e
2
,由(1)知f(x)在(1,ln(-2a))上单调递减,在

(ln(-2a),+∞)上单调递增。
又当x≤1时,f(x)<0,即当x∈(-∞,ln(-2a))时,

f(x)<0,因此f(x)至多一个零点,故f(x)不存在两个

零点。
综上,a的取值范围为(0,+∞)。

【175】(1)见提示;
 

(2)(0,1)。提示:
 

(1)
 

f'(x)=2ae2x+
(a-2)ex-1= aex-1  2ex+1  (x∈R)。

①
 

若a≤0,则f'(x)<0,所以f(x)在(-∞,+∞)上单调

递减。

②
 

若a>0,则由f'(x)=0得x=-lna。
当x∈(-∞,-lna)时,

 

f'(x)<0;
 

当 x∈(-lna,

+∞)时,
 

f'(x)>0,所以f(x)在(-∞,-lna)上单调递

减,在(-lna,+∞)上单调递增。
综上,若a≤0,则f(x)在(-∞,+∞)上单调递减;

 

若a>0,则 f(x)在 (- ∞,-lna)上 单 调 递 减,在

(-lna,+∞)上单调递增。
(2)

 

若a≤0,由(1)知f(x)至多有一个零点。

若a>0,由(1)知[f(x)]min=f(-lna)=1-
1
a +lna,

f(x)有两个零点,即需1-
1
a +lna<0

,而y=1-
1
a +

lna在(0,+∞)上单调递增,且ya=1=0,故0<a<1。
在极值点为负的前提下还需找两个为正的点,结合零点存

在定理可说明极值点两侧各有一零点。


当0<a<1时,

-lna>0,且ae2x >0,aex >0,则 当 x<0时,f(x)=
ae2x+(a-2)ex -x>-2ex -x,此 时 需 要 找 个 能 使


-2ex-x<0的数。

而-lna>0>-2且f(-2)=ae-4+(a-2)e-2+2>
-2e-2+2>0,故f(x)在(-∞,-lna)有一个零点。
而当x>0时,f(x)=ae2x+(a-2)ex-x=ex(aex+a-
2)-x,接着怎么办? 接着使用不等式的同向同正可乘性,
































































































04 答案详解



因为ex >x>0,则 需aex +a-2>1即 可,解 得 x>

ln
3-a
a
,且ln

3-a
a >ln

1
a=-lna

。

设p(x)=ex-x(x>0),则p'(x)=ex-1>0,所以p(x)
在(0,+∞)上单调递增,则p(x)>p(0)>0,即ex>x

(x>0),故取t=ln
3-a
a
,则f(t)=ae2t+(a-2)et-x=

et(aet+a-2)-t>et-t>0,因此f(x)在(-∞,-lna)
和(-lna,+∞)上分别有一个零点,即f(x)有两个零点。
综上,a的取值范围为(0,1)。

【176】见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=
1
x -

[aex+a(x-1)ex]=

1-ax2ex

x
(x>0)。

当a≤0时,
 

1-ax2ex>0
 

,从而f'(x)>0,所以f(x)在
(0,+∞)上单调递增。

(2)
 

①
 

由(1)知f'(x)=
1-ax2ex

x
(x>0)。令g(x)=1-

ax2ex,由0<a<
1
e

可知g(x)在(0,+∞)上单调递减,又

g(1)=1-ae>0,这里的1还是不难找的,关键是负值怎


么找? 此 时 找 点 必 然 是 在 x>1 这 一 侧,g(x)=1-
ax2ex,x2>1,1-ax2ex<1-aex,令1-aex=0,解得

x=ln

1
a
。


g ln

1
a  =1-a ln

1
a  2 · 1

a =1-

ln
1
a  2=1-(lna)2,又lna<-1,即 gln

1
a  =1-

(lna)2<0,故由零点存在定理知∃x0∈ 1,ln
1
a  ,使得

g(x)=0,即∃x0∈ 1,ln
1
a  ,使得f'(x)=0。

当x∈ 0,x0  时,f'(x)>0,所以f(x)在 0,x0  内单调

递增;
 

当x ∈ x0,+∞  时,f' (x)<0,所 以 f (x)在

x0,+∞  上单调递减,则[f(x)]max=f(x0)>f(1)=0,

而fln
1
a  =lnln1a  -a ln1a-1 eln

1
a=lnln

1
a  -

ln
1
a+1

。

令h(x)=lnx-x+1,则当x>1时,h'(x)=
1
x-1<0

,故

h(x)在(1,+∞)上单调递减,当x>1时,
 

h(x)<h(1)=
0

 

,所以lnx<x-1。

又ln
1
a>1

,从而fln
1
a  =lnln1a  -ln1a +1<0,所

以f(x)在(x0,+∞)上有唯一零点且f(x)在 0,x0  内

有唯一零点1,故f(x)在(0,+∞)上恰有两个零点。

②
 

由题意知
f'(x0)=0,

f(x1)=0, 
 

即
ax20e

x0=1,

lnx1=a(x1-1)e
x1, 从 而

lnx1=
x1-1
x20

e
x1-x0,即e

x1-x0=
x20lnx1
x1-1

。因为当x>1

时,
 

lnx<x-1
 

,又x1>x0>1,故e
x1-x0<

x20 x1-1  
x1-1

=

x20,两边取对数,得lne
x1-x0<lnx20,则x1-x0<2lnx0<

2x0-1  ,整理得3x0-x1>2。
【177】(1)见提示;

 

(2)(-∞,0]。提示:
 

(1)
 

f'(x)=cosx+
xsinx-1,设g(x)=f'(x),则g'(x)=xcosx。

当x∈ 0,
π
2  时,

 

g'(x)>0;
 

当x∈ π
2
,π  时,

 

g'(x)<

0,所以g(x)在 0,
π
2  上单调递增,在 π

2
,π  上单调递

减。又g(0)=0,g
π
2  >0,g(π)=-2,故g(x)在(0,π)

上存在唯一零点,即f'(x)在(0,π)存在唯一零点。
(2)

 

由题意知0=f(π)≥aπ,可得a≤0。
由(1)知

 

f'(x)在(0,π)上只有一个零点,设为x0,则当

x∈ 0,x0  时,
 

f'(x)>0;
 

当x∈ x0,π  时,
 

f'(x)<0,
所以f(x)在 0,x0  上单调递增,在 x0,π  上单调递减。
又f(0)=0,f(π)=0,所以当x∈[0,π]时,f(x)≥0。又

当a≤0,x∈[0,π]时,ax≤0,故f(x)≥ax。
因此,a的取值范围是(-∞,0]。

【178】见提示。提示:
 

(1)
 

需注意导数本身的单调性并结合零

点存在定理设隐零点描述函数的单调性。

f'(x)=cosx-
1

x+1
,设 g(x)=f'(x),

 

g'(x)=

-sinx+
1

(1+x)2
。

当x∈ -1,
π
2  时,

 

g'(x)单调递减(根据单调性或者求


导可得),不含参的找点可以尝试常见数值,而三角函数可

以考虑轴线角。

而g'(0)=1>0,g'

π
2  =-1+ 1

1+
π
2  2

<0,由零点存

在定 理 可 得 g'(x)在 -1,
π
2  上 有 唯 一 零 点 x0 ∈

0,
π
2  ,则 当 x∈(-1,x0)时,

 

g'(x)>0;
 

当 x∈

x0,
π
2  时,

 

g'(x)<0。

所以,g(x)在(-1,x0)上单调递增,在 x0,
π
2  上单调递

减,故g(x)在 -1,
π
2  上存在唯一极大值点,即f'(x)在

-1,
π
2  上存在唯一极大值点。

(2)
 

结合第(1)问的结论来判断第(2)问,通常涉及三角函


数问题时,范围可以从象限开始分段讨论,同时还要结合着

三角函数的有界性说明无零点的情况。

f'(x)=cosx-

1
x+1

(x>-1),f'(0)=0,f(0)=0。

①
 

当x∈(-1,0]时,由(1)知f'(x)在(-1,0)上单调递

增,而f'(0)=0,所以当x∈(-1,0)时,
 

f'(x)<0,故
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f(x)在(-1,0)上单调递减。又f(0)=0,从而x=0是

f(x)在(-1,0]上的唯一零点。

②
 

当x∈ 0,
π
2  时,由(1)知

 

f'(x)在(0,x0)上单调递

增,在 x0,
π
2  上单调递减,所以f'(x0)>f'(0)=0。又

f'
π
2  <0,所以存在t∈ x0,

π
2  ,使得f'(t)=0,则当

x∈(0,t)时,
 

f'(x)>0;
 

当x∈ t,
π
2  时,

 

f'(x)<0,故

f(x)在(0,t)上单调递增,在 t,
π
2  上单调递减。

又f(0)=0,
 

f
π
2  =1-ln 1+π2  >0,所 以 当 x∈

0,
π
2  时,

 

f(x)>0,从而f(x)
 

在 0,
π
2  上没有零点。

③
 

当x∈ π
2
,π  时,

 

f'(x)<0,所以f(x)在
π
2
,π  上单

调递减。而f
π
2  >0, 

f(π)<0,所以f(x)在
π
2
,π  上

有唯一零点。

④
 

当x∈(π,+∞)时,
 

ln(x+1)>1,所以f(x)<0,从而

f(x)在(π,+∞)上没有零点。
综上,

 

f(x)有且仅有2个零点。
【179】(1)y=2x;

 

(2)a<-1。提示:
 

(1)
 

当a=1时,f(x)=

ln(1+x)+xe-x,f'(x)=
1
1+x+

1-x
ex

,f'(0)=2,

f(0)=0,所以y=f(x)在(0,0)处的切线为y=2x。

(2)
 

f'(x)=
1
1+x+

a(1-x)
ex

=
1
1+x 1+

a(1-x2)
ex




 


 =

1
1+x

·e
x+a(1-x2)

ex
,f(x)的零点即为y=ln(1+x)与

y=-axe-x 的交点,通过观察可得y=ln(1+x),y=
-axe-x 都过点(0,0),y=ln(1+x)在(0,0)处的切线为

y=x,且ln(1+x)≤x。
令p(x)=xe-x=

x
ex
,则p'(x)=

1-x
ex

,p'(0)=1,所以

p(x)在(0,0)的 切 线 为 y=x,且 xe-x ≤x,故 从 y=
ln(1+x),y=-axe-x 的公切线为y=x 所对应的a=

-1进行讨论:

 

若-axe-x=xe-x,可得a=-1。

若a=-1,f'(x)=

1
1+x

·e
x+x2-1
ex

,当x>0时,ex+

x2-1>0,f'(x)>0,f(x)单调递增,所以f(x)>f(0)=
0,f(x)在(0,+∞)上无零点。
若a>-1,当x>0时,f(x)=ln(1+x)+axe-x>ln(1+
x)-xe-x>0,f(x)在(0,+∞)上无零点。

若 a < -1,令 g (x)=1+
a(1-x2)
ex

,g'(x)=

a(x2-2x-1)
ex

,当x∈(-1,1- 2)时,g'(x)<0,g(x)单

调递减;
 

当x∈(1- 2,1+ 2)时,g'(x)>0,g(x)单调递

增,g(-1)=1>0,g(0)=1+a<0,g(1)=1>0,所以存

在-1<x1<0<x2<1,使得g(x1)=0,g(x2)=0。
当x∈(-1,x1)和(x2,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递

增;
 

当x∈(x1,x2)时,f'(x)<0,f(x)单调递增。
因为f(0)=0,所以f(x1)>0,f(x2)<0,

当x>0时,f(x)=ln(1+x)+axe-x≥ln(1+x)+
a
e
,令


ln(1+x)+

a
e=0

,解得x=e
-a
e-1。

因为y=xe-x 在(-∞,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调

递减,所以y=axe-x(a<-1)在(-∞,1)上单调递减,在

(1,+∞)上单调递增,因此y=axe-x≥
a
e
。

取x3=e
-a
e -1,则 f(x3)=ln(1+x3)+ax3e

-x3 ≥

ln(1+x3)+
a
e =0

,因 为 两 次 取 等 条 件 不 一 致,所 以

f(x3)>0。

当-1<x<0时,f(x)=ln(1+x)+axe-x<ln(1+x)-
ae,令ln(1+x)-ae=0,解得x=eea-1。

因为y=axe-x(a<-1)在(-1,0)上单调递减,所以y=
axe-x<-ae。

取x4=e
ea-1,则f(x4)=ln(1+x4)+ax4e

-x4<ln(1+
x4)-ae=0,所以存在x5∈(x4,0),x6∈(0,x3),使得

f(x5)=0,f(x6)=0,即f(x)在(-1,0),(0,+∞)上各

恰有一个零点,故a<-1。

2.4 不等式的证明

【180】C。提示:
 

这一类函数比较大小问题可以直接移项形成

差函数进而求单调性由最值或上下限说明即可,但计算量

有点大,具体证明的时候我们先挑看起来简单地来证明。
当然也可以取特值说明。

A:
 

ex ≤1+x +x2,移 向 构 造 函 数 f (x)=ex -
1+x+x2  ,

 

f(0)=0,
 

f'(x)=ex - (2x+1),令

g(x)=f'(x)=ex-(2x+1),则g'(x)=ex-2,即当x∈
[0,ln2)时,

 

f'(x)单调递减;
 

当x∈(ln2,+∞)时,
 

f'(x)单调递增。而f'(ln2)=eln2-
(2ln2+1)=1-2ln2<0,f'(0)=0,所以当x∈[0,ln2)时,

f'(x)≤0,即f(x)≤f(0)=0,得当x∈[0,ln2)时,ex≥
1+x+x2,故A错误。
其实我们也可取特值x=5,左边=e5>25=32,右边=31,
显然A错误。

B:
 1
1+x

<1-
1
2x+

1
4x2,看着实在困难,可以尝试取

特值,取 x=
1
4
,左 边=

25
5
,右 边=

57
64
,而 25

5  
2

-

57
64  2>0,故B错误。

C:
 

cosx≥1-
1
2x2,设 f(x)=cosx- 1-

1
2x2  ,
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f'(x)=x-sinx,而(x-sinx)'=1-cosx≥0,所以f'(x)
在[0,+∞)上单调递增,则f'(x)≥f'(0)=0,故f(x)在
[0,+∞)上单调递增,则f(x)≥f(0)=0。即cosx≥1-
1
2x2,故C正确。

到这里可以结束了,不用判断D了,但严谨好学的你们自

会在考试时结束运算,但平时的练习仍需探究。

D:
 

ln(1+x)≥x-
1
8x2,设 f(x)=ln(1+x)-

x-
1
8x2  , 

f(0)=0,
 

f'(x)=
1
1+x-1+

x
4=

x2-3x
4(1+x)

,

则当x∈[0,3)时,
 

f(x)单调递减;
 

当x∈(3,+∞)时,

f(x)单调递增,故当x∈[0,3)时,
 

f(x)≤f(0)=0,即

ln(1+x)≤x-
1
8x2,故D错误。

D选项也可以去特值,取x=1,则左边=ln2≈0.69,而右

边=
7
8=0.875

,显然D不成立。故选C。

但这题提醒了同学们平时要积累常见对数近似值哦!

【181】见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=aex-
1
x
(x>0)。

由题意知f'(2)=0,所以a=
1
2e2
,从而f(x)=

1
2e2
ex-

lnx-1,
 

f'(x)=
1
2e2
ex-

1
x
。

当0<x<2时,
 

f'(x)<0;
 

当x>2时,
 

f'(x)>0,所以

f(x)在(0,2)上单调递减,在(2,+∞)上单调递增。

(2)
 

当a≥
1
e

时,
 

f(x)≥
ex

e-lnx-1
。要证f(x)≥0,即

证g(x)=
ex

e-lnx-1
,则g'(x)=ex-1-

1
x

 

,g'(x)在

(0,+∞)上单调递增且g'(1)=0。
当0<x<1时,

 

g'(x)<0;
 

当x>1时,
 

g'(x)>0,所以

x=1是 g(x)的 最 小 值 点,故 当 x>0时,
 

g(x)≥
g(1)=0。

因此,当a≥
1
e

时,
 

f(x)≥0。

【182】(1)2x-y-1=0;
 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=
-ax2+(2a-1)x+2

ex
,

 

f'(0)=2,因此曲线y=f(x)在点

(0,-1)处的切线方程是2x-y-1=0。
(2)

 

当a≥1时,
 

f(x)+e≥ x2+x-1+ex+1  e-x。要

证f(x)+e≥0,即 证 g(x)=x2+x-1+ex+1≥0。

g'(x)=2x+1+ex+1,g'(x)单调递增,且g'(-1)=0。
当x<-1时,

 

g'(x)<0,
 

g(x)单调递减;
 

当x>-1时,
 

g'(x)>0,
 

g(x)单调递增;
 

所以g(x)≥g(-1)=0,因此

f(x)+e≥0。
【183】(1)1;

 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

由题意求出f'(x),由极


值点处导数为0即可求解出参数a。
f(x)=ln(a-x)⇒f'(x)=

1
x-a

,
 

y=xf(x)⇒y'=

ln(a-x)+
x

x-a
,又x=0是函数y=xf(x)的极值点,所

以y'x=0=lna=0,解得a=1。

(2)
 

由(1)得g(x)=
x+ln(1-x)
xln(1-x)

,
 

x<1且x≠0,分类讨

论x∈(0,1)和x∈(-∞,0),要证g(x)<1,即证x+
ln(1-x)>xln(1-x)在x∈(0,1)和x∈(-∞,0)上恒成

立,结合导数和换元法即可求解。


当
 

x∈(0,1)时,要证g(x)=
x+ln(1-x)
xln(1-x)<1

,
 

因为x>

0,ln(1-x)<0,所以xln(1-x)<0,即证x+ln(1-x)>
xln(1-x),化简得x+(1-x)ln(1-x)>0。

同理,当x∈(-∞,0)时,要证g(x)=
x+ln(1-x)
xln(1-x)<1

,

因为x<0,ln(1-x)>0,
 

所以xln(1-x)<0,即证x+
ln(1-x)>xln(1-x),化简得x+(1-x)ln(1-x)>0。
令h(x)=x+(1-x)ln(1-x),再令1-x=t∈(0,1)∪
(1,+∞),则x=1-t,令g(t)=1-t+tlnt,

 

g'(t)=
-1+lnt+1=lnt,则:

 

当t∈(0,1)时,
 

g'(x)<0,
 

g(x)单减,假设g(1)能取到,
则g(1)=0,故g(t)>g(1)=0;

 

当t∈(1,+∞)时,
 

g'(x)>0,
 

g(x)单增,假设g(1)能取

到,则g(1)=0,故g(t)>g(1)=0。

综上所述,
 

g(x)=
x+ln(1-x)
xln(1-x)<1

在x∈(-∞,0)∪

(0,1)上恒成立。
【184】(1)y=2x;

 

(2)见提示;
 

(3)
 

2。提示:
 

(1)
 

f'(x)=
2

1-x2
,

 

f'(0)=2,f(0)=0,则曲线y=f(x)在(0,f(0))

处的切线方程y=f'(0)(x-0)+f(0),即y=2x。

(2)
 

当x∈(0,1)时,
 

f(x)>2 x+
x3

3  ,即证g(x)=

f(x)-2x+
x3

3  >0, 

g'(x)=
2x4

1-x2
。

当x∈(0,1)时,恒有g'(x)>0,则g(x)单调递增,故

g(x)>g(0)=0,所 以 当 x ∈ (0,1)时,
 

f(x)>

2x+
x3

3  。
(3)

 

由(2)知当x∈(0,1)时,
 

f(x)>2x+
x3

3  ,且x+

x3

3>0
。当k≤2时,

 

2x+
x3

3  ≥k x+
x3

3  ; 

当k>2

时,设g(x)=f(x)-k x+
x3

3  =ln1+x1-x-k x+
x3

3  ,
显 然 g (0)=0。g' (x)=

kx4+2-k
1-x2

令 g'(x)=

kx4+2-k
1-x2

=0,解得x=
4k-2

k <1。

当x∈ 0,
4k-2

k  时,
 

g'(x)<0,
 

g(x)单调递减;
 

当

x∈
4k-2

k
,1  时,

 

g'(x)>0,
 

g(x)单调递增。所以
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g
4k-2

k  <g(0)=0,显然不成立。

综上,
 

kmax=2。
【185】(1)a=1,b=2;

 

(2)见 提 示。提 示:
 

(1)
 

f'(x)=

aexlnx+
a
xe

x -
b
x2
ex-1+

b
xe

x-1=ex-1 ae lnx+
1
x +b(x-1)x2  (x>0),由题意可得f(1)=2,

 

f'(1)=

e,故a=1,b=2。

(2)
 

由(1)知 f(x)=exlnx+
2
xe

x-1,而 f(x)>1,即

exlnx+
2
xe

x-1>1。

简直无处下手,指对混合问题,而且不是加减,是乘。怎么

办? 自 然 是 分 离 它 们,得 xlnx>xe-x -
2
e
,故 要 证

f(x)>1,即证xlnx>xe-x-
2
e
。

设函数g(x)=xlnx,则 g'(x)=lnx+1。所以当 x∈

0,
1
e  时,

 

g'(x)<0;
 

当x∈ 1
e
,+∞  时,

 

g'(x)>0,

故g(x)在 0,
1
e  上单调递减,在 1

e
,+∞  上单调递增,

从而[g(x)]min=g
1
e  =-1e。

设函数h(x)=xe-x-
2
e
,则h'(x)=e-x(1-x)。

所以当x∈(0,1)时,
 

h'(x)>0;
 

当 x∈(1,+∞)时,
 

h'(x)<0,故h(x)在(0,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调

递减,从而[h(x)]max=h(1)=-
1
e

 

。因为两个函数为

-
1
e

的x 不同,所以xlnx>xe-x-
2
e
,即f(x)>1。

【186】(1)a=0,b=-1;
 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

常规问题按


部就班操作就可。


由y=f(x)的图像过(0,0)点,代入得

b=-1,由 y=f(x)在(0,0)处 的 切 线 斜 率 为
3
2
,又

f'(x)=
1

x+1+
1

2 x+1
+a,则f'(0)=

3
2+a=

3
2
,解

得a=0。

(2)
 

当0<x<2时,
 

f(x)<
9x

x+6
,即 当0<x<2时,

 

h(x)=f(x)-
9x

x+6<0
,

 

h'(x)=
1

x+1+
1

2 x+1
-

54
(x+6)2

=
2+ x+1
2(x+1)-

54
(x+6)2

。

此刻有些头疼,不合并吧,无路可走,合并吧,好像也是死

胡同。

那怎么办? 主要是 x+1让我们有些焦虑,那有没有办法

把这个 根 号 弄 走 呢? 基 本 不 等 式 呀!

 

x+1= 1·

x+1≤

1+x+1
2 =

x
2 +1

,


则 h'(x)=

2+ x+1
2(x+1) -

54
(x+6)2

<
x+6
4(x+1)-

54
(x+6)2

=
(x+6)3-216(x+1)
4(x+1)(x+6)2

。

而控制导数正负的“开关”在分子,


令g(x)=(x+6)3-
216(x+1),当x∈(0,2)时,

 

g'(x)=3(x+6)2-216<0,
所以g(x)在(0,2)内是减函数。
又由g(0)=0得g(x)<0,所以h'(x)<0,因此h(x)在
(0,2)内是减函数,所以h(x)<h(0)=0,于是当0<x<2

时,
 

f(x)<
9x

x+6
。

【187】见 提 示。提 示:
 

(1)
 

f'(x)=
1
x +2ax+2a+1=

(x+1)(2ax+1)
x

(x>0)。含参问题分类讨论就行,分别


讨论代数式结构和两零点大小关系以及和定义域端点

关系。

若a≥0,则当x∈(0,+∞)时,

 

f'(x)>0,故f(x)在
(0,+∞)上单调递增。

若a<0,则 当 x∈ 0,-
1
2a  时,

 

f'(x)>0;
 

当 x∈

-
1
2a
,+∞  时,

 

f'(x)<0,故f(x)在 0,-
1
2a  上单调

递增,在 -
1
2a
,+∞  上单调递减。

(2)
 

由(1)知,当a<0时,
 

f(x)在x=-
1
2a

取得最大值,最

大值 为 f -
1
2a  =ln -

1
2a  -1- 14a。所 以 f(x)≤

-
3
4a-2

,即ln -
1
2a  -1-14a≤-34a-2,则ln -12a  +

1
2a+1≤0

。

设g(x)=lnx-x+1,则g'(x)=
1
x-1

。

当x∈(0,1)时,
 

g'(x)>0;
 

当x∈(1,+∞)时,
 

g'(x)<
0。所以g(x)在(0,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调递

减,故当x=1时,
 

g(x)取得最大值,最大值为g(1)=0,
即lnx≤x-1(x>0)。

当x>0时,
 

g(x)≤0,从而当a<0时,
 

ln -
1
2a  +12a+

1≤0,所以f(x)≤-
3
4a-2

。

【188】见提示。提示:
 

(1)f'(x)=aex-1。

①
 

若a≤0,f'(x)<0在R上恒成立,则f(x)在R上单调

递减。

②
 

若a>0,则当x∈(-∞,-lna)时,f'(x)<0,f(x)单
调递减;

 

当x∈(-lna,+∞)时,f'(x)>0,则f(x)单调

递增。
综上,若a≤0,则f(x)在R上单调递减。
若a>0,则当x∈(-∞,-lna)时,f(x)单调递减;

 

当x∈
(-lna,+∞)时,f(x)单调递增。
(2)

 

由(1)知,当a>0时,f(x)min=f(-lna)=a2+1+
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lna,所以f(x)>2lna+
3
2
,则a2+1+lna>2lna+

3
2
,即

证g(a)=a2-lna-
1
2>0

。

g'(a)=2a-
1
a =

2a2-1
a

,当a∈ 0,
2
2  时,g'(a)<0,

g(a)单调递减;
 

当a∈ 2
2
,+∞  时,g'(a)>0,g(a)单

调递增,所以g(a)min=g 2
2  =ln22 >0,故当a>0时,

f(x)>2lna+
3
2
。

【189】见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=ex-
1

x+m
,

 

因为x=0是

f(x)的极值点,所以f'(0)=1-
1
m =0

,解得 m=1,则函

数f(x)=ex -ln(x+1),其 定 义 域 为 (-1,+ ∞)。

f'(x)=ex-
1

x+1=
ex(x+1)-1

x+1
,设g(x)=ex(x+1)-

1,则g'(x)=ex(x+2)>0,所以g(x)在(-1,+∞)上是

增函数。又因为g(0)=0,所以当x>0时,
 

g(x)>0,即

f'(x)>0;
 

当-1<x<0时,
 

g(x)<0,
 

f'(x)<0,所以

f(x)在(-1,0)上单调递减,在(0,+∞)上单调递增。
(2)

 

当 m≤2时,
 

ln(x+m)≤ln(x+2),则f(x)=ex-
ln(x+m)≥ex -ln(x+2)。要 证 f(x)>0,即 需 证

g(x)=ex-ln(x+2)>0,
 

g'(x)=ex-
1

x+2
,g'(x)=

ex-
1

x+2
在(-2,+∞)上单调递增。

这是一个导数隐零点问题,确定单调性了还需结合零点存

在定理找到能使导数异号的两个点,说明隐零点的存在。

又g'(-1)=

1
e-1<0

,g'(0)=
1
2>0

,故由零点存在定理

知∃x0∈(-1,0)使得g'(x)=0,即e
x0=

1
x0+2

。

当x∈ -2,x0  时,
 

g'(x)<0;
 

当 x∈ x0,+∞  时,
 

g'(x)>0,从而当x=x0 时,
 

f(x)取得最小值。由e
x0=

1
x0+2

得lnx0+2  =-x0,故f(x)≥e
x0-lnx0+2  =

1
x0+2

+x0,
 

x0∈(-1,0),令t=x0+2∈(1,2),则

1
x0+2

+x0=
1

x0+2
+x0+2-2=

1
t+t-2

。而
1
t+t-2

在t∈(1,2)上单调递增,则1
t +t-2>

1
t+t-2  t=1

=

0,即f(x)≥e
x0-lnx0+2  =

1
x0+2

+x0>0,故当m≤2

时,
 

f(x)>0。

【190】见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=ex x-2x+2+
4

(x+2)2 =
x2ex

(x+2)2
。

当x∈(-∞,-2)∪(-2,+∞)时,
 

f'(x)>0,所以f(x)
在 -∞,-2  和 -2,+∞  上单调递增,故当x>0时,

 

f(x)>f(0)=-1,即
x-2
x+2e

x>-1,化简得
 

(x-2)ex+

x+2>0。

(2)
 

g'(x)=
(x-2)ex+a(x+2)

x3
。

做到这里得要注意了,千万别放弃,且要注意第(1)问的结

论,莫名其妙的第(1)问其实是在为解答第(2)问作铺垫,虽

然不至于“看这里! 看这里!”这么夸张,但这道题中的提醒

也很明显。

仔细看看分子里出现了(x-2)ex 与(x+2),这不正是

第(1)问函数的分子、分母么? 所以赶紧调整结构改造出

第(1)问的函数出来,故g'(x)=

(x-2)ex+a(x+2)
x3

=

x+2
x3

(f(x)+a),真是柳暗花明又一村!


由(1)知

 

f(x)+a单调递增,因为
x+2
x3

>0(x>0),所以决


定导数正负的函数在p(x)=f(x)+a。
控制导数正负的“核心”函数p(x)是单调的,但是其等于0
不可解,那怎么办呢? 这个时候零点存在定理就显得很重

要了,为什么呢? 因为单调函数若在区间两端异号,那么其

在该区间必定有零点,届时假设出来,那么我们至少可以使

得计算可以继续了,所以这里我们该找出p(x)异号的两个

x。令p(x)=f(x)+a=

x-2
x+2e

x+a,这两个x 需要根据函


数特征来找,

 

p(x)=
x-2
x+2e

x+a里面有分子和指数,那必

然先找分子和指数为0的这两个x,分别是0,2,至于行不

行先带进去试试。

p(0)=a-1<0,p(2)=a≥0。因此,由零点存在定理知存

在唯一xa∈(0,2],使得p xa  =0,即
xa-2
xa+2

e
xa+a=0。

当0<x<xa 时,
 

p(x)=f(x)+a<0,
 

g'(x)<0,

g(x)单调递减;
 

当x>xa 时,
 

p(x)=f(x)+a>0,
 

g'(x)>0,g(x)单调

递增。
因 此,g (x)在 x =xa 处 取 得 最 小 值,最 小 值 为

g xa  =
e
xa-a xa+1  

x2a
。

接下来呢? 自然是通过
xa-2
xa+2

e
xa+a=0替换前面的a,


得

g xa  =
e
xa-a xa+1  

x2a
=
e
xa+f xa  xa+1  

x2a
=
e
xa

xa+2

xa∈(0,2]  ,再结合f(x)的单调性由-
xa-2
xa+2

e
xa =a∈

[0,1)得xa∈(0,2],所以y=h(a)(a∈[0,1))的值域即为

g xa  =
e
xa

xa+2
xa∈(0,2]  的值域。
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而g' xa  =
e
xa xa+1  

xa+2  2
>0,所 以 g xa  =

e
xa

xa+2
在

xa∈ (0,2]上 单 调 递 增,故 g xa=0  <g xa  ≤

g xa=2  ,即g xa  ∈ 1
2
,e
2

4  。
综上,当a∈[0,1)时,

 

g(x)有最小值h(a),
 

h(a)的值域

为 1
2
,e
2

4  。
【191】(1)1;

 

(2)见 提 示。提 示:
 

(1)
 

f(x)=ax2-ax-
xlnx=x(ax-a-lnx)。设 g(x)=ax-a-lnx,则

f(x)=xg(x),
 

f(x)≥0等价于g(x)≥0。因为g(1)=

0,
 

g(x)≥0,故g'(1)=0,而g'(x)=a-
1
x
,

 

g'(1)=a-

1,得a=1。

若a=1,则g'(x)=1-
1
x
。当0<x<1时,

 

g'(x)<0,
 

g(x)单调递减;
 

当x>1时,
 

g'(x)>0,
 

g(x)单调递增。
所以x=1是g(x)的极小值点,故g(x)≥g(1)=0。
综上,

 

a=1。
(2)

 

由(1)知f(x)=x2-x-xlnx,
 

f'(x)=2x-2-lnx。

设h(x)=2x-2-lnx,则h'(x)=2-
1
x
。

当x∈ 0,
1
2  时,

 

h'(x)<0;
 

当 x∈ 1
2
,+∞  时,

 

h'(x)>0,所 以 h (x)在 0,
1
2  上 单 调 递 减,在

1
2
,+∞  上单调递增。

又h 1
2  <0, 

h e-1  <0,
 

h e-2  >0,h(1)=0,所以

h(x)在 0,
1
2  处有唯一零点x0,在

1
2
,+∞  处有唯一

零点1,且当x∈ 0,x0  时,
 

h(x)>0;
 

当x∈ x0,1  时,
 

h(x)<0;
 

当x∈(1,+∞)时,
 

h(x)>0。因f'(x)=
h(x),所以x=x0 是f(x)的唯一极大值点。
由 f' x0  =0 得 lnx0 =2 x0-1  ,故 f x0  =

x0 1-x0  。由x0∈(0,1)得,
 

f x0  <
1
4
。

因为x=x0 是f(x)在(0,1)的最大值点,由e-1∈(0,1),
 

f'e-1  ≠0 得 f x0  >f e-1  =e-2,所 以 e-2<

f x0  <2-2。
【192】见提示。提示:

 

(1)
 

f'(x)=-2asin2x-(a-1)sinx。
(2)

 

f(x)=2acos2x+(a-1)cosx-1。令t=cosx∈
[-1,1],则g(t)=2at2+(a-1)t-1,故 A 是|g(t)|在

[-1,1]上 的 最 大 值,g(-1)=a,
 

g(1)=3a-2,
 

g
1-a
4a  =-(a-1)

2

8a -1=-
a2+6a+1
8a

。

当-1≤
1-a
4a ≤1,即 a∈ 1

5
,+∞  时,

 

|g(t)|=

max|g(-1)|,|g(1)|,g
1-a
4a    。

当
1-a
4a >1或

1-a
4a <-1,即a∈ 0,

1
5  时,

 

|g(t)|=

max{|g(-1)|,|g(1)|},而|g(-1)|=a,|g(1)|=

|3a-2|,g
1-a
4a  =

a2+6a+1
8a

。

此时在同一坐标系中作出三个图像,根据其范围比较出大

小分 段 函 数。a2+6a+1

8a
图 像 不 会 画? a2+6a+1

8a =
1
8 a+

1
a+6  ,这下应该会了吧!



综上,
 

A=

2-3a, 0<a≤
1
5
,

a2+6a+1
8a

, 1
5<a<1

,

3a-2, a≥1。












(3)
 

利用三角函数有界性以及含绝对值的三角不等式进行


放缩。

由(1)得|f'(x)|=|-2asin2x-(a-1)sinx|≤2a+
|a-1∣。

当0<a≤
1
5

时,
 

f'(x) -2A≤1+a-2(2-3a)=7a-

3<0,即 f'(x) <2A。

当
1
5<a<1

时,
 

A=
a
8+

1
8a+

3
4≥1

,所以 f'(x) ≤

1+a<2A。
当a≥1 时,

 

f'(x) ≤3a-1≤6a-4=2A,所 以

f'(x) ≤2A。
【193】

 

(1)y=x-1;
 

(2)2  ;
 

(3)见提示。提示:
 

(1)
 

由于

f(x)=xlnx,所以f'(x)=lnx+1,则f(1)=0,f'(1)=
1,故所求的切线方程为y-0=x-1,即y=x-1。
(2)

 

第(2)问看着就一筹莫展,参数分离求最值的想法是没


问题,但导数我们没有把握去处理,这个时候我们应该注意

下第(1)问的切线,而这个切线实则在为我们提供不等式,

服务于第(2)问,莫名其妙的前一问多数时候是在为后面提

示和提供做题方向。

记g(x)=xlnx-(x-1),g'(x)=lnx,当x∈(0,1)时,

g'(x)<0,g(x)单调递减;
  

当x∈(1,+∞)时,g'(x)>0,

g(x)单调递增,g(x)≥g(1)=0,即xlnx≥x-1,当且仅

当x=1时取等号,即lnx≥1-
1
x
。进一步可得ln x≥

1-
1
x
,那么当x∈(0,1)时,

ln x

1-
1
x

<1;
 

当x∈(1,+∞)

时,ln x

1-
1
x

>1,由题知f(x)≥a(x- x)在x∈(0,+∞)

时恒成立。

①
 

若x=1,a∈R;

②
  

若x∈(0,1),x< x,f(x)≥a(x- x),则 f(x)

x- x
=
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2ln x

1-
1
x

≤a,即
ln x

1-
1
x

≤
a
2
,因此

a
2≥1

,即a≥2;
 

③
 

若x∈(1,+∞),x> x,f(x)≥a(x- x),则

f(x)

x- x
=
lnx

1-
1
x

=
2ln x

1-
1
x

≥a,即
ln x

1-
1
x

≥
a
2
,因此

a
2≤

1,即a≤2。
综上所述,a的取值范围为 2  。

(3)
  

f'(x)=lnx+1,当x∈ 0,
1
e  时,f'(x)<0,f(x)单

调递减;
  

当x∈ 1
e
,+∞  时,f'(x)>0,f(x)单调递增。

(a)
 

直接证找不到抓手,那就考虑证明加强命题,进而证明


该命题的成立。

当 0<x1 ≤x2 ≤

1
e
, x2 = (x2-x1)+x1 ≤

x2-x1+ x1,即 x2 - x1 ≤ x2-x1,即需证


f(x1)-f(x2) ≤ x2- x1


,又f(x)在 0,
1
e  上

单调递减,则f(x1)≥f(x2),即需证f(x1)+ x1 ≤


f(x2)+ x2


,记 h (x)=f (x)+ x =xlnx +

x 0<x≤
1
e  ,h'(x)=lnx+1+ 1

2 x
,记 h'(x)=

k(x),k'(x)=
4 x-1
4x x

,当x∈ 0,
1
16  ,k'(x)<0,h'(x)

单调递减;
  

当x∈ 1
16
,1
e  ,k'(x)<0,h'(x)单调递增,所

以h'(x)≥h' 1
16  =3-4ln2>0,因此h(x)在 0,

1
e  上

单调递增。又0<x1≤x2≤
1
e
,所以f(x1)+ x1 ≤

f(x2)+ x2。

(b)
 

当
1
e<x1≤x2<1时,



 

x2 = (x2-x1)+x1 ≤

x2-x1+ x1,即 x2 - x1 ≤ x2-x1,即需证


f(x1)-f(x2) ≤ x2- x1,又f(x)在
1
e
,1  上


单调递增,则f(x1)≤f(x2),即需证f(x2)- x2 ≤

f(x1)- x1,记p(x)=f(x)- x=xlnx- x 1

e<x<1  , 


当
1
e<x<1

,p'(x)=lnx+1+
1
2 x

>0,因此p(x)在

1
e
,1  上单调递增,又1

e<x1≤x2<1,所以f(x1)-

x1≤f(x2)- x2。使用(a)的加强命题法失效了,那
怎么办? 继续观察和思考问题。通过观察题目,题目出现
了f(x1)-f(x2)和x1-x2,而这两个差值与斜率有关,

不妨设0<x1<x2,则

f(x1)-f(x2)
x1-x2

=
x1lnx1-x2lnx2

x1-x2
,



接着 考 虑 分 离 变 量 lnx1 或 lnx2。
f(x1)-f(x2)

x1-x2
=


x1lnx1-x2lnx2

x1-x2
=

x1lnx1-x2lnx1+x2lnx1-x2lnx2
x1-x2

=



lnx1 +
ln

x1
x2

x1
x2
-1

=lnx1 +
-ln

x2
x1

x1
x2
-1



,f
(x1)-f(x2)
x1-x2

=

x1lnx1-x2lnx2
x1-x2

=
x1lnx1-x1lnx2+x1lnx2-x2lnx2

x1-x2
=

lnx2+
ln

x1
x2

1-
x2
x1

,这两个式子分别出现了
ln

x1
x2

x1
x2
-1

和
-ln

x2
x1

1-
x2
x1

,由

(2)知lnx>1-
1
x
,又0<

x1
x2
<1,则1-

x1
x2
>0,所 以

-ln
x2
x1

x1
x2
-1
=
ln

x2
x1

1-
x1
x2

>1,又
x2
x1
>1,则1-

x2
x1
<0,

ln
x1
x2

1-
x2
x1

<1,

所以lnx1+1<
x1lnx1-x2lnx2

x1-x2
<lnx2+1。

那么 当
1
e <x1 ≤x2 <1 时,有 f(x1)-f(x2) =

f(x2)-f(x1)≤(lnx2+1)(x2-x1)≤x2-x1≤

x2-x1,命题成立。

(c)
 

当0<x1≤
1
e ≤x2<1时,结 合(a)和(b),可 得

f(x1)-f
1
e  ≤

1
e-x1 ≤ x2-x1,f

1
e  -

f x2  ≤ x2-
1
e ≤ x2-x1,结合f(x)单调性可得

f(x1)-f(x2)≤ f(x1)-f
1
e  ,f(x1)-f(x2) ≤

f
1
e  -f(x2)。所 以 f x1  -f x2  ≤ x2-x1

成立。
综上,命题得证。

【194】(1)单调递增区间是(-∞,1),单调递减区间是(1,+∞);
 

f(x)极大值=
1
e
,无极小值;

 

(2)见提示;
 

(3)见提示。提

示:
 

(1)
 

f'(x)=
1-x
ex

,当x<1时,f'(x)>0,f(x)
 

单调

递增;
 

当x>1时,f'(x)<0,f(x)单调递减,所以f(x)的
单 调 递 增 区 间 是 (- ∞,1),单 调 递 减 区 间 是

(1,+∞);
 

f(x)极大值=f(1)=
1
e
,无极小值。

(2)
 

由题意知g(x)=f(2-x)=(2-x)ex-2,令p(x)=
f(x)-g(x)=xe-x + (x -2)ex-2,则 p'(x)=
(x-1)(e2x-2-1)e-x。当x>1时,x-1>0,2x-2>0,

e2x-2-1>0,e-x>0,所以p'(x)>0,因此p(x)单调递
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增,且p(x)>p(1)=0,即f(x)-g(x)>0。故当x>1
时,f(x)>g(x)。
(3)

 

方法一:
 

由(1)
 

知,当x>0时,f(x)>0,如果x1≠
x2,不妨设x1<x2,由f(x1)=f(x2)得0<x1<1<x2,
当x2≥2时,显然x1+x2>2;

 

当0<x1<1<x2<2时,
由(2)

 

知f(x1)=f(x2)>g(x2)=f(2-x2),而0<2-
x2<1,0<x1<1,且f(x)在(1,+∞)上单调递增,则有

2-x2<x1,故x1+x2>2。
综上,如果x1≠x2,且f(x1)=f(x2),则x1+x2>2。
方法二:

 

由(1)
 

知,当x>0时,f(x)>0,如果x1≠x2,不
妨设x1<x2,由f(x1)=f(x2)得0<x1<1<x2,且

x1e
-x1=x2e

-x2,两边取对数可得lnx1-x1=lnx2-x2,

即
x2-x1
lnx2-lnx1

=1。

要证明x1+x2>2,即证
x2-x1
lnx2-lnx1

<
x1+x2
2

,进一步可

得
2(x2-x1)
x1+x2

<ln
x2
x1
,则需证

2
x2
x1
-1  

x2
x1
+1

<ln
x2
x1
,因为0<

x1<1<x2,所以
x2
x1
>1。

构造 函 数h(x)=lnx-
2(x-1)
x+1

(x>1),当 x>1时,

h'(x)=
(x-1)2

x(x+1)2
>0,所以h(x)在(1,+∞)上单调递增。

因此 当 x>1时,h(x)>h(1)=0。又
x2
x1
>1,所 以

h
x2
x1  =lnx2

x1
-
2

x2
x1
-1  

x2
x1
+1

>0,即 1=
x2-x1
lnx2-lnx1

<

x1+x2
2

。故如果x1≠x2,且f(x1)=f(x2),则 x1+

x2>2。
方法三:

 

由(1)
 

知,当x>0时,f(x)>0,如果x1≠x2,不
妨设x1<x2,由f(x1)=f(x2)得0<x1<1<x2,且

x1e
-x1=x2e

-x2,两边取对数可得lnx1-x1=lnx2-x2,

设
 

t=
x2
x1
>1,则有lnt=x1(t-1),那么x1=

lnt
t-1

,x2=

tlnt
t-1

。要 证 x1+x2>2,即 证
(t+1)lnt
t-1 >2,即lnt>

2(t-1)
t+1

(t>1)。

构造 函 数h(x)=lnx-
2(x-1)
x+1

(x>1),当 x>1时,

h'(x)=
(x-1)2

x(x+1)2
>0,所以h(x)在(1,+∞)上单调递增。

因此当x>1时,h(x)>h(1)=0,即h(t)>h(1)=0,则

lnt>
2(t-1)
t+1

(t>1)。故如果x1≠x2,且f(x1)=f(x2),

则x1+x2>2。

【195】(1)(0,+∞);
 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=(x-1)ex+
2a(x-1)=(x-1)ex+2a  。
有参数必然带来分类讨论。分类切入点在哪里呢? 当然是

在ex+2a这里,指数有恒正光环,那么需要考虑的自然是

ex+2a这个整体会不会恒正,所以分类切入点自然就落到

a上了。

①

 

若a=0,则f(x)=(x-2)ex,
 

f(x)只有一个零点。

②
 

若a>0,则当x∈(-∞,1)时,
 

f'(x)<0;
 

当x∈(1,

+∞)时,
 

f'(x)>0。所以f(x)在(-∞,1)上单调递减,
在(1,+∞)上单调递增。又f(1)=-e,

 

f(2)=a,两个零


点还需要极值点的左侧有正值呀!
 

f(x)=(x-2)ex+
a(x-1)2,怎么找呢? 也就是再找个t<1,使得f(t)>0,
假设(t-2)et+a(t-1)2>0,即et<

a(t-1)2

2-t
,这怎么办


呢? 可以在et 和

a(t-1)2

2-t
之间插入一个值形成两个不等


式,当然这个值不是盲目的,而是考虑et 和

a(t-1)2

2-t
都为

正,要给中间插入正值,随后解不等式取交集就可。取什么

呢? 为了便于求解,我们可以直接取a,这样就形成了et<

a<

a(t-1)2

2-t
,通过解不等式得

 

t<lna,t<
1- 5
2

,取交集


即为t<minlna,

1- 5
2  。



 

取t<minlna,
1- 5
2  ,得

et<a<
a(t-1)2

2-t
,即(t-2)et+a(t-1)2>0,故f(t)>0,

故f(x)存在两个零点。

③
 

若a<0,由f'(x)=0得x=1或x=ln(-2a)。
若a<0时,则a(x-1)2≤0,那么当x≤1时,

 

(x-2)ex<0,
即f(x)<0,也就说若a<0,当x≤1时无零点,关注点可

以放到x>1这一侧了。

ⓐ
 

若-
e
2≤a<0

,则ln(-2a)≤1,故当x∈(1,+∞)时,
 

f'(x)>0,因此f(x)在(1,+∞)上单调递增。又当x≤1
时,

 

f(x)<0,所以f(x)不存在两个零点。

ⓑ
 

若a<-
e
2
,则ln(-2a)>1,故当x∈(1,ln(-2a))时,

 

f'(x)<0;
 

当x∈(ln(-2a),+∞)时,
 

f'(x)>0。因此

f(x)在(1,ln(-2a))上单调递减,在(ln(-2a),+∞)上
单调递增。又当x≤1时,

 

f(x)<0,所以f(x)不存在两

个零点。
综上,

 

a的取值范围为(0,+∞)。
(2)

 

构建新函数,通过对称化构造可证。


要证x1+x2<2,
即证x1<2-x2。由(1)知a>0,不妨设x1<x2,则x1∈
(-∞,1),x2∈(1,+∞),2-x2∈(-∞,1),此刻x1,2-
x2 同 属(- ∞,1)这 个 区 间,可 以 通 过 比 较 f x1  ,

f 2-x2  的大小即可。

f(x)在(-∞,1)上单调递减,所以x1+x2<2等价于

f x1  >f 2-x2  ,f x1  =0,即f 2-x2  <0。因为
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f 2-x2  = -x2e
2-x2 +a x2-1  2,而 f x2  =

x2-2  e
x2 +a x2-1  2 =0,所 以 f 2-x2  =

-x2e
2-x2- x2-2  e

x2。设g(x)=-xe2-x-(x-2)ex,

则g'(x)= (x-1)e2-x-ex  。所 以 当 x>1 时,
 

g'(x)<0,而g(1)=0,故当x>1时,
 

g(x)<0,从而

g x2  =f 2-x2  <0,故x1+x2<2。

【196】(1)a≤e+1;
 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

f(x)=
ex

x -

lnx+x-a,则f'(x)=
ex(x-1)

x2
-
1
x +1=

ex(x-1)
x2

+

x-1
x =

ex+x
x2

(x-1)。

由x>0可得
ex+x
x2

>0,所以当x∈(0,1)时,f'(x)<0;
 

当x∈(1,+∞)时,f'(x)>0,因此f(x)在(0,1)上单调递

减,在(1,+∞)上单调递增,所以f(x)min=f(1)=e+1-
a,若f(x)≥0,则需e+1-a≥0,即a≤e+1。
(2)

 

若f(x)有两个零点,则由(1)知需e+1-a<0,即a>
e+1。

不妨设0<x1<1<x2,要证x1x2<1,即需证x1<
1
x2
,而

x1,
1
x2
∈(0,1),且 f(x)在(0,1)上 单 调 递 减,则 需 证

f(x2)=f(x1)>f
1
x2  。构 造 函 数 g(x)=f(x)-

f
1
x  (x>1),则g'(x)=

(x-1)(ex+x-xe
1
x-1)

x2
。因

为x>1,所以xe
1
x <ex,这里使用的是不等式的可乘性,

x>0,e
1
x <e,那么ex+x-xe

1
x -1>ex+x-ex-1=

(ex-ex)+(x-1)。
令p(x)=ex-ex(x>1),则p'(x)=ex-e,当x>1时,

p'(x)>0,p(x)在(1,+∞)上单调递增,所以p(x)>

p(1)=0,因此当x>1时,ex+x-xe
1
x -1>ex+x-

ex-1=(ex-ex)+(x-1)>0,即g'(x)>0,g(x)单调递

增,因此有 g(x)>g(1)=0,即 f(x)>f
1
x  ,所 以

f(x2)=f(x1)>f
1
x2  ,命题得证。

【197】见提示。提示:
 

(1)
 

求出函数的导数,判断其正负可得


函数的单调区间。

f'(x)=1-lnx-1=-lnx,x∈(0,+∞),当x∈(0,1)
时,f'(x)>0;

 

当x∈(1,+∞)时,f'(x)<0,故f(x)的递

增区间为(0,1),递减区间为(1,+∞)。
(2)

 

通过换元简化结构联系第(1)问。第(1)问多数情况是


在为第(2)问做引子和铺垫的。设
1
a=x1,

1
b=x2,原不

等式等价于2<x1+x2<e,这里可构建新函数,通过对称

化构造可证。先规整条件以利于我们构造。


因为blna-

alnb=a-b,故b(lna+1)=a(lnb+1),即
lna+1

a =

lnb+1
b

。

这个地方务必联系原函数找出等号两边的y 所对应的x,
故f

1
a  =f

1
b  ,通过换元简化结构便于证明。故设

1
a=x1,

1
b=x2,结合第(1)问数形结合判断出x1,x2

范围。

由(1)知当0<x<e时,f(x)>0;

 

当x>e时,f(x)<0。
不妨设0<x1<1<x2<e。

①
 

先证:
 

x1+x2>2。若x2≥2,x1+x2>2必成立。
若1<x2<2,要证x1+x2>2,即证x1>2-x2,而0<2-
x2<1,0<x1<1。
同一单调区间两个变量的y 若大小明确,则x 间的大小也

就确定了。

故需证 f(x1)>f(2-x2),又 f(x1)=f(x2),即 证

f(x2)>f(2-x2),其中1<x2<2。
设g(x)=f(x)-f(2-x),1<x<2,则g'(x)=f'(x)+
f'(2-x)=-lnx-ln(2-x)=-lnx(2-x)  。
因为1<x<2,故0<x(2-x)<1,则-ln[x(2-x)]>0,
所以g'(x)>0,故g(x)在(1,2)为增函数,所以g(x)>
g(1)=0,故f(x)>f(2-x),即f(x2)>f(2-x2)成立,
所以x1+x2>2成立。

②
 

方法一:
 

再设x2=tx1,利用比值代换构造函数,利用导


数可证明该结论成立。极值点偏移问题常用方法有对称化

构造和比值代换,这里两端证明采用了不同方法,方便读者

掌握两种方法。

设x2=tx1,则t>1,结合

lna+1
a =

lnb+1
b

,1
a =x1,

1
b =

x2 可得x1(1-lnx1)=x2(1-lnx2),即1-lnx1=t(1-

lnt-lnx1),故lnx1=
t-1-tlnt

t-1
。

要证x1+x2<e,即证(t+1)x1<e,两边取对数,即证

ln(t+1)+lnx1<1,即证ln(t+1)+
t-1-tlnt

t-1 <1,即证

(t-1)ln(t+1)-tlnt<0。
令h(t)=(t-1)ln(t+1)-tlnt(t>1),则h'(t)=ln(t+

1)+
t-1
t+1-1-lnt=ln1+

1
t  - 2

t+1
,通过观 察

1
t

与

2
t+1

得分子分母的差都是1,由糖水不等式可得
1
t<

2
t+1

。

因为
1
t <

2
t+1

,所 以 h'(t)=ln 1+
1
t  - 2

t+1<

ln1+
1
t  -1t。设q(x)=ln(x+1)-x,则q'(x)=

1
x+1-1=

-x
x+1

,当-1<x<0时,q'(x)>0;
 

当x>0时,

q'(x)<0,故q(x)在(-1,0)上为增函数,在(0,+∞)上为

减函数,则q(x)max=q(0)=0,故ln(x+1)≤x 成立。
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由上述不等式可得当t>1时,h'(t)<ln1+
1
t  -1t <

0,所以h(t)在(1,+∞)上为减函数,故h(t)<h(1)=0,所
以(t-1)ln(t+1)-tlnt<0成立,即x1+x2<e成立。
方法 二:

 

因 为0<x1<1,所 以 x1(1-lnx1)>x1,又

x2(1-lnx2)=x1(1-lnx1),所以x2(1-lnx2)>x1,则

x2(1-lnx2)+x2>x1+x2,那么要证x1+x2<e,只需证

x2(1-lnx2)+x2<e。
设φ(x)=x(1-lnx)+x(1<x<e),则φ'(x)=1-lnx>
0,故φ(x)在(1,e)上单调递增,所以φ(x)<φ(e)=e,即

x1+x2<e。

综上,2<
1
a+

1
b<e

。

【198】见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=
1
x -1

(x∈(0,+∞)),令

f'(x)=0,解得x=1。
当0<x<1时,

 

f'(x)>0,
 

f(x)单调递增;
 

当x>1时,
 

f'(x)<0,
 

f(x)单调递减。
(2)

 

由(1)知
 

f(x)在 x=1处 取 得 最 大 值,最 大 值 为

f(1)=0,所以当x≠1时,
 

lnx<x-1;
 

当x∈(1,+∞)时,
 

lnx<x-1,则ln
1
x <

1
x -1,即lnx>1-

1
x
,故1<

x-1
lnx <x。

(3)
 

构造新函数要随时根据结构联系前面问题的结果且善

用之。
由题意可设c>1,设g(x)=1+(c-1)x-cx,则g'(x)=

c-1-cxlnc,令g'(x)=0,解得x0=
ln

c-1
lnc
lnc

。

当x<x0 时,
 

g'(x)>0,
 

g(x)单调递增;
 

当x>x0 时,
 

g'(x)<0,
 

g(x)单调递减。

由(2)知1<
c-1
lnc <c

,即0<ln
c-1
lnc <lnc

,故0<x0<1,又

g(0)=g(1)=0,故当0<x<1时,
 

g(x)>0,所以当x∈
(0,1)时,

 

1+(c-1)x>cx。
【199】(1)1;

 

(2)3。提示:
 

(1)
 

f(x)≥0,即[f(x)]min=0,参
数不明的单调性是需要分类讨论的。

为什么从a≤0开始讨论,是因为x-1是增函数,那么

若-alnx 是非减函数的话,它们的和是增函数。

①

 

若a≤0,f(x)在(0,+∞)上 单 调 递 增 且 f
1
2  =

-
1
2+aln2<0

,所以不满足题意。

②
 

若a>0,由f'(x)=1-
a
x =

x-a
x

知,当x∈(0,a)时,
 

f'(x)<0;
 

当x∈(a,+∞)时,
 

f'(x)>0,所以f(x)在
(0,a)上单调递减,在(a,+∞)上单调递增,故x=a 是

f(x)在(0,+∞)上唯一最小值点。由于f(1)=0,所以当

且仅当a=1时,
 

f(x)≥0,故a=1
 

。
(2)

 

由(1)取a=1,当x∈(1,+∞)时,
 

x-1-lnx>0,即

lnx<x-1。

再观察 1+
1
2  1+122  … 1+

1
2n  <m,不等式左侧n

个式子相乘,这些相乘的由来呢? 结合着第(1)问得到的结

果来看必然是对数相加真数相乘得来的,所以对这个式子

左边取对数后问题也就迎刃而解了。

令x=1+

1
2n
,得 ln 1+

1
2n  < 12n,从 ln 1+

1
2  +

ln1+
1
22  +…+ln1+12n  < 12 + 122+…+ 12n =1-

1
2n

< 1,故 1+
1
2  1+122  … 1+

1
2n  < e,又

1+
1
2  1+122  1+123  >2,所以m 的最小值为3。

【200】(1)当 x∈(-∞,0)时,f(x)单 调 递 减;
 

当 x∈

(0,+∞)时,f(x)单调递增;
 

(2)-∞,
1
2  ;

 

(3)见提示。

提示:
 

(1)
 

当a=1时,f(x)=xex -ex =(x-1)ex,

f'(x)=xex。
当x∈(-∞,0)时,f'(x)<0,f(x)单调递减;

 

当x∈
(0,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增。
(2)

 

f(x)<-1,即f(x)+1<0,记g(x)=f(x)+1=
xeax-ex+1,则 g(0)=0,g'(x)=(1+ax)eax -ex,

g'(0)=0。记φ(x)=g'(x),则φ'(x)=(2a+a
2x)eax-

ex,φ'(0)=2a-1。

若a>
1
2
,φ'(0)=2a-1>0,则存在x0>0,使得当x∈

(0,x0),φ'(x)>0,即g'(x)单调递增。

这个x0 如何表示呢?


当x>0时,φ'(x)=(2a+a
2x)eax-

ex>2aeax-ex>2a-ex,令2a-ex>0,解得0<x<ln2a,
当x∈(0,ln2a)时,φ'(x)=(2a+a

2x)eax-ex>2aeax-
ex>2a-ex>0,所以g'(x)>g'(0)=0,g(x)单调递增,

g(x)>g(0)=0,不合题意。

若a≤
1
2
,则φ'(0)=2a-1≤0,g'(x)=(1+ax)e

ax-

ex=eln(1+ax)+ax-ex≤e
ln 1+12x  +12x-ex。

同底指数作差可以借助指数函数单调性,但需要调整至系

数相同,所以这里就需要系数化指数,在用指数作差构造函

数判断正负,进而比较指数大小。

记λ(x)=ln1+

1
2x  +12x-x=ln1+

1
2x  -12x,则

λ'(x)=
1

x+2-
1
2=

-x
2(x+2)

。

当x∈(-2,0)时,λ'(x)>0,λ(x)单调递增;
 

当x∈(0,

+∞)时,λ'(x)<0,λ(x)单调递减,则λ(x)<λ(0)=0,所

以ln1+
1
2x  -12x<0,即ln1+

1
2x  +12x<x,所以

g'(x)= (1+ax)eax - ex = eln(1+ax)+ax - ex <

e
ln 1+12x  +12x-ex<0,因此当x>0时,g(x)单调递减,所
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以g(x)<g(0)=0,即a∈ -∞,
1
2  。

(3)
 

ln(n+1)=ln n+1
n
…3
2×

2
1  =lnn+1

n + … +


ln
3
2+ln2

,把不等式左右两侧分别看成两个数列的前n
项和,那么问题就转化为两个通项公式比较大小,但要注意

合理使用前一问的结论,即当a=

1
2

时,xe
1
2x-ex<-1,


根据两个数列的通项结构令ln

x+1
x =x,可得通项公式大

小,进而使用不等式同向可加性证明。若前面没有结论可

用,则要考虑根据两个通项公式构造函数比较大小。

由(2)知,当a=

1
2

时,xe
1
2x-ex<-1,即xe

1
2x-ex<

-1,那 么 ln
x+1
x  e

1
2ln

x+1
x - e

lnx+1x < - 1,即

x+1
x ln

x+1
x  -x+1

x <-1,化 简 可 得
1

x2+x
>

ln
x+1
x
,则 当 n ∈ N* 时, 1

n2+n
>ln

n+1
n
,故

1
12+1

>ln
2
1
, 1
22+2

>ln
3
2
,…, 1

n2+n
>

ln
n+1
n
,因 此

1
12+1

+
1

22+2
+ … +

1
n2+n

>

ln
2
1+ln

3
2+

…+ln
n+1
n =ln 2

1×
3
2×

…×
n+1
n  =

ln(n+1)。
【201】见提示。提示:

 

(1)
 

求出函数的导数,分类讨论参数判


断其正负可得函数的单调区间。

f'(x)=-

1
x2
-1+

a
x =-

x2-ax+1
x2

(x>0)。

①
 

若a≤2,x2+1-ax≥2x-ax=(2-a)x≥0,则

f'(x)≤0,当且仅当a=2,
 

x=1时,f'(x)=0,所以f(x)
在(0,+∞)上单调递减。

②
 

若 a >2,令 f'(x)=0,得
 

x =
a- a2-4

2
或

x=
a+ a2-4

2
。

当 x ∈ 0,
a- a2-4

2  和 a+ a2-4
2

,+∞  时,
 

f'(x)< 0;
 

当 x ∈ a- a2-4
2

,a+ a2-4
2  时,

 

f'(x)>0。所以f(x)在 0,
a- a2-4

2  ,  a+ a2-4
2

,

+∞ 上单调递减,在 a- a2-4
2

,a+ a2-4
2  上单调

递增。
(2)

 

结合第(1)问判断有两个极值点的参数范围,而且需要


结合韦达定理得到两零点的关系。再根据两零点的关系使


得两个零点自由转化,便于后面做题减少变量个数,然后按

题意一步一步正常操作即可。

由(1)知

 

f(x)存在两个极值点当且仅当a>2。
由于f(x)的两个极值点x1,

 

x2 满足x2-ax+1=0,所
以x1x2=1,不妨设x1<x2,则x2>1。

因为
f x1  -f x2  

x1-x2
=-

1
x1x2

-1+a
lnx1-lnx2
x1-x2

=-2+

a
lnx1-lnx2
x1-x2

=-2+a
-2lnx2
1
x2
-x2

,所以
f x1  -f x2  

x1-x2
<

a-2等价于
1
x2
-x2+2lnx2<0。设函数g(x)=

1
x-x+

2lnx(x>1),由(1)知
 

g(x)在(0,+∞)上单调递减,又

g(1)=0,从而当x∈(1,+∞)时,
 

g(x)<0,所以
1
x2
-

x2+2lnx2<0,即
f x1  -f x2  

x1-x2
<a-2。

【202】(1)a=1;
 

(2)见提示。提示:
 

(1)
 

f'(x)=ex-a,若

a≤0时,f'(x)>0,f(x)单调递增,无最小值,故a>0。
当x∈(-∞,lna)时,f'(x)<0,f(x)单调递减;

 

当x∈
(lna,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增,所以f(x)min=
f(lna)=a-alna。

g'(x)=a-
1
x
,若a≤0时,g'(x)<0,g(x)单调递减,无

最小值,故a>0,当x∈ -∞,
1
a  时,g'(x)<0,g(x)单

调递减;
 

当x∈ 1
a
,+∞  时,g'(x)>0,g(x)单调递增,

所以g(x)min=g
1
a  =1+lna。

由题意知a-alna=1+lna,即lna-
a-1
a+1=0

。记h(a)=

lna-
a-1
a+1

(a>0),则h'(a)=
1
a-

2
(a+1)2

=
a2+1

a(a+1)2
>

0,所以h(a)在(0,+∞)上单调递增,又h(1)=0,所以

a=1。
(2)

 

由(1)知f(x)=ex-x,g(x)=x-lnx,记p(x)=

f(x)-g(x)=ex+lnx-2x,则p'(x)=ex+
1
x-2

。

记φ(x)=e
x-x(x>0),则φ'(x)=e

x-1,当x∈(0,

+∞)时,φ'(x)>0,φ(x)单调递增,则φ(x)>φ(0)=0,故

p'(x)=ex+
1
x-2>x+

1
x -2≥0

,则p(x)在(0,+∞)

上单调递增,p(1)=e-2>0,p
1
3  =e

1
3 -ln3-

2
3<

e
1
3-1.6<0,所以∃x0∈

1
3
,1  ,使得p(x)=0,则p(x)

有唯一零点,即f(x)=ex-x,g(x)=x-lnx 有唯一交点

x0∈
1
3
,1  。

当x∈(-∞,0)时,f(x)单调递减;
 

当x∈(0,+∞)时,

f(x)单调递增。
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当x∈(-∞,1)时,g(x)单调递减;
 

当x∈(1,+∞)时,

g(x)单调递增。

若e
x0-x0=x0-lnx0=b>1,通过观察f(x)=ex-x,

g(x)=x-lnx 可得f(lnx)=g(x),f(x)=g(ex),因为

f(lnx)=elnx-lnx=x-lnx=g(x),g(ex)=ex-lnex=

ex-x=f(x),所以f(lnx0)=g(x0)=f(x0)=g(e
x0)=

b,故这三个交点的横坐标分别为lnx0,x0,e
x0,且lnx0<

x0<e
x0,且满足e

x0+lnx0=2x0。故命题得证。
【203】见提示。提示:

 

(1)
 

①
  

首先求得导函数的解析式,然后


结合导数的几何意义求解切线方程即可。

当k=6时,

 

f(x)=x3+6lnx,
 

f'(x)=3x2+
6
x
,可得

f(1)=1,
 

f'(1)=9,所以曲线y=f(x)在点(1,f(1))处
的切线方程为y-1=9(x-1),即y=9x-8。

②
 

首先求得g'(x)的解析式,然后利用导函数与原函数的


关系讨论函数的单调性和函数的极值即可。

由题意知g(x)=x3-3x2+6lnx+

3
x
,x∈(0,+∞),则

g'(x)=3x2 -6x+
6
x -

3
x2
=
3(x-1)3(x+1)

x2
。令

g'(x)=0,解得x=1。当x 变化时,
 

g'(x),g(x)的变化

情况如下表所示:
 

x (0,1) x=1 (1,+∞)

g'(x) - 0 +
g(x) 单调递减 极小值 单调递增

所以,函数g(x)的单调递减区间为(0,1),单调递增区间为

(1,+∞),g(x)的极小值为g(1)=1,无极大值。

(2)
 

由f(x)=x3+klnx 得f'(x)=3x2+
k
x
。任取x1,

x2∈[1,+ ∞),且 x1>x2,则(x1-x2)(f'(x1)+

f'(x2))-2f x1  -f x2    =(x1-x2) 3x21+k
x1
+

3x22+
k
x2 -2 x31-x

3
2+kln

x1
x2  =x31-x32-3x

2
1x2+

3x1x
2
2+k

x1
x2
-
x2
x1  -2klnx1x2

,令
x1
x2
=t(t>1),则上式=

x32t3-3t2+3t-1  +k t-1t-2lnt ①。
令h(x)=x-

1
x -2lnx,x∈[1,+∞)。当 x>1时,

 

h'(x)=1+
1
x2
-
2
x = 1-

1
x  2>0,由此可得h(x)在

[1,+∞)上单调递增,所以当t>1时,
 

h(t)>h(1),即t-
1
t-2lnt>0

。因为x2≥1,
 

t3-3t2+3t-1=(t-1)3>0,

又k≥-3,故x32 t3-3t2+3t-1  +k t-
1
t-2lnt  ≥

(t3-3t2+3t-1)-3t-
1
t-2lnt  =t3-3t2+6lnt+

3
t-1②

。

在解决导数问题的时候要能关联前后问题,前面的结论可

服务于后面的问题。

由(1)②知,当t>1时,

 

g(t)>g(1),即t3-3t2+6lnt+
3
t>1

,故t3-3t2+6lnt+
3
t -1>0③,由①②③可得

x1-x2  f' x1  +f' x2    -2(f(x1)-f(x2))>0。
所以,当k≥-3时,对任意的x1,x2∈[1,+∞),且x1>

x2,有
f' x1  +f' x2  

2 >
f x1  -f x2  

x1-x2
。

【204】证明:
 

(1)
 

f'(x)=
1
2 x

-
1
x

 

,由f' x1  =f' x2  得

1
2 x1

-
1
x1
=

1
2 x2

-
1
x2
。

因为x1≠x2,所以
1
x1
+
1
x2
=
1
2
,由基本不等式得

1
2 x1x2= x1+ x2 ≥2

4x1x2。因为x1≠x2,所

以x1x2>256。
根据f' x1  =f' x2  得到了x1,x2 的关系和范围,进而
构造新函数判断单调性,求最值证明结论即可。

f x1  +f x2  = x1 -lnx1 + x2 -lnx2 =
1
2 x1x2-lnx1x2  。

设g(x)=
1
2 x-lnx,则g'(x)=

1
4x
(x-4),所以有

下表:
 

x (0,16) 16 (16,+∞)

g'(x) - 0 +

g(x) ↘ 2-4ln2 ↗

因此,g(x)在[256,+∞)上 单 调 递 增,故 g x1x2  >

g(256)=8-8ln2,即f x1  +f x2  >8-8ln2。

(2)
 

由f(x)=kx+a 得k=
x-lnx-a

x
。令h(x)=

x-lnx-a
x -k,则 h' (x)=

lnx-
x
2 -1+a

x2
=

-g(x)-1+a
x2

,其中g(x)=
x
2 -lnx

。

由(1)知g(x)≥g(16)=2-4ln2,又a-g(x)-1≤3-
4ln2-g(x)-1=0,所 以h'(x)≤0,即 函 数 h(x)在
(0,+∞)上单调递减。
单调且有正负才能有零点,那么正负的这两个点如何取呢?

假设存在m,n使得

 

h(m)>0,h(n)<0,则由零点存在定

理知∃x0∈(m,n),满足h x0  =0。关键是如何找点,找
点也着实不容易,光是参数就有2个,且a 的正负不明,但
正负不明的问题,通常可以一个绝对值可以直接限制非负































































































25 答案详解



了,且 x是正的,那么就以1为界限开始找,因为ln1左负

右正,在>,<的时候可以放缩舍弃。当m<1时,km<k,
其实可以不用可以考虑 x,

 

h(m)=
m-lnm-a

m -k>

-lnm-a-km

m ≥
-lnm-|a|-k

m
,令-lnm-k-|a|=0,


得m=e-(|a|+k),则h e-(|a|+k)  >0。

当n>1时,

 

n>1,lnn>0,|a|≥a,|a|≥-a,|a|n≥

|a|,

 

h (n)=
n-lnn-a

n - k <
n-a-kn

n ≤

n+|a|-kn

n ≤
n+|a|n-kn

n =
n(1+|a|)-kn

n
。


令 n (1+|a|)-kn=0,得 n= 1+|a|

k  2,但 n=
1+|a|

k  2 是否大于1我们不清楚,为了保证n>1,故取


n= 1+|a|

k  2+1, 

则 h 1+|a|
k  2+1  <0,


取 m=

e-(|a|+k),n= 1+|a|
k  2+1,则h(m)=

m-lnm-a
m -

k >
-lnm-a-km

m ≥
-lnm-|a|-k

m = 0,h (n)=

n-lnn-a
n - k <

n-a-kn
n ≤

n+|a|-kn
n ≤

n+|a|n-kn
n =

n(1+|a|)-kn
n

,故 存 在 唯 一 x0 ∈

 e-(|a|+k), 1+|a|k  2+1 ,使得h x0  =0。

综上,当a≤3-4ln2时,对于任意k>0,直线y=kx+a与

曲线y=f(x)有唯一公共点。

第3章 不等式

3.1 基本不等式

【205】①③⑤。提示:
 

解决此题,公式记忆很关键,别忘了“若

a>0,b>0,则
2

1
a+

1
b

≤ ab≤
a+b
2 ≤

a2+b2

2
”这个结

论哦!

①:
 

由 ab≤
a+b
2

得 ab≤1,即ab≤1,当且仅当a=b=

1时取“=”,故①正确。

②:
 

由
a+b
2 ≤

a2+b2

2
得

a+b
2 ≤

(a)2+(b)2

2 =

a+b
2 =1,即 a+ b≤2,当且仅当a=b=1时取“=”,

故②错误。

③:
 

由
a+b
2 ≤

a2+b2

2
得1=

a+b
2 ≤

a2+b2

2
,即a2+

b2≥2,当且仅当a=b=1时取“=”,故③正确。

④:
 

对于a3+b3,先利用立方和公式展开得a3+b3=(a+
b)(a2-ab+b2),而(a+b)(a2-ab+b2)=2(a2-ab+
b2)≥2(2ab-ab)=2ab,由①知0<ab≤1,那么2ab 无最

小值,不能得到a3+b3≥3,故④错误。

⑤:
 

由
2

1
a+

1
b

≤
a+b
2

可得
1
a+

1
b ≥2

,当且仅当a=b=1

时取“=”,故⑤正确。
故选①③⑤。
当然本题也可以通过取特值a=b=1来检验,虽说捷径

好,但所有捷径还是需要有大智慧压阵。
【206】BC。提示:

 

方法一:
 

因为x2+y2-xy=1,所以x2+

y2=1+xy≤1+
x2+y2

2
,即x2+y2

2 ≤1(当且仅当x=y=

±1时取=),化简可得x2+y2≤2,所以C正确。

而(x+y)2=1+3xy≤1+3×
(x+y)2

4
,即(x+y)2≤4,

解得-2≤x+y≤2。
当且仅当x=y=1时,x+y=2,当且仅当x=y=-1时,

x+y=-2,所以B正确。
或使用根的判别式:

 

令x+y=t,则y=t-x,代入x2+
y2-xy=1得x2+(t-x)2-x(t-x)=1,化简得3x2-
3tx+t2-1=0,由Δ=(-3t)2-12(t2-1)≥0,解得-2≤
t≤2,所以B正确。故选BC。

方法二:
 

x2+y2-xy= x-y
2  2+ 3y

2  
2

=1,令x-

y
2=cosθ

,3y
2 =sinθ(0≤θ<2π),则x=cosθ+

sinθ
3
,y=

2sinθ
3
,那么x+y=cosθ+

sinθ
3
+
2sinθ
3
=cosθ+ 3sinθ=

2sinθ+
π
6  ,所以-2≤x+y≤2,因此B正确。

x2+y2= cosθ+
sinθ
3  

2

+
2sinθ
3  

2

=cos2θ+
5sin2θ
3 +

2sinθcosθ
3

=
sin2θ
3
-
cos2θ
3 +

4
3=

2
3sin2θ-

π
6  +43,所

以
2
3≤x

2+y2≤2,所以C正确。故选BC。

【207】4。提示:
 

条件是乘积,等式也是乘积,我们知道同底对


数能加,但是相乘没有公式呀!

那怎么办? 对了,乘积与和式可通过基本不等式联系起来。

但基本不等式的使用有个前提是“为正”,那怎么办? 题目

说的 是log2a·log2 2b  取 得 最 大 值,那 么log2a 与
log2 2b  肯定得同号且为正,为什么? 因为在a>0,b>0,
ab=8的前提下,要么各自均大于1,要么一个大于1,一个
小于1,显然均大于1才能同号且为正的。
于是,我们可以判定log2a>0,log2 2b  >0,那么log2a·

log2 2b  ≤
log2a+log2 2b  

2



 


 2=
log22(a·2b)

4 =4。什

么 时 候 能 取 到 最 大 值 4 呢? 当 然 是 log2a =
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