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本章将进一步讨论同余式

xn ≡ a (mod m). (5.1)
为此, 需讨论模m指数和原根, 以及指标.

5.1 指数及其基本性质

5.1.1 指数

设m > 1是整数, a是与m互素的正整数. 根据定理2.4.1 (欧拉定理), 有

aφ(m) ≡ 1 (mod m).

当然, 要问该φ(m) 是否是使得上式成立的最小正整数以及这个最小正整数具有哪些性质.
定义 5.1.1 设m > 1是整数, a是与m互素的正整数, 则使得

ae ≡ 1 (mod m) (5.2)

成立的最小正整数 e叫作a对模m的指数, 记作ordm(a).

如果a对模m的指数是φ(m),则a叫作模m的原根.
注1 根据定义5.1.1, 只能逐个计算

ak (mod m), k = 1, 2, · · · , e (5.3)

来确定a模m的指数 e = ordm(a).
注2 指数ordm(a)是序列u = {uk = ak mod m | k ⩾ 1}的周期p(u)(见定义B.0.1).
例 5.1.1 设整数m = 7, 这时φ(7) = 6.有

11 ≡ 1, 23 = 8 ≡ 1, 33 = 27 ≡ −1,

43 ≡ (−3)3 ≡ 1, 53 ≡ (−2)3 ≡ −1, 62 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod 7).

列成表为

a 1 2 3 4 5 6

ordm(a) 1 3 6 3 6 2
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因此, 3、5是模7的原根. 但2、4、6不是模7的原根.
例 5.1.2 设整数m = 14 = 2 · 7, 这时φ(14) = 6.有

11 ≡ 1, 33 = 27 ≡ −1, 53 = 125 ≡ −1,

93 ≡ (−5)3 ≡ 1, 113 ≡ (−3)3 ≡ 1, 132 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod 14).

列成表为

a 1 3 5 9 11 13

ordm(a) 1 6 6 3 3 2

因此, 3、5是模14的原根. 但9、11、13 不是模14的原根.
例 5.1.3 设整数m = 15 = 3 · 5,这时φ(15) = 8.有

11 ≡ 1, 24 = 16 ≡ 1, 42 = 16 ≡ 1,

72 = 49 ≡ 4, 74 ≡ 16 ≡ 1, 84 ≡ (−7)4 ≡ 1,

112 ≡ (−4)2 ≡ 1, 134 ≡ (−2)4 ≡ 1, 142 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod 15).

列成表为

a 1 2 4 7 8 11 13 14

ordm(a) 1 4 2 4 4 2 4 2

因此, 没有模15的原根.
例 5.1.4 设整数m = 9 = 32,这时φ(9) = 6.有

11 ≡ 1, 23 = 8 ≡ −1, 43 = 64 ≡ 1,

53 ≡ (−4)3 ≡ −1, 73 ≡ (−2)3 ≡ 1, 82 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod 9).

列成表为

a 1 2 4 5 7 8

ordm(a) 1 6 3 6 3 2

因此, 2、5是模9的原根.
例 5.1.5 设整数m = 8 = 23,这时φ(8) = 4.有

11 ≡ 1, 32 = 9 ≡ 1, 52 = 25 ≡ 1, 72 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod 8).

列成表为

a 1 3 5 7

ordm(a) 1 2 2 2

因此, 没有模8的原根.
例 5.1.6 证明：5是模3及模6的原根, 也是模32、2 · 32的原根.
因为φ(3) = 2,且

5 ≡ −1, 52 ≡ 1 (mod 3);
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同样, 因为φ(6) = 2,且

5 ≡ −1, 52 ≡ 1 (mod 32);

类似地, 因为φ(32) = 6,且

5 ≡ 5, 52 ≡ 7, 53 ≡ 8 ≡ −1, 54 ≡ 4, 55 ≡ 2, 56 ≡ 1 (mod 32);

对于模2 · 32, 因为 (5, 2) = 1, 所以有

5 ≡ 5, 52 ≡ 7, 53 ≡ 8 ≡ −1, 54 ≡ 4, 55 ≡ 2, 56 ≡ 1 (mod 2 · 32).

因此, 结论成立.

5.1.2 指数的基本性质

现在讨论指数的性质. 类似于周期序列u的最小周期p(u) (见定义B.0.1), 有
定理 5.1.1 设m > 1是整数, a是与m互素的整数, 则整数d使得

ad ≡ 1 (mod m) (5.4)

的充分必要条件是

ordm(a) | d. (5.5)
证 充分性. 设式 (5.5)成立, 即ordm(a) | d,那么存在整数 q使得d = q ·ordm(a).因此, 有

ad =
[
aordm(a)

]q
≡ 1 (mod m).

必要性. 反证法. 如果式 (5.5) 不成立, 即ordm(a) 6 | d, 则由欧几里得除法 (定理1.1.9), 存
在整数 q、r使得

d = q · ordm(a) + r, 0 < r < ordm(a).

从而,
ar ≡

[
aordm(a)

]q
· ar = ad ≡ 1 (mod m).

这与ordm(a)的最小性矛盾. 故式 (5.5) 成立. 证毕.
推论1 设m > 1是整数, a是与m互素的整数, 则

ordm(a) | φ(m). (5.6)

证 根据欧拉定理 (定理2.4.1), 有

aφ(m) ≡ 1 (mod m).

由定理5.1.1, 有式 (5.6). 证毕.
注 根据推论1的式 (5.6) , 整数a模m 的指数ordm(a)是φ(m)的因数, 所以可以在φ(m)

的因数中求ordm(a).与根据定义5.1.1 求指数ordm(a)式 (5.3)相比, 运算效率提高了许多.
例 5.1.7 求整数5模17的指数ord17(5).

解 因为φ(17) = 16,所以只需对16的因数d = 1, 2, 4, 8, 16, 计算ad (mod m).因为

51 ≡ 5, 52 = 25 ≡ 8, 54 ≡ 64 ≡ 13 ≡ −4, 58 ≡ (−4)2 ≡ 16 ≡ −1, 516 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod 17),

所以ord17(5) = 16.这说明5是模17的原根.
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推论2 设p是奇素数, 且 p− 1

2
也是素数. 如果a是一个模p不为0、1、−1的整数, 则

ordp(a) =
p− 1

2
或 p− 1.

证 根据欧拉定理 (定理2.4.1), 有

aφ(p) ≡ 1 (mod p).

根据推论1, 整数a模p的指数ordp(a)是 φ(p) = p− 1 = 2 · p− 1

2
的因数, 但ordm(a) 6= 2,所以

ordp(a) =
p− 1

2
或 p− 1.

证毕.
性质 5.1.1 设m > 1是整数, a是与m互素的整数.
(i) 若 b ≡ a (mod m),则ordm(b) = ordm(a).

(ii) 设a−1使得a−1 · a ≡ 1 (mod m),则ordm(a−1) = ordm(a).

证 (i) 若 b ≡ a (mod m),则

bordm(a) ≡ aordm(a) ≡ 1 (mod m),

根据定理5.1.1式 (5.5), 有 ordm(b) | ordm(a).

同样, 有ordm(a) | ordm(b). 故ordm(b) = ordm(a).

(ii) 因为
(a−1)ordm(a) ≡

[
aordm(a)

]−1

≡ 1 (mod m),

根据定理5.1.1的式 (5.5), 有ordm(a−1) | ordm(a).

同样, 有ordm(a) | ordm(a−1). 故ordm(a−1) = ordm(a). 证毕.
例 5.1.8 整数39模17的指数为ord17(39) = ord17(5) = 16. 整数7模17的指数为16.因为

5−1 ≡ 7 (mod m).

定理 5.1.2 设m > 1是整数, a是与m互素的整数, 则

1 = a0, a, · · · , aordm(a)−1 (5.7)

模m 两两不同余. 特别地, 当a是模m的原根, 即 ordm(a) = φ(m)时, 这φ(m)个数

1 = a0, a, · · · , aφ(m)−1 (5.8)

组成模m 的简化剩余系.
证 反证法. 如果式 (5.7) 中有两个数模m 同余, 则存在整数0 ⩽ k, l < ordm(a)使得

ak ≡ al (mod m).

不妨设k > l. 则由 (a,m) = 1和定理2.1.8, 得

ak−l ≡ 1 (mod m).

但0 < k − l < ordm(a).这与ordm(a)的最小性矛盾. 因此, 结论成立.
再设 a是模m的原根, 即ordm(a) = φ(m), 则有 φ(m)个数即式 (5.8), 也即

1 = a0, a, · · · , aφ(m)−1
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模m两两不同余. 根据定理2.3.3, 这φ(m)个数组成模 m的简化剩余系. 证毕.
注 当模m有原根 g时, 简化剩余a可表示为 gd. 基于这一表示即a = gd, 可以简化一些

问题的讨论, 如n 次同余式 (参见定理5.3.4)xn ≡ b (mod m). 进一步, 通过建立指数表a ↔ gd,
也可以空间换时间的方式来提高运算效率, 如计算 (参见例5.3.1)

a · b (mod m) ≡ gindga · gindgb (mod m) = gindga+indgb (mod m)

例 5.1.9 整数{5k|k = 0, · · · , 15}组成模17的简化剩余系. 进一步,查表计算7·13 (mod 17).

解 作计算如下:

50 ≡ 1, 51 ≡ 5, 52 = 25 ≡ 8,

53 ≡ 5 · 8 ≡ 6, 54 ≡ 82 ≡ 13, 55 ≡ 5 · 13 ≡ 14,

56 ≡ 62 ≡ 2, 57 ≡ 5 · 2 ≡ 10, 58 ≡ 5 · 10 ≡ 50 ≡ 16 ≡ −1

59 ≡ 5 · (−1) ≡ 12, 510 ≡ (−1) · 8 ≡ 9, 511 ≡ (−1) · 6 ≡ 11,

512 ≡ (−1) · 13 ≡ 4, 513 ≡ (−1) · 14 ≡ 3, 514 ≡ (−1) · 2 ≡ 15,

515 ≡ (−1) · 10 ≡ 7 (mod 17).

列表为

50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 510 511 512 513 514 515

1 5 8 6 13 14 2 10 16 12 9 11 4 3 15 7

进一步, 有
7 · 13 ≡ 515 · 54 = 519 ≡ 53 ≡ 6 (mod 17).

定理 5.1.3 设m > 1是整数, a是与m互素的整数, 则

ad ≡ ak (mod m)

的充分必要条件是

d ≡ k (mod ordm(a)).

证 根据欧几里得除法 (定理1.1.9) , 存在整数 q、r和 q′、r′使得

d = q · ordm(a) + r, 0 ⩽ r < ordm(a).

k = q′ · ordm(a) + r′, 0 ⩽ r′ < ordm(a).

又aordm(a) ≡ 1 (mod m), 故

ad ≡ (aordm(a))q · ar ≡ ar, ak ≡ ar
′
(mod m).

必要性. 若ad ≡ ak, 则
ar ≡ ar

′
(mod m).

由定理5.1.2, 得到 r = r′. 故d ≡ k (mod ordm(a)).

充分性. 若d ≡ k (mod ordm(a)),则

r = r′, ad ≡ ak (mod m).

因此, 定理成立. 证毕.
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例 5.1.10 21 000 000 ≡ 210 ≡ 100 (mod 231).

因为整数2模231的指数为ord231(2) = 30, 1 000 000 ≡ 10 (mod 30).

例 5.1.11 22002 ≡ 21 ≡ 2 (mod 7).

因为整数2模7的指数为ord7(2) = 3,2002 ≡ 1 (mod 3).

定理 5.1.4 设m > 1是整数, a是与m互素的整数. 设d为非负整数, 则

ordm(ad) =
ordm(a)

(d, ordm(a))
. (5.9)

证 因为

ad ordm(ad) =
(
ad
)ordm(ad) ≡ 1 (mod m),

根据定理5.1.1, ordm(a) | d ordm
(
ad
)
.从而

ordm(a)

(d, ordm(a))
| ordm(ad) · d

(d, ordm(a))
.

因为

(
ordm(a)

(d, ordm(a))
,

d

(d, ordm(a))

)
= 1, 根据定理1.3.11之推论,

ordm(a)

(d, ordm(a))
| ordm(ad).

另一方面, 有

(ad)
ordm(a)

(d,ordm(a)) =
(
aordm(a)

) d
(d,ordm(a)) ≡ 1 (mod m),

根据定理5.1.1,
ordm

(
ad
)
| ordm(a)

(d, ordm(a))
.

因此, 有式 (5.9). 证毕.

例 5.1.12 整数52 ≡ 8 (mod 17)模17的指数为 ord17

(
52
)
=

ord17(5)

(2, ord17(5))
= 8.

推论1 设m > 1是整数, g是模m的原根. 设d ⩾ 0为整数, 则 gd是模的原根当且仅当

(d, φ(m)) = 1.

证 根据定理5.1.4的式 (5.9), 有

ordm
(
gd
)
=

ordm(g)

(d, ordm(g))
=

φ(m)

(d, φ(m))
.

因此, gd是模的原根, 即ordm
(
gd
)
= φ(m)当且仅当 (d, φ(m)) = 1. 证毕.

推论2 设m > 1是整数, a是与m互素的整数. 设k | ordm(a)为正整数, 则使得

ordm(ad) = k, 1 ⩽ d ⩽ ordm(a)

正整数d满足
ordm(a)

k
| d, 且这样d的个数为φ(k).

证 根据定理5.1.4, 有
k = ordm

(
ad
)
=

ordm(a)

(d, ordm(a))
.

所以

(d, ordm(a)) =
ordm(a)

k
.
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因此, ordm(a)

k
| d. 再令

d = q · ordm(a)

k
, 1 ⩽ q ⩽ k.

由

ordm
(
ad
)
=

ordm(a)

(d, ordm(a))
=

ordm(a)(
q · ordm(a)

k
, ordm(a)

) =
k

(q, k)
,

得到ordm(ad) = k的充要条件是 (q, k) = 1. 因此, d的个数为φ(k). 证毕.
定理 5.1.5 设m > 1是整数. 如果模m存在一个原根 g, 则模m有φ(φ(m))个不同的

原根.
证 设 g是模m的一个原根. 根据定理5.1.2的式 (5.8), φ(m)个整数

g0 = 1, g, · · · , gφ(m)−1

构成模m的一个简化剩余系. 又根据定理5.1.4之推论, gd是模m的原根当且仅当 (d, φ(m)) =

1.因为这样的d共有φ(φ(m))个, 所以模m有φ(φ(m))个不同的原根. 证毕.
推论 设m > 1是整数, 且模m存在一个原根. 设

φ(m) = pα1
1 · · · pαs

s , αi > 0, i = 1, · · · , s,

则整数a, (a,m) = 1是模m原根的概率是

φ(φ(m))

φ(m)
=

s∏
i=1

(
1− 1

pi

)
. (5.10)

证 根据定理5.1.5, 整数a, (a,m) = 1是模m 原根的概率是

φ(φ(m))

φ(m)
.

又根据欧拉函数φ(m)的性质以及φ(m)的素因数分解表达式, 有
φ(φ(m))

φ(m)
=

s∏
i=1

(
1− 1

pi

)
.

因此, 结论成立. 证毕.
例 5.1.13 求出模17的所有原根.
解 由例5.1.7可知, 5是模 17的原根. 再由定理5.1.5, 得到φ(φ(17)) = φ(16) = 8个整

数5, 53 ≡ 6, 55 ≡ 14, 57 ≡ 10, 59 ≡ 12, 511 ≡ 11, 513 ≡ 3, 515 ≡ 7 (mod 17)是模 17的全部

原根.

5.1.3 大指数的构造

本节讨论如何构造大指数.
定理 5.1.6 设m > 1是整数, a、b都是与m互素的整数. 如果 (ordm(a), ordm(b)) = 1,则

ordm(a · b) = ordm(a) · ordm(b). (5.11)

反之亦然.
证 因为 (a,m) = 1, (b,m) = 1,所以 (a · b,m) = 1, 且存在ordm(a · b).
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因为

aordm(b)·ordm(a·b) ≡
(
aordm(b)

)ordm(a·b) ·
(
bordm(b)

)ordm(a·b)

≡
(
(ab)ordm(a·b))ordm(b)

≡ 1 (mod m),

因此, ordm(a) | ordm(b) · ordm(a · b).但 (ordm(a), ordm(b)) = 1, 根据定理1.3.11之推论, 得到
ordm(a) | ordm(a · b).
同理, ordm(b) | ordm(a · b).再由 (ordm(a), ordm(b)) = 1及定理1.4.4, 得到

ordm(a) · ordm(b) | ordm(a · b).

另一方面, 有

(ab)ordm(a)·ordm(b) =
(
aordm(a)

)ordm(b)

·
(
bordm(b)

)ordm(a)

≡ 1 (mod m),

从而ordm(ab) | ordm(a) · ordm(b).故

ordm(ab) = ordm(a) · ordm(b).

反过来, 如果ordm(a · b) = ordm(a) · ordm(b),那么由

(ab)[ordm(a),ordm(b)] = a[ordm(a),ordm(b)] · b[ordm(a),ordm(b)] ≡ 1 (mod m),

推得

ordm(a · b) | [ordm(a), ordm(b)] ,

即

ordm(a) · ordm(b) | [ordm(a), ordm(b)] .

因此,
(ordm(a), ordm(b)) = 1.

结论成立. 证毕.
注 对于模m, 不一定有

ordm(a · b) = [ordm(a), ordm(b)]

成立. 例如, 由例5.1.2,

ord10(3 · 3) = 2 6= [ord10(3), ord10(3)] = 4,

ord10(3 · 7) = 1 6= [ord10(3), ord10(7)] = 4.

但有

ord10(7 · 9) = 4 = [ord10(7), ord10(9)] = 4.

例 5.1.14 求模71的原根.
解 计算整数 2模71的指数为 ord71(2) = 35;因此, 整数−2为模 71的原根, 因为−2模71

的指数为 ord71(−2) = ord71(−1) · ord71(2) = 70.

定理 5.1.7 设m、n都是大于 1 的整数, a是与m互素的整数, 则
(i) 若n | m,则ordn(a) | ordm(a).
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(ii) 若 (m,n) = 1, 则
ordmn(a) = [ordm(a), ordn(a)] . (5.12)

证 (i) 根据 ordm(a)的定义, 有

aordm(a) ≡ 1 (mod m).

因此, 当n | m时, 可推出
aordm(a) ≡ 1 (mod n).

根据定理5.1.1, 得到
ordn(a) | ordm(a).

(ii) 由 (i) 有
ordm(a) | ordmn(a), ordn(a) | ordmn(a),

根据定理1.4.5, 有 [ordm(a), ordn(a)] | ordmn(a).
又由

a[ordm(a),ordn(a)] ≡ 1 (mod m), a[ordm(a),ordn(a)] ≡ 1 (mod n),

及定理2.1.12 可推出
a[ordm(a),ordn(a)] ≡ 1 (mod mn).

从而, ordmn(a) | [ordm(a), ordn(a)] .故式 (5.12) 成立. 证毕.
推论1 设p、q是两个不同的奇素数, a是与p · q互素的整数, 则

ordp·q(a) = [ordp(a), ordq(a)] | [p− 1, q − 1]. (5.13)

证 由定理5.1.7 (ii) 和ordp(a) | p− 1, ordq(a) | q − 1即得.
推论2 设p, q = 2p− 1是两个不同的奇素数, a是与 p · q互素的整数, 则

ordp·q(a) = [ordp(a), ordq(a)] | q − 1. (5.14)

证 由推论1 和 [p− 1, q − 1] = q − 1 即得.
例 5.1.15 设p, q是不同奇素数, n = p · q, a是与n互素的整数. 如果整数 e满足

1 < e < φ(n), (e, φ(n)) = 1, (5.15)

那么存在整数 d = da, 1 ⩽ d < ordpq(a), 使得

e · d ≡ 1 (mod ordpq(a)). (5.16)

而且, 对于整数
ae ≡ c (mod n), 1 ⩽ c < n, (5.17)

有

cd ≡ a (mod n). (5.18)
证 因为 (e, φ(n)) = 1, 又根据定理5.1.1之推论 1, ordpq(a) | φ(n),所以 (e, ordpq(a)) = 1.

根据定理2.3.5, 存在整数 d = da, 1 ⩽ d < ordpq(a), 使得式 (5.16) 成立, 即

e · d ≡ 1 (mod ordpq(a)).

因此, 存在一个正整数k使得 e · d = 1 + k ordpq(a).
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现在, 根据指数的定义, 得到

aordp(a) ≡ 1 (mod p). (5.19)

根据定理5.1.6之推论1, ordpq(a)
ordp(a)

为整数. 在式 (5.19) 的两端作k
ordpq(a)
ordp(a)

次幂, 并乘以a得到

a1+k ordpq(a) ≡ a (mod p),

即

aed ≡ a (mod p).

同理,
aed ≡ a (mod q).

因为p和 q是不同的素数, 根据定理2.1.12 ,

aed ≡ a (mod n),

因此,
cd ≡ (ae)d ≡ a (mod n).

即式 (5.18) 成立. 证毕.
推论3 设m是大于 1 的整数, a是与m互素的整数, 则当m的标准分解式为

m = 2n · pα1
1 · · · p

αk

k

时, 有
ordm(a) =

[
ord2n(a), ordpα1

1
(a), · · · , ordpαk

k
(a)
]
. (5.20)

定理 5.1.8 设m、n都是大于1的整数, 且 (m,n) = 1. 则对与mn互素的任意整数a1、a2,

存在整数a使得

ordmn(a) = [ordm(a1), ordn(a2)] . (5.21)
证 考虑同余式组  x ≡ a1 (mod m),

x ≡ a2 (mod n).

根据中国剩余定理 (定理3.2.1), 这个同余式组有唯一解

x ≡ a (mod mn).

根据性质5.1.1 (i), 有

ordm(a) = ordm(a1), ordn(a) = ordn(a2).

因此, 从定理5.1.7 得到,

ordmn(a) = [ordm(a), ordn(a)] = [ordm(a1), ordn(a2)] .

证毕.
定理 5.1.9 设m > 1是整数, 则对与m互素的任意整数a、b,存在整数 c使得

ordm(c) = [ordm(a), ordm(b)] . (5.22)
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证 根据定理1.6.6, 对于整数ordm(a)和 ordm(b),存在整数u、v满足

u | ordm(a), v | ordm(b), (u, v) = 1,

使得

[ordm(a), ordm(b)] = u · v.

现在令

s =
ordm(a)

u
, t =

ordm(b)

v
,

根据定理5.1.4, 有
ordm(as) =

ordm(a)

(s, ordm(a))
= u, ordm(bt) = v.

再根据定理5.1.6, 得到

ordm
(
as · bt

)
= ordm (as) ordm

(
bt
)
= u · v = [ordm(a), ordm(b)] .

因此, 取 c = as · bt (mod m).即为所求. 证毕.
例 5.1.16 设整数m = 3631, m是素数, 有 φ(3631) = 3630 = 2 · 3 · 5 · 112,以及

ord3631(2) = 605 = 5 · 112, ord3631(3) = 1210 = 2 · 5 · 112,

ord3631(5) = 363 = 3 · 112, ord3631(6) = 1210 = 2 · 5 · 112,

ord3631(7) = 33 = 3 · 11, ord3631(10) = 1815 = 3 · 5 · 112,

ord3631(11) = 330 = 2 · 3 · 5 · 11, ord3631(12) = 1210 = 2 · 5 · 112,

ord3631(13) = 1815 = 3 · 5 · 112, ord3631(14) = 1815 = 3 · 5 · 112,

ord3631(15) = 3630 = 2 · 3 · 5 · 112, ord3631(17) = 1210 = 2 · 5 · 112.

根据定理5.1.9, 取整数a = 3, b = 5以及u = 1210, v = 3, 这时 s = 1, t = 112,得整数

c = as · bt = 31 · 5121 ≡ 2623 (mod 3631)的指数为

ord3631(2623) = ord3631

(
31
)
· ord3631

(
5121

)
= 3630 = [ord3631(3), ord3631(5)] .

因此, c = 2623是模3631的原根.
定理 5.1.10 设m > 1是整数, a1, a2, · · · , aφ(m)是模m的简化剩余系.e是使得

aek ≡ 1 (mod m), 1 ⩽ k ⩽ φ(m) (5.23)

成立的最小正整数, 则存在整数a使得

e = ordm(a) =
[
ordm(a1), ordm(a2), · · · , ordm

(
aφ(m)

)]
. (5.24)

证 应用定理5.1.9, 可归纳得到: 存在整数a使得

ordm(a) =
[
ordm(a1), ordm(a2), · · · , ordm

(
aφ(m)

)]
现证明 e = ordm(a). 事实上, 对每个ak, 有

aek ≡ 1 (mod m)

根据定理5.1.1, 有 ordm(ak) | e, 1 ⩽ k ⩽ φ(m). 所以[
ordm(a1), ordm(a2), · · · , ordm

(
aφ(m)

)]
| e.
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另一方面, 对每个ak, 有

a
[ordm(a1),··· ,ordm(aφ(m))]
k =

(
(ak)

ordm(ak)
)[ordm(a1),··· ,ordm(aφ(m))]/ordm(ak)

≡ 1 (mod m).

根据 e的最小性, 有 e ⩽
[
ordm(a1), · · · , ordm

(
aφ(m)

)]
. 因此式 (5.24) 成立. 证毕.

定义 5.1.2 定理5.1.10 中的最小正整数 e叫作模m的简化剩余系指数, 记作

e = ord ((Z/mZ)∗)

当m = p是素数时, 有

e = ord ((Z/pZ)∗) = ord ((Fp)
∗) = φ(p).

5.2 原 根

5.2.1 模p原根

先讨论m为奇素数p的情形.
先给出模p原根的存在性证明和原根个数.
定理 5.2.1 设p是奇素数, 则模p的原根存在, 且有φ(p− 1)个原根, 其中φ为欧拉函数.
证一 (构造性) 在模p的简化剩余系1, · · · , p− 1 中, 记

er = ordp(r), 1 ⩽ r ⩽ p− 1,

e = [e1, · · · , ep−1] .

根据定理5.1.8, 存在整数 g, 使得
ge ≡ 1 (mod p).

因此, e | φ(p) = p− 1.又因为

er | e, r = 1, · · · , p− 1,

从而推出同余式

xe ≡ 1 (mod p)

有p− 1个解

x ≡ 1, · · · , p− 1 (mod p).

根据定理3.4.4, 有p− 1 ⩽ e.故 g的指数为p− 1, 即 g 是模p的原根.
最后, 根据定理5.1.4之推论 1, 当 g为原根时, gd, (d, p− 1) = 1也是原根, 共有φ(p− 1)个.
证二 (存在性) 设d | p − 1.用F (d)表示模p 的简化剩余系中指数为d的元素个数. 根据

定理5.1.1的推论, 模 p简化剩余系中每个元素的指数是p− 1的因数, 所以有∑
d|p−1

F (d) = p− 1. (5.25)

因为模p指数为d的元素满足同余式

xd − 1 ≡ 0 (mod p), (5.26)

根据定理3.4.5的推论, 同余式 (5.26)有d个模p 不同的解.
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现在, 若a是模p指数为d的元素, 则同余式 (5.26)的解可以表示成

x ≡ a0, a, · · · , ad−1.

根据定理5.1.4, 这些数中有φ(d)个指数为d的元素. 因此, F (d) = φ(d),而若没有模p指数为d

的元素, 则F (d) = 0. 总之, 有
F (d) ⩽ φ(d).

但由定理2.3.9, 又有 ∑
d|p−1

φ(d) = p− 1. (5.27)

这样, 由式 (5.25)和式 (5.27)推出 ∑
d|p−1

(φ(d)− F (d)) = 0. (5.28)

因此, 对所有正整数d | p− 1, 有
F (d) = φ(d). (5.29)

特别地, 有
F (p− 1) = φ(p− 1).

这说明存在模p指数为p− 1的元素, 即模p的原根存在. 证毕.
推论 设p是奇素数, d是p− 1的正因数. 则模p 指数为d的元素存在.
证 从定理5.2.1证明的关系式 (5.29), 即可推出结论. 证毕.
再给出原根的构造方法:
定理 5.2.2 设p为奇素数, p − 1的所有不同素因数是 q1, · · · , qs, 则 g是模p原根的充要

条件是

g
p−1
qi 6≡ 1 (mod p), i = 1, · · · , s. (5.30)

证 设 g是p的一个原根, 则 g对模p的指数是 p− 1.但

0 <
p− 1

qi
< p− 1, i = 1, · · · , s.

根据定理5.1.2, 有式 (5.30), 即

g
p−1
qi 6≡ 1 (mod p), i = 1, · · · , s.

反过来, 若 g满足式 (5.30), 但对模p的指数 e = ordp(g) < p − 1. 则根据定理5.1.1, 有
e | p− 1. 因而存在一个素数 q使得 q | p− 1

e
,即

p− 1

e
= u · q 或

p− 1

q
= u · e.

进而

g
p−1
q = (ge)u ≡ 1 (mod p).

与假设式 (5.30)矛盾. 证毕.
定理5.2.2给出了一个找原根的方法.
例 5.2.1 求模p = 41的所有原根.
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解 因为p− 1 = 40 = 23 · 5, 其素因数为 q1 = 2, q2 = 5.进而, p− 1

q1
= 20,

p− 1

q2
= 8.根

据定理5.2.2, 只需要验证式 (5.30), 即 g20、g8模p是否同余于 1. 对 g = 2, 3, 5, 6等, 逐个
验算.

22 ≡ 4, 24 ≡ 16, 28 ≡ 10, 216 ≡ 18, 220 ≡ 1,

32 ≡ 9, 34 ≡ −1, 38 ≡ 1, 316 ≡ 1, 320 ≡ −1,

52 ≡ 25, 54 ≡ 10, 58 ≡ 18, 516 ≡ 37, 520 ≡ 1,

62 ≡ 36, 64 ≡ 25, 68 ≡ 10, 616 ≡ 18, 620 ≡ −1 (mod 41),

故 g = 6是模p = 41的原根.
进一步, 当 (d, p− 1) = 1时, d遍历模p− 1 = 40的简化剩余系:

1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39

共 φ(p− 1) = 16个数时, gd遍历模41的所有原根.

g1 ≡ 6, g3 ≡ 11, g7 ≡ 29, g9 ≡ 19, g11 ≡ 28, g13 ≡ 24,

g17 ≡ 26, g19 ≡ 34, g21 ≡ 35, g23 ≡ 30, g27 ≡ 12, g29 ≡ 22,

g31 ≡ 13, g33 ≡ 17, g37 ≡ 15, g39 ≡ 7 (mod 41).

例 5.2.2 求模p = 43的原根.
解 因为p − 1 = 42 = 2 · 3 · 7, q1 = 2, q2 = 3, q3 = 7, 因此, p− 1

q1
= 21,

p− 1

q2
=

14,
p− 1

q3
= 6. 只需要验证式 (5.30), 即 g21、g14、g6模p 是否同余于1. 对 g = 2, 3, 5等, 逐个

验算.

22 ≡ 4, 24 ≡ 16, 26 ≡ 64 ≡ 21, 27 ≡ 21 · 2 ≡ −1,

214 ≡ 1, 32 ≡ 9, 34 ≡ 81 ≡ −5, 36 ≡ 9 · (−5) ≡ −2,

37 ≡ −6, 314 ≡ (−6)2 ≡ 36, 321 ≡ (−6) · 36 ≡ −1 (mod 43).

因此, g = 3是模p = 43的原根.
进一步, 当 (d, p− 1) = 1时, d遍历模p− 1 = 42的简化剩余系:

1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41

共φ(p− 1) = 12个数时, gd遍历模43的所有原根.

g1 ≡ 3, g5 ≡ 28, g11 ≡ 30, g13 ≡ 12, g17 ≡ 26, g19 ≡ 19, g23 ≡ 34,

g25 ≡ 5, g29 ≡ 18, g31 ≡ 33, g37 ≡ 20, g41 ≡ 29 (mod 43).

例 5.2.3 求模p = 191的原根.
解 因为p− 1 = 190 = 2 · 5 · 19, q1=2, q2=5, q3 = 19, 因此, p− 1

q1
= 95,

p− 1

q2
= 38,

p− 1

q3
= 10. 只需验证式 (5.30), 即 g

p−1
q1 、g

p−1
q2 、g

p−1
q3 模p是否同余于1. 对 g = 2, 3, 5等, 逐个

验算.
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g g
p−1
q1 g

p−1
q2 g

p−1
q3

2 1 49 69

3 1 39 30

5 1 1 177

6 1 1 160

7 190 39 1

g g
p−1
q1 g

p−1
q2 g

p−1
q3

10 1 49 180

11 190 1 107

12 1 49 153

13 1 184 121

14 190 1 69

g g
p−1
q1 g

p−1
q2 g

p−1
q3

15 1 39 153

17 1 109 32

18 1 39 25

19 190 39 52

因此, g = 19是模p = 191的原根.

5.2.2 模pα原根

本节讨论模 pα 原根的存在性.
先给出以下的引理:
引理 5.2.1 设p是一个奇素数. 如果整数 g是模p原根, 则有

gp−1 6≡ 1 (mod p2) 或 (g + p)p−1 6≡ 1 (mod p2).

证 因为

(g + p)p−1 = gp−1 +

(
p− 1

1

)
· gp−2 · p+

(
p− 1

2

)
· gp−3 · p2 + · · ·+ pp−1

= gp−1 + (p− 1) · gp−2 · p+A · p2,

其中A为整数, 所以有

(g + p)p−1 − 1 ≡ (gp−1 − 1) + (p− 1) · gp−2 · p (mod p2).

因此, 结论成立. 证毕.
引理 5.2.2 设p是一个奇素数. 如果整数 g满足

gp−1 = 1 + u0 · p, (u0, p) = 1 (5.31)

则对任意整数k ⩾ 2, 存在整数uk−2使得

gp
k−2(p−1) = 1 + uk−2 · pk−1, (uk−2, p) = 1. (5.32)

证 对k ⩾ 2作数学归纳法, 来证明关系式 (5.32), 即

gp
k−2(p−1) = 1 + uk−2 · pk−1, (uk−2, p) = 1.

k = 2时, 关系式 (5.32)就是关系式 (5.31), 命题成立.
假设k − 1时, 命题成立, 即存在整数uk−3使得

gp
k−3(p−1) = 1 + uk−3 · pk−2, (uk−3, p) = 1.

两端作p次方, 有
gp

k−2(p−1) =
(
1 + uk−3 · pk−2

)p
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= 1 +
(p
1

) (
uk−3 · pk−2

)
+
(p
2

) (
uk−3 · pk−2

)2
+ · · ·+

(
uk−3 · pk−2

)p
= 1 + (uk−3 +Ak−3 · p) · pk−1

(5.33)

其中Ak−3为整数. 取uk−2 = uk−3 +Ak−3 · p, 有 (uk−2, p) = (uk−3, p) = 1. 命题成立.
根据数学归纳法原理, 关系式 (5.32)对所有整数k ⩾ 2成立. 证毕.
引理 5.2.3 设p是一个奇素数. 设k ⩾ 2. 如果模p原根 g满足

gp
k−2(p−1) = 1 + uk−2 · pk−1, (uk−2, p) = 1. (5.34)

则 g也是模pk原根.
证 令 ek = ordpk(g), 则有

gek ≡ 1 (mod pk).

进而, gek ≡ 1 (mod p). 因为 g是模 p原根, 所以p− 1 | ek. 故 ek具有形式 ek = pt(p− 1). 下面
确定 t = k − 1.
一方面, 根据引理5.2.2之证明式 (5.2.2), 由假设条件式 (5.34), 可得到

gp
k−1(p−1) = 1 + (uk−2 +Ak−2 · p) · pk,

其中Ak−2为整数, 从而 ek | pk−1(p− 1), t ⩽ k − 1.
另一方面, 仍由假设条件式 (5.34), 知

gp
k−2(p−1) 6≡ 1 (mod pk),

得到 ek 6 | pk−2(p− 1), t > k − 2.
故 t = k − 1, ek = pk−1(p− 1) = φ(pk).g也是模 pk的原根. 证毕.
其次, 构造模p2的原根.
定理 5.2.3 设 g是模p的一个原根, 则 g或者 g + p是模p2的原根.
证 根据引理5.2.1, 有式 (5.31),

gp−1 = 1 + u0 · p, (u0, p) = 1

或

(g + p)p−1 = 1 + u0 · p, (u0, p) = 1.

再由引理5.2.3, 前者推出 g是模p2的原根, 而后者推出 g + p是模p2的原根. 证毕.
再次, 构造模pα的原根.
定理 5.2.4 设p是一个奇素数, 则对任意正整数α, 模pα的原根存在. 更确切地说, 如果 g

是模p2的一个原根, 则对任意正整数α, g是模pα 的原根.
证 根据定理5.2.1, 知模p原根存在, 再由定理5.2.3及其证明知道模p2的原根 g也存在, 且

满足式 (5.31), 即
gp−1 = 1 + u0 · p.

根据引理5.2.2, 对任意整数α ⩾ 2, 存在整数 uα−2使得式 (5.32) 成立, 即

gp
α−2(p−1) = 1 + uα−2 · pα−1, (uα−2, p) = 1.

因此, 根据引理5.2.3, g是模pα原根. 证毕.
定理 5.2.5 设α ⩾ 1, g是模pα的一个原根, 则 g与 g+ pα中的奇数是模2 pα的一个原根.
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证 (i) 设奇数a满足同余式

ad ≡ 1 (mod pα),

又显然有

ad ≡ 1 (mod 2),

根据定理2.1.12,
ad ≡ 1 (mod 2pα).

反之亦然.
(ii) 若 g是奇数, 令d = φ(pα),则

φ(2pα) = φ(pα) = d.

又当

gd ≡ 1 (mod pα), gr 6≡ 1 (mod pα), 0 < r < d

时, 有
gd ≡ 1 (mod 2pα), gr 6≡ 1 (mod 2pα), 0 < r < d.

故 g是模2pα的一个原根.
(iii) 若 g是偶数, 则 g + pα是奇数, 类似 (ii)可得结论. 证毕.
例 5.2.4 设m = 412 = 1681, 求模m的原根.
解 由例5.2.1, 有 g = 6是模p = 41的原根. 作计算

gp−1 = 640 ≡ 143 ≡ 1 + 3 · 41, (g + p)p−1 = 4740 ≡ 1518 ≡ 1 + 37 · 41
(
mod 412

)
.

因此, g = 6和 g + p = 47都是模 m = p2的原根.
根据定理5.2.5和定理5.2.6, (d, φ(m)) = 1时, ordm

(
gd
)

= ordm(g),因此, 当d遍历模

φ
(
412
)
= 1640的简化剩余系时, 6d遍历模412的所有原根.

例 5.2.5 设m = 2 · 412 = 3362, 求模m的原根.
解 这里应用定理5.2.4及例5.2.4, 即可得到 6 + 412 = 1687和47是模 2 · 412 = 3362的

原根.
例 5.2.6 设m = 432 = 1849, 求模m的原根.
解 由例5.2.2, 有 g = 3是模p = 41的原根. 作计算

gp−1 = 340 ≡ 143 ≡ 1 + 3 · 41, (g + p)p−1 = 4740 ≡ 1518 ≡ 1 + 37 · 41 (mod 412).

因此, g = 6和 g + p = 47都是模m = p2的原根, 也都是模 m = pα的原根.
例 5.2.7 设m = 432 = 1849, 求模m的原根.
解 因为已知3是模p = 43的原根, 所以根据定理5.2.3, 可知3或者3 + 43 = 46是模432 =

1849的原根. 事实上, 有

gp−1 = 342 ≡ 87 ≡ 1 + 43 · 2 (mod 432), (g + p)p−1 = 4640 ≡ 689 ≡ 1 + 43 · 16 (mod 432).

因此, g = 3和 g + p = 46都是模m = p2 的原根, 也都是模m = pα的原根.

5.2.3 模2α指数

先给出两个引理:
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引理 5.2.4 设a是一个奇整数. 如果

a2 = 1 + u1 · 2t, (u1, 2) = 1, t ⩾ 3, (5.35)

则对任意整数k > t, 存在整数uk−t使得

a2
k−t

= 1 + uk−t · 2k−1, (uk−t, 2) = 1. (5.36)

证 对k > t作数学归纳法, 来证明关系式 (5.36), 即

a2
k−t

= 1 + uk−t · 2k−1, (uk−t, 2) = 1.

k = t+ 1时, 关系式 (5.36)就是关系式 (5.35), 命题成立.
假设k − 1 > t时, 命题成立, 即存在整数uk−1−t使得

a2
k−1−t

= 1 + uk−1−t · 2k−2, (uk−1−t, 2) = 1.

两端作二次方, 有

a2
k−t

= 1 +
(
uk−1−t + u2k−1−t · 2k−3

)
· 2k−1 = 1 + uk−t · 2k−1 (5.37)

其中 uk−t = uk−1−t + u2k−1−t · 2k−3满足 (uk−t, 2) = (uk−1−t, 2) = 1. 命题成立.
引理 5.2.5 设整数 t ⩾ 3. 对于整数k > t, 如果奇整数a满足关系式 (5.36), 即

a2
k−t

= 1 + uk−t · 2k−1, (uk−t, 2) = 1,

则 a模2k的指数为2k−t+1.
证 令 ek = ord2k(a). 则有

aek ≡ 1 (mod 2k).

根据欧拉定理 (定理2.4.1), 有 ek | φ(2k) = 2k−1. 所以 ek具有形式 ek = 2s. 下面确定 s =

k − t+ 1.
一方面, 根据引理5.2.4证明式 (5.38), 由假设条件式 (5.36), 可得到

a2
k−t+1

= 1 +
(
uk−t + u2k−t · 2k−2

)
· 2k = 1 + uk−t+1 · 2k, (5.38)

其中 uk−t+1 = uk−t+u
2
k−t·2k−2满足 (uk−t+1, 2) = (uk−t, 2) = 1,从而 ek | 2k−t+1, s ⩽ k−t+1.

另一方面, 仍由假设条件式 (5.36), 知

a2
k−t

6≡ 1 (mod 2k),

得到 ek 6 | 2k−t, s > k − t.
故 s = k − t+ 1, ek = 2k−t+1 = φ(pk)/2t−2. 证毕.
再讨论奇整数的指数的上界.
定理 5.2.6 设a是一个奇整数. 则对任意整数α ⩾ 3, 有a模2α的指数不大于 φ(2α)/2 =

2α−2, 即
aφ(2

α)/2 ≡ a2
α−2

≡ 1 (mod 2α). (5.39)
证 将奇整数a写成a = 1 + b · 2, 因为2 | b(b+ 1), 所以有

a2 = 1 + b(b+ 1) · 22 = 1 + u1 · 2t, (u1, 2) = 1, t ⩾ 3.
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对于整数α ⩾ 3, 当α ⩽ t时, 有

a2 ≡ 1 (mod 2α),

所以 a模2α的指数为2 ⩽ φ(2α)/2 = 2α−2.
而当α > t时, 由引理5.2.4, 知有关系式

a2
α−t

= 1 + uα−t · 2α−1, (uα−t, 2) = 1,

成立. 因此, 根据引理5.2.5, a模2α的指数为 2α−t+1 ⩽ φ(2α)/2 = 2α−2. 证毕.
定理 5.2.7 设α ⩾ 3是一个整数, 则

ord2α(5) = φ(2α)/2 = 2α−2.

证 因为a = 5具有形式

a2 = 1 + 3 · 23 = 1 + u1 · 2t, u1 = 3, t = 3,

对于整数α ⩾ 3, 由引理5.2.4知有关系式

a2
α−t

= 1 + uα−t · 2α−1, (uα−t, 2) = 1,

成立. 因此, 根据引理5.2.5, a = 5模2α的指数为 2α−t+1 = φ(2α)/2. 证毕.
例 5.2.8 设α ⩾ 3是一个整数, 则对于整数 a = 8k + 3,

ord2α(a) = φ(2α)/2.

证 因为a = 8k + 3具有形式

a2 = 1 +
[
1 + 2(3k + 4k2)

]
· 23 = 1 + u1 · 2t, u1 = 1 + 2(3k + 4k2), t = 3,

对于整数α ⩾ 3, 由引理5.2.4有关系式

a2
α−t

= 1 + uα−t · 2α−1, (uα−t, 2) = 1,

成立. 因此, 根据引理5.2.5, a = 8k + 3模2α 的指数为2α−t+1 = φ(2α)/2. 证毕.
例 5.2.9 设α ⩾ 3是一个整数, 则对于整数a = 2s − 1, 3 ⩽ s < α, 有

ord2α(a) = 2α−s.

证 因为a = 2s − 1具有形式

a2 = 22s − 2s+1 + 1 = 1 + (2s−1 − 1) · 2s+1 = 1 + u1 · 2t, u1 = 2s−1 − 1, t = s+ 1,

对于整数α ⩾ 3, 由引理5.2.4有关系式

a2
α−t

= 1 + uα−t · 2α−1, (uα−t, 2) = 1,

成立. 因此, 根据引理5.2.5, a = 2s − 1模2α 的指数为2α−t+1 = 2α−s. 证毕.

5.2.4 模m原根

本节给出模m原根存在的充要条件.
定理 5.2.8 模m的原根存在的充要条件是 m = 2, 4, pα, 2pα, 其中p是奇素数.
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证 必要性. 设m的标准分解式为

m = 2αpα1
1 · · · 2p

αk

k .

若 (a,m) = 1,则

(a, 2α) = 1, (a, pαi
i ) = 1, i = 1, · · · , k.

根据定理2.4.1(欧拉定理)及定理5.2.6, 有

aτ ≡ 1 (mod 2α),

aφ(p
α1
1 ) ≡ 1 (mod pα1

1 ),

...

aφ(p
αk
k ) ≡ 1 (mod pαk

k ),

其中 τ =

 φ(2α), α ⩽ 2,
1

2
φ(2α), α ⩾ 3.

令

h = [τ, φ(pα1
1 ), · · · , φ(pαk

k )] .

根据定理5.1.6之推论, 对所有整数 a, (a,m) = 1,有

ah ≡ 1 (mod m).

因此, 若h < φ(m), 则模m的原根不存在.
现在讨论何时

h = φ(m) = φ(2α)φ(pα1
1 ) · · ·φ(pαk

k ).

(1) 当α ⩾ 3时, τ =
φ(2α)

2
.因此,

h ⩽ φ(m)

2
< φ(m).

(2) 当k ⩾ 2时, 2 | φ(pα1
1 ), 2 | φ(pα2

2 ).进而,

[φ(pα1
1 ), φ(pα2

2 )] ⩽ 1

2
φ(pα1

1 )φ(pα2
2 ) < φ(pα1

1 pα2
2 ).

因此, h < φ(m).

(3) 当α = 2, k = 1时,
φ(2α) = 2, 2 | φ(pα1

1 ).

因此,
h = φ(pα1

1 ) < φ(2n)φ(pα1
1 ) = φ(m).

故只有在 (α, k)是

(1, 0), (2, 0), (0, 1), (1, 1)

4种情形之一, 即只有在m是

2, 4, pα, 2pα

4个数之一时, 才有可能使h = φ(m).因此必要性成立.
充分性. 当m = 2时, φ(2) = 1, 整数1是模2的原根;
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当m = 4时, φ(4) = 2, 整数3是模4的原根;
当m = pα 时, 根据定理5.2.4, 模m的原根存在;
当m = 2pα 时, 根据定理5.2.5, 模m的原根存在.
因此, 条件的充分性是成立的. 证毕.
例 5.2.10 设m = 41, 求模m的所有整数的指数表.
解 模m = 41的指数表为

a order a order a order a order
1 1 11 40 21 20 31 10

2 20 12 40 22 40 32 4

3 8 13 40 23 10 33 20

4 10 14 8 24 40 34 40

5 20 15 40 25 10 35 40

6 40 16 5 26 40 36 20

7 40 17 40 27 8 37 5

8 20 18 5 28 40 38 8

9 4 19 40 29 40 39 20

10 5 20 20 30 40 40 2

例 5.2.11 设m = 43, 求模m的所有整数的指数表.
解 模m = 43 的指数表为

a order a order a order a order a order
1 1 11 7 21 7 31 21 41 7

2 14 12 42 22 14 32 14 42 2

3 42 13 21 23 21 33 42

4 7 14 21 24 21 34 42

5 42 15 21 25 21 35 7

6 3 16 7 26 42 36 3

7 6 17 21 27 14 37 6

8 14 18 42 28 42 38 21

9 21 19 42 29 42 39 14

10 21 20 42 30 42 40 21

例 5.2.12 设m = 167, 求模m的所有整数的指数表.
解 模m = 167的指数表为

a order a order a order a order a order
1 1 8 83 15 166 22 83 29 83

2 83 9 83 16 83 23 166 30 166

3 83 10 166 17 166 24 83 31 83

4 83 11 83 18 83 25 83 32 83

5 166 12 83 19 83 26 166 33 83

6 83 13 166 20 166 27 83 34 166

7 83 14 83 21 83 28 83 35 166
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续表

a order a order a order a order a order
36 83 63 83 90 166 117 166 144 83

37 166 64 83 91 166 118 166 145 166

38 83 65 83 92 166 119 166 146 166

39 166 66 83 93 83 120 166 147 83

40 166 67 166 94 83 121 83 148 166

41 166 68 166 95 166 122 83 149 166

42 83 69 166 96 83 123 166 150 83

43 166 70 166 97 83 124 83 151 166

44 83 71 166 98 83 125 166 152 83

45 166 72 83 99 83 126 83 153 166

46 166 73 166 100 83 127 83 154 83

47 83 74 166 101 166 128 83 155 166

48 83 75 83 102 166 129 166 156 166

49 83 76 83 103 166 130 83 157 83

50 83 77 83 104 166 131 166 158 166

51 166 78 166 105 166 132 83 159 166

52 166 79 166 106 166 133 83 160 166

53 166 80 166 107 83 134 166 161 166

54 83 81 83 108 83 135 166 162 83

55 166 82 166 109 166 136 166 163 166

56 83 83 166 110 166 137 83 164 166

57 83 84 83 111 166 138 166 165 166

58 83 85 83 112 83 139 166 166 2

59 166 86 166 113 166 140 166

60 166 87 83 114 83 141 83

61 83 88 83 115 83 142 166

62 83 89 83 116 83 143 166

例 5.2.13 求模m = 53的原根.
解 设m = 53, 则

φ(m) = φ(53) = 22 · 13, q1 = 2, q2 = 13.

因此,
φ(m)/q1 = 26, φ(m)/q2 = 4.

这样, 只需验证：g26、g4模m是否同余于1. 对 2、3等逐个验算.

22 ≡ 4, 24 ≡ 16, 28 ≡ 44, 212 ≡ 15,

213 ≡ 30, 226 ≡ 52 ≡ −1 (mod 53).

因此, g = 2是模m = 53的原根.
例 5.2.14 求模m = 109的原根.
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解 设m = 109, 则

φ(m) = φ(109) = 108 = 22 · 33, q1 = 2, q2 = 3.

因此,
φ(m)/q1 = 54, φ(m)/q2 = 36.

这样, 只需验证: g54、g36模m是否同余于1. 对 2、3、5、6等逐个验算.

254 ≡ 108, 236 ≡ 1, 354 ≡ 1, 336 ≡ 63,

554 ≡ 1, 536 ≡ 63, 654 ≡ 108, 636 ≡ 63 (mod 109).

因此, g = 6是模m = 109的原根.
例 5.2.15 求模m = 113的原根.
解 设m = 113, 则

φ(m) = φ(113) = 112 = 24 · 7, q1 = 2, q2 = 7.

因此,
φ(m)/q1 = 56, φ(m)/q2 = 16.

这样, 只需验证: g56、g16模m是否同余于1. 对 2、3、5、6等逐个验算.

256 ≡ 1, 216 ≡ 109, 356 ≡ 112, 336 ≡ 49 (mod 113).

因此, g = 3是模m = 113的原根.
例 5.2.16 求模m = 59的原根.
解 设m = 59, 则

φ(m) = φ(59) = 2 · 29, q1 = 2, q2 = 29.

因此,
φ(m)/q1 = 29, φ(m)/q2 = 2.

这样, 只需验证: g29、g2模m是否同余于1. 对 2、3等逐个验算.

22 ≡ 4, 229 ≡ 58 ≡ −1 (mod 59).

因此, g = 2是模m = 59的原根.
例 5.2.17 求模m = 61的原根.
解 设m = 61, 则

φ(m) = φ(61) = 22 · 3 · 5, q1 = 2, q2 = 29, q3 = 5.

因此,
φ(m)/q1 = 30, φ(m)/q2 = 20, φ(m)/q3 = 12.

这样, 只需验证：g30、g20、g12 模m是否同余于1. 对 2、3等逐个验算.

230 ≡ 60, 220 ≡ 47, 212 ≡ 9 (mod 61).

因此, g = 2是模m = 61的原根.
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5.3 指标及n次同余式

5.3.1 指标

在m = pα或2pα的情形下, 模m的原根 g 是存在的.
利用原根引进指标的概念, 并应用指标的性质来研究同余式

xn ≡ a (mod m), (a,m) = 1 (5.40)

有解的条件及解数.
根据定理5.1.2, 知道: 当 r遍历模φ(m) 的最小正完全剩余系时, gr遍历模m的一个简化剩

余系. 因此, 对任意的整数a, (a,m) = 1, 存在唯一的整数 r, 1 ⩽ r ⩽ φ(m),使得

gr ≡ a (mod m).

定义 5.3.1 设m是大于 1的整数, g是模m的一个原根. 设a是一个与m互素的整数, 则
存在唯一的整数 r使得

gr ≡ a (mod m), 1 ⩽ r ⩽ φ(m) (5.41)
成立, 这个整数 r叫作以 g为底的a对模m的一个指标, 记作 r = indga(或 r = inda).
例 5.3.1 整数5是模17的原根, 并且有

51 52 53 54 55 56 57 58 59 510 511 512 513 514 515 516

5 8 6 13 14 2 10 16 12 9 11 4 3 15 7 1

因此, 有

ind51 = 16, ind52 = 6, ind53 = 13, ind54 = 12, ind55 = 14, ind56 = 3,

ind57 = 15, ind58 = 2, ind59 = 10, ind510 = 7, ind511 = 11, ind512 = 9,

ind513 = 4, ind514 = 5, ind515 = 14, ind516 = 8.

定理 5.3.1 设m是大于 1的整数, g是模m的一个原根. 设a是一个与m互素的整数. 如
果整数 r使得同余式

gr ≡ a (mod m) (5.42)
成立, 则这个整数 r满足

r ≡ indga (mod φ(m)). (5.43)
证 因为 (a,m) = 1,所以有

gr ≡ a ≡ gindga (mod m).

从而,
gr−indga ≡ 1 (mod m).

又因为 g模m的指数是φ(m), 根据定理5.1.1

φ(m) | r − indga.

因此, 式 (5.43) 成立. 证毕.
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推论 设m是大于 1 的整数, g是模m的一个原根. 设a是一个与m互素的整数, 则

indg1 ≡ 0 (mod φ(m)).

证 因为

g0 ≡ 1 (mod m),

根据定理5.3.1, 有
indg1 ≡ 0 (mod φ(m)).

定理 5.3.2 设m是大于1的整数, g是模m的一个原根, r是一个整数,满足1 ⩽ r ⩽ φ(m),

则以 g为底的对模m有相同指标 r的所有整数全体是模m 的一个简化剩余类.
证 显然, 有

indggr = r, (gr,m) = 1.

根据指标的定义, 整数a的指标 indga = r的充分必要条件是

a ≡ gr (mod m).

故以 g为底对模m有同一指标 r的所有整数都属于 gr所在的模m的一个简化剩余类. 证毕.
定理 5.3.3 设m是大于 1 的整数, g是模m的一个原根. 若a1, · · · , an是与m互素的n

个整数, 则
indg(a1 · · · an) ≡ indg(a1) + · · ·+ indg(an) (mod φ(m)). (5.44)

特别地,
indg(an) ≡ n indg(a) (mod φ(m)). (5.45)

证 令 ri = indg(ai), i = 1, · · · , n. 根据指标的定义, 有

ai ≡ gri (mod m), i = 1, · · · , n.

从而

a1 · · · ar ≡ gr1+···+rn (mod m).

根据定理5.3.1, 得到式 (5.44), 即

indg(a1 · · · an) ≡ indg(a1) + · · ·+ indg(an) (mod φ(m)).

特别地, 对于a1 = · · · = an = a,有式 (5.45) 成立. 证毕.
例 5.3.2 作模41的指标表.
解 已知6是模41的原根, 直接计算 gr (mod m).

640 ≡ 1, 61 ≡ 6, 62 ≡ 19, 63 ≡ 11, 64 ≡ 25, 65 ≡ 27,

66 ≡ 39, 67 ≡ 29, 68 ≡ 10, 69 ≡ 19, 610 ≡ 32, 611 ≡ 28,

612 ≡ 4, 613 ≡ 24, 614 ≡ 21, 615 ≡ 3, 616 ≡ 18, 617 ≡ 26,

618 ≡ 33, 619 ≡ 34, 620 ≡ 40, 621 ≡ 35, 622 ≡ 5, 623 ≡ 30,

624 ≡ 16, 625 ≡ 14, 626 ≡ 2, 627 ≡ 12, 628 ≡ 31, 629 ≡ 22,

630 ≡ 9, 631 ≡ 13, 632 ≡ 37, 633 ≡ 17, 634 ≡ 20, 635 ≡ 38,

636 ≡ 23, 637 ≡ 15, 638 ≡ 8, 639 ≡ 7 (mod 41).
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数的指标: 第一列表示十位数, 第一行表示个位数, 交叉位置表示指标所对应的数.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 40 26 15 12 22 1 39 38 30

1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9

2 34 14 29 36 13 4 17 5 11 7

3 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6

4 20

例 5.3.3 分别求整数a = 28, 18以6为底模41的指标.
解 根据模 41的以原根 g = 6的指数表, 查找十位数 2 所在的行, 个位数 8所在的列, 交叉

位置的数 11 就是 ind628 = 11. 而查找十位数 1 所在的行, 个位数 8 所在的列, 交叉位置的数
16 就是 ind618 = 16.

5.3.2 n次同余式

为什么要列表呢? 这是因为从整数 r计算 gr ≡ a (mod m)很容易; 但从整数a求整数 r使

得 gr ≡ a (mod m)就非常困难.
定义 5.3.2 设m是大于1的整数, a是与m互素的整数. 如果n次同余式

xn ≡ a (mod m) (5.46)

有解, 则a叫作对模m的n次剩余; 否则, a叫作对模m的n次非剩余.
例 5.3.4 求5次同余式x5 ≡ 9 (mod 41)的解.
解 从模 41 的指标表, 查找整数 9 的十位数 0 所在的行, 个位数 9 所在的列, 交叉位置的

数 30 就是 ind69 = 30. 再令 x = 6y (mod 41),原同余式就变为

65y ≡ 630 (mod 41).

因为 6 是模 41 的原根, 根据定理5.3.1, 有

5y ≡ 30 (mod 40) 或 y ≡ 6 (mod 8).

解得

y ≡ 6, 14, 22, 30, 38 (mod 40).

因此, 原同余式的解为

x ≡ 66 ≡ 39, x ≡ 614 ≡ 21, x ≡ 622 ≡ 5,

x ≡ 630 ≡ 9, x ≡ 638 ≡ 8, x ≡ 639 ≡ 7 (mod 41).

定理 5.3.4 设m是大于 1的整数, g是模m的一个原根. 设a 是一个与m互素的整数, 则
同余式 (5.46)

xn ≡ a (mod m)

有解的充分必要条件是

(n, φ(m)) | inda, (5.47)
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且在有解的情况下, 解数为 (n, φ(m)).

证 若同余式 (5.46) 有解
x ≡ x0 (mod m),

则分别存在非负整数u、r使得

x0 ≡ gu, a ≡ gr (mod m).

由式 (5.46)得
gun ≡ gr (mod m)

或

un ≡ r (mod φ(m)).

即同余式

nX ≡ r (mod φ(m)) (5.48)
有解X ≡ u (mod φ(m)). 因此, 式 (5.47) 成立.
反过来, 若式 (5.47) 成立, 则式 (5.48) 有解

X ≡ u (mod φ(m)),

且解数为 (n, φ(m)).因此, 式 (5.46) 有解

x0 ≡ gu (mod m),

解数为 (n, φ(m)). 证毕.
推论 在定理5.3.4的假设条件下, a是模m的n 次剩余的充分必要条件是

a
φ(m)

d ≡ 1 (mod m), d = (n, φ(m)). (5.49)

证 由定理5.3.4证明: 同余式 (5.46)

xn ≡ a (mod m)

有解的充分必要条件是同余式 (5.48)

nX ≡ r (mod φ(m))

有解. 而这等价于式 (5.47)
(n, φ(m)) | inda,

即

inda ≡ 0 (mod d).

两端同乘以
φ(m)

d
,得到

φ(m)

d
inda ≡ 0 (mod φ(m)).

这等价于式 (5.49). 证毕.
例 5.3.5 求解同余式

x8 ≡ 23 (mod 41).

172



第5章 原根与指标

解 因为

d = (n, φ(m)) = (8, φ(41)) = (8, 40) = 8,

ind23 = 36.

又 36 不能被 8 整除, 所以由定理5.3.4得同余式无解.
例 5.3.6 求解同余式

x12 ≡ 37 (mod 41).

解 因为

d = (n, φ(m)) = (12, φ(41)) = (12, 40) = 4,

ind37 = 32.

又4|32, 所以同余式有解. 现求解等价的同余式

12 indx ≡ ind37 (mod 40)

或

3 indx ≡ 8 (mod 10).

得到

indx ≡ 6, 16, 26, 36 (mod 40).

查指标表得原同余式解

x ≡ 39, 18, 2, 23 (mod 41).

定理 5.3.5 设m是大于1的整数, g是模m的一个原根. 设a是一个与m互素的整数, 则a

对模m的指数是

e =
φ(m)

(inda, φ(m))
. (5.50)

特别地, a是模m的原根当且仅当

(inda, φ(m)) = 1. (5.51)
证 因为模m有原根 g, 所以有

a = ginda (mod m).

根据定理5.1.3, a的指数为

ord(a) = ord(ginda) =
ord(g)

(inda, ord(g)) =
φ(m)

(inda, φ(m))
.

显然, a是模m的原根的充分必要条件是 ord(a) = φ(m), 即式 (5.51) 成立. 证毕.
定理 5.3.6 设m是大于1的整数, g是模m的一个原根, 则模m的简化剩余系中, 指数是 e

的整数个数是φ(e).特别地, 在模m的简化剩余系中, 原根的个数是φ(φ(m)).

证 因为模m有原根 g, 根据定理5.1.3, 知 a = gd的指数为

ord(a) = ord(gd) = ord(g)
(d, ord(g)) =

φ(m)

(d, φ(m))
.

显然, a的指数是 e的充分必要条件是
φ(m)

(d, φ(m))
= e,即

(d, φ(m)) =
φ(m)

e
.
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令d = d′
φ(m)

e
, 0 ⩽ d′ < e.上式等价于 (d′, e) = 1.易知这样的d′有φ(e)个. 从而指数为

φ(m)的整数个数是φ(φ(m)),即原根个数是 φ(φ(m)). 证毕.

5.4 习 题
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