
动态系统的分析和数学建模是分析系统及设计控制器的基础。本章将讨论经典控制理

论的建模方法,即采用拉普拉斯变换和传递函数来描述系统。本章的学习目标为:
 

•
 

掌握线性时不变系统中输入与输出之间的卷积关系。

•
 

掌握建立动态系统微分方程的方法与流程,熟悉典型系统的微分方程。

•
 

理解在经典控制理论中引入拉普拉斯变换的意义和优点。

•
 

掌握拉普拉斯变换及其逆变换。

•
 

理解传递函数的概念和意义,掌握使用传递函数描述动态系统与控制系统的方法。

2.1 卷积与微分方程

2.1.1 卷积

  研究动态系统的输入与输出之间的关系可以帮助我们了解动态系统的本质。对于线性

时不变系统而言,其输入与输出之间是卷积(Convolution)关系,即系统的输入会对未来一

段时间之内的系统输出产生影响。做一个直观的比喻,向平静的水中扔一颗石子,水面会产

生涟漪。如果在第一次涟漪消失之前,向水中的同一位置再扔一颗石子,那么这两次产生的

涟漪便会叠加在一起。在这个例子中,扔石子这个动作是系统的输入,产生的涟漪是系统的

输出。因此,某个时刻的涟漪是前面几次石子入水后叠加的效果。这个叠加用数学语言表

示即为卷积,下面将通过一个例子推导卷积的公式,一步步揭开卷积的面纱,从而了解动态

系统的本质。
考虑一个在日常生活中最常见到的线性欠阻尼弹簧,如图2.1.1(a)所示,弹簧力与压

缩程度成正比(线性),而且不管在什么时间去压缩或者拉伸这个弹簧,它的动态特性都不变

(时不变),因此这是一个线性时不变系统。定义系统的输出为弹簧位移x(t),向上为正方

向,系统的输入为外力u(t)。在没有外力的作用下,弹簧会静止在其平衡位置。如果对弹簧

施加一个短暂的向上外力u(t),如图2.1.1(b)所示,弹簧的位移x(t)会不断地振动并衰减,
最终回到平衡位置。

下面请读者思考一个问题,当系统的输入u(t)连续不间断地作用在弹簧上时(如
图2.1.1(c)所示),弹簧的位移x(t)将如何变化?
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图2.1.1 欠阻尼弹簧系统的输入输出响应

  这并不是一个很容易回答的问题。为了便于研究,首先将u(t)近似地划分为三个离散

型的输入u0(t)、u1(t)和u2(t),如图2.1.2(a)所示的三个小区域块,其中每一块的宽度为ΔT。
 

图2.1.2 弹簧系统连续输入离散化及其响应

当这三个离散的输入分别作用在系统上时,其对应的输出是x0(t)、x1(t)和x2(t)。因为

这是一个线性时不变系统,所以三个输出的形状相同,它们之间只存在延迟和幅度上的差

别,如图2.1.2(b)所示。当这三个离散的输入接连作用在系统上时,系统的输出为
 

x(t)=x0(t)+x1(t)+x2(t) (2.1.1)
图2.1.3所示的虚线部分显示了这三个输出叠加后的系统输出结果。

图2.1.3 x0(t)
、x1(t)

、x2(t)
和x(t)随时间的变化

上述例子直观地描述了离散系统输出叠加的概念。若要使用数学方法对其进行深入剖

析,首先要得到u0(t)、u1(t)和u2(t)以及x0(t)、x1(t)和x2(t)的表达式,掌握这些信息后便可以

将其从离散形式推广到连续形式,得到u(t)与x(t)的关系。
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其控制框图如图8.5.2所示,其中虚线框内即为PID控制器,可以表达为

C(s)=KP+KI
1
s +KDs (8.5.3)

图8.5.2 并联型PID控制器框图

  式(8.5.1)以及图8.5.2所表达的PID控制器中的比例项,积分项和微分项是并联的,
因此也称为并联型PID控制器。与之对应的为标准型PID控制,式(8.5.1)可以写成

u(t)=KPe(t)+KI∫e(t)dt+KD
de(t)
dt

=KPe(t)+
1
τI∫e(t)dt+τD

de(t)
dt  (8.5.4)

其中,τI=
KP

KI
称为积分时间(Integral

 

Time),τD=
KD

KP
称为微分时间(Derivative

 

Time),这

两项体现了PID控制器当中的积分项,微分项与比例项之间的关系。
通过图8.5.3进一步理解这两项“时间”的具体含义。首先分析积分时间,考虑一个比

例积分控制系统,控制量为

u(t)=KPe(t)+
1
τI∫e(t)dt  (8.5.5)

如图8.5.3(a)所示,假设误差从0开始,在t0时刻突然跳至一个固定值e。这样的误差将导致

控制器的比例项产生即时响应KPe。积分项的响应则从零开始逐渐累加,根据式(8.5.5),当

e(t)为常数(e(t)=e)时,控制器中的积分项为
KP

τI
e∫

t

t0
dt=

KP

τI
e(t-t0)。当t=t0+τI时,积分

项为
KP

τI
e(t0+τI-t0)=

KP

τI
eτI=KPe,与控制器中的比例项相等。因此,在常数误差情况下,积

分项追上比例项所需要的时间就是积分时间τI,积分时间较长的比例积分控制器中的比例

部分权重较大。
同理,分析微分时间,考虑一个比例微分控制器:

 

u(t)=KPe(t)+τD
de(t)
dt  (8.5.6)

如图8.5.3(b)所示,假设误差e(t)从0开始,在t0 时刻起以固定速率增加(在图中显示为斜

率为
de(t)
dt

且保持不变的一条直线),此时控制器的微分项将为固定值,即KPτD
de(t)
dt
。而比例

项则将从零开始增加,在经过τD 时间后,误差变为
de(t)
dtτD,比例项则达到KP

de(t)
dtτD,在微分

时间结束时追赶上微分项。因此微分时间较长的比例微分控制器中微分部分的权重较大。
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图8.5.3 理解标准PID控制器中的两个“时间”

  以上两个时间都体现了“追赶”的含义,值得注意的是,积分时间是指积分项追赶比例项

所用的时间。微分时间则是指比例项追赶微分项所用的时间。这也和比例、积分、微分的物

理意义相契合。“过去(积分)”在追赶“现在(比例)”,而“现在(比例)”在追赶“未来(微分)”。

对式(8.5.4)两边做拉普拉斯变换,可得到标准型PID的传递函数形式:
 

U(s)=KP1+
1

τIs
+τDs  E(s) (8.5.7)

其控制框图如图8.5.4所示,其中虚线框内即为标准型PID控制器,可以表达为

C(s)=KP 1+
1

τIs
+τDs  (8.5.8)

图8.5.4 标准型PID控制器框图

  比较图8.5.4与图8.5.2可以发现,并联型PID控制器易于理解,比例、积分、微分项都

有独立的增益,可以单独调节,因此调节过程比较灵活与方便。而标准型PID控制器只有

一个增益KP,这意味着在确定了积分时间与微分时间之后,可以方便地通过调节一个参数

来调节系统的瞬态响应。同时,标准型PID也可以更好地对闭环系统根轨迹以及频率响应

(参考第9章)进行分析。这种紧凑的设计被广泛用于工业与商业软件当中。

8.6 本章要点总结

•
 

根轨迹的研究对象预定义。

􀳱根轨迹的应用与研究要满足图8.1.1中的单位反馈闭环控制系统图标准形式。
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请参考代码10.7:
 

10-7_Reduced_Order_Observer_Design.m。

10.4.4 观测器的滤波器性质

相较于全阶观测器,降阶观测器所构建的动态系统更简单且耦合性更低,在例10.4.2
中,我们只需要考虑z-(t)的微分方程,因此容易更加快速地收敛。通过图10.4.3(b)与
图10.4.2(b)可以发现,对比全阶观测器,使用降阶观测器时z�2(t)的观测结果收敛速度更

快。但是,降阶观测器也有其劣势,首先对比全阶观测器,降阶观测器的表达更加复杂。同

时,观察式(10.4.37),z�1(t)直接通过测量的输出y(t)计算得到,这意味着测量误差将直接影

响z�1(t),并传递给z�2(t)。相反,观察式(10.4.15),全阶观测器的设计是两个一阶微分方程,
可以理解为通过观测器在系统的输出上连接了两个一阶低通滤波器,它们将平滑高频噪声。

为验证上述情况,针对10.4.3节的例子,假设测量系统输出的传感器存在高频噪声,即
y(t)=z1(t)+[0.1sin(20πt)]。在使用全阶观测器时,观测结果如图10.4.5所示。在两幅

图中都看不到噪声的痕迹。而当使用降阶观测器时,估计值如图10.4.6所示。其中,
z�1(t)=y(t)就是测量的结果,测量噪声被完整地继承下来。在估计z2(t)时,使用了式(10.4.37),即

z�2(t)= 0.5  z�1(t)+z
-
(t),其中,[0.5]z�1(t)继承了部分(此例中是一半)的测量噪声,而z-(t)是

通过一阶观测器得到的结果,因此过滤掉了噪声,所以z�2(t)的估计噪声比z�1(t)小。

图10.4.5 使用全阶观测器估计值与实际值对比———包含测量噪声情况

图10.4.6 使用降阶观测器估计值与实际值对比———包含测量噪声情况

正是由于这一性质,在一些情况下,观测器是直接当作滤波器来设计和使用的。也正因

如此,在实际应用中,大部分情况使用的是全阶观测器,它可以省去滤波器的设计过程。
请参考代码10.8:

 

10-8_Observer_with_Noise.m。
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10.5 观测器与控制器的结合

本节将讨论观测器与控制器的结合。回到本章开始的指尖上的平衡系统,此时增加一

个限制条件,即连杆小球的角速度
dϕ(t)

dt
不可测量。为不失一般性,本节将使用全阶观测器。

沿用式(10.3.1),即

dz(t)
dt =Az(t)+Bu(t), 其中, A=

0 1
g
d 0

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 , B=

0
1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (10.5.1a)

y(t)=C
z1(t)
z2(t)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +Du(t), 其中, C= 1 0  , D=[0] (10.5.1b)

我们的目标仍然是将连杆小球从初始位置控制到直立状态,即平衡点zf(t)=[0 0]T,在

10.3.1节中已经找到了这样的控制器,即u(t)=-Kz(t)。但是,这里无法直接使用它,因为

其中z2(t)=
dϕ(t)

dt
不可测量。要解决这一问题就需要用到观测器得到估计的状态变量z�(t)并

使用它来计算系统的控制量u(t)=-Kz�(t)。

10.5.1 分离原理

首先来考虑一般情况:
 

dz(t)
dt =Az(t)+Bu(t) (10.5.2a)

y(t)=Cz(t)+Du(t) (10.5.2b)

  根据10.4.2节的介绍,系统的观测误差z~(t)=z(t)-z�(t)的动态方程为

dz~(t)
dt =(A-LC)z~(t) (10.5.3)

此时,根据控制器设计,令系统输入:
 

u(t)=-Kz�(t) (10.5.4)
式(10.5.4)使用估计值z�(t)计算控制器。将式(10.5.4)代入式(10.5.2a),得到

dz(t)
dt =Az(t)-BKz�(t)=Az(t)-BK(z(t)-z~(t))=(A-BK)z(t)+BKz~

(t)   

(10.5.5)
将式(10.5.3)和式(10.5.5)合并,得到增广状态空间方程:

 

d
dt

z~(t)
z(t)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

(A-LC) 0
BK (A-BK)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 z~(t)

z(t)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (10.5.6)

可以发现,当矩阵
(A-LC) 0

BK (A-BK)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 的特征值的实部部分都为负数的时候,系统是稳

定的,
z~(t)
z(t)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 会趋向于平衡点

0
0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,这其中z~(t)→0说明观测值接近于实际值,z(t)→0说明系


