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  分类的目标是将输入变量x 分类到K 个离散类别中的某一类。最常见的情况是,类
别互不相交,每个输入都被分到唯一的一个类别中。输入空间被划分为不同的决策区

域,它们的边界称为决策边界。如果一个数据集可以被线性决策面完全分类,那么这个

数据集是线性可分的。本章将介绍判别函数在线性分类方法的思想以及属于它们的一

些具体算法,如感知器、决策树等算法。

3.1 线性判别函数

在线性分类问题中,可以通过一个线性判别函数f(x)来将样本划分为不同的类别。
对于一个二维空间的两类分类问题,线性判别函数可以表示为

g(x)=wTx+w0 (3.1)
其中,x 是d 维特征向量,又称样本空间,w 是权向量,分别表示为

x=
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︙
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(3.2)

w0 是一个常数,称为阈值。对于两类问题的线性分类器可以采用下述决策规则:
 

令

g(x)=g1(x)-g2(x) (3.3)
则

若g(x)>0, 则决策x∈ω1
若g(x)<0, 则决策x∈ω2
若g(x)=0, 可将x 任意分类到某一类,或拒绝

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁 (3.4)

  方程g(x)=0定义了一个决策面,它把归类于ω1 类的点与归类于ω2 类的点分割

开来。当g(x)为线性函数时,这个决策面就是超平面。
假设x1 和x2 都在决策面 H 上,则有

wTx1+w0=wTx2+w0 (3.5)
或

wT(x1-x2)=0 (3.6)
这表明,w 和超平面H 上任一向量正交,即w 是H 的法向量。一般来说,一个超平面 H
把特征空间分为两个半空间,即对ω1 类的决策域 1和对ω2 类的决策域 2。因为当x
在 1中时,g(x)>0,所以决策面的法向量是指向 1的。因此,有时称 1中所有x 在H
的正侧,相应地,称 2中所有x 在H 的负侧。

判别函数g(x)可以看成特征空间中某点x 到超平面的距离的一种代数度量。
若把x 表示成

x=xp +r w
‖w‖

(3.7)

其中,xp 是x 在H 上的射影向量;
 

r是x 到H 的垂直距离;
 w
‖w‖

是w 方向上的单位
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向量。
将式(3.7)代入式(3.1),可得

g(x)=wT xp +r w
‖w‖  +w0=wTxp +w0+r wTw

‖w‖=r‖w‖ (3.8)

或写作

r=g(x)
‖w‖

(3.9)

若x 为原点,则

g(x)=w0 (3.10)
将式(3.10)代入式(3.9),就得到从原点到超平面 H 的距离

r=
w0
‖w‖

(3.11)

若w0>0,则原点在 H 的正侧;
 

若w0<0,则原点在H 的负侧;
 

若w0=0,则g(x)具有

齐次形式wTx,说明超平面 H 通过原点。
总之,利用线性判别函数进行决策,就是用一个超平面把特征空间分割成两个决策

区域。超平面的方向由权向量w 确定,它的位置由阈值w0 确定。判别函数g(x)正比

于x 点到超平面的代数距离(带正负号)。当x 在H 的正侧时,g(x)>0;
 

当x 在H 的

负侧时,g(x)<0。

3.2 广义线性判别函数

假定有一个两类问题,样本的特征x 是一维的,决策规则:
 

若x<b或x>a(a>b),
则x 属于ω1 类。若b<x<a,则x 属于ω2 类。显然,这样的决策无法用线性判别函数

来实现,需要设计非线性分类器。
在这个例子中,可以建立一个二次判别函数

g(x)=(x-a)(x-b) (3.12)
来很好地实现所需的分类决策,决策规则是

若g(x)>0, 则
 

x∈ω1
 
若g(x)<0, 则

 

x∈ω2 (3.13)

  一般来讲,二次判别函数可以写成

g(x)=c0+c1x+c2x
2 (3.14)

  若适当选择x→y 的映射,则可把二次判别函数化为y 的线性函数

g(x)=aTy=∑
s

i=1
aiyi (3.15)

  式中
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其中g(x)=aTy 为广义线性判别函数,a 为广义权向量。本质上,任意高阶判别函数

(此时g(x)可视为其级数展开的截尾近似)均可通过合适的变换,转化为广义线性判别

函数进行处理。虽然该函数g(x)并非原始特征x 的线性形式,但却是变换后特征y 的

线性函数。它在变换得到的Y 空间中定义了一个经过原点的超平面。这种转换的核心

价值在于,能够利用线性判别函数的计算和概念优势,有效解决更复杂的模式识别问题。
然而,这种变换的一个显著弊端是维数的大幅增加。这会导致问题迅速陷入“维数

灾难”(Curse
 

of
 

Dimensionality)。
(1)

 

计算复杂度激增:
 

高维空间中的计算变得极其复杂,往往难以实现。
(2)

 

样本稀疏性与病态问题:
 

尽管特征维度提升,但样本数量并未相应增加。这使

得样本在高维空间中变得极其稀疏,导致许多算法因病态矩阵等问题而失效。
假设原始特征空间维度为n。若需构造一个广义线性判别函数来实现二阶多项式判

别函数,则变换后新特征空间的维度将激增至N=n(n+3)/2,其中包含所有可能的二阶

项及以下特征组合。

z1=x1,…,zn =xn n 个特征

zn+1=(x1)2,…,z2n =(xn)2 n 个特征

z2n+1=x1x2,…,zN =xnxn-1 n(n-1)/2个特征

随着原始特征维度或非线性阶数的提升,变换后空间的维度将急剧膨胀。例如,在200
维原始特征上构造四阶或五阶多项式判别函数,变换后的维度将远超109。然而,尽管存

在维数灾难的挑战,“特征变换+新空间线性分类”的核心思路本身极具价值。若能有效

克服高维带来的困难,该方法仍是一种强大而灵活的框架,能够实现原始特征空间中的

复杂非线性分类。

3.3 多类判别与决策树

在前两节中主要讨论了两类的分类问题。在很多实际应用中,经常会面临多类的分

类问题,例如在手写数字识别中,面对的是0~9十类。
解决多类分类任务的核心策略分为两类。间接分解法:

 

将多类问题拆解为多个两类

子问题,构建一组两类分类器进行联合判别。直接建模法:
 

设计能够直接处理多类别的

单一分类器。本节将系统探讨这两种多类分类方法。

3.3.1 多个两类分类器的组合

假如要解决0、1、2、3、4、5、6、7、8、9这十个数字的识别问题,可设计多个两类分类

器,例如,第一个分类器把“0”和其他数字分开,第二个分类器把“1”和其他数字分开……
以此类推;

 

或者,也可以这样设计多个两类分类器:
 

用九个分类器分别把“0”和“1”、“0”
和“2”、……、“0”和“9”分开,再用八个分类器分别把“1”和“2”、“1”和“3”、……、“1”和“9”
分开……以此类推。两种做法都可以最终实现把0~9十个数字分开,它们代表了用多

个两类分类器的两种典型的做法。
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第一种策略称为“一对多”,英文可以叫one-vs-rest或者one-over-all。假设共有c个

类别(ω1,ω2,…,ωc),该方法需要构建c-1个二类分类器(每两个类别对应一个)即可实

现c类分类。
然而,该策略面临两个主要挑战。
(1)

 

训练样本不均衡:
 

当各类别样本量相对均衡时,为每个目标类构建其对应的二

类分类器时,会面临严重的类别不平衡问题———即正例样本数量远少于负例样本数量。
虽然很多分类器算法并没有要求两类样本均衡,但是有些算法却可能会因为样本数目过

于不均衡而导致分类面有偏,例如使得多数错误发生在样本数小的一类上。但在实际应

用时需要注意,如果出现类似情况需要对算法采取适当的修正措施。
(2)

 

决策区域歧义:
 

该方法利用c-1个线性分类器(即c-1个超平面)划分特征空

间,试图得到c个清晰的决策区域。然而,超平面在空间中的几何布局通常无法完美实

现这一点。实际划分结果往往会产生多于c个区域。在这些额外的区域中,样本可能被

多个分类器同时判别为正类,或被所有分类器拒绝,导致分类结果存在歧义或不确定性。
第二种策略是“逐对分类”(Pairwise

 

Classification)。该方法为多类问题中的每一对

不同的类别(如ωi 和ωj)独立构造一个二类分类器,专门区分该类别对。考虑到区分类

别ωi 和ωj 等同于区分ωj 和ωi(即顺序无关),对于c 个类别,所需分类器的总数为

c(c-1)
2

。虽然该策略所需分类器数量显著多于一对多策略,但它能够缓解样本不均衡

问题,而且其产生的决策歧义区域通常比一对多分类器小。
在这里的讨论中,没有涉及具体的两类分类器是什么,只是假定每个分类器给出样

本属于两类中任意一类的决策。实际上,很多分类器在最后的分类决策前得到的是一个

连续的量,分类是对这个量用某个阈值划分的结果,例如所有线性分类器都将转化为一

个线性判别函数g(x)=wTx+w0 与某一阈值(通常是0)比较的问题。支持向量机也是

这样一种分类器,在很多线性分类器中,一个正确分类的样本,若它离分类面越远,则往

往对它的类别判断就更确定,因此可以把分类器的输出值看作对样本属于某一类别的一

种打分,若分值大于零(或其他阈值)则判断样本属于该类,而且分值越高对此分类越确

信,反之决策不属于该类。
利用这种分类器,可以用c个一对多的两类分类器来构造多类分类系统,即每个类

别对应一个分类器,其输出是对样本是否属于ωi 类给出一个判断。在多类决策时,若只

有一个两类分类器给出了大于阈值的输出,而其余分类器输出均小于阈值,则把这个样

本分到该类。更进一步,若各个分类器的输出类别具有完备性与互斥性,则可知道任意

样本必定属于且仅属于c个类别中的一类,那么可以在决策时直接比较各个分类器的输

出,把样本赋予输出值最大的分类器所对应的类别。(但是需要注意,对很多分类器来

说,如果它们是分别训练的,其输出值之间并不一定能保证可比性,在实际应用时需根据

情况仔细分析。)

3.3.2 决策树

决策树作为一种模拟人类层级化判断过程的模型,在处理包含非数值型特征的问题
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时展现出独特优势。其核心在于通过一系列树状结构的规则进行决策。例如,在感冒诊

图3.1 决策树例子

断中(图3.1),医生首先依据“是否发烧”进行分

支判断;
 

若发烧,则进一步检查喉咙、肺部并获取

血象;
 

根据血象结果,若白细胞或中性粒细胞升

高,则判断为细菌或衣原体感染并开具抗生素;
 

若血象正常或白细胞偏低,则判断为病毒感染并

开具抗病毒药物。这种结构化的决策逻辑同样

广泛应用于诸多领域,如客户信用分析、医学诊

断、市场研究、产品质量控制以及政府决策等。
决策树方法的核心在于从数据中自动学习规则。虽然人类日常的树状决策多依赖

专业知识或经验常识,但机器学习中的决策树方法则是利用训练样本集,通过算法自动

归纳出决策规则并构建模型。下面以汽车销售顾问评估客户购车意向为例说明其基本

原理。
假定某顾问根据经验判断客户购车意向,客户的年龄、性别和家庭收入是预测其购

车意向(购买/不购买)的关键因素。为此,她收集了过往到店客户的相关信息及最终购

买行为(如表3.1所示的数据集),构成训练样本集。她的目标便是基于此数据自动构建

一个决策树模型,用以预测新客户是否会购车。这本质上是一个监督学习下的两类分类

任务。

表3.1 顾客数据

顾
 

客
 

编
 

号 年  龄 性  别 月收入/元 是
 

否
 

购
 

买

1 21 男 4000 否

2 33 女 5000 否

3 30 女 3800 否

4 38 女 2000 否

5 25 男 7000 否

6 32 女 2500 否

7 20 女 2000 否

8 26 女 9000 是

9 32 男 5000 是

10 24 男 7000 否

11 40 女 4800 否

12 28 男 2800 否

13 35 女 4500 否

14 33 男 2800 是

15 37 男 4000 是

16 31 女 2500 否

面对原始数据(表3.1),她最初难以分析其规律。在经验丰富的同事的指导下,她决

定对连续型特征进行离散化处理:
 

将年龄以30岁为阈值划分为两档,将家庭收入划分为

低(<3000元/月)、中(3000~6000元/月)、高(>6000元/月)三个等级。经过这一特征
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工程步骤,数据被转换为表3.2所示的离散形式。至此,核心任务转变为:
 

如何基于此离

散化数据集构建有效的决策树模型。

表3.2 经过初步整理后的顾客数据

顾
 

客
 

编
 

号 年  龄 性  别 月收入/元 是
 

否
 

购
 

买

1 <30 男 中 否

2 ≥30 女 中 否

3 ≥30 女 中 否

4 ≥30 女 低 否

5 <30 男 高 否

6 ≥30 女 低 否

7 <30 女 低 否

8 <30 女 高 是

9 ≥30 男 中 是

10 <30 男 高 否

11 ≥30 女 中 否

12 <30 男 低 否

13 ≥30 女 中 否

14 ≥30 男 低 是

15 ≥30 男 中 是

16 ≥30 女 低 否

决策树结构由一系列节点构成,每个节点对应一个特征及其决策规则。树通常以根

节点(包含所有初始样本)在顶端表示,样本依据该节点规则被划分到子节点。每个子节

点进一步使用新特征进行决策,直至到达叶节点———这些节点仅包含单一类别的样本,
无须再划分。

决策树的构建本质上是递归地选取最优特征并确定分割规则的过程。在汽车销售

的案例中,需从年龄、性别、月收入三个特征中逐步选择用于每个节点的特征。

1.
 

ID3方法

ID3方法是早期著名的决策树构建算法(交互式二分法)。它源于 Hunt等的概念学

习系统,核心思想是选择最具辨别力的特征对节点数据进行划分,目标是最终所有叶节

点均为纯节点(仅含单类样本)。

ID3算法的理论基础是香农信息论中的熵。熵度量了观察一个具有k 种可能结果

(概率分别为Pi,i=1,2,…,k)的事件所获得的信息量:
 

I=-(P1log2P1+P2log2P2+…+Pklog2Pk)=-∑
k

i=1
Pilog2Pi (3.16)

在决策树中,节点上样本集合的熵称为熵不纯度,它量化了该节点上类别的混杂程度。
实际应用中,概率Pi 由节点中第i类样本的比例估计。例如,若某节点包含的样本均匀

分布在四个类别中(即每类占比均为0.25),则其熵不纯度为

I=-(4×0.25×log20.25)=2
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熵值I=2达到最大,表征最不纯状态;
 

若节点仅含两类等量样本,则
I=-(2×0.5×log20.5)=1

熵降至I=1,不确定性减弱;
 

当节点全属单类样本时,则
I=-(1×log21)=0

熵归零,实现完全纯净且无不确定性的理想状态。
基于表3.2的16个样本(购车4人,未购12人),初始熵不纯度为

I(16,4)=-
4
16log2

4
16  +1216log2 1216  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≈0.8113

其中,I(16,4)表示总共16个样本中4个为一类,12个为另一类时的熵不纯度。目标为

寻找最大化信息增益的特征(即不纯度减少量),需依次评估年龄、性别、月收入特征。
以年龄作为根节点,则把所有样本分为两组,30岁以下组(6人,1人购车);

 

30岁以

上组(10人,3人购车)。总的熵不纯度为

Iage=
6
16I
(6,1)+

10
16I
(10,3)=0.7946

此时,以年龄为根节点,在熵不纯度比之前减少的量是

ΔIage(16)=I(16,4)-Iage=0.0167
称为信息增益(information

 

gain)。
当特征将N 个样本划分为m 组(每组样本数Nm),信息增益公式为

ΔI(N)=I(N)-(P1I(N1)+P2I(N2)+…+PmI(Nm)) (3.17)
其中Pm=Nm/N。

同样的,以性别特征和月收入特征为根节点所能够带来的信息增益分别为

ΔIgender(16)=I(16,4)-Igender=0.0972

ΔIincome(16)=I(16,4)-Iincome=0.0177
分析确认性别特征能实现最大信息增益,故将其作为根节点(图3.2)。样本按性别分组

结果如下:
 

女性组9人(含购车者1人);
 

男性组7人(含购车者3人)
对性别分组产生的男性组(7样本)和女性组(9样本),分别采用信息增益准则评估

年龄与月收入特征。分析显示:
 

男性组中年龄特征的信息增益最大,为0.9852;
 

女性组

中月收入特征的信息增益最优,为0.688。据此构建第二层节点:
 

男性分支采用年龄特

征,女性分支采用月收入特征。此时所有子节点样本纯度均达100%(男性组经年龄划分

后全纯,女性组经月收入划分后全纯),故直接作为叶节点终止生长。完整决策树见图3.3。

图3.2 用表3.2样本得到的决策树第一级
 

图3.3 用于判断客户是否购车的决策树
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基于构建完成的决策树(图3.3),推销员将其转化为等价分类规则集。分析发现:
 

月收入的三档划分在女性组分支中未产生实际判别作用(左下叶节点规则冗余)。因此,
将原左下相邻的两个叶节点合并为单条规则,实现规则集的精简优化。

若(性别=女)且(月收入 <6000元),则(买车=否)
若(性别=女)且(月收入 >6000元),则(买车=是)
若(性别=男)且(年龄 <30岁),则(买车=否)
若(性别=男)且(年龄 ≥30岁),则(买车=是)

  ID3算法可通过递归执行以下流程构建决策树:
 

(1)
 

计算当前节点熵不纯度;
 

(2)
 

遍历特征计算信息增益;
 

(3)
 

选取最大增益特征分裂节点,其取值数量决定分枝数目;
 

(4)
 

递归终止条件:
 

子节点样本纯度达100%则作为叶节点;
 

否则返回步骤1。
除香农熵外,Gini不纯度是常用替代度量,其物理意义为随机两样本类别不一致的

概率,即

I(N)=∑
m≠n

P(ωm)P(ωn)=1-∑
k

j=1
P2(ωj) (3.18)

还有误差不纯度

I(N)=1-max
j

 
P(ωj) (3.19)

其中,P(ωj)是当前节点上N 个样本中属于第j类的样本数在总样本数中的比例。

2.
 

C4.5算法

C4.5算法作为ID3算法的重要改进,主要包含两大创新:
 

首先引入信息增益率替代

原始信息增益

ΔIR(N)=
ΔI(N)
I(N)

(3.20)

其次新增连续特征处理能力,对包含n 个取值的数值特征x,先将其升序排列为vi,i=
1,2,…,n,生成n-1个候选阈值,计算每个阈值对应的增益率并选择最优者,将连续特

征转化为二值离散特征参与建树。若需多值离散化,则递归扩展二分过程,此时候选划

分方案随离散粒度增加而增多。
显然,在上面的汽车推销员的例子中,她也可以用这种策略对年龄和月收入进行处

理,选择出在当前数据下最优的划分方案。

3.
 

CART算法

CART(分类和回归树)算法作为决策树领域同样著名甚至更具影响力的算法,其核

心虽与ID3、C4.5算法同属特征递归分裂框架,但存在关键差异:
 

CART算法强制采用

二叉树结构———每个非叶节点仅允许生成两个子节点。这种二分特性要求对特征进行

特定处理:
 

对于离散特征,需遍历所有可能的二元划分方案;
 

对于连续特征,则通过阈值

τ将数据划分为x≤τ和x>τ两组。最终构建的二叉树模型兼具分类与回归双重功能,
既能预测离散类别也可输出连续数值。
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3.4 非线性判别函数

众所周知,一个非线性函数可以通过多段线性函数来逼近。分段线性判别函数

(piecewise
 

linear
 

discriminant
 

functions)就是采用了这种思想,用多个线性分类器片段

来实现非线性分类。由于每一段分类面都是线性的超平面,可以采用前面介绍的一些线

性分类器设计方法进行设计;
 

分段线性判别函数通过多段超平面组合可灵活逼近任意复

杂形状的决策超曲面,从而适应高度非规则的数据分布。该模型不仅能精确拟合已知解

析形式的非线性判别边界,更能在实际类别划分缺乏显式数学表达时,依然保持对真实

判别函数的高精度逼近能力。
多类线性判别函数在特征空间中天然形成分段线性决策边界。实现两类间分段线

性判别的核心策略是:
 

①子类划分,即将各类别分解为若干子类;
 

②线性判别构建,即在

两类子类间建立线性判别函数;
 

③分段合并,即整合子类判别函数形成全局分段线性边

界。后续将以分段线性距离分类器为起点,系统阐述该框架的基础实现方法。

3.4.1 分段线性距离分类器

当类条件概率密度服从独立同方差的正态分布且类别先验概率相等时,最小错误率贝叶

斯决策退化为最小距离分类器:
 

对于新样本x,计算其与各类均值向量μi(i=1,2,…,c)的欧

氏距离,并决策为最近邻类别(即x 属ωk 类当且仅当‖x-μk‖
2= min

i=1,2,…,c
‖x-μi‖

2)。

在二分类场景中,该决策边界表现为两类均值连线间的垂直平分超平面;
 

多分类情形下

则形成由分段超平面构成的复杂决策边界。
尽管最小距离分类器最初是基于正态分布的特定假设推导而来的,但在许多实际应

用中,只要各类样本的分布呈现单峰性、在各个维度上大致对称,并且各类别的先验概率

接近,它仍然是一种简洁且高效的分类策略。从另一个角度看,可以将每一类的均值视

为该类别的代表或模板。最小距离分类方法实际上就是一种模板匹配机制:
 

将未知样本

归入与其最为接近的类别模板中。
沿着这种思路,在各类的数据分布是多峰的情况下,我们可以把每类划分成若干子

类,使每个子类是单峰分布且尽可能在各维上对称。每个子类取均值作为模板,这样每

个类就有多个模板,一个两类问题就可以用多类的最小距离分类器来解决,即对一个待

分类样本,比较它到各个子类均值的距离,把它分到距离最近的子类所属于的类。这样

所得到的分类面就是由多段超平面组成的。这种分类器称作分段线性距离分类器,这种

做法对多类同样适用。
用数学语言来描述,分段线性距离分类器可以表示为:

 

把属于ωi,i=1,2,…,c类的

样本区域Ri 划分为li 个子区城Rl
i,l=1,2,…,li,每个子类的均值是ml

i,对样本x,

ωi 类的判别函数定义为

gi(x)=
 

min
l=1,2,…,li

‖x-ml
i‖

2 (3.21)

即为该样本与其所属类别中最近子类均值之间的距离。对应的判别准则为
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若
 

gk(x)=
 

min
i=1,2,…,c

gi(x), 则决策
 

x∈ωk (3.22)

3.4.2 一般的分段线性判别函数

3.4.1节介绍的分段线性距离分类器是分段线性判别函数的特殊情况,适用于各子

类在各维分布基本对称的情形。一般情况下,可以对每个子类建立更一般形式的线性判

别函数,即把每个类别分成li 个子类

ωi={ω1i,ω
2
i,…,ω

li
i }, i=1,2,…,c (3.23)

  为每个子类构建一个对应的线性判别函数,用以计算样本与各子类之间的距离;
 

最

终的判别依据是:
 

选择使该函数值最小的子类,即该子类均值最接近样本点。

gl
i(x)=wlT

ix+wl
i0, l=1,2,…,li,i=1,2,…,c (3.24)

其中wl
i 和wl

i0 分别表示第i个子类对应的权向量和阈值。当然,这些判别函数也可以

用增广的形式表示,即

gl
i(y)=alT

iy, l=1,2,…,li,i=1,2,…,c (3.25)
类ωi 的分段线性判别函数就定义为

gi(x)=
 

min
l=1,2,…,li

gl
i(x), i=1,2,…,c (3.26)

决策规则是

若gk(x)=
 

min
i=1,2,…,c

gi(x), 则决策x∈ωk (3.27)

相邻两类之间的决策边界可通过令各自对应的判别函数取值相等来确定,即

gi(x)=gj(x) (3.28)
由于gi(x)和gj(x)都是由式(3.26)定义的分段线性判别函数,因此所对应的决策边界

实际上由多个线性片段组成。每个片段都是某一类别中的某个子类与另一类别中相邻

子类之间的分界超平面。
一旦子类的划分方案确定,分段线性判别函数的构建就可视为多类分类问题的求解

过程。因此,在设计分段线性判别函数时,所面临的核心挑战转化为如何合理划分子类。
针对这一问题,通常可以分三种不同情形进行分析与处理。

第一种情况,根据问题的领域知识和对数据分布的了解,人工确定子类的划分方案。
例如在字符识别中,一种字符作为一个类,而同一个字符又有不同的字体,可以把一种字

体作为一个子类。在某些医学研究中,可以把同一种疾病的病人按照性别、年龄、地域或

遗传学特征等分成子类。有些情况下还可以尝试多种不同的划分方案。
第二种情况,已知或者可以假定各类的子类数目,但是不知道子类的划分,可以用下

面的错误修正法在设计分类器的同时确定出子类的划分。这里用增广的线性判别函数

来描述这个算法。
条件:

 

已知共有c个类别ωi,i=1,2,…,c,并且已知ωi 类应该划分成li 个子类。
每一类别均包含若干用于训练的样本数据。

(1)
 

初始化。任意给定各类各子类的权值αl
i(0),l=1,2,…,li,i=1,2,…,c,通常

可以选用小的随机数。
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(2)
 

在时刻l,当前权值为αl
i(t),l=1,2,…,li,i=1,2,…,c,考虑某个训练样本

yk∈ωj,找出ωj 类的各子类判别函数最大的子类,记为m,即

am
j(t)

Tyk =
 

max
l=1,2,…,li

{al
j(t)

Tyk} (3.29)

考查当前权值对样本yk 的分类情况:
 

①
  

若am
j(t)

Tyk=a
l
i(t)

Tyk,∀i=1,2,…,c,i≠j,l=1,2,…,li,即yk 分类正确,

则所有al
i(t)均不变:

 

al
i(t+1)=a

l
i(t),l=1,2,…,li,i=1,2,…,c。

②
 

若对某个i≠j,存在子类l使得am
j (t)

Tyk≤a
l
i(t)

Tyk,即yk 被当前权值错分,

则选取al
i(t)

Tyk 中最大的子类(不妨记作ωi 类的第n 个子类),则权值进行如下修正:
 

am
j(t+1)=am

j(t)+ρtyk
 

an
i(t+1)=an

i(t)+ρtyk

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3.30)

其余权值不变。
(3)

 

t=t
 

+
 

1,考查下一个样本,回到第(2)步。如此迭代,直到算法收敛。
可以看出,这个算法与多类线性判别函数的逐步修正法很相像,这里的子类相当于

多类线性判别函数考虑的多类中的一类。所不同的是,这里的分类器设计过程实际上也

是子类的划分过程,而考查权值是否需要修正时并不是考查样本是否被分到某个特定的

子类,而是只需判断样本是否被分到它所属的类别的几个子类中的一个。

3.4.3 二次判别函数

在常见的正态分布假设下,贝叶斯分类器所对应的决策边界通常呈现为二次函数形

式。二次判别函数(quadratic
 

discriminant)也是一种比较常用的固定函数类型的分类方

式,它的一般形式是

g(x)=xTWx+wTx+w0

=∑
d

k=1
wkkx

2
k +2∑

d-1

j=1
∑
d

k=j+1
wjkxjxk +∑

d

j=1
wjxj +w0 (3.31)

其中,W 是d×d 实对称矩阵,w 是d 维向量。

不难看出,这个判别函数中包含1
2d
(d+3)+1个参数,因此如果像线性判别函数那

样,直接根据一定的规则从数据去学习这些参数,计算起来会比较复杂,而且在样本不够

多时估计如此多的参数,结果的可靠性和推广能力很难保证。
实际中,人们在应用二次判别函数时,往往采用参数化的方法来估计二次判别函数。

例如,往往假定每一类数据都是正态分布,这时每一类数据都可以定义如下的二次判别

函数:
 

gi(x)=K2
i +(x-mi)

TΣ-1
i (x-mi) (3.32)

其中,mi是ωi类的均值,Σi是ωi类的协方差矩阵,K2
i 是一个阈值项,其数值受到协方差

矩阵以及类别先验概率的共同影响。式(3.32)的判别函数就是样本到均值的马氏距离
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的平方与固定阈值的比较,样本的均值与方差可以用下面的估计:
 

m�i=
1
Ni
∑
Ni

j=1
xj (3.33)

Σ�i=
1

Ni-1∑
Ni

j=1
(x-mi)(x-mi)

T (3.34)

当两类都是近似服从正态分布时,可以对每一类估计式(3.32)的判别函数,两类间的决

策面方程就是

g1(x)-g2(x)=0 (3.35)
代入式(3.32)并整理,可得

-xT(Σ�-11 -Σ�-12 )x+2(m�T1Σ�-11 -
 

m�T2Σ�-12 )x-(m�T1Σ�-11 m�1-
 

m�T2Σ�-12 m�2)+(K21-K22)=0
(3.36)

决策规则是

若
 

g1(x)-g2(x)>0, 则决策
 

x∈ω1
 
若

 

g1(x)-g2(x)<0, 则决策
 

x∈ω2 (3.37)

其中,可以通过调整两类的阈值项K2
1 和K2

2 来调整两类错误率情况。
另一种情况是,某一类别的样本ω1 呈现较为集中的分布(近似正态分布),而另一类

ω2 则较为均匀地分布在第一类附近,针对这种情况,只需对集中分布的类别构建其二次

判别函数即可,即

g(x)=K2+(x-
 

m�1)TΣ�-11 (x-
 

m�1) (3.38)
决策规则是

若
 

g(x)>0, 则决策
 

x∈ω1
 
若

 

g(x)<0, 则决策x∈ω2 (3.39)

同样,可以用K2 来调整决策的偏向。直观解释是,当样本到ω1 类均值的马氏距离的平

方小于K2 时决策为ω1 类,否则决策为ω2 类。

3.5 感知器

感知器是人们设计的第一个具有学习能力的机器,在机器学习和模式识别历史上扮

演了重要的角色。它是多层感知器神经网络方法和各种深度学习方法的基础,也是支持

向量机方法的基础。
为了讨论方便,把向量x 增加一维,但其取值为常数,目的是将阈值w0 嵌入增广的

权向量中,即定义为

y=[1,x1,x2,…,xd]
T (3.40)

其中,xi 为样本x 的第i维分量。我们称y 为增广的样本向量。相应地,定义增广的权

向量为

α=[w0,w1,w2,…,wd]
T (3.41)
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线性判别函数变为

g(y)=αTy (3.42)
决策规则为

若
 

g(y)>0, 则决策y∈ω1
 
若g(y)<0, 则决策y∈ω2 (3.43)

  下面定义样本集可分性的概念。
对于一组样本y1,y2,…,yN,如果存在这样的权向量α,使得对于样本集中的任一

样本yi,i=1,2,…,N,若y∈ω1 则αTyi>0;
 

若αTyi<0,则称这组样本或这个样本集

是线性可分的。即在样本的特征空间中,至少存在一个线性分类面能够把两类样本没有

错误地分开。
若定义一个新的变量y',使对于第一类的样本y'=y,而对于第二类样本则y'=

-y,即

y'i=
yi, 若y∈ω1
 
-yi, 若y∈ω2  i=1,2,…,N (3.44)

则样本线性可分条件就变成了存在α,使
αTy'i>0, i=1,2,…,N (3.45)

  这样定义的y'称为规范化增广样本向量。在本节和下一节,为了讨论方便,都采用

规范化增广样本向量,并且把y'仍然记作y。
本节只讨论样本线性可分的情况。
对于线性可分的样本集合y-1,y-2,…,y-N(采用规范化增广样本向量表示),若存在一

个权向量α*使得满足以下条件:
 

αTyi >0, i=1,2,…,N (3.46)

则称α*为一个解向量。在权值空间中所有解向量组成的区域称为解区。
显然,权向量和样本向量的维数相同,可以把权向量画到样本空间,对于一个样本

yi,α
Tyi=0在权重空间中确定了一个经过原点的超平面 H�i。对于这个样本来说,处于

超平面 H�i 正侧的任何一个向量都能使αTyi>0,因而都是对这个样本的一个解。考虑

样本集中的所有样本,解区就是每个样本对应超平面的正侧的交集。
解区中的任意一个向量都是解向量,都能把样本没有错误地分开。但是,从直观角

度看,如果一个解向量靠近解区的边缘,虽然所有样本都能满足αTyi>0,但某些样本的

判别函数可能刚刚大于零,考虑到噪声、数值计算误差等因素,靠近解区中间的解向量应

该更加可靠。因此,人们提出了余量的概念,即把解区向中间缩小,不取靠近边缘的解。
形式化表示就是引入余量b>0,要求解向量对满足

αTyi >b, i=1,2,…,N (3.47)

  下面来看如何找到一个解向量。
对于权向量α,如果某个样本yk 被错误分类,则αTyk≤0。我们可以通过对所有被
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误分类样本的累计惩罚来量化错分的代价。

JP(α)= ∑
αTyk≤0

(-αTyk) (3.48)

这正是20世纪50年代Rosenblatt提出的感知器(Perceptron)准则函数的核心思想。
显然,当且仅当JP(α

*)=min
 

JP(α)=0时,α*是解向量。
感知器准则函数[式(3.48)]的最小化过程可以通过梯度下降法进行迭代求解,其更

新公式为

α(t+1)=α(t)-ρt�JP(α) (3.49)
即在每一次迭代中,权向量通过沿目标函数梯度的反方向调整一定步长ρt 来进行更新。
其中,目标函数JP 关于权向量α的梯度为

�JP(α)=
∂JP(α)
∂α = ∑

αTyk≤0

(-yk) (3.50)

因此,迭代修正的公式就是

α(t+1)=α(t)-ρt �JP(α) (3.51)
也就是说,在每次迭代中,将某个系数乘以误分类样本并加到权向量上进行调整。

通常,一次性对所有错误样本进行修正并非最高效的方法,更常用的是每次仅针对

单个样本进行固定增量的修正。该算法的具体步骤如下:
 

(1)
 

任意选择初始的权向量α(0),置t=0;
 

(2)
 

考查样本yj,若α(t)Tyj≤0,则α(t+1)=α(t)+yj,否则继续;
 

(3)
 

检查下一个样本,重复步骤(2),直到所有样本都满足正确分类条件,即α(t)Tyj>0。

若引入余量b,则只需将错分判断条件修改为α(t)Tyj≤b即可。
可以证明,对于线性可分的数据集,采用该梯度下降迭代算法经过有限次更新后,必

然会收敛到一个满足条件的解向量α*。这里不给出严格的证明,而是用图3.4的例子来

直观地说明这一收敛过程。

图3.4 感知器学习算法收敛过程示意图

在图3.4的例子中,只有三个样本y1,y2,y3(注意是规范化增广样本向量)。假设令

权向量初值为α(0)=0,在第一步,考查了y1,α(0)
Ty1=0,所以需要向y1 的方向修正

权值α(1)=α(0)+y1,权向量变成图中的第2个点:
 

下一步,考查y2,α(1)
Ty2>0,再考

查y3,发现α(1)Ty3<0,所以采取修正α(2)=α(1)+y3,得到了图中的第3个点;
 

第四
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步发现y1 又被分错,α(2)Ty1<0,再采取修正α(3)=α(2)+y1,权向量变成了图中的第

4个点;
 

第五步,y2 依然是分类正确的,而y3 又被分错,所以需再次向y3 方向调整权值

α(4)=α(3)+y3,变成了图中的第5个点;
 

第六步,由于新的权值又对y1 错分了,所以

再次向y1 方向调整。α(5)=α(4)+y1,得到第6个点所示的权向量。此时再次考查

3个训练样本,发现都被正确分类了,α(5)就是迭代求得的解向量。不难想象,不论样本

数和维数如何,只要解区存在(样本线性可分),那么根据相同的原理,总可以经过有限步

的迭代求得一个解向量。
这种单步的固定增量法采用的修正步长是ρt=1。为了减少迭代步数,人们还提出

可以使用可变的步长,例如绝对修正法就是对错分样本yj 用下面的步长来调整权向量

ρt=
|α(k)Tyj|
‖yj‖

2
(3.52)

  感知器算法是最基础的机器学习方法之一。由于其仅能处理线性可分问题,实际应

用中直接使用感知器的情况较为有限。不过,感知器算法作为许多复杂算法的基础,奠
定了支持向量机和多层感知器神经网络的发展基础。

在感知器准则中。要求全部样本是线性可分的。此时,经过有限步的迭代梯度下降

法就可以收敛到一个解。当样本集不满足线性可分条件时,感知器算法将无法保证收

敛。如果任意地让算法停止在某一时刻,则无法保证得到的解是有用的(能够把较多的

样本正确分类)。人们研究了很多策略来设法使感知器算法在样本集不是线性可分时仍

能得到合理有用的解,其中一种比较常用的做法是,在梯度下降的迭代中,通过采用一定

的启发式规则逐步减小步长,可以强制算法实现收敛,且通常能得到较为理想的解。当

大部分样本具有可分性时,这种简便的方法在许多场景下依然表现良好。


