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上一章介绍了基于系统模型求解最优策略的算法，本章将介绍无需模型（model-

free）的强化学习算法。如何在没有模型的情况下找到最优策略？实际上，其思路很简

单：如果没有模型，则必须有数据；如果没有数据，则必须要有模型；如果两者都没

有，那么就无法找到最优策略。在强化学习中，“数据”通常指的是智能体与环境交互

的经验。

在本章中，我们首先介绍一个期望值估计的例子，理解这个例子对于理解“从数据

中学习”的基本思想至关重要。接着，我们将介绍基于蒙特卡罗方法的三种强化学习

算法。这些算法能够从数据中学习到最优策略。第一个也是最简单的算法被称为MC

Basic，该算法可以通过修改上一章介绍的策略迭代算法得到。理解MC Basic算法对

于掌握基于蒙特卡罗的强化学习非常重要。通过进一步扩展这个算法，我们可以得到

另外两个更复杂但更高效的算法。

5.1 启发示例：期望值估计

接下来我们将通过例子来展示如何利用蒙特卡罗（Monte Carlo，MC）方法来解

决一个期望值估计问题。蒙特卡罗方法是使用随机样本解决估计问题的一种通用方法。

读者可能会问我们为什么要关心“期望值估计”这个问题，这是因为状态值和动作值

的定义都是期望值，所以估计状态值或动作值实际上是期望值估计问题。通过本节，我

们将知道如何使用“数据而非模型”来估计期望值。

考虑一个随机变量X，它可以在一个有限的实数集合内取值，令该集合为X。我

们的目标是计算X的期望值E[X]，有两种计算E[X]的方法。

⋄ 第一种方法是基于模型的。这里的模型指的是X的概率分布。如果模型已知，那

么期望值可以根据其定义直接计算得到：

E[X] =
∑
x∈X

p(x)x.

⋄ 第二种方法是无模型的。当X的概率分布（即模型）未知时，如果我们有一些X

的样本{x1, x2, . . . , xn}，那么这些样本可以被用于估计期望值：

E[X] ≈ x̄ =
1

n

n∑
j=1

xj .

当n很小时，这种近似可能不够准确。然而，随着n的增大，近似会变得越来越准确。

当n→∞时，我们有 x̄→ E[X]。这实际上就是大数定律（Law of large numbers），

详情参见方框5.1。
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方框5.1: 大数定律

对于一个随机变量X，假设{xi}ni=1是独立同分布的样本。设 x̄ =
∑n

i=1 xi/n

为样本的平均值。那么有

E[x̄] = E[X],

var[x̄] = 1

n
var[X].

由上面两式可知：x̄是E[X]的无偏估计，并且随着n增加到无穷大，其方差会减

小到零，这就是大数定律（Law of large numbers）。为什么上面两式成立？以下

是证明。

第一，E[x̄] = E
[∑n

i=1 xi/n
]
=
∑n

i=1 E[xi]/n = E[X]，其中最后一个等号成

立是因为样本是同分布的，即E[xi] = E[X]。

第二，我们有var(x̄) = var
[∑n

i=1 xi/n
]
=
∑n

i=1 var[xi]/n
2 = (nvar[X])/n2 =

var[X]/n，其中第二个等号成立是因为样本是独立的，第三个等号是因为样本是

同分布的，即var[xi] = var[X]。

下面通过投掷硬币的例子来解释上面两种方法。在投掷硬币的游戏中，令随机变

量X表示硬币最后朝上的那一面。X有两个可能的值：当正面朝上时，X = 1；当反

面朝上时，X = −1。假设X的真实概率分布（即模型）是

p(X = 1) = 0.5, p(X = −1) = 0.5.

如果这个概率分布是已知的，我们可以直接用定义来计算期望值：

E[X] = 0.5 · 1 + 0.5 · (−1) = 0.

如果这个概率分布是未知的，那么我们可以多次投掷硬币并记录采样结果{xi}ni=1。通

过计算这些样本的平均值，可以得到期望值的估计。随着样本数量的增加，估计的期

望值将变得越来越准确（参见图5.2）。

值得指出的是，用于期望值估计的样本必须是独立同分布（independent and iden-

tically distributed, i.i.d.或 iid），否则可能无法正确估计期望值。例如，假设所有样

本与第一个样本强相关，一个极端的情况是所有样本与第一个样本完全相同，此时

无论我们使用多少样本，样本的平均值总是等于第一个样本值，而无法接近真实的

期望值。
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图 5.2 用于展示大数定律的例子。这里样本是从 {+1,−1}中按照均匀分布抽取的。随着样本
数量的增加，样本的平均值逐渐收敛于 0，即真实的期望值。

5.2 MC Basic：最简单的基于蒙特卡罗的算法

本节将介绍第一个基于蒙特卡罗的强化学习算法。第一，这个算法很简单，它可

以通过修改上一章介绍的策略迭代算法得到，即将其中的基于模型的策略评价模块替

换为一个无需模型的策略评价模块；第二，这个算法很重要，它可以很好地帮助我们

理解究竟怎么用数据代替模型来实现强化学习，它也是本章后续算法的直接基础。

5.2.1 将策略迭代算法转换为无需模型

蒙特卡罗方法是以策略迭代算法为基础的，后者已经在第4.2节有过详细介绍，这

里不再赘述。

策略迭代算法的每次迭代有两个步骤。第一步是策略评估，旨在通过求解贝尔曼

方程 vπk
= rπk

+ γPπk
vπk
以得到 vπk

；第二步是策略改进，旨在计算贪婪策略πk+1 =

arg maxπ(rπ + γPπvπk
)以得到一个更好的策略。具体来说，策略改进步骤的元素展开

形式是

πk+1(s) = arg max
π

∑
a

π(a|s)

[∑
r

p(r|s, a)r + γ
∑
s′

p(s′|s, a)vπk
(s′)

]
= arg max

π

∑
a

π(a|s)qπk
(s, a), s ∈ S.

从上式能看出，动作值 qπk
(s, a)是策略迭代算法的核心：第一步策略评估就是在计算

状态值进而得到动作值；第二步策略改进就是选取动作值最大的动作作为新策略。

在明白动作值的核心作用之后，让我们重新审视计算动作值的方法，实际上有两

种方法。
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⋄ 第一，基于模型的方法。首先求解贝尔曼方程得到状态值 vπk
，然后基于下式得到

动作值 qπk
(s, a)：

qπk
(s, a) =

∑
r

p(r|s, a)r + γ
∑
s′

p(s′|s, a)vπk
(s′). (5.1)

这种方法需要知道模型{p(r|s, a), p(s′|s, a)}。策略迭代算法采用的就是这种方法。

⋄ 第二，无需模型的方法。让我们回忆一下动作价值的原始定义：

qπk
(s, a) = E[Gt|St = s,At = a]

= E[Rt+1 + γRt+2 + γ2Rt+3 + · · · |St = s,At = a],

值得注意的是，因为 qπk
(s, a)是一个期望值，所以可以通过蒙特卡罗方法用数据来

估计。具体怎么做呢？从 (s, a)开始，智能体可以执行策略πk，进而获得n个回合，

假设第 i个回合的回报是 g
(i)
πk (s, a)。那么，这些回合的回报的平均值可以用来近似

qπk
(s, a)，即

qπk
(s, a) = E[Gt|St = s,At = a] ≈ 1

n

n∑
i=1

g(i)πk
(s, a). (5.2)

根据大数定律，如果n足够大，上面的近似将会足够精确。

基于蒙特卡罗的强化学习的基本思想就是使用(5.2)来估计动作值，从而代替策略

迭代算法中需要模型的模块。

5.2.2 MC Basic算法

有了上一节的准备，下面介绍MC Basic算法。

从初始策略π0开始，该算法在第k次迭代（k = 0, 1, 2, . . .）中有两个步骤。

⋄ 步骤 1：策略评估。这一步用于估算所有 (s, a)的 qπk
(s, a)。具体来说，对于每个

(s, a)，收集足够多的回合进而求其回报的平均值（记作 qk(s, a)）来近似 qπk
(s, a)。

⋄ 步骤2：策略改进。这一步通过πk+1(s) = arg maxπ

∑
a π(a|s)qk(s, a)得到所有 s ∈

S的新策略，即πk+1(a
∗
k|s) = 1，其中a∗k = arg maxa qk(s, a)。

MC Basic算法的伪代码在算法 5.1中给出，它与策略迭代算法非常相似，唯一的

区别在于它是利用经验样本估计动作值的，而策略迭代算法需要用模型先计算状态值

再计算动作值。值得指出的是，MC Basic算法是直接估计动作值，而不是像策略迭代

算法一样先估计状态值再估计动作值。否则，如果它先估计状态值，那么仍然需要利

用(5.1)将状态值转换到动作值，而(5.1)还是需要模型的。因此，MC Basic是直接估计

动作值。
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算法5.1：MC Basic（策略迭代算法的无模型版本）

初始化: 初始策略π0

目标: 寻找最优策略。

对于第k次迭代（k = 0, 1, 2, . . .）

对于每个状态 s ∈ S
对于每个动作a ∈ A(s)
执行πk收集从 (s, a)开始的足够多的回合

策略评估：

qπk
(s, a) ≈ qk(s, a) =所有从 (s, a)开始的回合的回报的平均值

策略改进：

a∗k(s) = arg maxa qk(s, a)

如果a = a∗k，则πk+1(a|s) = 1；否则πk+1(a|s) = 0

由于策略迭代是收敛的，因此在给定足够样本的情况下，MC Basic算法是可以确

保收敛的。也就是说，对于每一个 (s, a)，假设从 (s, a)开始有足够多的回合，那么这

些回合的回报的平均值可以准确地近似 (s, a)的动作价值。实际中，通常无法对每一个

(s, a)收集足够多的回合，此时动作价值的近似可能不准确，不过该算法还是可以工作

的。这与截断策略迭代或者广义策略迭代（generalized policy iteration）的思想类似：

每一个动作值不需要非常准确地估计。

最后，读者在其他资料里应该看不到MC Basic这个算法，这是因为这是本书特意

总结出来的一个算法，以帮助读者理解蒙特卡罗方法的核心思想。本书这么做的原因

有两点。第一，MC Basic算法建立了和上一章策略迭代算法的关系，能够让读者明白

为什么要先学习策略迭代算法，以及为什么要先学习基于模型的算法；第二，MC Basic

算法非常“淳朴”，它没有复杂的技巧性的东西，可以直接展示无模型蒙特卡罗方法最

核心的思想。不过也正因为如此，它效率是比较低的，不太实用。不过后面我们会看到通

过推广MC Basic算法可以轻易地得到更复杂也更高效的算法，届时读者就会明白：很多

算法最核心的思想其实是很简单的，只是添加了很多技巧性的东西让其看起来很复杂。

5.2.3 示例

一个简单示例：算法细节

下面通过一个例子来演示MC Basic算法的细节。该例子中，奖励为 rboundary =

rforbidden = −1, rtarget = 1。折扣因子为γ = 0.9。初始策略π0如图5.3所示，这个初始
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策略在 s1和 s3不是最优的。

s1 s2 s3

s4 s5 s6

s7 s8 s9

图 5.3 用于演示MC Basic算法的例子。

下面只展示如何得到状态 s1对应的所有动作值，其他状态是类似的。在 s1，有五

个可能的动作a1, . . . , a5。我们需要分别从 (s1, a1), (s1, a2), . . . , (s1, a5)开始执行当前策

略π0，得到足够多且足够长的回合。不过因为这个示例是确定性的，多次运行将得到

相同的回合，因此只需要对每个动作收集一个回合。

⋄ 从 (s1, a1)开始，得到的回合是 s1
a1−→s1

a1−→ s1
a1−→ . . .。对应的动作值等于该回合

的折扣回报：

qπ0
(s1, a1) = −1 + γ(−1) + γ2(−1) + · · · = −1

1− γ
.

⋄ 从 (s1, a2)开始，得到的回合是 s1
a2−→s2

a3−→ s5
a3−→ . . .。对应的动作值等于该回合

的折扣回报：

qπ0(s1, a2) = 0 + γ0 + γ20 + γ3(1) + γ4(1) + · · · = γ3

1− γ
.

⋄ 从 (s1, a3)开始，得到的回合是 s1
a3−→s4

a2−→ s5
a3−→ . . .。对应的动作值等于该回合

的折扣回报：

qπ0
(s1, a3) = 0 + γ0 + γ20 + γ3(1) + γ4(1) + · · · = γ3

1− γ
.

⋄ 从 (s1, a4)开始，得到的回合是 s1
a4−→s1

a1−→ s1
a1−→ . . .。对应的动作值等于该回合

的折扣回报：

qπ0
(s1, a4) = −1 + γ(−1) + γ2(−1) + · · · = −1

1− γ
.

⋄ 从 (s1, a5)开始，得到的回合是 s1
a5−→s1

a1−→ s1
a1−→ . . .。对应的动作值等于该回合

的折扣回报：

qπ0
(s1, a5) = 0 + γ(−1) + γ2(−1) + · · · = −γ

1− γ
.
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通过比较上面五个动作值，我们知道

qπ0
(s1, a2) = qπ0

(s1, a3) =
γ3

1− γ

相比其他动作值是最大值。因此，新的策略是选择a2或者a3：

π1(a2|s1) = 1 或 π1(a3|s1) = 1.

很明显，在 s1选择a2或a3是最优策略。因此，对这个简单例子，我们仅使用一次迭代

就可以成功得到最优策略。更复杂的场景则需要更多次的迭代。

一个综合示例：回合长度和稀疏奖励

下面考虑一个更复杂的例子。在这个例子中，我们不再关注算法的实施过程，而是

讨论MC Basic算法得到的结果的有趣性质。该例子是一个5×5的网格世界（图5.4）。

奖励设置为 rboundary = −1, rforbidden = −10, rtarget = 1。折扣因子为γ = 0.9。

首先，回合的长度能极大地影响最优策略。图5.4展示了MC Basic 算法在使用不

同回合长度时得到的最终结果。其中状态值是通过MC Basic算法给出的动作值计算得

来的。当设置的回合的长度过短时，用MC Basic算法得到的策略和价值都不是最优的

（图5.4(a)∼(d)）。如果考虑当回合长度为1时的极端情况，此时仅与目标相邻的状态有

非零值，所有其他状态的值都为0（图5.4(a)）。这是因为每个回合太短而无法到达目标

从而获得正奖励。随着回合长度的增加，得到的策略和价值逐渐接近最优（图5.4(h)）。

其次，随着回合长度的增加，出现了一个有趣的现象：靠近目标的状态比远离目

标的状态更早地拥有非零值。其原因如下：从一状态出发，智能体必须行走一定的步

数才能到达目标状态；如果回合的长度小于所需的最少步数，那么回报肯定是0，估计

的状态值也是0。在此例中，回合长度应不少于15，即从左下角状态到达目标状态所需

的最小步数，否则得到的状态值估计是0。虽然每个回合必须足够长，但也不需要无限

长。如图5.4(g)所示，当长度为 30时，该算法已经可以找到最优策略，尽管此时价值

估计还不是最优的。

上述分析涉及一个重要的奖励设计问题：稀疏奖励。稀疏奖励指的是除非到达目

标状态，否则无法获得任何正奖励。稀疏奖励要求回合必须到达目标。当状态空间比

较大或者系统随机性比较强时，一个回合到达目标的概率是比较低的。因此，稀疏奖励

降低了学习效率。解决这个问题的一个简单方法是设计非稀疏奖励或者稠密奖励。例

如，在上述网格世界中，我们可以重新设计奖励，使得智能体在靠近目标时就可以获

得少量的正奖励。通过这种方式，可以在目标周围形成一个“吸引场”，从而更容易地

找到目标。感兴趣的读者可以查看更多关于稀疏奖励的文献 [17–19]。
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(a) 回合长度为 1时得到的价值和策略
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(b) 回合长度为 2时得到的价值和策略
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(c) 回合长度为 3时得到的价值和策略
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(d) 回合长度为 4时得到的价值和策略
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(e) 回合长度为 14时得到的价值和策略
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(f) 回合长度为 15时得到的价值和策略
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(g) 回合长度为 30时得到的价值和策略
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(h) 回合长度为 100时得到的价值和策略

图 5.4 当使用不同回合长度时，MC Basic算法得到的策略和价值。
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5.3 MC Exploring Starts算法

下面通过推广MC Basic算法来介绍另一个基于蒙特卡罗的强化学习算法：MC

Exploring Starts。这个算法稍微复杂一些，但它的效率更高。

5.3.1 更高效地利用样本

假设我们通过执行策略π获得了一系列样本：

s1
a2−→ s2

a4−→ s1
a2−→ s2

a3−→ s5
a1−→ . . . (5.3)

上式中 s和a的下标指的是状态和动作的索引，而不是时间步数。如果一个状态-动作

配对在一个回合中出现了一次，那么我们称该状态-动作被访问（visit）一次。有多种

方法来利用这些访问。

第一种也是最简单的方法是：一个回合仅用于估计该回合最开始访问的状态-动作

的价值。例如在式(5.3)中，这个回合最开始访问的是 (s1, a2)，那么回合只是被用来估

计 (s1, a2)的动作价值。前面介绍的MC Basic的算法就是基于这种方法的。

虽然这种方法很简单，但是它没有充分利用样本，因为回合还访问了许多其他的

状态-动作，例如 (s2, a4), (s2, a3), (s5, a1)。实际上，一个回合也可以被用于估计其他状

态-动作的价值。例如，我们可以将式(5.3)中的回合分解成多个子回合：

s1
a2−→ s2

a4−→ s1
a2−→ s2

a3−→ s5
a1−→ . . . [原始回合]

s2
a4−→ s1

a2−→ s2
a3−→ s5

a1−→ . . . [从 (s2, a4)开始的子回合]

s1
a2−→ s2

a3−→ s5
a1−→ . . . [从 (s1, a2)开始的子回合]

s2
a3−→ s5

a1−→ . . . [从 (s2, a3)开始的子回合]

s5
a1−→ . . . [从 (s5, a1)开始的子回合]

如上式所示，一个长的回合可以被看成很多个从不同状态-动作出发的子回合，因此可

以估计多个不同状态-动作的价值。通过这种方式，一个回合中的样本可以被更有效地

利用。

在一个回合中，一个状态-动作可能会被多次访问。例如，在式(5.3)中的回合里，

(s1, a2)被访问了两次。如果我们只考虑第一次访问，这种方法被称为首次访问（first

visit）。例如，以第一次出现的 (s1, a2)为开始的子回合会被用来估计 (s1, a2)的动作值。

如果我们考虑每一次访问，则这种方法被称为每次访问（every visit）[20] 。例如，每

次出现 (s1, a2)时，以其为开始的子回合会被用来估计其动作值。

在样本使用效率方面，每次访问都利用的方法效率是最高的。如果一个回合足够
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长，以至于它可以多次访问所有状态-动作，那么这一个回合就足以估计所有的状态-动

作价值，此时则需要使用每次访问的方法。然而，通过这种方法获得的回报样本是相

关的，因为从第二次访问开始的轨迹只是从第一次访问开始的轨迹的一部分。尽管如

此，如果两次访问在轨迹中相隔很远，那么相关性也不会很强。

5.3.2 更高效地更新策略

除了上节介绍的高效利用样本，我们还可以更高效地更新策略。有两种更新策略

的方法。

⋄ 第一种方法：在策略评价步骤中，收集从某一个状态-动作开始的所有回合，然后

使用所有回合的平均回报来近似动作值，进而再更新策略。

这种方法已经在MC Basic算法中被采用。它的一个缺点是智能体必须等到所有回

合都被收集完毕后才能估计动作值。

⋄ 第二种方法：在策略评价步骤中，收集从某一个状态-动作开始的单个回合，然后

使用这个单个回合的回报来近似动作值，进而再立即更新策略。这样的好处是不需

要等到收集完所有回合，而是可以在得到一个回合后立即更新值和策略。

由于单个回合的回报不能准确地近似相应的动作值，因此读者可能会怀疑第二种

方法是否合适。实际上，这种方法的思想属于上一章介绍的广义策略迭代的范畴。也

就是说，即使价值估计不够准确，我们仍然可以基于其更新策略。

5.3.3 算法描述

将第5.3.1节和第5.3.2节介绍的技巧融合到MC Basic算法中，我们可以得到效率

更高的称为MC Exploring Starts的新算法。

算法 5.2给出了MC Exploring Starts的详细流程。该算法利用了回合中的每次访

问。其中有另一个提高效率的技巧：在计算从每个状态-动作开始获得的回报时，采用

“回溯”的方式，即先从回合最后的状态-动作开始，慢慢推回最初的状态-动作，这样

可以使算法更高效，具体细节大家可以自己体会。

MC Exploring Starts算法有一个条件，即Exploring Starts条件：对每一个状态-动

作，都要有足够多的回合从它出发（这里“每一个”对应了Exploring，“出发”对应了

Starts）。只有这样，我们才能准确估计每一个状态-动作的价值，进而成功找到最优策

略。否则，如果存在一个状态-动作，所有的回合都没有从它出发，那么我们无法估计

出该状态-动作的价值。即使这个动作确实是最优的，但是因为它没有被访问过，所以
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可能刚好被错过。

算法5.2：MC Exploring Starts 算法（MC Basic算法的推广）

初始化：初始策略π0(a|s)，所有 (s, a)的初始价值 q(s, a)。Return(s, a) = 0和

Number(s, a) = 0适用于所有 (s, a)。

目标：寻找一个最优策略。

对每个回合

回合生成：选择一个起始状态-动作 (s0, a0)（确保所有状态-动作都可能被选

中，这就是Exploring Starts条件）。按照当前策略，生成一个长度为T的回

合：s0, a0, r1, . . . , sT−1, aT−1, rT。

每个回合的初始化：g ← 0

对回合中的每一步 t = T − 1, T − 2, . . . , 0

g ← γg + rt+1

Return(st, at)← Return(st, at) + g

Number(st, at)← Number(st, at) + 1

策略评价：

q(st, at)← Return(st, at)/Number(st, at)

策略改进：

对a = arg maxa q(st, a)，π(a|st) = 1；对其他a，π(a|st) = 0

MC Basic和MC Exploring Starts都需要Exploring Starts这个条件。然而，这个

条件在许多应用中很难满足，因为我们难以确保有足够多的回合从每一个状态-动作出

发。实际上，如果只是为了确保每一个状态-动作都被访问到，那么可以用下面介绍的

软策略的方法。

5.4 MC ϵ-Greedy算法

下面进一步推广MC Exploring Starts，使其不再依赖于Exploring Starts这个不

合理的条件。为此，我们需要引入软策略（soft policy）。如果一个策略能在任意状态下

有非零概率选择任意动作，那么该策略称为软策略。给定一个软策略，即使只有一个

回合，只要这个回合足够长，它就会多次访问每个状态-动作。此时，我们不再需要从

不同状态-动作出发的很多回合，而Exploring Starts这个条件就可以避免了。
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5.4.1 ϵ-Greedy策略

一种常见的软策略是 ϵ-Greedy策略。具体来说，假设 ϵ ∈ [0, 1]。相应的 ϵ-Greedy

策略具有以下形式：

π(a|s) =


1− ϵ

|A(s)|
(|A(s)| − 1), 对于最大价值动作

ϵ

|A(s)|
, 对于其他 |A(s)| − 1个动作

其中 |A(s)|表示与 s相关联的动作数量。从上式可以看出，ϵ-Greedy是随机性策略，它

选择具有最大价值的动作的概率最高，而选择其他所有动作的概率都相同。在上式中，

选择最大价值动作的概率始终大于选择其他动作的概率，这是因为

1− ϵ

|A(s)|
(|A(s)| − 1) = 1− ϵ+

ϵ

|A(s)|
⩾ ϵ

|A(s)|

对于任意 ϵ ∈ [0, 1]都成立。

当 ϵ = 0时，ϵ-Greedy变为普通的贪婪策略，此时策略的探索性最弱，因为只会选

择最大价值动作。当 ϵ = 1时，所有动作被选择的概率都等于1/|A(s)|，此时策略的探

索性最强。

由于 ϵ-Greedy策略是随机性的，那么如何根据这样的策略选择动作呢？我们可以

首先按照均匀分布在 [0, 1]生成一个随机数x。如果x ⩾ ϵ，那么选择最大价值动作；如

果x < ϵ，那么按照相同的概率 1
|A(s)|选择任意一个动作（此时可能再次选择到最大价

值动作）。通过这种方式，选择最大价值动作的总概率是1− ϵ+ ϵ
|A(s)|，而选择任何其

他动作的概率是 ϵ
|A(s)|。

5.4.2 算法描述

下面将 ϵ-Greedy策略融合到MC Exploring Starts算法中，可以得到新的MCϵ-

Greedy算法，该算法已经不再依赖于Exploring Starts的条件。

为此，我们需要将MC Exploring Starts算法中的Greedy策略改为 ϵ-Greedy。具

体来说，在MC Exploring Starts算法中，策略改进的步骤是选择如下的Greedy策略：

πk+1(s) = arg max
π∈Π

∑
a

π(a|s)qπk
(s, a), (5.4)

其中Π表示所有可能策略的集合。我们知道(5.4)的最优解是一个贪婪策略：

πk+1(a|s) =

{
1, a = a∗k,

0, a ̸= a∗k,

其中a∗k = arg maxa qπk
(s, a)。
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现在，策略改进步骤需要改成

πk+1(s) = arg max
π∈Πϵ

∑
a

π(a|s)qπk
(s, a), (5.5)

其中Πϵ表示所有 ϵ-Greedy策略的集合，这里 ϵ值是给定的。通过这种方式，我们强制

把策略限制为 ϵ-Greedy。方程(5.5)的解不难得到：

πk+1(a|s) =

{
1− |A(s)|−1

|A(s)| ϵ, a = a∗k,
1

|A(s)|ϵ, a ̸= a∗k,

其中a∗k = arg maxa qπk
(s, a)。

基于上述改变，我们得到了另一种称为MC ϵ-Greedy的算法。由于 ϵ-Greedy策略

具有一定的探索性，这样就不需要有多个回合从每一个状态-动作出发了。算法 5.3给

出了其伪代码。

算法5.3：MC ϵ-Greedy算法（MC Exploring Starts算法的推广）

初始化: 初始策略π0(a|s)，所有 (s, a)的初始值 q(s, a)。Return(s, a) = 0和

Number(s, a) = 0对于所有 (s, a)。ϵ ∈ (0, 1]

目标: 寻找最优策略。
对每个回合

回合生成：选择一个初始状态-动作 (s0, a0)（不需要每一个状态-动作都被选
到）。执行当前策略，生成长度为T的回合：s0, a0, r1, . . . , sT−1, aT−1, rT。

每个回合的初始化：g ← 0

对回合的每一步 t = T − 1, T − 2, . . . , 0

g ← γg + rt+1

Return(st, at)← Return(st, at) + g

Number(st, at)← Number(st, at) + 1

策略评估：

q(st, at)← Return(st, at)/Number(st, at)
策略改进：

如果a∗ = arg maxa q(st, a)，那么

π(a|st) =

{
1− |A(st)|−1

|A(st)| ϵ, a = a∗

1
|A(st)|ϵ, a ̸= a∗

如果在策略改进步骤中将Greedy策略限制为 ϵ-Greedy策略，我们还能保证获得

最优策略吗？当有足够多的样本时，算法总是能收敛到在集合Πϵ中最优的策略。不过，

该策略仅在Πϵ中是最优的，而在Π中可能不是最优的（Πϵ是Π的一个子集）。所以，
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ϵ的引入实际上是增加了策略的探索性，而牺牲了策略的最优性。不过，如果 ϵ足够小，

那么Πϵ中的最优策略与Π中的最优策略是非常接近的。

5.4.3 示例

考虑图5.5所示的网格世界例子。这里的目标是为每个状态找到最优策略。在MC

ϵ-Greedy算法的每轮迭代中，生成一个包含一百万步的回合。这里考虑仅有一个回合

的极端情况，来展示单个回合也是可以得到最优策略的。设置 rboundary = rforbidden =

−1, rtarget = 1, γ = 0.9。

如图5.5所示，初始策略是一个均匀策略，即选取任何动作的概率都是0.2。ϵ = 0.5

的最优 ϵ-Greedy策略可以在两轮迭代后获得。尽管每轮迭代仅使用一个回合，但因为

所有的状态-动作都在这个回合中访问到了，所以它们的价值可以被准确估计。

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

(a) 初始策略

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

(b) 经过第一轮迭代

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

(c) 经过第二轮迭代

图 5.5 基于单个回合的MC ϵ-Greedy算法给出的策略的演变过程。

5.5 探索与利用：以ϵ-Greedy策略为例

探索（exploration）与利用（exploitation）是强化学习中的一个重要权衡。“探索”

意味着策略会尝试尽可能多的动作，从而使得所有动作都能被良好地评估；“利用”意

味着策略会尽可能选取价值高的动作，从而充分利用当前价值评估的结果。从另一个

角度来理解，“探索”是为了更好地评估，防止错过高价值的动作；“利用”是为了更

好地利用评估的结果，否则难以得到最优的策略；这里“权衡”的核心在于：当前的

价值评估可能是不好的，我们要通过探索更好地评估价值。如果策略具有过多的探索

性，则没有很好地利用评估结果，因此也离最优策略比较远；如果策略过多地利用当

前的评估结果，则具有较少的探索性，难以全面评估所有动作。

上面的解释可能比较抽象，下面结合 ϵ-Greedy策略来解释会更加直观。一方面，

ϵ-Greedy策略赋予最大价值动作最高的概率，因此可以充分“利用”当前的价值估计。

91



另一方面，ϵ-Greedy策略也赋予其他所有动作非零的概率，因此也可以充分“探索”其

他动作。ϵ-Greedy策略通过设置合适的 ϵ的值来平衡探索和利用：ϵ越大，策略的探索

性越强，利用性越弱；ϵ越小，策略的探索性越弱，利用性越强。此外，“利用”与最

优性（optimality）相关：如果策略“利用”得越充分，即越“贪婪”，它就越接近最

优，这是因为我们已经在MC Basic算法中知道贪婪策略是最优的。ϵ-Greedy策略的基

本理念是通过牺牲最优性来增强探索。

下面通过一些有趣的例子来进一步讨论这种权衡。这里的例子是在一个5× 5的网

格世界。奖励设置是 rboundary = −1, rforbidden = −10, rtarget = 1, γ = 0.9。

ϵ-Greedy策略的最优性

接下来展示 ϵ-Greedy策略的最优性随着 ϵ的变化。

⋄ 图5.6给出了一系列 ϵ-Greedy策略。这些策略有一个共同点：它们在每一个状态赋

予最大概率的动作是相同的。这样的策略称为一致的（consistent）。

从 (a)∼(d)图可以看出，随着 ϵ的增加，这些 ϵ-Greedy策略的状态值不断下降，即

最优性不断变差。这是因为当 ϵ较大时，在每一个状态选取不合理动作的概率也变

大了，因此收到的奖励变小了。

⋄ 图5.7给出了一系列最优的 ϵ-Greedy策略（这里“最优”指的是在给定 ϵ的情况下，

该策略是在Πϵ中是最优的，即相比Πϵ中其他策略有最大的状态值）。当 ϵ = 0时，

该最优策略是在所有策略的集合Π中是最优的。值得注意的是，当 ϵ比较小，例如

等于 0.1时，最优的 ϵ-Greedy策略与最优Greedy策略是一致的（即最大概率动作

相同）。然而，当 ϵ增加到 0.2时，求得的最优的 ϵ-Greedy策略与最优Greedy策略

不再一致。因此，如果我们想要得到与最优Greedy策略一致的 ϵ-Greedy策略，ϵ的

值应该足够小。

当 ϵ较大时，为什么最优 ϵ-Greedy策略与最优Greedy策略不一致呢？我们可以以

目标状态为例来直观地解释。目标状态的最优策略是保持原地不动从而获得正奖

励。然而，当 ϵ较大时，进入禁止区域进而获得负奖励的概率很大，此时在目标状

态最优的策略是逃离，而不是原地不动。

ϵ-Greedy策略的探索能力

下面讨论 ϵ的值如何影响 ϵ-Greedy策略的探索能力。

⋄ 考虑一个 ϵ = 1的 ϵ-Greedy策略（图5.5(a)）。该策略在任意状态下采取任意动作的

概率为0.2，具有较强的探索性。图5.8(a)∼(c)给出了从 (s1, a1)开始由该策略生成
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(a) 一个给定的 ϵ-Greedy策略及其状态值：ϵ = 0
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(b) 一个给定的 ϵ-Greedy策略及其状态值：ϵ = 0.1
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(c) 一个给定的 ϵ-Greedy策略及其状态值：ϵ = 0.2
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(d) 一个给定的 ϵ-Greedy策略及其状态值：ϵ = 0.5

图 5.6 一些 ϵ-Greedy策略及其状态值。这些 ϵ-Greedy策略有一个共同点：它们在每一个状态
赋予最大概率的动作都是一致的。从状态值可以看出，当 ϵ的值增加时，ϵ-Greedy策略
的状态值降低、最优性变差。

的不同长度的轨迹。可以看到，当回合足够长时，这个回合可以多次访问所有的

状态-动作，具有很强的探索能力。此外，所有状态-动作被访问的次数也接近均
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匀（图5.8(d)）。
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(a) 最优 ϵ-Greedy策略及其状态值：ϵ = 0
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(b) 最优 ϵ-Greedy策略及其状态值：ϵ = 0.1
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(c) 最优 ϵ-Greedy策略及其状态值：ϵ = 0.2
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(d) 最优 ϵ-Greedy策略及其状态值：ϵ = 0.5

图 5.7 给定不同的 ϵ值，最优的 ϵ-Greedy策略及其相应的状态值。可以看到，当 ϵ值增加时，最
优的 ϵ-Greedy策略不再与 (a)中的最优策略一致。

⋄ 考虑一个 ϵ = 0.5的 ϵ-Greedy策略（图5.6(d)）。该策略的探索能力比 ϵ = 1时更弱。
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(f) ϵ = 0.5：轨迹长 1000步
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(g) ϵ = 0.5：轨迹长 10000步
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(h) ϵ = 0.5：轨迹长 1000000步时，不同动
作被访问的次数

图 5.8 ϵ-Greedy策略在不同 ϵ值下的探索能力。
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图5.8(e)∼(g)给出了从 (s1, a1)开始由该策略生成的不同步数的轨迹。可以看到，当

轨迹比较短时，很多状态-动作并没有被访问到。虽然当轨迹足够长时每一个动作

都可以被访问到，但是访问的次数可能极不均匀。例如，当轨迹有一百万步时，有

些动作被访问超过250000 次，而大多数动作仅被访问几百甚至几十次（图5.8(h)）。

通过对比上述两个例子可以看出，当 ϵ减少时，ϵ-Greedy策略的探索能力减弱。使

用 ϵ-Greedy策略一个常见的技巧是，初期选取较大的 ϵ从而获得较强的探索性，末期

选取较小的 ϵ从而获得较好的最优性 [21–23]。

5.6 总结

本章是全书中第一次介绍无需模型的强化学习算法。我们首先通过一个期望值估

计的问题介绍了蒙特卡罗的思想，之后介绍了三种基于蒙特卡罗的算法。

⋄ MC Basic：这是最简单的基于蒙特卡罗的强化学习算法。该算法与上一章介绍的

策略迭代算法有密切关系：只要把策略迭代算法中需要模型的策略评估模块替换

为无需模型的蒙特卡罗估计模块，就能得到MC Basic算法。

⋄ MC Exploring Starts：此算法是MC Basic算法的推广。只要将一些提高样本使用

效率和更新策略效率的技巧引入MC Basic，就能得到MC Exploring Starts算法。

⋄ MC ϵ-Greedy：此算法是MC Exploring Starts算法的推广。只要将MC Exploring

Starts算法中的策略从Greedy改为 ϵ-Greedy，就可以得到MC ϵ-Greedy算法。通

过这种方式增强了策略的探索能力，因此可以移除Exploring Starts的条件。

这三个算法紧密相连，前一个是后一个的基础，后一个是前一个的推广。

在本章的最后，我们讨论了探索与利用这个重要的权衡问题，并且通过 ϵ-Greedy

策略进行了直观的解读。

5.7 问答

⋄ 提问：什么是蒙特卡罗估计？

回答：蒙特卡罗估计指的是使用随机样本来解决近似问题的一类通用方法。

⋄ 提问：什么是期望值估计问题？

回答：期望值估计问题指的是使用随机样本来近似随机变量的期望值。

⋄ 提问：如何解决期望值估计问题？
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回答：有两种方法——基于模型的和无需模型的。如果随机变量的概率分布已知，

则可以根据期望值的定义直接计算。如果随机变量的概率分布未知，但是有很多样

本，则可以用样本的平均值来近似期望值。根据大数定律，样本数量越大，这种近

似越准确。

⋄ 提问：为什么期望值估计问题对于强化学习很重要？

回答：状态值和动作值的定义都是期望值。因此，对状态或动作价值的估计本质上

是期望值估计问题。

⋄ 提问：基于蒙特卡罗的无模型强化学习的核心思想是什么？

回答：其核心思想是将策略迭代算法中需要模型的模块替换成不需要模型的模块。

这就是我们为什么要先学习需要模型的策略迭代算法，再学习不需要模型的蒙特

卡罗算法。否则，读者可能会有很多问题，例如为什么有策略评估和策略改进步骤

等问题。

⋄ 提问：什么是初始访问、首次访问和每次访问？

回答：它们是利用一个回合中的样本的不同方法。一个回合可能访问许多状态-动

作。初始访问方法仅使用整个回合来估计初始状态-动作的价值。相比之下，每次

访问和首次访问方法可以更好地利用样本估计回合中出现的很多其他状态-动作的

价值。

⋄ 提问：什么是Exploring Starts？

回答：Exploring Starts要求从每个状态-动作开始生成足够多的回合。该条件的重

要性在于，只有当每个动作都被充分访问之后，我们才能准确地评估所有动作价

值，进而正确地选择最优的动作。

⋄ 提问：避免Exploring Starts条件的基本思路是什么？

回答：基本思路是使用软策略。由于软策略是随机性的，其生成的回合理论上可以

访问所有状态-动作，这样就不需要从每个状态-动作出发生成大量回合。正如我们

通过例子介绍的，即使一个回合也可能充分访问每一个状态-动作。

⋄ 提问：如果我们仅考虑 ϵ-Greedy策略，还能找到最优策略吗？

回答：如果给定足够的样本，MC ϵ-Greedy算法可以收敛到Πϵ中的最优策略（即

在Πϵ中具有最大的状态值）。然而，除非 ϵ等于0，否则 ϵ-Greedy策略一般在Π（即

所有策略的集合）中不是最优的。

⋄ 提问：是否有可能使用一个回合访问所有状态-动作？

回答：这是可能的，例如使用 ϵ-Greedy策略生成一个足够长的回合。
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⋄ 提问：MC Basic、MC Exploring Starts、MC ϵ-Greedy三个算法之间的关系是什么？

回答：这三个算法紧密相连，前一个是后一个的基础，后一个是前一个的推广。MC

Basic是最简单的基于蒙特卡罗的强化学习算法，它的重要性在于揭示了无模型强

化学习的基本思想。MC Exploring Starts是MC Basic的一个推广，具有更高的样

本使用效率和策略更新效率。MC ϵ-Greedy是Exploring Starts的一个推广，它通

过引入 ϵ-Greedy策略避免了Exploring Starts条件。
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